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本稿は場の量子論と多体物理の教科書

M.ストーン，2012，量子場の物理〔新装版〕(樺沢宇紀訳)，丸善プラネット株式会社，東京

のまとめノートであり，ある程度，要点と途中計算の分離した見通しの良い構成を心掛け，教科書としても読

み得る自己完結的なテキストを目指した．他方で本稿は教科書の内容を取捨選択してあり，特に素粒子論に関

する話題は目新しい事項のみを集中的にまとめ，既に F.マンドル/G.ショー『場の量子論』 [1] [2](のノート)

で扱った内容 (とその周辺)に関しては大幅に省略するか，メモ程度のノートに留めてある箇所も少なくない．

まとめると本稿は素粒子論の“外伝”と，物性・凝縮系物理の入門的な性格を持つ．本稿には筆者の誤りや勘

違いが潜んでいるかもしれないことをあらかじめ断っておく．言うまでもなく，原著を当たるに越したことは

ない．また筆者の学力では本稿に載せることのできなかった内容も少なからずあることを告白しておく．

なお本稿の他にも理論物理の各種ノートを以下のページで公開している．(F.マンドル/G.ショー『場の量

子論』のノートを含む．)

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

「序」の抜粋・まとめ

本書は一般的な場の量子論と多体物理の入門のためのテキストであり，(中略)他の本格的なテキスト

とは異なり，広範囲の事項を完全に網羅したものではない．私は多くの学生が共通して難しく感じるよ

うな基本的な問題だけを集中的に扱った．

本書を 2期にわたる講義に用いる場合，

• 第 1期：1–11章

– 伝統的な量子力学的演算子の流儀・ハミルトン形式の量子力学に基づいて記述

• 第 2期：12–18章

– 径路積分の手法を採用 (繰り込みや臨界現象，非摂動的現象の理解に不可欠)

とするのが自然な配分である．

本書は凝縮系物理に携わる学生を主な対象としたわけではないが，凝縮系から多くの例を引いた．こ

れは著者の関心が，この数年来，格子ゲージ理論を介して，高エネルギー物理から結晶格子までの間を

行きつ戻りつしたことの反映である．しかし理由はもうひとつある．それは，凝縮系は具体的に見たり

感じたりすることができるものなので，感覚的な把握が容易だという事情である．私は量子色力学にお

けるカイラル対称性の破れの概念よりも，超流体における自発的な対称性の破れの概念を理解するほう

がやさしいと信じている．また凝縮系ではハミルトニアンが明確に定義され，場の量子論の手法によっ

て，測定結果と直接比較できる結果が与えられる．相対論的な系は通常このようになっておらず，正則

条件を満たす解の中から特定の解を選ぶために，恣意的に補助条件を導入しなければならない．このよ

うな事情は，それ自体として何ら問題はないが，初学者をしばしば混乱させる原因になる．かの Ken

Wilson も凝縮系の臨界現象に注目することによって，初めて摂動論における発散の起源を理解するに

至ったのである［場の分布のフラクタル性 (17.4節 p.254)］．
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第 1章　離散系

本章ではフォノン (固体の格子振動の量子化)について，教科書の記述を取捨選択しつつまとめる．

1.1.1　基準振動

x軸に沿って原子が平衡状態において間隔 aで並んでおり，隣り合う原子が弾性定数 K のばねで相互に結

合している，1次元結晶モデルにおける縦波を考え，n番目の原子の x軸に沿う平衡位置からの変位を ηn と

書く (図 1参照)［本稿では各原子の共通質量 mを 1と置かずに明示する］．各原子を平衡位置近傍にピン止

めするような調和ポテンシャル 1
2mΩ2η 2

n を導入すると，ラグランジアンは

L =
∑
n

{
m

2
η̇ 2
n −

K

2
(ηn − ηn+1)

2 − m

2
Ω2η 2

n

}
=m

∑
n

{
1

2
η̇ 2
n −

λ

2
(ηn − ηn+1)

2 − 1

2
Ω2η 2

n

}
(λ ≡ K/m) (1.7′)

となり，Lagrange方程式

0 =
d

dt

∂L

∂η̇n
− ∂L

∂ηn
= mη̈n +K(ηn − ηn+1)−K(ηn−1 − ηn) +mΩ2ηn

は Newtonの運動方程式

mη̈n = K(ηn+1 − ηn)−K(ηn − ηn−1)−mΩ2ηn,

∴ η̈n = λ(ηn+1 + ηn−1 − 2ηn)− Ω2ηn

を与える．弾性定数 K の項 K(ηn+1 − ηn)−K(ηn − ηn−1)は n番目の原子の両側のばねによる正しい弾性

力を表していることが見て取れる．ここで平面波解

ηn ∼ ei(kna−ωt)

［ただし本稿では指数に因子 aを補い，k に波数の次元を持たせた］を代入すると，分散関係

− ω2 = λ(eika + e−ika − 2)− Ω2, ∴ ω2 = 2λ(1− cos ka) + Ω2 (1.8)

が得られる．このとき図 2のように Ω2 に比例するピン止めのポテンシャルは，スペクトルの“ギャップ”を

生じる．ただし図 2では，2π/aだけ異なる k は同じ eikna の値を与えることを踏まえ，波数 k の定義域を周

期 −π/a ≤ k ≤ π/a (第 1 Brillouin帯域)に選んだ*1．長波長極限 k ≪ aでは

ω2 ≃ λ(ka)2 +Ω2

であり，Ω = 0であれば波の位相速度は ω/k = a
√
λとなる．

*1 このことは原子間距離 aより短い波長 λ ≲ a (すなわち波数 |k| ≳ π/a)が意味を成さないことと整合している．
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図 1 1次元結晶モデルにおける縦波

図 2 格子振動の分散関係 (1.8)

1.2.2　連続場

本稿ではここで先に連続体近似に移る．

m

a
→ ρ0 :平衡状態での質量密度，

K

a
→ κ : 弾性率， ηn(t)→ η(x, t) : 変位場

とすると，式 (1.7′)のラグランジアンは

L =
∑
n

a

{
(m/a)

2
η̇ 2
n −

(K/a)

2
(ηn+1 − ηn)2 −

(m/a)

2
Ω2η 2

n

}
→
∫

dx
{ρ0

2
η̇2 − κ

2
(∂xη)

2 − ρ0
2
Ω2η2

}
(1.52)

と書き換えられる．ここで運動エネルギーに関する第 1項の係数が 1/2となるように，場 φ ≡ √ρ0η を定義
し，また κ/ρ0 ≡ c2 とおいて整理すると，

L =

∫
dx

{
1

2
φ̇2 − c2

2
(∂xφ)

2 − Ω2

2
φ2

}
(1.53)

となる．これは Klein-Gordon場に対するラグランジアンとなっており，場 φは Klein-Gordon方程式

∂ 2
t φ = c2∂ 2

x φ− Ω2φ, i.e.

(
1

c2
∂ 2
t − ∂ 2

x +
Ω2

c2

)
φ = 0

に従う．質量項 (Ω2 の項)はピン止めのポテンシャルに起因しており (原子の質量とは無関係)，Ω = 0で場の

方程式は波動方程式になる (波の伝播速度は c)．［弾性体の運動方程式が縦波に対する波動方程式を再現する

ことは，連続体の理論で既に学んでいる．］分散関係 (1.8)は

ω2 = c2k2 +Ω2

に置き換わる．よって場 φは Klein-Gordon場と同様に量子化されることになる．

note：ピン止めのポテンシャル 原子間相互作用とは別にピン止めのポテンシャル 1
2mΩ2η 2

n を導入すること

は，固体との対応を考えると恣意的ではないかという疑問が生じる．実際 2.2節の第 1段落では，分散

関係が相対論的な粒子のそれ E 2
p = p2 +m2 と同じを持つようにピン止め項を導入したとある．
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1.1.3　基準振動の消滅演算子・生成演算子

量子化は連続体近似を施す前の段階で行うこともできる．周期境界条件 x = na ∼ (n+N)aの下で許容さ

れる波数

km =
2π

a

m

N
, m = 0, 1, · · · , N − 1

と，対応する振動数 ωm を用いて，変位場を

ηn(t) =
N−1∑
m=0

√
ℏ

2mωm

1√
N
{amei(kman−ωmt) + a †

m e−i(kman−ωmt)} (1.33′)

と Fourier展開する．(便宜的に展開係数から適当な因子を括り出しており，分母の因子 N は系の“体積”に

関係する．) これと共役な運動量

πn(t) =
∂L

∂η̇n
= mη̇n =

N−1∑
m=0

√
mℏ
2ωm

1√
N
iωm{−amei(kman−ωmt) + a †

m e−i(kman−ωmt)}

を Heisenberg描像の演算子と見なして，正準交換関係

[ηn(t), πm(t)] = iℏδnm, etc.

を課すと，調和振動子の交換関係 [am, a
†
n ] = δmn, etc.が導かれ，展開係数は生成・消滅演算子となる (そう

なるように Fourier展開 (1.33′)において，あらかじめ適当な係数を括り出した)．

note その確認作業は場の理論で行った証明と本質的に変わらないはずなので，ここでは (部分的に)逆証だ

け行って満足する．すなわち生成・消滅演算子の交換関係を仮定すると，

[ηn(t), πm(t)] =
N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

ℏ
2N
√
ωkωl

iωk{[ak, a †
l ]e

i(kkan−ωkt)e−i(klam−ωlt) − [a †
k , al]e

−i(kkan−ωkt)ei(klam−ωlt)}

=

N−1∑
k=0

iℏ
2N

(eikka(n−m) + e−ikka(n−m))

=iℏδmn.

ただし最後の等号では，有限 Fourier級数に関する恒等式

N−1∑
m=0

eikma(n−n
′) = Nδnn′ (1.35′)

を利用した．

このように格子振動を量子化して得られる，各モードの励起として現れる Bose粒子をフォノンと呼ぶ．

note ピン止め項を導入せずに連続体近似を施した変位場を量子化して得られる Bose 粒子もフォノンと呼

ぶ [3, pp.20–28]．ピン止め項や連続体近似の有無は本質的ではない．

note 3次元での量子化 (pp.11–12)は文献 [4, § 72]を参照．特に古典的な理論の形について，歪みと応力が

線形関係を持つ等方的な弾性体の理論で学んだように，ある方向 xだけに依存する変位場を考えると，

縦波と横波の各々が音速の異なる波動方程式を満たすことが導かれる (P波と S波に対応)．3次元空間
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を満たす媒質の代わりに，xy 平面上の膜を伝播する 2次元的な波動を考えることもできる．膜は z 方

向に微小変位 u(x, y)を起こすと仮定すると，膜上の線要素 dx,dy は

dr1 =

(
dx, 0,

∂u

∂x
dx

)
, dr2 =

(
0, dy,

∂u

∂y
dy

)
に移る．よって膜の面要素 dS = dxdy は

dS′ = dr1 × dr2 =

(
−∂u
∂x
,−∂u

∂y
, 1

)
dxdy

に移り，面積は

δ(dS) =


√
1 +

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

− 1

 dxdy ≃ 1

2

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
}
dxdy

だけ変化する．表面張力と同様，膜のポテンシャルは面積変化に比例すると仮定すると，スカラー場の

ラグランジアンのポテンシャル項

U ∝ 1

2

∫ {(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
}
dxdy

が得られる．
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第 2章　相対論的スカラー場

本章はある程度，場の理論の復習にあたるため，目新しい内容をいくらか特筆するに留める．

2.1　単位系と計量

• 自然単位系を採用する (c = 1, ℏ = 1)．

• 符号系 (+−−−)のMinlowski計量を採用する．

2.2　 Klein-Gordon方程式

Schrödingerは原子内の電子を記述する相対論的な波動方程式として，既に Klein-Gordon［以下 KG］方

程式を調べていた．しかし水素原子スペクトルの正しい微細構造を導けなかったため，彼は KG方程式を放棄

した．KG方程式から正しい微細構造を導けなかった理由は，KG方程式ではスピンが考慮されていない点に

ある．

2.2.1　相対論的規格化

文献 [1, p.46]における (実)KG場の Fourier展開 (3.7):

φ(x) =
∑
k

1√
2V ωk

(a(k)e−ik·x + a†(k)eik·x)

において，展開係数を A(k) = a(k)
√
2V ωk と再定義すれば，

φ(x) =
1

V

∑
k

1

2ωk
(A(k)e−ik·x +A†(k)eik·x)

→
∫

d3k

(2π)3
1

2ωk
(A(k)e−ik·x +A†(k)eik·x) (V →∞) (2.3)

は Lorentz不変な測度 d3k/ωk による積分になる．このとき調和振動子の交換関係は

[a(k), a†(k′)] = δkk′ → [A(k), A†(k′)] = 2V ωkδkk′ (2.4′)

と置き換わる*2．すると 1粒子状態 |k⟩ ≡ A†(k) |0⟩は

⟨k|k′⟩ = ⟨0|A(k)A†(k′)|0⟩ = ⟨0|{A†(k′)A(k) + [A(k), A†(k′)]}|0⟩
=2V ωkδkk′ (2.5′)

と規格化されることになる．これを“Lorentz不変な規格化”という．と言うのも，右辺は各因子が，粒子の

静止系から運動量 k (対応する速度パラメータを β とする)への単純な Lorentzブーストに対して

V0 → V = V0
√
1− β2, m → ωk =

m√
1− β2

*2 体積 V = L3 → ∞の極限を想定すると
δkk′

(2π/L)3
→ δ3(k − k′)，すなわち V δkk′ → (2π)3δ3(k − k′)となるので，

[A(k), A†(k)] = 2ωk(2π)
3δ3(k − k′). (2.4)

7



と変換されるため，不変である．(詳細は付録 A［本稿では省略］も参照．［文献 [5, p.128]にも「k0δ3(k− q)

は Lorentz不変」とある (しかし変換則は非自明である)．］)さらに上式 (2.5′)を用いると，行列要素

⟨k|φ(x)|0⟩ =
∑
k′

1

2V ωk′
⟨k|A†(k′)|0⟩ eik

′·x = eik·x (2.6)

は Lorentzスカラーとなることが分かる．

2.2.2 内積／ 2.2.3 複素スカラー場

複素 KG場 φ(x)について，ゲージ対称性と電荷保存則の関係を復習しよう．KG場の大域的位相変換

φ(x)→ e−iαφ(x), φ∗(x)→ eiαφ∗(x)

に対して，ラグランジアン
L = (∂µφ

∗)(∂µφ)−m2φ∗φ

は不変である．ところで一般に Lを不変に保つ場 ϕr の対称変換 ϕr → ϕr + δϕr に対して，保存するカレント

fµ =
∂L

∂(∂µϕr)
δϕr (場の種類 r で和をとる)

が導かれる [1, p.38]．今の場合，これは具体的には

fµ = (∂µφ
∗)(−iαφ) + (∂µφ)(iαφ

∗) = iα(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) ≡ αJµ (2.19)

と計算され，保存する電荷

Q =

∫
J0d3x = i

∫
(φ∗∂0φ− φ∂0φ∗)d3x (積分は超曲面 t = constにわたる)

を与える．そこで一般に内積

(a, b) ≡ i
∫
(a∗∂0b− b∂0a∗)d3x (積分は超曲面 t = constにわたる)

を定義することが動機付けられる．

note 右辺の被積分関数はしばしば a
←→
∂ 0b

∗ ≡ a∗∂0b− b∂0a∗ と略記される [5, p.22]．

定義式より，これは性質

(a, b) = (b, a)∗, (a, λb) = λ(a, b), (λa, b) = λ∗(a, b)

を満たすことが見て取れる．ただしこの内積は正定値とはならない．実際，例えば負振動数解 eip·x =

ei(Ept−p·x), Ep ≡
√
m2 + p2 どうしの内積は

(eip·x, eip·x) = i

∫
{e−ip·x(iEp)e

ip·x − eip·x(−iEp)e
−ip·x}d3x = −2EpV < 0

となる (V ≡
∫
d3xは空間の体積)．同様に正振動数解 e−ip·x = ei(p·x−Ept) どうしの内積は

(e−ip·x, e−ip
′·x) =i

∫
{eip·x(−iEp′)e−ip

′·x − e−ip
′·x(iEp)e

ip·x}d3x

=

{
2EpV δpp′ (有限の V )

2Ep(2π)
3δ(p− p′) (V →∞)

(2.24)

となる．
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note ただし第 2の等号では∫
ei(p−p

′)·xd3x = ei(Ep−Ep′ )t

∫
e−i(p−p′)·xd3x =

{
ei(Ep−Ep′ )tV δpp′ = V δpp′ (有限の V )

ei(Ep−Ep′ )t(2π)3δ(p− p′) = (2π)3δ(p− p′) (V →∞)

を用いた．

上式 (2.24)は調和振動子の交換関係 (2.4′)の値に等しい：

[A(p), A†(p′)] = (e−ip·x, e−ip
′·x). (2.31′)

また複素 KG場の Fourier展開を式 (2.3)や文献 [1, p.50]の式 (3.26)と同様，

φ(x) =
∑
k

1√
2V ωk

(a(k)e−ik·x + b†(k)eik·x) =
∑
k

1

2V ωk
(A(k)e−ik·x +B†(k)eik·x)

=

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk
(A(k)e−ik·x +B†(k)eik·x) (2.29)

と書くと，展開係数を取り出す公式

A(k) = i

∫
eik·x
←→
∂ 0φd

3x, etc.

(文献 [1, p.61](の問題 3.1のノート)や文献 [5, p.35]を見よ)は

A(k) = (e−ik·x, φ), B(k) = (e−ik·x, φ†), A†(k) = (φ, e−ik·x), B†(k) = (φ†, e−ik·x) (2.30)

と書ける．

注意 以降，教科書と同様に A(k)のことを単に ak と表記することもある．

2.3　対称性と Noetherの定理

2.3.1　内部対称性

まず第 2段落 (p.20)を抜粋・特筆する：

物理的な空間における回転以外に“内部空間”(internal space)における回転を考えることもできる．

アイソスピン (isospin)はこの例である．3種類のパイオン (pion) π±, π0 はアイソスピンの回転によっ

て互いに変換し，アイソスピン代数 SU(2)の I = 1表現を形成する．この代数は角運動量 Ĵi に関する

Lie代数と数学的に同型であるが，物理的な意味は全く異なっている．この Lie群 SU(2)は強い相互作

用に関する (ほぼ完全な)対称性を表している．

さて，本稿では 2.2 節で既に電荷保存則を理論の大域的位相変換に対する不変性と関連付けて論じた．こ

こでは α(x) が時空点に依存する局所位相変換 φ → e−iαφ を考えると，複素スカラー場のラグランジアン

L = (∂µφ
∗)(∂µφ)−m2φ∗φ は不変ではなく，δφ = −iαφより

δL =(∂µδφ
∗)(∂µφ)−m2(δφ∗)φ+ c.c. (c.c.は複素共役)

={i(∂µα)φ∗ + iα∂µφ
∗}(∂µφ)−m2(iαφ∗)φ+ c.c.

=Jµ∂µα (Jµ ≡ i(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗)) (2.35′)

→− α∂µJµ (作用積分の下で部分積分) (2.36′)
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だけ変化する．［これは全体としては 4元発散 ∂µ(· · · )µ となっていないから運動方程式は不変でないと考えら
れ，ゲージ場を導入して初めて理論の不変性が回復する (そのとき対称性から導かれるカレント Jµ は変わら

ない)．しかしながらゲージ場を導入せずとも，］最小作用原理より場の任意の変分 δφに対して，したがって

位相の変分 α(x)に対して作用の変分が

0 = δS = −
∫

d4xα∂µJ
µ (2.36)

とならなければならないことは確かであり，このとき運動方程式として再び保存則

∂µJ
µ = 0 (2.37)

が導かれることになる［13.2節でも同様の議論が繰り返される］．

後半は“カレント代数”に関する話題である．ϵi を無限小パラメータの組とする複数の場 φα の無限小変換

φα → φα + iϵiλ
i
αβφβ (2.43)

を考え，Hermite行列 λi は交換関係
[λi, λj ] = −if ijkλ

k (2.44)

に基づく Lie代数を形成すると仮定する．

note 無限小変換 (2.43)は単一の場の位相変換 φ→ e−iαφを特別な場合として含んでいる．交換関係 (2.44)

の根拠については文献 [5, pp.5–7]を参照．

ラグランジアン密度 Lが複数の場 φα とその 1階微分 ∂µφα のみに依存するとき，場の変化 (2.43)に伴う作

用の変分は

δS = i

∫
d4x

[
ϵi

{
∂L
∂φα

λiαβφβ +
∂L

∂(∂µφα)
λiαβ∂µφβ

}
+ (∂µϵi)

{
∂L

∂(∂µφα)
λiαβφβ

}]
(2.45)

と計算される［教科書の訂正として，右辺全体に係数 iを補った (以下同じ)］．ここでもパラメータ ϵi が座標

xに依らない大域的変換に対してのみ，Lは不変であるとすると，上式 (2.45)の右辺第 1項 (ϵi に比例する項)

はゼロになる．よって局所的な変換に対しては，生き残る第 2項を部分積分して最小作用原理を適用すると

0 = δS =

∫
d4xϵi∂µJ

(i)µ, J (i)µ ≡ −i ∂L
∂(∂µφα)

λiαβφβ

となり，保存則 ∂µJ
(i)µ = 0が得られる．“電荷”密度は J (i)0 = −iπαλiαβφβ と同定され，演算子としては正

準交換関係 [φα(x), πβ(x
′)] = iδ3(x− x′)δαβ (ただし以降，同時刻 x0 = x′

0 とする)より，交換関係

[J (i)0(x), J (j)0(x′)] =− iπ̂α(x)[λi, λj ]αβφβ(x)δ3(x− x′)

=if ijkJ
(k)0δ3(x− x′) (2.49)

を満たす (カレント代数)．

note：上式 (2.49)の導出 行列 λi, λj は一般に交換しなくとも，その成分どうしは交換することに注意しよ
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う．すると正準交換関係より，

[J (i)0(x), J (j)0(x′)] =− [πα(x)λ
i
αβφβ(x), πγ(x

′)λjγδφδ(x
′)]

= · · ·

=− πα(x)λiαβ [φβ(x), πγ(x′)]λ
j
γδφδ(x

′)− πγ(x′)λjγδ[πα(x), φδ(x
′)]λiαβφβ(x)

=− iπα(x)λiαγλ
j
γδφδ(x

′)δ3(x− x′) + iπγ(x
′)λjγαλ

i
αβφβ(x)δ

3(x− x′)

=− iπα(x) (λiαγλ
j
γβ − λ

j
αγλ

i
γβ)︸ ︷︷ ︸

[λi,λj ]αβ=if
ij

kλ
k
αβ

φβ(x)δ
3(x− x′)

=if ijk[−iπα(x)λ
k
αβφβ(x)]δ

3(x− x′)

=if ijkJ
(k)0δ3(x− x′) : (2.49)

となる．

上式 (2.49)の両辺を x,x′ について積分すると，保存する“電荷”Q(i) =
∫
d3xJ (i)0 は交換関係

[Q(i), Q(j)] = if ijkQ
(k)

を満たすことが分かる．これは“電荷”Q(i) の交換子もまた Lie代数を形成することを意味する．

2.3.2　時空の対称性

エネルギー・運動量テンソルに関する議論は文献 [1, pp.39–43] [6, pp.87–91,pp.301–304]などの復習であ

る．またスカラー場の運動量 P̂ (ここでは教科書通り演算子にハットを付けておく)が空間並進

e−ia·P̂ φ̂(x)e+ia·P̂ = φ̂(x+ a) (2.64)

を生成することは，文献 [1, p.44]の問題 2.5で確認した．

note：式 (2.66)第 2の等号について 1 行下の「P̂ |0⟩ = 0」は正しくは「P̂ |0⟩ = |0⟩」である．また時刻
x0 = t ̸= 0における場の演算子 φ̂(x)を考えれば，場の Fourier展開 (2.29)は

φ̂(x = 0, t) =

∫
d3k′

(2π)3
1

2Ek′
(A(k′)e−iEk′ t +B†(k′)eiEk′ t)

を与えるので，

⟨k|φ̂(x)|0⟩ = ⟨k|e−ix·P̂ φ̂(0, t)e+ix·P̂ |0⟩ = e−ik·x ⟨k|φ̂(0, t)|0⟩ = e−ik·x
∫

d3k′

(2π)3
1

2Ek′
eiEk′ t ⟨k|k′⟩

=ei(Ekt−k·x) (∵ 式 (2.5) : ⟨k|k′⟩ = 2Ek(2π)
3δ3(k − k′))

となって，改めて行列要素 (2.6)が得られる．(場の Fourier展開を用いて行列要素を評価していること

自体は式 (2.6)のときと変わらない．)

そこで本節では，場の運動量 P に関する最終段落の注意事項を引用すれば充分である：

しかし我々の扱う場が，第 1章で示したような媒質中 (結晶や流体)のフォノンを表す際には，注意

が必要である．この場合には 2 通りの異なる“並進”対称性があり，これに対応して 2 通りの“運動

量”の概念が生じる．第 1の概念は，ここで議論したような，背景となる一様な媒質に対して波を移動
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させる並進操作に伴う対称性である．第 2の概念は，媒質と波を一緒に移動させる並進操作に関する対

称性である．後者だけが Newton力学的な“運動量”の意味を持つ．前者の対称性は，流体力学で“擬

運動量”(pseudomomentum)と呼ばれるものに対応する．結晶中のフォノンは擬運動量だけを持つが，

流体中のフォノンは両方の運動量を担う．流体中の運動量密度 ρv は，質量の流れの密度と一致するの

で，流体中にはフォノンの“風”が存在する．このことは，また後から議論する．
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第 3章　摂動論

本章はある程度，場の理論の復習にあたるため，目新しい内容をいくらか特筆するに留める．

3.1　相互作用

実スカラー場 φ(x)のラグランジアン密度に，c-数で表される外部の源 J(x)との相互作用項 J(x)φ(x)を付

け加えると，場の方程式は
(∂2 +m2)φ(x) = J(x)

となる．

• 第 1章の結晶モデルでは，J は原子に働く外力［∵ (ポテンシャル)∼(外力)(変位)］．

• 素粒子論的には，J は“φ̂(x)量子”の源．
– 結晶に力を及ぼすと，結晶弾性場の量子であるフォノンが生じることと整合．

粒子同士の相互作用を記述するには，非線形な相互作用項，例えば Lint =
λ
4!φ

4 が必要である．

素粒子物理において，必要な対称性を備えた相互作用項の中で，微分が最も少ないものが重要である．微分

が多い項は相互作用を“繰り込み不可能”にし，“無効”(irrelevant)と言われる．

3.2　摂動論

3.2.1　相互作用描像

本節では Dyson級数

U(t, 0) = T exp

{
−i
∫ t

0

dt′H(t′)

}
≡ 1− i

∫ t

0

dt′H(t′)− 1

2!

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′T{H(t′)H(t′′)}+ · · · (3.11)

についてメモしておけば十分である．これは既に級数

1− i
∫ t

0

dt′H(t′) + (−i)2
∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′H(t′)H(t′′) + · · · (3.11′)

を時間順序化 Tで書き直した形をしており (式変形の方法は文献 [1, pp.107–108]のノート参照)，Dyson級

数もまた時間によらないハミルトニアンに対する時間的発展の演算子 e−iHt と同様，指数関数と似た形をとる

ことを意味している．他方，細かい時間分割 t ≡ tn > tn−1 > · · · > t1 > t0 ≡ 0に対する表式

Texp

{
−i
∫ t

0

dt′H(t′)

}
≈ e−iH(tn−1)δte−iH(tn−2)δt · · · e−iH(t1)δte−iH(t0)δt (3.13)

の右辺は明らかに時間順序化されており，これは時間的発展の演算子の性質

U(t, 0) = U(tn, tn−1)U(tn−1, tn−2) · · ·U(t2, t1)U(t1, t0)

から期待される関係式である．実際，式 (3.13)の右辺は

e−iH(tn−1)δte−iH(tn−2)δt · · · e−iH(t1)δte−iH(t0)δt

≈[1− iH(tn−1)δt][1− iH(tn−2)δt] · · · [1− iH(t1)δt][1− iH(t0)δt]

=1− i
∑
k

H(tk)δt+ (−i)2
∑
k>l

H(tk)H(tl)δt
2 + (−i)3

∑
k>l>m

H(tk)H(tl)H(tm)δt3 + · · ·
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図 3 階段関数の式 (3.20)を評価するための積分路

となり，最右辺の各項はそれぞれ，式 (3.11′)の各項の正しい区分求積的な表現を与えている．このように式

(3.13)右辺を δtの 2次以降の項まで信用して良いことは，少なくとも上式の第 1の等号が δtの 1次までの近

似であることを考えれば，非自明な結果であり，3.3.2節の式 (3.33)ではこのことを踏まえている．

3.2.2　伝播関数と時間順序積

基本的に省略可能．

実スカラー場の伝播関数 (Green関数)の表記

iG(x, x′) = ⟨0|T{φ(x)φ(x′)}|0⟩ (3.16)

=

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek

{
θ(x′0 − x0)e−ik·(x

′−x) + θ(x0 − x′0)e+ik·(x
′−x)

}
(3.19)

を導入しておく (式 (3.19)は文献 [1]の式 (3.39–41),(3.55–56)で確認済み)．

Heavisideの段差 (階段)関数は

θ(t) = i

∫
dω

2π

e−iωt

ω + iϵ
(3.20)

と書ける．

note：上式 (3.20)の確認 図 3のように積分路を閉じると，

i

∫
dω

2π

e−iωt

ω + iϵ
= θ(t)

i

2π
(−2πiRes[−iϵ]) = θ(t). (∵ Res[−iϵ] = e−ωϵ → 1)

なお式 (3.20)は階段関数の Fourier成分が∫
dteiωtθ(t) =

i

ω + iϵ
(3.20′)

で与えられることを意味する．

また運動量空間の伝播関数 iG(k)の式

iG(x, x′) =

∫
d4k

(2π)4
iG(k)e−ik·(x−x

′), iG(k) ≡ i

k2 −m2 + iϵ
(3.23)

(ϵ > 0は無限小パラメータ)も，後で必要なので書いておく．
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3.3　Wickの定理

3.3.1　正規積

省略可能．

3.3.2　Wickの定理

自由場のみを対象としているが［従って反交換するフェルミオン因子は扱わない］，母関数の形で表した

Wickの定理の証明を行っている (Wickの定理の直接的な導出は「長く退屈な作業になる」(p.33))．ここで

はスカラー場 φ(x)の演算子を表すハットを省き，また縮約を ⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩ ≡ ⟨φ(x)φ(y)⟩と略記する．
その上でまず，示したい定理を引用する．

定理： J(x)を c-数の関数とすると，次式が成り立つ．

T
{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
= N

{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
e−

1
2

∫
d4xd4yJ(x)⟨φ(x)φ(y)⟩J(y). (3.32)

注意： J(x) = iK(x)と置いて式を展開し，係数を比較すると，先に示した定理の式［オリジナルのWick

の定理 (3.31)，本稿では省略］になる［本稿次節で補足］．iを挿入したのは，J(x)が実であれば左辺

がユニタリー演算子になるからである．

さて，上式 (3.32)を証明しよう．一般に A,B が [A,B]と交換するならば，

eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B]

である［この定理の証明は文献 [7, pp.304–305] で確認済み］．特に A,B が場の演算子 φ の線形結合のとき

には，[A,B]は c-数となるから，この条件が満たされている．H(t) ≡
∫
d3xJ(x)φ(x)と略記し［空間積分を

補った］，上記の定理と式 (3.13)を用いると，

T
{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
= T

{
e−i

∫
dtH(t)

}
≈e−iδtH(tn−1)e−iδtH(tn−2) · · · e−iδtH(t0)

=exp

(
−δt

∑
i

H(ti)−
1

2
δt2
∑
k>l

[H(tk), H(tl)]

)
(3.33)

と近似できる［第 2の等号を本稿次節で補足］．δt→ 0の極限で

T
{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
= e−i

∫
d4xJ(x)φ(x) exp

{
−1

2

∫
d4xd4yJ(x)J(y)θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]

}
. (3.34)

［c-数 [H(tk),H(tl)]の項の指数を通常の“指数法則”に従って括り出した．］

他方，正規積は

N
{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
≡e−i

∫
d4xJ(x)φ(−)(x)e−i

∫
d4xJ(x)φ(+)(x)

=e−i
∫
d4xJ(x)φ(x) exp

{
−1

2

∫
d4xd4yJ(x)J(y)[φ(−)(x), φ(+)(y)]

}
(3.35)

である．［第 1の等号では，正規積の定義より φ(±) をあたかも交換するものとして扱って良いため，通常の

“指数法則”が成り立つことを用いており，第 2の等号では再び冒頭の定理を適用し，指数の [φ(−)(x), φ(+)(y)]
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が c-数であることを考慮した．］これを式 (3.34)と比較すると

T
{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
= N

{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
× exp

{
1

2

∫
d4xd4yJ(x)J(y)

(
[φ(−)(x), φ(+)(y)]− θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]

)}
. (3.36)

さらに右辺の指数 [φ(−)(x), φ(+)(y)]− θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]は c-数なので，その真空期待値に一致すること

に注意すると，

[φ(−)(x), φ(+)(y)]− θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]

= ⟨0|[φ(−)(x), φ(+)(y)]|0⟩ − θ(x0 − y0) ⟨0|[φ(x), φ(y)]|0⟩
= ⟨0| − φ(y)φ(x)− θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]|0⟩
=− ⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩ (3.37)

と書き換えられる［第 2,第 3の等号を本稿次節で確認］．これを上式 (3.36)に代入すると，式 (3.32)が得ら

れる．証明終わり．

3.3.2節について

■母関数で表した定理 (3.32)がWickの定理を再現することの確認 J(x) = iK(x)とおくと，式 (3.32)左辺

の 2つの因子はそれぞれ，

N
{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
=

∞∑
n=0

Nn, Nn ≡
1

n!

∫
d4x1 · · · d4xnK(x1) · · ·K(xn)N(φ(x1) · · ·φ(xn)),

e
1
2

∫
d4xd4yK(x)⟨φ(x)φ(y)⟩K(y) =

∞∑
n=0

C2n, C2n ≡
1

n!

(
1

2

∫
d4xd4yK(x) ⟨φ(x)φ(y)⟩K(y)

)n
と展開される (ただし N0 = 1)．よって例えば式 (3.32)の両辺においてK(x)の 5次の項を考えると，左辺は

1

5!

∫
d4x1 · · ·d4x5K(x1) · · ·K(x5)T(φ(x1) · · ·φ(x5))

となるのに対し，右辺の 5次の項は

N1C4 =
1

5!
· 15

∫
d4x1 · · · d4x5K(x1) · · ·K(x5) ⟨φ(x1)φ(x2)⟩ ⟨φ(x3)φ(x4)⟩φ(x5)

=
1

5!

∫
d4x1 · · ·d4x5K(x1) · · ·K(x5){⟨φ(x1)φ(x2)⟩ ⟨φ(x3)φ(x4)⟩φ(x5) + perms.},

N3C2 =
1

5!
· 10

∫
d4x1 · · · d4x5K(x1) · · ·K(x5) ⟨φ(x1)φ(x2)⟩N(φ(x3)φ(x4)φ(x5))

=
1

5!

∫
d4x1 · · ·d4x5K(x1) · · ·K(x5){⟨φ(x1)φ(x2)⟩N(φ(x3)φ(x4)φ(x5)) + perms.},

N5C0 =
1

5!

∫
d4x1 · · ·d4x5K(x1) · · ·K(x5)N(φ(x1) · · ·φ(x5))

の和である．ただし N1C4 と N3C2 の第 2の等号では，全体に係数 15または 10を掛ける代わりに，等価的

に被積分関数において，積分変数を入れ替えて得られる

5C2 · 3C2

2
= 15種類 または 5C2 = 10種類
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の置換項 (permutations)の和をとっても良いことを考慮した．(教科書の表記「+perms」の初出は，式 (2.16)

の「+permutations」である．) 被積分関数を比較すると，見慣れたWickの定理

T(φ(x1) · · ·φ(x5)) =N(φ(x1) · · ·φ(x5))
+ ⟨φ(x1)φ(x2)⟩N(φ(x3)φ(x4)φ(x5)) + perms.

+ ⟨φ(x1)φ(x2)⟩ ⟨φ(x3)φ(x4)⟩φ(x5) + perms.

が得られる．

■式 (3.33)第 2の等号について A,B,C, · · · を φの線形結合とし，

eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B] ([A,B]は c-数)

を繰り返し用いると，[[A,B], C] = 0より

eAeBeC = eA+B+ 1
2 [A,B]eC = eA+B+C+ 1

2 [A,B]+ 1
2 [A,C]+ 1

2 [B,C], etc.

となり (最右辺の交換子はアルファベットの順に従うことに注意)，帰納的に式 (3.33)最右辺の形が得られる．

■式 (3.37)第 2,第 3の等号の確認 第 2の等号は

⟨0|φ(y)φ(x)|0⟩ = ⟨0|[φ(−)(y) + φ(+)(y)][φ(−)(x) + φ(+)(x)]|0⟩

= ⟨0|φ(+)(y)φ(−)(x)|0⟩

= ⟨0|[φ(+)(y), φ(−)(x)]|0⟩

=− ⟨0|[φ(−)(x), φ(+)(y)]|0⟩

による．第 3の等号も

φ(y)φ(x) + θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)] =

{
φ(y)φ(x) + [φ(x), φ(y)] = φ(x)φ(y) (x0 > y0)

φ(y)φ(x) (y0 > x0)

=T{φ(x)φ(y)}

より正しい．

3.3.3　応用

湯川ポテンシャル

まず公式
⟨0|S|0⟩ = ⟨0|U(+∞,−∞)|0⟩ = e−i(EJ−E0)T (3.42)

の証明を詳しくまとめる．

一般に結合定数 g で特徴付けられる，相互作用のある理論 (ハミルトニアン H(t))を考え，g = 0の自由な

理論のハミルトニアンを H0 と書く．

• まず始状態を非摂動ハミルトニアン H0 の基底状態 |0⟩ (エネルギー固有値 E0)とする．

• その後，時刻 t1 から長い時間をかけて結合定数 g(t)が断熱的に g(̸= 0)に移行し，

• 次いで系が相互作用のある理論のハミルトニアン H の下で長時間 T だけ発展し，
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図 4 相互作用の断熱的な導入

• さらに時刻 t2 までに断熱的に g(t)→ 0となって，

終状態が再び非摂動真空状態 |0⟩に戻る場合を考える (以上，図 4を参照)．

このとき U(t′, t)を時間的発展の演算子として，

S =U(+∞,−∞) = lim
τ→∞

U(+τ, t2)U(t2, t1)U(t1,−τ) = lim
τ→∞

e−iH0(τ−t2)T
{
e−i

∫ t2
t1
H(t)dt

}
e−iH0(t1+τ)

=eiH0t2T
{
e−i

∫ t2
t1
H(t)dt

}
e−iH0t1

と表される (教科書 p.35における U(t2, t1)の引数は正しくは ±∞と考えられる)．(相互作用描像では，S は

S行列と呼ばれる (4.4.1節)．) その真空期待値

⟨0|S|0⟩ = ⟨0|T
{
e−i

∫ t2
t1
H(t)dt

}
|0⟩ eiE0(t2−t1) (3.40)

(|0⟩ が H0 の固有値 E0 に属する固有状態であることに注意した) を真空偏極 (真空永年振幅) という

［実際，真空偏極には S 行列展開から現れる真空泡のみが寄与する (4.1.1 節 (の note) を参照)］．ここで

t1 < t < −T/2, T/2 < t < t2 での断熱変化は緩慢なので，

⟨0|T
{
e−i

∫ t2
t1
H(t)dt

}
|0⟩ = e−

∫ t2
t1
E(g(t))dt (3.41)

が良い近似で成り立つ．さらに t1 < t < t2 のうちほとんどの時間 T において E(g(t))は，源の存在するとき

のエネルギー EJ に等しいので，(式 (3.41)右辺) = e−iEJT と近似してしまい，同様に式 (3.40)の指数でも

t2 − t1 = T と置き換えると，冒頭の式 (3.42)が得られる．

次に式 (3.42)の 1つの応用として，2つの源 (核子)が生成する仮想的な φ量子の交換によって生じる核子

間力を調べる．核子の系は，動かない 2つの φ場の源

J(x) = g1δ
3(x− x1) + g2δ

3(x− x2) (3.38)

による相互作用 J(x)φ(x)で記述される．

note これは電荷密度に類似の量である．実際，場 φに結合する外源場 J は，電磁場 Aµ に対しては電流密

度 jµ であり (p.177第 1の訳註)，これは電荷密度 ρを時間成分に持つ．

このとき式 (3.42) の U(∞,−∞) を［系の存続時間 T (→ ∞) における発展演算子として］具体的に評価す

ると，

∆E ≡ EJ − E0 = −g1g2
1

4π

e−m|x1−x2|

|x1 − x2|
(3.48)
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が得られる (導出は下記)．これは ∆E < 0 の引力相互作用となっており，g1g2 を除いた因子は湯川ポテン

シャルと呼ばれる［式 (3.48)より核子間力は距離 1/m程度 (Compton波長程度)までしか届かない］．

上式 (3.48)の導出 教科書の導出過程を補足しつつまとめる．時間発展演算子を相互作用のある時間 T にお

いて考えると，公式 (3.42)は

e−i∆ET = ⟨0|U(+∞,−∞)|0⟩ = ⟨0|T
{
−i
∫

d4xJ(x)φ(x)

}
|0⟩

を与える．ここで最右辺は母関数で表したWickの定理 (3.32)の真空期待値として評価できる．その

際，恒等演算子 O = 1に対しては例外的に，正規積 N(O) = 1の真空期待値はゼロにならず (p.33上 2

行)，

⟨0|N
{
e−i

∫
d4xJ(x)φ(x)

}
|0⟩ = ⟨0|N {1 + · · · } |0⟩ = 1

となることに注意する．すると，

e−i∆ET =exp

[
−1

2

∫
d4xd4yJ(x) ⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩ J(y)

]
(3.43)

= exp

[
−1

2

∫
d4xd4y

(
g1δ

3(x− x1) + g2δ
3(x− x2)

)
×
∫

d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ
e−ik·(y−x)

(
g1δ

3(y − x1) + g2δ
3(y − x2)

)]

=exp

[
−1

2

∫
dx0dy0

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ
e−ik0·(y0−x0)

×
(
g 2
1 + g 2

2 + g1g2e
ik·(x2−x1) + g2g1e

ik·(x1−x2)
)]

=A exp

[
−g1g2

∫
dx0dy0

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ
e−ik0·(y0−x0)eik·(x1−x2)

]
(3.44)

を得る．ただし最後の等号では積分変数の変更 −k→ kにより，g1g2 の項の寄与が g2g1 の項の寄与に

一致することに注意した．上の計算に見てとれるように，最右辺の係数 Aは伝播関数 G(x, y)の引数が

ともに xi (i = 1, 2)となる 2つの項から生じており，これらの項は時間 x0, y0 間で源 xi から放出され

た φ粒子が，同じ源に吸収される過程に対応している．Aは発散する“自己エネルギー”を含むが，こ

こではこの問題には深入りしない．

上式 (3.44)の時間積分を実行すると∫
dx0dy0e

−ik0(y0−x0) =

(∫
dx0e

ik0x0

)(∫
dy0e

−ik0y0
)

= (2πδ(k0))
2
= 2πTδ(k0)

となるので，

e−i∆ET =A exp

{
−ig1g2T

∫
d3k

(2π)3
dk0δ(k0)

eik·(x1−x2)

k 2
0 − k2 −m2 + iϵ

}
=A exp

{
ig1g2T

∫
d3k

(2π)3
eik·(x1−x2)

k2 +m2

}
(3.45)
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を得る．ここで Fourier展開を経由して Helmholtz方程式の Green関数を求める計算∫
d3k

(2π)3
eik·(x1−x2)

k2 +m2
=

1

4π

e−m|x1−x2|

|x1 − x2|
(3.46)

(右辺は湯川ポテンシャルに他ならない)を式 (3.45)最右辺に代入し，係数 Aを無視すると，∆E を式

(3.48)のように同定できる．

note 湯川ポテンシャルに関する，より簡単な議論は文献 [8, pp.10–12]に見られる．

Mössbauer効果

ここからは源 J(x)が生成する量子の個数を論じる．場の Fourier展開［相互作用 Jφがあっても相互作用

描像で成立 [1, p.105]］における正振動数部分 φ(+)(x) (消滅演算子 ak から成る)を源 J(x)と結合させた量

a(J) ≡
∫

d4xJ(x)φ(+)(x) =

∫
d4x

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
J(x)ake

−i(Ekt−k·x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
akJ(k) (3.50)

を定義する．ただし最右辺における J(k) ≡
∫
d4xJ(x)e−ik·x は質量殻上の k に関する J(x)の Fourier変換

であり，J(x)の実性より J(−k)∗ = J(k)を満たす［教科書でも結局 J̃(k)のチルダを省いている］．すると

a(J)と a†(J)は交換関係

[a(J), a†(J)] =

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
|J(k)|2 =

∫
d4k

(2π)4
2π|J(k)|2δ(k2 −m2)θ(k0) (3.51)

を満たすので，特殊な規格化を施された消滅・生成演算子と考えることができる．

note：上式 (3.51)第 1の等号の確認 a(J)の定義式 (3.50)と交換関係 (2.4):[ak, a
†
k′ ] = 2Ek(2π)

3δ3(k−k′)

より，

[a(J), a†(J)] =

∫
d3k

(2π)3
d3k′

(2π)3
1

2Ek

1

2Ek′
[ak, a

†
k′ ]J(k)J

∗(k′) =

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
J(k)J∗(k)

となることによる．

note：上式 (3.51)第 2の等号の確認 式 (3.51)最右辺に

δ(k2 −m2)θ(k0) =
1

2Ek
{δ(k0 − Ek) + δ(k0 + Ek)}θ(k0) =

1

2Ek
δ(k0 − Ek)

を代入して k0 に関する積分を実行すると，第 2辺に戻る．

そこでパラメーター µ ≡ ⟨0|[a(J), a†(J)]|0⟩を導入して (その値は式 (3.51)(> 0)に一致)，N 粒子状態

|N⟩ = µ−N/2
(
a†(J)

)N
√
N !

|0⟩ (3.52)

を構築すると，これは
⟨N |N⟩ = 1 (3.53)

と規格化されていることが分かる．
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note：上式 (3.53)の確認

⟨N |N⟩ = µ−N

N !
⟨0| (a(J))N

(
a†(J)

)N |0⟩
において，1 つの a(J) を N 個の a†(J) と次々と交換していき，

(
a†(J)

)N
の右隣まで移動させよう．

このときのおつりの項を交換関係 (3.51)に基づいて評価すると，

⟨0| (a(J))N
(
a†(J)

)N |0⟩ = · · · = ⟨0| [(a(J))N−1 (
a†(J)

)N
a(J) +Nµ (a(J))

N−1 (
a†(J)

)N−1
]
|0⟩

=Nµ ⟨0| (a(J))N−1 (
a†(J)

)N−1 |0⟩

となる．これを繰り返し用いると，

⟨0| (a(J))N
(
a†(J)

)N |0⟩ = · · · = N !µN (∵ ⟨0|0⟩ = 1) (1)

が得られるので，示された．

次に J が系に作用して，正確に N 個の量子を生成する確率 | ⟨N |S|0⟩ |2 を調べよう．S行列は式 (3.32)で

与えられるので，

S =e−K/2e−i
∫
d4xJφ(−)

e−i
∫
d4xJφ(+)

= e−K/2e−ia
†(J)e−ia(J), (3.49)

K ≡
∫

d4xd4yJ(x)J(y) ⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩ (3.54)

と表される．さらに計算を進めるために，µが c-数 (3.54)の実部であることに注目しよう．

note：µ = ReK の確認 (1/2) まず 3次元の波数 kによる Fourier展開の形式を利用して確認を行う．

µ = ⟨0|[a(J), a†(J)]|0⟩ =
∫

d4xd4yJ(x)J(y) ⟨0|[φ(+)(x), φ(−)(y)]|0⟩ (2)

の被積分関数において，交換関係 (2.4):[ak, a
†
k′ ] = 2Ek(2π)

3δ3(k − k′)より，

⟨0|[φ(+)(x), φ(−)(y)]|0⟩ =
∫

d3k

(2π)3
d3k′

(2π)3
1

2Ek

1

2Ek′
[ak, a

†
k′ ]e

−ik·xeik
′·y =

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
e−ik·(x−y)

=

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
{cos k · (y − x) + i sin k · (y − x)} (3)

となる．最右辺における虚数 i sin k · (y− x)の項は x, yに関して反対称なので，対称な量 J(x)J(y)と

の積の積分 (2)に寄与しない*3．よって

µ =

∫
d4xd4yJ(x)J(y)

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
cos k · (y − x).

µ = (式 (3.51))から期待されるように，これは実であることが明白である．

他方，伝播関数の表式 (3.19)より

Re ⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩ =
∫

d3k

(2π)3
1

2Ek
{θ(y0−x0)+θ(x0−y0)} cos k·(y−x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek
cos k·(y−x)

となるので，µ = ReK が成り立っている．

*3 これは添字に関して対称な量と反対称な量の縮約が消えることと同じ理屈である．より説明的には，式 (2)を

µ =

∫
d4xd4yJ(x)J(y)

1

2
{⟨0|[φ(+)(x), φ(−)(y)]|0⟩+ (x↔ y)}

と書き換えておいて，式 (3)を代入すれば良い．
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note：µ = ReK の確認 (2/2) 次に教科書の説明を補足しつつ，波数 4元ベクトル k による Fourier展開の

形式での証明を行う．よく知られた公式

1

x+ iϵ
=

P

x
− iπδ(x) (3.56)

を用いると，式 (3.54)のK は

K =

∫
d4xd4yJ(x)J(y)

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ
e−ik·(x−y) (3.55)

=

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ

(∫
d4xJ(x)e−ik·x

)
︸ ︷︷ ︸

J(k)

(∫
d4yJ(y)eik·y

)
︸ ︷︷ ︸

J(−k)=J∗(k)

=

∫
d4k

(2π)4
|J(k)|2

(
πδ(k2 −m2) + imaginary

)
(3.57a)

と書き換えられる．ここで最右辺の被積分関数に 1 = θ(k0) + θ(−k0)を掛け，この第 2項の寄与にお

いて積分変数を −k → k と改めれば，

K =

∫
d4k

(2π)4
2π|J(k)|2δ(k2 −m2)θ(k0) + imaginary (3.57b)

が得られる．これを µの式 (3.51)と比較すると，再び µ = ReK が確かめられる．

すると，
S = e−ia

†(J)e−ia(J)e−µ/2 × (phase) (3.58)

と書ける．ここから，求める確率は Poisson分布

| ⟨N |S|0⟩ |2 =
µN

N !
e−µ (3.59)

となることが見出される (直接見て取れるように，これは確率の規格化条件
∑∞
N=0 | ⟨N |S|0⟩ |2 = 1を満たし

ている)．

note：上式 (3.59)の導出 ⟨N |S|0⟩ = (phase)× µ−N/2e−µ/2

√
N !

⟨0| (a(J))N e−ia†(J)e−ia(J)|0⟩において，

⟨0| (a(J))N e−ia
†(J)e−ia(J)|0⟩ = ⟨0| (a(J))N e−ia

†(J)|0⟩ (∵ e−ia(J) |0⟩ = (1 + · · · ) |0⟩ = |0⟩)

=
(−i)N

N !
⟨0| (a(J))N

(
a†(J)

)N |0⟩
=(−i)NµN (∵ 式 (1))

である．よって最右辺の (−i)N を (phase)に含めると，

⟨N |S|0⟩ = (phase)× µN/2e−µ/2√
N !

となるので，確率 (3.59)を得る．

note：Poisson分布 (3.59)について これは希薄な理想気体に関して，注目している領域の平均粒子数が µの

とき，その領域に実際に N 個の粒子を見出す確率と同じである [9, pp.237–238]．

µが有限であれば，源が粒子を生成しない N = 0の確率は e−µ となる．
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Mössbauer (メスバウアー) 効果は，このような粒子の生成の欠如による効果である．自由な原子

核が γ 線を放出すると，核自身も反跳する．光子のエネルギーは原子核の準位差よりも，核子の反跳エ

ネルギー分だけ小さくなるので，その光子が同位元素である他の原子核に入射しても，原子核を基底状

態から別の状態へ励起させることはできない．一方，原子核が結晶中にあると，(中略)反跳エネルギー

は生成されるフォノンによって運び去られる［フォノンの源 J(x)は原子核の崩壊の鋭い“衝撃”］．し

かし，たまたまフォノンが生成されず，全エネルギー Eγ = EN∗ − EN0［右辺は準位差］を持つ γ 線

が放出されるような過程が生じた場合，そのとき発生した光子は，結晶中にある他の原子核を励起して

消滅することができる．(p.39，強調は本稿筆者)

もちろん，フォノンが擬運動量［言わば結晶に対する運動量 (2.3.2節末尾)］を運ばない場合にも，光子の生

成に伴い，結晶全体 (質量Mcrystal)が空間に対して真の運動量を持って反跳するので，厳密には光子はエネ

ルギーを失うというのは正しい．そこで光子の失った (したがって結晶の得た)エネルギーを ∆E として，光

子のエネルギーを改めて Eγ = (EN∗ −EN0)−∆E と書くと，光子は運動量 |p| = Eγ/cを持つ．すると［重

心系で］結晶は同じ運動量 |p|で反跳するので，エネルギー ∆E = |p|2/2Mcrystal を得ることになる［非相対

論的な表式で充分］．ところが巨視的な結晶の質量Mcrystal は大きいので，失われるエネルギー ∆E は，励起

N0 → N∗ の共鳴エネルギーの幅に比べて無視できるほど小さい［つまり励起を起こせる］．

よく考えると，衝撃が結晶中で音速より速く伝えられることは有り得ないにもかかわらず，結晶全体

が剛体のように反応できるのは何故かという問題は面白い．［実際，少なくとも古典論では，あらゆる

信号が光速を超えないことから剛体は禁止される [6, p.50]．］この逆理 (パラドックス)は不確定性原理

に基づいて説明される．結晶中の N 個の原子のうち，ひとつの原子が衝撃 I［撃力による力積 (運動

量変化に一致)］を受けたときにフォノンを生成しないという過程は，衝撃を受ける直前に他の N − 1

個の原子のゼロ点振動が結晶全体で揃い，原子あたりの平均運動量が I/N になっているという稀な

場合に起こるのである．自由な結晶にとって，運動量はよい量子数なので，衝撃を受ける直前の原子

は −(N − 1)(I/N)の運動量を持っている［重心系で全運動量はゼロ］．衝撃を受けた原子は，他の原

子と同様に I/N の運動量を持つので［I を足した］，他の原子の運動量への影響を考える必要はない．

この場合，与えられた衝撃によって，ひとつの原子が他の原子集団に追随するようになるだけである．

(p.39)
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第 4章　 Feynman規則

本章はある程度，場の理論の復習にあたるため，目新しい内容をいくらか特筆するに留める．

4.1　 Feynmanダイヤグラム

4.1.1　時空におけるダイヤグラム

特筆：S行列の「Sは散乱 scatteringの意」(p.41)．

相互作用描像を採用し，S行列

S = U(∞,−∞) = T

{
exp

(
−i
∫
HId

4x

)}
(4.1)

［HI を相互作用ハミルトニアン密度 HI に訂正した］の各摂動次数の項にWickの定理を適用すると，演算子

対を縮約した伝播関数と，生成・消滅演算子を含む正規積が得られる．全ての場が縮約された項は，外線を持

たない“真空泡”に対応する．

最も単純な相互作用HI = λφ4/4!に対する S行列の 2次の項

(−i)2

2!

∫
d4xd4x′T{HI(x)HI(x

′)} = (−iλ)2

2!(4!)2

∫
d4xd4x′T{φ4(x)φ4(x′)}

にWickの定理を適用すると，例えば

(−iλ)2 1
3!

∫
d4xd4x′ (iG(x, x′))

3 1

2
N{φ(x)φ(x′)} (4.4)

という項が現れる．

note 積分変数 x, x′ は固定して考える．このとき

• 4つの φ(x), φ(x′)から縮約されない場を 1つずつ選ぶ方法の総数 · · · 42

• 残る 3つずつの φ(x), φ(x′)を縮約する場合の数 · · · 3!
を掛けると， 1

2!(4!)2 · 4
2 · 3! = 1

2·3! となることによる．積分変数の入れ替えに関する対称性は，Dyson

級数 (3.11)の因子 1/2!において既に考慮されている．

上式 (4.4)は図 5のダイヤグラムに対応し，正規積の前にある 1
2 は S行列要素を作る際，外線を外部の状態に

対応させる組合せの数と相殺する．また各点に各結節点を接続する方法［図 5では 3本の内線の入れ替えに対

応］の数に関係する“対称性因子” 1
3! が，自然に現れている．［以上は HI = λφ4/4!にあらかじめ係数 1/4!

を含めておいた結果である．］

note 対称性因子に関する Feynman規則は QEDには現れないのに対し，QCDではグルーオンの閉ループ

が可能なので考慮する必要がある [2, pp.384–386]．
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真空泡の因数分解

note 文献 [1, pp.127–128]では QEDの初等的な応用に関して，“真空ダイヤグラム”を省いて良いことが天

下りに説明された．次いで文献 [2, pp.303–305]では，相互作用描像における QEDの Green関数

Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) = ⟨0|T{SA
µ(x) · · ·ψ(y) · · · ψ̄(z) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩

(6.1節の Gell-Mann Lowの定理に対応)の分子の摂動展開から現れる非連結の“真空気泡”のグラフ

が，分母 ⟨0|S|0⟩の展開から現れる同じグラフによって正確に相殺されることが説明され，実際にその
ことを最低次の摂動論の範囲で確認した．以下では S行列要素の計算において真空泡を省ける理由を，

別の角度から検討することになる．

n個の結節点が外線を持つダイヤグラムに含まれ，p個の結節点が外線に結合していない泡に含まれるよう

な，任意のダイヤグラムを考える．(n+ p)個の結節点を持つダイヤグラムは S行列の λn+p 次の項から現れ

るから，Dyson級数 (3.11)に由来する因子 1/(n + p)!を含む．また (n + p)個の結節点を泡とそれ以外の 2

組に分ける場合の数は

(
n+ p

p

)
なので，考えているダイヤグラムは

1

(n+ p)!

(
n+ p
p

)
× (externally connected parts)× (bubbles)

=
1

n!
(externally connected parts)× 1

p!
(bubbles) (4.5)

という因子を含む．よって［S行列を表す］ダイヤグラムの和は{∑
n

1

n!
(externally connected parts)

}
×

{∑
p

1

p!
(bubbles)

}
(4.7)

と分解できる．このため真空泡を省いて計算した S行列を S′ ≡
∑
n

1
n! (externally connected parts)として，

S行列要素は
⟨a|S|b⟩ = ⟨a|S′|b⟩ ⟨0|U(∞,−∞)|0⟩ (4.8)

と表される．

note (bubbles)は全ての場を縮約して伝播関数にした c-数なので，

⟨a|S|b⟩ = ⟨a|S′|b⟩

{∑
p

1

p!
(bubbles)

}
.

図 5 式 (4.4)に対応するダイヤグラム
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他方，正規化された演算子は真空期待値に寄与しないから，S行列展開において真空期待値に寄与する

のは全ての真空泡の和である．それは
∑
p

1
p! (bubbles)と書けるから，

⟨0|U(∞,−∞)|0⟩ = ⟨0|
∑
p

1

p!
(bubbles)|0⟩ =

∑
p

1

p!
(bubbles). (4)

2式を組合せて上式 (4.8)を得る．

［式 (4.8)の］後ろの因子は，前章で見た真空永年振幅である．非摂動の真空状態が安定で，自壊して

いないものと仮定すると (常に正しいわけではないが，有用な仮定である)，真空永年振幅は位相だけに

寄与を持ち［式 (3.42)］，| ⟨a|S|b⟩ |2 で決まる断面積には影響しない．(p.44)

この因数分解［というよりもむしろ，真空偏極には真空泡のみが寄与すること (4)］の応用として，真空の

エネルギー密度を評価しよう．式 (4)には複数の非連結の真空泡に対応する項も含む．そこでまず図 6に示し

たような，連結した 1つの真空泡の和を考える．すると各々のダイヤグラムは 1つの結節点の座標 xに関す

る積分と，伝播関数の引数にあたる結節点の相対座標に関する複数回の積分を施されることが見て取れる．そ

こで V を系の体積，T を系の存続時間として

(図 6) = V T (connected diagrams)

と書くと，(connected diagrams)は図 6の連結ダイヤグラムの和を，時空全体での積分は行わずに 1つの結

節点を固定して評価した量を意味することになる．同様に式 (4) における，m個の泡を持つダイヤグラムは

(V T )m に比例するから，

⟨0|U(∞,−∞)|0⟩ =e−iW , (4.10)

W ≡iV T (connected diagrams) (4.11)

と書ける．

note m個の泡を持つ全てのダイヤグラムは，図 6のあらゆる非連結ダイヤグラムの組合せ

(図 6)m = (−iW )m

によって尽くされる．これは (V T )m に比例している点でも正しい．ただし泡どうしを入れ替えた同じ

グラフが m!個得られることになるから，1/m!で割る必要があると考えられる (式 (4)の 1/p!とは関

係ない)．その mに関する和
∑
m

(−iW )m

m! = e−iW が上式 (4.10)である*4．m = 1の項は図 6を再現

することが見て取れる．

上式 (4.10)を式 (3.42):

⟨0|U(∞,−∞)|0⟩ = e−i(E−E0)T (4.9)

(E,E0 は H,H0 の基底エネルギー)と等置すると，真空エネルギー密度の表式

E0 ≡
E − E0

V
= i(connected diagrams)

が得られる．この結果は Brueckner-Goldstone (ブルックナー-ゴールドストーン)(もしくは Bethe (ベー

テ)-Goldstone) の定理と呼ばれる．

*4 実際，後で 1つの連結した泡の和 (15.23)から，非連結ダイヤグラムも含めたループの総和 (15.24)を得る際にも，同じ論法が用
いられている
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図 6 真空のエネルギー密度に寄与する連結ダイヤグラム．対称性因子を各々のダイヤグラムの前に付記

してある．また敢えて iG(x, x′) → iG(x− x′)と表記を改めた．

外線の自己エネルギー

全文を引用する：

省くことが可能なもうひとつの種類のダイヤグラムは，外線に“自己エネルギー”(self-energy)を挿

入したダイヤグラムである．(中略)他の外線を含まない相互作用は，相互作用のない“裸の”単一粒子

の状態を正確な固有状態にするだけなので，無視することにする．

状態の発展に伴い，これらのダイヤグラムは粒子の質量に繰り込みを施し，φ が状態に結合する効

率を修正する．この修正によって，真空と 1粒子状態の間の Heisenberg場の行列要素は，次のように

なる．
⟨k|φ(x)|0⟩ =

√
Ze−ik·x (4.12)

行列要素の x依存性が上式のようになることは，すでに第 2章で見ている［式 (2.6)］．係数の Z は必

ず 1以下であり，“波動関数の繰り込み定数”(wave function renormalization constant)と呼ばれる．

これについては後の章［6.2節，特に式 (6.24)の箇所］でも論じる．

note なお我々は HI を正規順序で定義してはいないから，ここでは S行列展開の各項は混合 T積にならず，

同時刻縮約を省けるという議論 [1, pp.112–113]は適用されない．

4.1.2　運動量空間のダイヤグラム

省略可能．

4.2　散乱の理論

λφ3 理論における 2体の散乱過程 p1, p2 → p′1, p
′
2 の S行列要素に対する最低次の寄与は，図 7の 3つの

ダイヤグラムに対応し，

⟨p′
1,p

′
2|S|p1,p2⟩ =(2π)4δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)(−iλ)2{iG(p1 + p2) + iG(p1 − p′1) + iG(p1 − p′2)}

=(2π)4δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)(−iλ)2
{

i

s−m2
+

i

t−m2
+

i

u−m2

}
(4.17)

と表される．ここには標準的に用いられる Lorentz不変量

s ≡(p1 + p2)
2 = squared center of mass energy,

t ≡(p1 − p′1)2 = squared momentum transfer,
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図 7 3つの樹形ダイヤグラム

図 8 重心系で見た粒子の 4元運動量．Ek ≡
√
m2 + k2，|k′| = |k|，k · k′ = |k|2 cos θ．

u ≡(p1 − p′2)2 (4.18)

が現れており，これらの間には一定の関係

s+ t+ u =p 2
1 + p 2

2 + p′
2

1 + p′
2

2 + 2p1 · (p2 − p′1 − p′2 + p1)

=m 2
1 +m 2

2 +m 2
3 +m 2

4 (4.19)

がある (mi は各外線の粒子の質量)．

4つの粒子の質量mが等しければ，2体の散乱角を θ，運動量を kとして，これらは単純な形

s = 4(m2 + k2)(> 4m2 > 0), t = −2k2(1− cos θ), u = −2k2(1 + cos θ)(< 0) (4.20)

になる．

note 上式 (4.20)では不変量 (4.18)を評価するのに重心系を採用している．実際このとき粒子の 4元運動量

は図 8のようにおけるので，

s = (2Ek)
2, t = −(k − k′)2, u = −(k + k′)2

となって，式 (4.20)を得る．

最終段落を引用する：
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散乱振幅は，s, t, u が粒子の質量の自乗に等しくなるところで，それぞれに極を持つ．これらを s

チャネル，t チャネル，u チャネルからの寄与による極と称する．中間状態の粒子が不安定であれば，

s, t, uの極が複素数に移行し，振幅は発散せずに大きな有限の値になる．この場合には，これらのチャ

ネルにおいて“共鳴”(resonance)が起こる．このことは，次章で更に詳しく論じる．

4.2.1　散乱断面積

一般に散乱振幅は
⟨f|S|i⟩ = ⟨f|i⟩+ (2π)4iδ4(pf − pi)Tfi (4.22)

という形をとり［Tfi は Feynman振幅と外線因子に対応］，ここから得られる，単位時間あたりの i→ f の遷

移頻度
Γfi = (2π)4δ4(pf − pi)|Tfi|2 (4.25)

は，Fermiの“黄金律”に合致する．「読者は既に量子力学の授業で，黄金律の導出方法を学んでいるであろ

う」(p.49)．［例えば文献 [10, p.458]を参照．Fermiの黄金律とは対照的に，場の理論から現れるデルタ関数

はエネルギーだけでなく 4元運動量を保存させる．］

2粒子 (4元運動量 p1, p2)の相対速度に関係する Lorentzスカラー

I = (p1 · p2)2 − p 2
1 p

2
2 (4.32)

は，任意のベクトル a, bの張る平行四辺形の面積の 2乗 a2b2 − (a · b)2 と同じ形をしている．

4.2.1節について

■Heronの公式 (4.30)の導出 3辺の長さが a, b, cの三角形の面積は，“半周長”s ≡ (a+ b+ c)/2［不変量

(4.18)の sとの混同に注意］を用いて，Heron (ヘロン)の定理

(Area) =∆(a, b, c) ≡
√
s(s− a)(s− b)(s− c) (4.30)

=
1

4

√
(a+ b+ c)(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c) (4.31)

で与えられる (導出は下記)．

• Heronの公式は 3辺 a, b, cに関する対称性が明白である．

• ∆(a, b, c)の表式 (4.31)の根号内は，三角形の成立条件より正となっていることが見て取れる．

教科書を補足・訂正しつつ，上式 (4.30)の導出を行う．図 9に示した一般の三角形の面積 (Area)は，

4(Area)2 =a2b2 sin2 θ = a2b2 − (a · b)2 = a2b2 −
(
(a− b)2 − a2 − b2

2

)2

= a2b2 − 1

4
(c2 − a2 − b2)2

(4.30′)

=− 1

4
(a4 + b4 + c4 − 2a2b2 − 2b2c2 − 2c2a4)

で与えられる．他方 ∆(a, b, c) の表式 (4.31) の根号内を展開すると，4 (∆(a, b, c))
2 が上式に一致し，式

(4.30)が成立することを確かめられる．(常套的に 1つの文字，例えば aを選び，∆(a, b, c)の根号内における

a4, a3, · · · の係数を調べれば良い．必要な多項式の展開の計算は退屈な作業となるものの，直接的に行える．)
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図 9 Heronの公式 (4.30)導出の状況設定

この sと 3辺の長さで三角形の面積を表す式は，電卓の出現以前の時代には，高校で標準的に習う公

式であった．しかし今日の学生は，この式にあまり馴染みがないようなので，証明を与えた．(p.51)

確かに中学・高校の数学の教科書において，Heron の公式は参考程度に形式的に載せてあるにすぎなかった

と，筆者も記憶している．

■式 (4.29),(4.34):
√
I = 2i∆(

√
s,m1,m2)について 式 (4.30′):

2∆(a, b, c) ≡ +

√
a2b2 − 1

4
(c2 − a2 − b2)2

は，式 (4.32)の I ≡ (p1 · p2)2 −m 2
1 m

2
2 と式 (4.18)の不変量 s ≡ (p1 + p2)

2 に対して，

2∆(m1,m2,
√
s) =

√
m 2

1 m
2

2 −
1

4
((p1 + p2)2 −m 2

1 −m 2
2 )

2
=
√
−I, ∴

√
I = 2i∆(

√
s,m1,m2)

を与える．(なお不変量 I は実験室系で評価した式 (4.33)より正．)

4.2.2　不安定な粒子の崩壊

省略可能．
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第 5章　ループ・ユニタリー性・解析性

序文を引用する：

この章では，量子力学的な確率保存の要請に起因するユニタリー性が，摂動展開とどのように関係す

るかを調べる．

5.1　 S行列のユニタリー性

S行列から，状態変化を起こさない成分を分離して

S = 1 + iT (5.1)

と書き，遷移行列 (transition matrix) T を定義する［式 (4.22) に対応］．このとき S 行列のユニタリー性

から，
2 Im ⟨n|T |n⟩ =

∑
m

| ⟨m|T |n⟩ |2 (5.4)

が帰結する (導出は下記)．これは何らかの過程 (状態 |n⟩ から，他の任意の状態への遷移) が起こる確率が，

“元の状態に戻る振幅”の虚部に比例することを表しており［ただし式 (5.4)の導出の際，論理的には和の範囲

m ̸= nを仮定しない］，いわゆる“光学定理”［Im(前方に散乱する波の振幅) ∼ (全断面積) [10, p.539]］と同

じ内容を表している．

上式 (5.4)の導出 S行列のユニタリー性は，

1 = S†S = (1− iT †)(1 + iT ) = 1− i(T † − T ) + T †T, (5.2)

∴ T †T = i(T † − T ) ≡ 2 ImT

(
ImT ≡ T − T †

2i

)
(5.3)

を与える［演算子の“虚部”を定義した］．式 (5.3)の両辺をそれぞれ ⟨n| , |n⟩で挟むと，

⟨n|T †T |n⟩ =
∑
m

⟨n|T †|m⟩ ⟨m|T |n⟩ =
∑
m

| ⟨m|T |n⟩ |2,

(2 ⟨n|ImT |n⟩ ≡)i(⟨n|T †|n⟩ − ⟨n|T |n⟩) = −i(⟨n|T |n⟩ − ⟨n|T |n⟩∗) = 2 Im ⟨n|T |n⟩

となり，これらを等置して式 (5.4)を得る．

式 (5.4) のダイヤグラムにおける意味を見るために，図 10 のような n 本の内線を持つ泡のグラフを考察

する．

note スカラー場の 1粒子過程 p → p′ に対して遷移行列要素を具体的に評価することで，式 (5.4)が満たさ

れていることを確かめる．λφ4 理論では，1粒子過程 p → p′ に寄与する λの 2次のダイヤグラムは，

自己エネルギーダイヤグラムを除けば図 10の形のグラフ (ただし n = 3，本稿の図 5)に限られる．教

科書の図 4.2 (p.43)に網羅されている 2次のダイヤグラムを見よ．

31



図 10 n本の内線を持つ泡のグラフ

中間状態に対応する因子 (−iλ)2(iG(x1, x2))n/n! (ただし 1/n!は対称性因子)の Fourier変換は，［内向き運

動量 p,−p′ を用いて］

(−iλ)2

n!

∫
d4x1d

4x2e
−ip·x1+ip

′·x2(iG(x1, x2))
n

=
(−iλ)2

n!

∫
d4x1d

4x2e
−ip·x1+ip

′·x2

×

[
θ(x02 − x01)

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
e−i(k1+···+kn)·(x2−x1)

+ θ(x01 − x02)
∫ n∏

i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
e+i(k1+···+kn)·(x2−x1)

]
(5.5)

=
(−iλ)2

n!

∫
d4zd4x1e

ip′·ze−i(p−p
′)·x1

[
(x1 − x2)→ z と置き換えた式

]
(x2 − x1 = z)

=(2π)4δ4(p− p′) (−iλ)
2

n!

∫
d4zeip·z

[
(x1 − x2)→ z と置き換えた式

]
(5.6)

=(2π)4δ4(p− p′) (−iλ)
2

n!

×

[∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
(2π)3δ3

(
p−

∑
i

ki

)
i

p0 − (Ek1 + · · ·+ Ekn) + iϵ

+

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
(2π)3δ3

(
p−

∑
i

ki

)
i

−p0 − (Ek1 + · · ·+ Ekn) + iϵ

]
(5.7)

と計算される［式 (5.5),(5.7)の導出は本稿次節］．したがって中間状態では運動量は保存するが，エネルギー

は保存せず，分母にエネルギー差が現れる．これらの分数因子は図 11 のような「Rayleigh-Schrödinger

摂動」のダイヤグラムに対応付けられる．すなわち，中間状態 (図 11の破線で示した時刻)でのエネルギーは

それぞれ
Ek1 + · · ·+ Ekn , 2p0 + Ek1 + · · ·+ Ekn

であり，これらの p0 との差が式 (5.7)の 2つの項における分母のエネルギー差を与える．

さて，遷移行列要素の虚部を調べよう．

note 上式 (5.7)を ⟨p′|S|p⟩の式 (4.22)と比較すると，(−iλ)2/n!以降を i ⟨p′|T |p⟩に同定できると考えられ
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図 11 時間順序化した Rayleigh-Schrödingerダイヤグラム (n = 3)

図 12 終状態

る．すなわち，遷移行列要素は

⟨p′|T |p⟩ = iλ
2

n!

[∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
(2π)3δ3

(
p−

∑
i

ki

)
i

p0 − (Ek1 + · · ·+ Ekn) + iϵ

+

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
(2π)3δ3

(
p−

∑
i

ki

)
i

−p0 − (Ek1
+ · · ·+ Ekn

) + iϵ

]
.

ここで良く知られた関係
1

ω + iϵ
=

P

ω
− iπδ(ω) (5.10)

を用いると，2つのデルタ関数の項が虚部に寄与することになる．さらに p0 > 0を仮定すれば，ゼロでない

値をとり得るのは，第 1項に由来するデルタ関数 δ(p0 − (Ek1 + · · ·+ Ekn))のみとなるので，

2 Im ⟨p′|T |p⟩ = λ2

n!

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
(2π)4δ4

(
p−

∑
i

ki

)
(5.11)

が得られる．右辺は図 12に示すそれぞれの終状態に関する断面積の総和に関係しており［教科書の式 (4.28)

を参照］，したがって，この次数まで［λ2 まで］で，

2 Im ⟨p|T |p⟩ =
∑
k

| ⟨{k}|T |p⟩ |2 (5.12)

が成り立つ［式 (5.4)に整合］．
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5.1節について

■式 (5.5)の導出 Green関数の式 (3.19):

iG(x1, x2) =

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek

{
θ(x02 − x01)e−ik·(x2−x1) + θ(x01 − x02)e+ik·(x2−x1)

}
の n乗を代入すればよい．その際 t = x02 − x01 に対して θ(t)θ(−t) = 0より，θ2(±t) = θ(±t)の 2項のみが

生き残ることに注意する．また，各 k は on-shellである (k0 = Ek)．
なお，式 (3.16):

iG(x1, x2) = θ(x02 − x01) ⟨0|φ(x2)φ(x1)|0⟩+ θ(x01 − x02) ⟨0|φ(x1)φ(x2)|0⟩

における φ(x1), φ(x2)の間に，n粒子状態に限定した部分空間での完備関係式 (2.14):

1n =
1

n!

∫ ∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
|k1, · · · ,kn⟩ ⟨k1, · · · ,kn|

(もっともらしい)を挿入し，式 (2.6):⟨k|φ(x)|0⟩ = eik·x の代わりに

⟨k1, · · · ,kn|k⟩ = ⟨0|A(k1) · · ·A(kn)A
†(k)|0⟩ = ⟨0|[2V ωk(δkk1 + · · ·+ δkkn) +A†(k)A(k1) · · ·A(kn)]|0⟩

=2V ωk(δkk1 + · · ·+ δkkn),

∴ ⟨k1, · · · ,kn|φ(x)|0⟩ =
∑
k

1

2V ωk
⟨k1, · · · ,kn|k⟩ eik·x = ei(k1+···+kn)·x

が成り立つことを用いても，(−iλ)2iG(x1, x2) の Fourier 変換として式 (5.5) 右辺が得られる．ただしここでは真空への

1 つの寄与として，あらかじめ内線の本数 n を指定した量 (iG(x1, x2))
n/n! を考えるのではなく，本来 n に依らない量

iG(x1, x2) に人為的に 1n を導入していることに注意する．

■式 (5.7)の導出

(式 (5.6)) = (2π)4δ4(p− p′) (−iλ)
2

n!

∫
d4zeip·z

[
θ(z0)

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
e−i(k1+···+kn)·z

+ θ(−z0)
∫ n∏

i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
e+i(k1+···+kn)·z

]

において，例えば第 1項の積分は∫
d4zθ(z0)

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
ei{p−(k1+···+kn)}·z

=

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)∫
d3ze−i{p−(k1+···+kn)}·z

∫
dz0ei{p

0−(Ek1
+···+Ekn )}z0 (∵ k0i = Eki(on-shell))

=

∫ n∏
i=1

(
d3ki
(2π)3

1

2Eki

)
(2π)3δ3

(
p−

∑
i

ki

)
i

p0 − (Ek1 + · · ·+ Ekn) + iϵ

と計算できる．ただし最後の等号では，z0 に関する積分について公式 (3.20′)を用いた．
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5.2　解析的 S行列

5.2.1　解析性の起源

物理系は“因果的”(causal)である，すなわち攪乱による変化は必ず攪乱の後に現れる．このことが，系の

解析的性質の起源となる．

この点を簡単な例で見てみよう．減衰のある振動子の運動方程式

ẍ+ 2γẋ+ (Ω2 + γ2)x =
F (t)

m
(5.13)

［右辺に質量mを補った］に対して，解を

x(t) =

∫ ∞

−∞
G(t, t′)

F (t′)

m
dt′ (5.14)

と書いて Green関数を定義すると，

G(t, t′) =


1

Ω
e−γ(t−t

′) sinΩ(t− t′) (t > t′)

0 (t < t′)
(5.16)

となる［本稿次節で補足，これは因果律の要請を満たしている］．G(t, 0)の Fourier変換

G̃(ω) =
1

Ω

∫ ∞

0

eiωte−γt sinΩtdt (5.17)

の積分範囲は，因果律の結果として t > 0となっている．このため［ω の定義域を複素平面に拡張することを

考えるならば］，収束条件として Imω > 0が課せられる．この下で

G̃(ω) = − 1

(ω + iγ)2 − Ω2
(5.18)

となる［本稿次節で確認］．これは ω の上半面に特異点を持たない［特異点 ω = ±Ω − iγ は下半面 (定義域

の外)］．

最終段落を引用する：

同様に因果的な応答関数の Fourier変換は，ω の上半面において解析的な関数となる．この解析性は

系の散乱を表す S行列の k 空間行列要素にもあてはまる．解析性は重要な概念である．関数が解析的

であれば，任意の点の近傍に関する詳細な情報が分かるだけで，関数が定義される全領域の関数形を決

めることができる．

5.2.1節について

■Green関数 (5.16)について 減衰 γ = 0の場合の議論 [11, pp.69–72,pp.93–95]を参考に，式 (5.16)が正し

い Green関数であることを確かめる．それには ω2 = Ω2 + γ2 と略記し，(
∂2

∂t2
+ 2γ

∂

∂t
+ ω2

)
G(t, t′) = δ(t− t′) (5)
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を示せば良い*5．したがって少なくとも t ≷ t′ に対しては(
∂2

∂t2
+ 2γ

∂

∂t
+ ω2

)
G(t, t′) = 0 (t ̸= t′) (6)

なので，G(t, t′)は自由振動 (F = 0)の解でなければならず，時に t < t′ では因果性より G(t, t′) = 0 (自明な

解)でなければならない．t ≷ t′ に対する G(t, t′)の表式 (5.16)の各々はこれらを満たしており，理に適って

いることが納得できる．実際とりわけ自由振動解が，式 (5.16)の t > t′ に対する表式の形をとることはよく

知られており，減衰があれば運動は遅れるという直観に対応して，振動数は ω =
√
Ω2 + γ2 → Ωと減少する

のであった [12, pp.93–94]．

Green関数の条件 (5)が満たされることの完全な確認のために残された作業は，任意の正数 a, bに対して∫ t′+a

t′−b

(
∂2

∂t2
+ 2γ

∂

∂t
+ ω2

)
G(t, t′)dt =

∂G(t, t′)

∂t

∣∣∣∣t=t′+a
t=t′−b

+ 2γ G(t, t′)|t=t
′+a

t=t′−b +
ω2

Ω

∫ t′+a

t′−b
e−γ(t−t

′) sinΩ(t− t′)dt

=e−γa
(
− γ
Ω

sinΩa+ cosΩa
)
+ 2

γ

Ω
e−γa sinΩa+

ω2

Ω
I

が 1になることの確認である．ここで最右辺において

I ≡
∫ t′+a

t′−b
e−γ(t−t

′) sinΩ(t− t′)dt

=− 1

γ
e−γa sinΩa+

Ω

γ

∫ t′+a

t′−b
e−γ(t−t

′) cosΩ(t− t′)dt

=− 1

γ
e−γa sinΩa− Ω

γ2
(e−γa cosΩa− 1)− Ω2

γ2
I,

∴ I =− 1

ω2
{γe−γa sinΩa+Ω(e−γa cosΩa− 1)}

なので，実際に ∫ t′+a

t′−b

(
∂2

∂t2
+ 2γ

∂

∂t
+ ω2

)
G(t, t′)dt = 1

が成立する．これと式 (6)より，式 (5.16)の G(t, t′)は式 (5)を満たす Green関数である．

なお，Green関数 (5.16)を式 (5.14)に代入して得られる解

x0(t) ≡
∫ t

−∞
G(t, t′)

F (t′)

m
dt′ =

1

mΩ

∫ t

−∞
e−γ(t−t

′) sinΩ(t− t′)F (t′)dt′ (5.15)

は特殊解であり，A,B を任意定数として，自由振動 x1(t) ≡ e−γt(A cosΩt + B sinΩt)を加えると，一般解

x(t) = x0(t) + x1(t)が得られる．特殊解 (5.15)と対応する速度

dx0(t)

dt
= G(t, t)

F (t)

m
+

∫ t

−∞

∂G(t, t′)

∂t

F (t′)

m
dt′

の初期値は x0(−∞) = 0, ẋ0(−∞) = 0なので，初期条件として

x(−∞) = 0, ẋ(−∞) = 0

を課せば，一般解 x(t) = x0(t) + x1(t)がこれを満たすのは，自由振動 x1(t)が同じ条件を満たすように A,B

を選んだときとなる*6．

*5 実際このとき上式 (5)に F (t′)を掛けて両辺を t′ で積分すれば，x(t)の式 (5.14)が運動方程式 (5.13)の解になることが分かる．
これが Green関数法のアイデアである．

*6 この場合，具体的には A = B = 0と考えられる．
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図 13 s = (p1 + p2)
2，t = (p1 + p4)

2，

u = (p1 + p3)
2

図 14 正常閾値切断線

■G̃(ω)の式 (5.18)の確認 式 (5.17)自体は通常の実数変数 tに関する積分であり，常套的に部分積分を繰り

返して

G̃(ω) =
1

Ω

∫ ∞

0

e(iω−γ)t sinΩtdt

=
1

Ω���������[
e(iω−γ)t

iω − γ
sinΩt

]∞
0

− 1

Ω

∫ ∞

0

e(iω−γ)t

iω − γ
cosΩtdt

=−
[
e(iω−γ)t

(iω − γ)2
cosΩt

]∞
0

+

∫ ∞

0

e(iω−γ)t

(iω − γ)2
(−ΩsinΩt)dt

=
1

(iω − γ)2
− Ω2

(iω − γ)2
G̃(ω),

∴ G̃(ω) =
1

�����
(iω − γ)2

× �����
(iω − γ)2

(iω − γ)2 +Ω2
= − 1

(ω + iγ)2 − Ω2
: (5.18)

とすれば良い．

5.2.2　ユニタリー性と分岐切断線

この節では，解析性とユニタリー性の組合せの帰結をいくつか見る．［教科書の説明がいくぶん天下りなこ

ともあり，本稿では前半の内容を中心に結論だけをまとめる．］質量 m の 2 粒子の衝突を考えよう．終状態

も 2 粒子として図 13 のように 4 元運動量と，Lorentz 不変な運動学的不変量 (4.18) を定義する．S 行列は

Lorentz 不変量なので，各外線の運動量によって作られる Lorentz 不変量を引数とする解析関数でなければ

ならない．［とろこが s, t, uは式 (4.19):s+ t+ u = 4m2 を満たすことを踏まえ，独立変数として s, tを選ぶ

と，］このとき遷移行列は T (s, t)と書ける．

さて，2粒子の重心エネルギーの自乗 s ≡ (p1 + p2)
2 を徐々に増加させると，質量殻上に生成できる中間状

態の粒子数が増えるような sの境界値は，

(2m)2 = 4m2, (3m)2 = 9m2, (4m)2 = 16m2, · · · (7)

で与えられる［不変量 sを重心系で評価すると s = (2Ep)
2 ≥ (2m)2 が見出されることに注意］．これらを s

の“正常閾値 (しきいち)”(normal threshold)という．
ここで“分岐点”(branch point)と“分岐切断線”(branch cut)，“飛躍”(discontinuity)の概念を導入する．
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図 15 χの伝播関数の級数

(p.58 の訳注を引用) 複素関数の特異点は，その近傍で多価性を生じない“単純極”と，多価性を生じる“分岐

点”に大別される．(中略)“分岐切断線”は一般に分岐点同士 (|z| = ∞も ‘点’と考える)を結ぶように設定する曲

線で，その径路には任意性があるが，応用上は実軸にある分岐点と実軸上の分岐切断線が重要となる場合が多い．

解析関数 f(z)の実軸 z = xにおける“飛躍”の定義は，

discz=x = lim
ε→+0

f(x+ iε)− lim
ε→+0

f(x− iε) = 2iIm lim
ε→+0

f(x+ iε) ［ ∵ [f(x+ iε)]∗ = f(x− iε)］

である．この飛躍がゼロでない領域が実軸上の分岐切断線になる．

ところで，伝播関数の iϵを念頭に置くと，散乱振幅を求めるには無限小の虚部を持つ sでの T の値，すな

わち複素 s平面において実軸のすぐ上での T の値を評価しなければならない．［しかもユニタリー性より，断

面積を得るのに必要となるのは虚部 ImT である (5.1 節)．］実は s の正常閾値 (7) は複素 s 平面において図

14のように，［飛躍の値の異なる］新しい分岐切断線が始まる分岐点となっており，実軸に沿う分岐切断線を

横切ると，振幅を表す解析関数に飛躍が生じる．そして切断線の上下で T の値は，互いに複素共役となるこ

とを説明できる．よって sが実軸に沿って増加すると，分岐点を通過するとき，切断線のすぐ上での T の値

は虚部 (興味のある ImT )が変化することになる．

5.2.3　共鳴と粒子の寿命

反応前の粒子対が，中間状態において質量殻上に 1つの実粒子 (質量M)を生成するのに十分なエネルギー

を持つ場合，その粒子は反応前の粒子へ (場合によっては他の粒子にも)崩壊できることに関係して，伝播関

数 1/(s−M2)は修正を要する．

このことを具体的な例で見てみよう．相互作用 LI =
λ
2χφ

2 によって記述される χ粒子 (質量M)と φ粒子

(質量m)を考える．2つの φ粒子が対消滅して，物理的な (すなわち質量殻上にある) χ粒子を生成できる条

件は，M2 > 4m2 である．

note χ粒子は静止系でエネルギーM を持つので，逆過程 χ→ φφが起きるにはM > 2mでなければなら

ない．逆に 2つの φ粒子の重心系における全エネルギーは 2mではないので，実粒子 χが生成される

条件は不等号を入れ替えたM < 2mとはならない．

このとき χ粒子の伝播関数は図 15に示したように，φ粒子のループから成る自己エネルギー・ダイヤグラ
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ムを挿入した，

G(p2) =
i

p2 −M2 + iϵ
+

i

p2 −M2 + iϵ
{iΠ(p2)} i

p2 −M2 + iϵ
+ · · · (無限等比級数) (5.21)

=
i

p2 −M2 + iϵ+Π(p2)
(5.22)

に修正される．

note 相互作用の形より，摂動展開・Wick展開から泡以外のグラフ (おたまじゃくしダイヤグラムなど)を作

ることはできないと考えられる．

ここで φ粒子の泡 Π(p2)は，［5.1節と類似の計算により］発散する実部を持つことが分かる［本稿次節で確

認］．そこで Π(p2)の実部を質量項M2 に繰り込んで忘れてしまえば，

G(p2) =
1

p2 −M2 + iϵ+ i ImΠ(p2)
(5.22′)

と書ける．他方，虚部は

2 ImΠ(p2) = θ(p2 − 4m2)
1

2

∫
d3k1
(2π)3

1

2Ek1

d3k2
(2π)3

1

2Ek2

(2π)4δ4(p− k1 − k2)|λ|2 (5.23)

で与えられる［本稿次節で確認，Π(p2) (したがって G(p2))が実際に不変量 p2 の関数となっていることは式

(5.48–49)にて判明する］．λが，したがって虚部 (5.23)が小さいならば，伝播関数 (5.22′)は p2 =M2 の近く

に極を持つ．そこで極を見出すために，小さな ImΠ(p2)と p2 =M2 の近くを想定して，式 (5.22′)の分母を

p2 −M2 + i ImΠ(p2) ≈p2 −
(
M − 1

2M
i ImΠ(p2)

)2

≈p2 −
(
M − 1

2M
i ImΠ(M2)

)2

≡ p2 −
(
M − i1

2
Γ

)2

(5.24′)

と近似すると，極は p =M − i 12Γと表される．ここに付加的な補正項の因子

Γ ≡ 1

M
ImΠ(M2) =

1

2

∫
d3k1
(2π)3

1

2Ek1

d3k2
(2π)3

1

2Ek2

(2π)4δ4(p− k1 − k2)|λ|2 (5.25)

は，χ粒子の寿命の逆数に相当している［教科書 4.2.2節における寿命の式 (4.36)を参照］．実際この解釈は，

極 p =M − i 12Γを χ粒子の固有エネルギーと見なしたときの，χ状態の時間発展が，

|ψ(t)|2 ∝
∣∣∣e−i(M−i 12Γ)t

∣∣∣2 = e−Γt (5.26)

と表されることとも整合している (緩和時間 Γ−1)．上式 (5.26)において，指数関数的な減衰は質量 (固有エネ

ルギー)が虚数成分を持つことに起因していることが見て取れる．

なお式 (5.22′),(5.24′)より，χ粒子の伝播関数は極の近くで，近似的に

G(p2) =
1

p2 −
(
M − i 12Γ

)2 (5.27)

と表される．φφ散乱の全断面積はその虚部に比例するので［5.1節］，

σtot(s) ∝
1

(
√
s−M)2 + 1

4Γ
2

(5.28)
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となる［本稿次節で補足］．これは
√
s =M 周りのピーク幅 Γの Lorentz曲線を表しており，Γが小さい (す

なわち χ粒子の寿命が長い)とき，断面積に鋭いピークを生じることになる．この結果はBreit-Wigner (ブ

ライト-ウィグナー)の公式［文献 [10, p.580]にある］と整合している．

5.2.3節について

■φ 粒子の泡 iΠ(p2) の計算 (1/2) 泡 iΠ(p2) を第一原理から評価しよう．あらかじめ期待されるよう

に，泡の表式には φ 粒子の Green 関数が 2 つ含まれるはずである．ここでは相互作用ハミルトニアン

HI = −LI = −λ2χφ
2 の理論を考えており，1つの泡に寄与するのは，S行列の 2次の項

S(2) =
(−i)2

2!

∫
d4xd4yT{HI(x)HI(y)} = −

λ2

8

∫
d4xd4yT{χ(x)φ2(x)χ(y)φ2(y)}

にWickの定理を適用して得られる，φ粒子の Green関数

iGφ(x, y) = ⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩ =
∫

d4k

(2π)4
iGφ(k)e

−ik·(y−x), iGφ(k) =
i

k2 −m2 + iϵ

を 2つ含む項

S
(2)
bubble =−

λ2

4

∫
d4xd4y (iGφ(x, y))

2
N{χ(x)χ(y)}

=− λ2

4

∫
d4xd4y

∫
d4kd4k′

(2π)4·2
iGφ(k)iGφ(k

′)e−i(k+k
′)·(y−x)

×
∫

d4qd4q′

(2π)3·2
1

2Eq2Eq′
N[(aχ(q)e

−iq·x + a†χ(q)e
iq·x)(aχ(q

′)e−iq
′·y + a†χ(q

′)eiq
′·y)]

である．ただし aχ(q), a
†
χ(q)は χ粒子の生成・消滅演算子であり，χ粒子の 4元運動量 q, q′ は on-shellであ

る．ここで始・終状態を χ粒子の 1粒子状態 |i⟩ = |χ;p⟩ , |f⟩ = |χ;p′⟩に選ぶと，最右辺の正規積の S行列要

素への寄与は

⟨f|N[· · · ]|i⟩ = ⟨χ;p′|(a†χ(q′)aχ(q)e
i(q′·y−q·x)a†χ(q)aχ(q

′)ei(q·x−q
′·y))|χ;p⟩

=2Ep2Ep′(2π)3·2{δ3(p′ − q′)δ3(p− q)ei(p
′·y−p·x) + δ3(p′ − q)δ3(p− q′)ei(p

′·x−p·y)} (∵ 式 (2.4))

となるので，行列要素は

⟨f|S(2)
bubble|i⟩ = −

λ2

4

∫
d4kd4k′

(2π)4·2
iGφ(k)iGφ(k

′)

∫
d4xd4ye−i(k+k

′)·(y−x)
(
ei(p

′·y−p·x) + ei(p
′·x−p·y)

)
(8)

と計算される．時空点 x, y に関する積分は

(2π)4·2{δ4(k+k′−p)δ4(p′−k−k′)+δ4(p′+k+k′)δ4(p+k+k′)} = (2π)4·2δ4(p−p′){δ4(p−k−k′)+δ4(p+k+k′)}

であり，第 2項は行列要素 ⟨f|S(2)
bubble|i⟩の式全体において，積分変数の変更 −k,−k′ → k, k′ を行えば，第 1

項の寄与に一致するので，

⟨f|S(2)
bubble|i⟩ = (2π)4δ4(p− p′)

[
− iλ

2

2

∫
d4k

(2π)4
Gφ(k)Gφ(p− k)

]
が得られる．右辺の [· · · ]内を φ粒子の泡に同定できると考えられる．この結果は理に適っている．
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■φ粒子の泡 iΠ(p2)の計算 (2/2) 以上の計算で iGφ(x, y)の Fourier展開を施さなければ，

⟨f|S(2)
bubble|i⟩ = −

λ2

4

∫
d4xd4y (iGφ(x, y))

2
(
ei(p

′·y−p·x) + ei(p
′·x−p·y)

)
が得られていた．(実際，式 (8)で運動量 k, k′ の積分を実行すれば上式の戻る．) ここでは式 (5.5)の導出時

と同様に，on-shellの k = (Ek,k)による展開

iGφ(x, y) =

∫
d3k

(2π)3
1

2Ek

(
θ(y0 − x0)e−ik·(y−x) + θ(x0 − y0)e+ik·(y−x)

)
を代入すると，

⟨f|S(2)
bubble|i⟩ =−

λ2

4

∫
d4xd4y

d3k

(2π)32Ek

d3k′

(2π)32Ek′

(
θ(y0 − x0)e−i(k+k

′)·(y−x) + θ(x0 − y0)e+i(k+k
′)·(y−x)

)
×
(
ei(p

′·y−p·x) + ei(p
′·x−p·y)

)
(∵ θ2(±t) = θ(±t), θ(±t)θ(∓t) = 0)

=− λ2

4

∫
d3k

(2π)32Ek

d3k′

(2π)32Ek′

∫
d4z

(
θ(z0)e−i(k+k

′)·z + θ(−z0)e+i(k+k
′)·z
)

×
∫

d4x
(
ei(p

′·z+(p′−p)·x) + ei((p
′−p)·x−p·z)

)
(z ≡ y − x)

=(2π)4δ4(p′ − p)
(
−λ

2

4

)∫
d3k

(2π)32Ek

d3k′

(2π)32Ek′

×
∫

d4z
(
θ(z0)(ei(p

′−k−k′)·z + e−i(p
′+k+k′)·z) + θ(−z0)(ei(p

′+k+k′)·z + (e−i(p−k−k
′)·z)

)
と書き換えられる．最右辺において，デルタ関数 δ4(p′ − p) 以降では p′ = p とおいてよく，また z に関す

る被積分関数の第 2項は変数変換 −z → z により第 1項に一致する．さらに階段関数の Fourier変換の公式

(3.20′):
∫
dteiωtθ(t) = i

ω+iϵ を利用すると，

⟨f|S(2)
bubble|i⟩ =(2π)4δ4(p′ − p)

(
−λ

2

4

)∫
d3k

(2π)32Ek

d3k′

(2π)32Ek′

× 2

(
i

Ep − Ek − Ek′ + iϵ
(2π)3δ3(p− k − k′) +

i

Ep + Ek + Ek′ + iϵ
(2π)3δ3(p+ k + k′)

)
が得られる (式 (5.7)に対応)．ただし

Ep =
√
p2 +M2, Ek =

√
k2 +m2. Ek′ =

√
k′2 +m2.

再び (−λ2/4)以降の因子を iΠ(p2)に同定できる．ここでも式 (5.10): 1
ω+iϵ =

P
ω − iπδ(ω)を想起すると，「Π

は発散する実部を持」(p.60，l.6)ち，虚部は式 (5.23)で与えられる．ただし p0 = Ep > 0, etc.より，第 2項

に由来するデルタ関数 δ4(p + k + k′) は常にゼロとなることに注意した．また φ 粒子の Green 関数におい

て on-shellの k0 = Ek =
√
k2 +m2 を考えている以上，中間状態に仮想的でない実粒子対を生成できる条件

M2 > 4m2 が満たされていなければならないことを踏まえて，階段関数 θ(p2 − 4m4)を導入した．

■全断面積 (5.28)について 重心エネルギーの自乗 s ≡ p2 を用いると，伝播関数 (5.27)は

G(s) =
1

s−
(
M − i 12Γ

)2 =
1

√
s−

(
M − i 12Γ

) 1
√
s−

(
M + i 12Γ

)
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図 16 note：青い閉曲線は極を含まないので，0 =
∮
=
∫
実軸−

∫
虚軸

と書き換えられる．ここで最右辺において，極に関係しない第 2の小さな虚部 iΓ/2を無視すると，

G(s) ∼ 1
√
s−

(
M − i 12Γ

) , ∴ σtot(s) ∼ ImG(p2) ∼ 1

(
√
s−M)2 + 1

4Γ
2
: (5.28)

が得られる．

5.3　ループのダイヤグラム

5.3.1　Wick回転

積分

I =

∫
ddp

(2π)d
1

[p2 −M2 + iϵ]m
(5.29)

を複素 p0 平面において考えると，図 16のように積分路は，実軸から虚軸に移すことができる (Wick回転)．

虚軸に沿う積分は，p0 = ipE0 とおくと，

I = i(−1)m
∫

ddpE

(2π)d
1

[(pE)2 +M2]m
(5.30)

と表される．

note pE ≡ (pE0 ,p),∴ ddp = iddpE であり，虚時間 x4 ≡ ix0 を導入する場合と同様，内積

p2 = p 2
0 − p2 = −

(
(pE0 )

2 + p2
)
≡ −(pE)2

は Euclid計量を用いて計算されることになる．これらを式 (5.29)に代入して上式 (5.30)を得る．

Wick回転では，無限遠で［図 16の円弧に沿う］積分が消えることを仮定しており，そのためには，被積分

関数の分母の次数mが十分大きいことが必要である．具体的には［単純に発散次数を考えれば］，

2m > d

でなければならない．しかし，
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図 17 質量相殺項HI = −δm2φ2 から現れる (connected diagrams)．(結節点因子) ∼ δm2．

通常は 2m < dで積分が発散する条件においても，このような手法が必要になる．後からこの種の誤

魔化しを正当化するための物理的な議論を行う．(p.62)

note 具体的にはすぐ後の真空のエネルギー密度 (5.31′)において，各項にWick回転を適用できる条件は次

数 n > 2であるにも関わらず，n = 1, 2の項にもWick回転の公式を用いることになる．ところが結果

的に得られるエネルギー密度の表式 (5.38)は，物理的に満足のいくものになっている．

Ouroborosのグラフ

Wick回転の 1つの応用として，自由場における真空エネルギー密度を計算しよう．

note：復習 4.4.1節で導いた，真空エネルギー密度の公式

E − E0 = i(connected diagrams)

を思い出しておこう．ただし右辺の (connected diagrams)は，1つの結節点を固定して評価した，真

空泡を表す全ての連結ダイヤグラムの和である．また 4.4.1 節では左辺のエネルギー密度のズレを

E0 ≡ (E − E0)/V と書いていたのに対し，ここでは E = E/V, E0 = E0/V と表記を改めている．さら

に，この結果の証明には相互作用の具体的な形をあからさまに用いていないことに注意する．

note：質量相殺項 そこで自由場のラグランジアン L = (∂µφ)(∂
µφ) −m2φ2 における裸の質量の自乗 m2

を，物理的な値m2 + δm2 に置き換える代償として，質量相殺項

LI = δm2φ2(= −HI)

を相互作用として導入すると，ここから現れる (connected diagrams)として可能なグラフは，図 17で

尽くされると考えられる．

図 17の n次のグラフには「n重の巡回対称性と，円周を周回する 2つの方向によって対称性因子 1/(2n)が

現れる」(p.63，l.5,6)［数珠順列］．よって

E − E0 = i(connected diagrams) = i

∞∑
n=1

∫
d4k

(2π)4
1

2n

(
(−iδm2)

i

k2 −m2 + iϵ

)
. (5.31′)

note HI = −δm2φ2 における負号と Dyson級数の虚数 iが結節点因子 −iδm2 を成し，φ2 の縮約が伝播関

数を作ると考えられる．また (connected diagrams)は伝播関数の相対座標だけに依存する量として定

義されていることを踏まえて，運動量空間に移すと，上式 (5.31′)が得られると考えられる．実際，式

(5.31′)の最左辺と最右辺の次元は合っている．
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図 18 Ouroboros (ウロボロス)．教科書 p.64にも挿絵があり，著者の遊び心が窺える．

式 (5.31′)にWick回転の公式 (5.30)を適用すると，

E − E0 =
1

2

∫
d4kE

(2π)4
(
ln
(
(kE)2 + (m2 + δm2)

)
− ln((kE)2 +m2)

)
(5.34)

が得られる．

上式 (5.34)の導出 Wick回転の公式 (5.30)より，エネルギー密度 (5.31′)は

E − E0 = −1

2

∫
d4kE

(2π)4

∞∑
n=1

(−1)n

n

(
δm2

(kE)2 +m2

)n
=

1

2

∫
d4kE

(2π)4
ln

(
1 +

δm2

(kE)2 +m2

)
と計算される．ここで対数を［真数が次元を持つ形を許容して］

ln

(
1 +

δm2

(kE)2 +m2

)
= ln

(
(kE)2 + (m2 + δm2)

)
− ln((kE)2 +m2)

と書き換えれば，式 (5.34)が得られる．

式 (5.34)より，自由場の基底エネルギー密度は

E0(m2) =
1

2

∫
d4kE

(2π)4
ln((kE)2 +m2) (5.35)

と同定できる．［これは発散することが見て取れる ((kE)2 ≡ (kE0 )
2 + k2 に注意)．］

k2 +m2［本稿の (kE)2 +m2 のこと］の対数は，始点も終点もない“自分の尾に噛みついた伝播関

数”を表すものと考えられる．私はこのダイヤグラムを，“tail eater”を意味するギリシャ語に因んで

“Ouroboros (ウロボロス)ダイヤグラム”と呼ぶことにしたい．Ouroborosは自分自身の尾に噛みつい

ている蛇として描かれ［図 18参照］，果てしない生死の繰り返しを表象する．これは無限大の記号∞
の由来でもあり，何もないところから粒子-反粒子対が現れては，再結合によって消滅することを繰り

返している真空過程の寄与を表すのにふさわしい名称である．［前節では真空泡による伝播関数の修正

が，裸の質量を物理的な値に移行させたことを思い出そう．］(pp.63–64)

なお式 (5.35)の E0(m2)は，各モードのゼロ点エネルギー ωk/2 (ただし ωk ≡
√
k2 +m2)の総和

E0(m2) =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
k2 +m2 (5.38)

44



となっている［
∫

d3k
(2π)3 →

1
(Vol)

∑
k とすると意味がはっきりする］．

上式 (5.38)の導出 技巧的であるが，敢えて式 (5.35)の E0(m2)の m2 による微分を計算してから，それを

改めてm2 で積分する．まずm2 による微分は

E0(m2)

∂m2
=
1

2

∫
d4kE

(2π)4
1

(kE)2 +m2
=

1

2 · 2π

∫
d3k

(2π)3

∫
dkE0

1

(kE0 )
2 + ω 2

k

(5.36)

=
1

4

∫
d3k

(2π)3
1√

k2 +m2
(5.37)

となる．［第 3辺における kE0 による積分は，常套的に kE0 = ωk tan θと変数変換して実行すると，π/ωk

となる．］これを再びm2 で積分し，mに依存しない定数項を省くと，式 (5.38)が得られる．

5.3.2　 Feynmanのパラメーター積分公式

Schwingerの技法では，恒等式

a−n1
1 · · · a−nm

m =
1

m∏
i=1

Γ(ni)

∫ ∞

0

dt1 · · · dtmtn1−1
1 · · · tnm−1

m e−t1a1 · · · e−tmam (5.39)

を利用する［各指数において t → ti と訂正した，本稿次節で上式 (5.39)を証明］．右辺をさらに“Feynman

の技法”で書き換えると，

a−n1
1 · · · a−nm

m =

Γ

(∑
i

ni

)
∏
i

Γ(ni)

∫ ∞

0

d[α]δ

(∑
i

αi − 1

) ∏
i

αni−1
i

(∑
i

αiai

)∑
i

ni
(5.41)

となる．［本稿次節で教科書の説明を補足しつつ，上式 (5.41)を導出する．d[α] ≡
∏
i dαi であり，和や積の

範囲はいずれも i = 1, · · · ,mである．］

5.3.2節について

■Schwingerの技法 (5.39)の確認 ガンマ関数の定義式

Γ(n) =

∫ ∞

0

ds sn−1e−s = an
∫ ∞

0

dt tn−1e−at (s = at) (9)

の積をとると

m∏
i=1

Γ(ni) = a n1
1 · · · a nm

m

∫ ∞

0

dt1 · · ·dtmtn1−1
1 · · · tnm−1

m e−t1a1 · · · e−tmam

となるので，式 (5.39)を得る．

■式 (5.41)の導出 t ≡
∑
i ti に対して変数 αi ≡ ti/tを導入すると

∑
i = 1が課されるので，積分要素は

∏
i

dti = tm−1dt

(∏
i

dαi

)
δ

(∑
i

αi − 1

)
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となると考えられる．そこで
∏
i dαi ≡ d[α]と略記すると，式 (5.39)の右辺は

1∏
i

Γ(ni)

∫ ∞

0

dt

∫
d[α]δ

(∑
i

αi − 1

)
tm−1 · t

∑
i ni−m

(
α n1−1
1 · · ·α nm−1

m

)
e−t(

∑
i αiai) (5.40)

と書き換えられる．ここで右辺の tに関する積分は，式 (9)より

∫ ∞

0

dt t
∑

i ni−1e−t(
∑

i αiai) =

Γ

(∑
i

ni

)
(∑

i

αiai

)∑
i

ni

となるので，式 (5.41)を得る．

5.3.3　次元正則化

式 (5.41)は a1 = a2 = 1, n1 = x, n2 = y の特別な場合として，ベータ関数のよく知られた公式

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= B(x, y) ≡

∫ 1

0

dααx−1(1− α)y−1 (5.42)

を含んでいる［本稿次節で確認］．

note 式 (5.42) を利用するだけなら，5.3.2 節のより一般的な公式は不要である．それどころか，「この式

［(5.42)］を，次の積分に適用してみよう」(p.65下から 2行目)とあるにも関わらず，以下で見るよう

に本節では，上式 (5.42)すら (少なくともあからさまには)用いない．ガンマ関数の定義式の，積分変

数をリスケールした公式 (9)さえあれば十分である．

ここからはWick回転済みの積分

I ≡
∫

d4p

(2π)4
1

(p+ k)2 +m2

1

p2 +m2
(5.43)

を考える．

note これは 5.2.3節のノートで見た泡の表式

Π(k2) = −λ
2

2

∫
d4p

(2π)4
Gφ(p)Gφ(k − p)

(ただし pと k の役割を入れ替えた)に現れた積分に他ならない．ただし式 (5.43)における変数 pや内

積 p2 などは，本稿ではそれぞれ pE, (pE)2 と書いていたものであるものの，以下では教科書の表記に合

わせて，煩わしい添字 Eを省く．(· · · )2 を Lorentz内積と混同しないように注意せよ．

まず，Feynmanのパラメーター積分公式

1

xy
=

∫ 1

0

dα
1

(αx+ (1− α)y)2
(5.44)
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［文献 [1, p.235]で確認済み］を用いて，式 (5.43)を

I =

∫ 1

0

dα

∫
d4p

(2π)4
1

[α(p2 + 2p · k + k2) +m2 + (1− α)p2]2
(5.45)

と書き換えておく．これを’t Hooftと Veltman (ヴェルトマン)の“次元正則化”の技法で評価しよう．具体

的には，d次元時空における一般公式∫
ddp

(2π)d
1

[p2 + 2p · k +M2]m
=

Γ(m− d/2)
Γ(m)

1

2dπd/2
(
M2 − k2

)(d/2)−m
(5.46–47)

を用いる［教科書の説明を補足しつつ，本稿次節で導出］．

note これは文献 [1, p.234](のノート)で示した公式∫
d4p

(p2 + 2p · q + t+ iε)n
= iπ2Γ(n− 2)

Γ(n)

1

(t− q2)n−2
, n ≥ 3

を，d次元時空に一般化した関係となっている．しかし文献 [1]では d次元への一般化は天下りであっ

たため，この機に上式 (5.46–47)の導出を確認しておくことは有意義である．

元の式 (5.46) は，d > 2m の場合に発散する．この発散は，因子 Γ(m − d/2) によって表されてい
る．ガンマ関数は，引数がセロおよび負の整数のところで極を持つ．(p.66下から 3,2行)

すると式 (5.45)の pに関する積分は，上式 (5.46–47)で d→ 4，m = 2，“k”= αk，M2 = m2 +αk2 とおい

たものなので［非整数次元 dに対しても式 (5.46–47)左辺の積分を右辺で定義する [1, p.238]］，

I = lim
d→4

1

16π2

1

Γ(2)
Γ

(
2− d

2

)∫ 1

0

dα
(
m2 + αk2 − α2k2

)(d/2)−2
(5.48)

=
1

16π2

{
lim
d→4

1

2− (d/2)
−
∫ 1

0

dα ln
(
m2 + α(1− α)k2

)
+ finite

}
(5.49)

となる［第 2の等号を本稿次節で示す］．［上式 (5.49)の第 1項を見ると，d→ 4において］積分 I は発散す

ることが分かる［発散を生じる項を適当なパラメータに繰り込んでから，次元正則化を解除して元の理論を復

元すれば良い］．式 (5.49)の対数を発散させる，真数をゼロにする根は

α = α± ≡
1

2

(
1±

√
1 + 4m2/k2

)
(5.50)

である．2つの極 α± は k2 = −4m2［中間状態の泡 Π(k2)が実粒子となる限界値］で互いに接近し，αの積

分路を挟み込んでしまうため，積分路を［どちらの側にも］ずらすことができなくなり，特異性を生じる．こ

れを“締めつけ特異性”という*7．

*7 パラメータのある極限で積分路に乗る特異点を，積分路の変更によって回避できないもう 1つの状況は，特異点が積分路の始点ま
たは終点に近づく場合である．と言うのも，途中の径路は変更できても，始点・終点そのものを動かすことはできないからである．
この場合に生じる複素積分の特異性を“端点特異性”という．
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5.3.3節について

■ベータ関数の公式 (5.42)の，式 (5.41)からの導出 式 (5.41)で a1 = a2 = 1, n1 = x, n2 = y とおくと，

1 =
Γ(x+ y)

Γ(x)Γ(y)

∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2δ(α1 + α2 − 1)
α x−1
1 α y−1

2

(α1 + α2)x+y

=
Γ(x+ y)

Γ(x)Γ(y)

∫ 1

0

dα1

∫ α1+1

α1

dβ
α x−1
1 (β − α1)

y−1

βx+y
(β ≡ α1 + α2)

=
Γ(x+ y)

Γ(x)Γ(y)

∫ 1

0

dα1α
x−1

1 (1− α1)
y−1

=
Γ(x+ y)

Γ(x)Γ(y)
B(x, y)

となるので，式 (5.42)を得る．ただし第 3の等号では，0と 1の間で任意に固定した α1 に対して，β の積分

区間が 1を含むことに注意した．

■式 (5.46–47)の導出 ガンマ関数の式 (9):

Γ(m) = am
∫ ∞

0

dt tm−1e−at, ∴ 1

am
=

1

Γ(m)

∫ ∞

0

dt tm−1e−at

(これは式 (5.39)の特別な場合)を a = p2 + 2p · k +M2 とおいて用いると，∫
ddp

(2π)d
1

[p2 + 2p · k +M2]m
=

1

Γ(m)

∫ ∞

0

dt

∫
ddp

(2π)d
tm−1e−t(p

2+2p·k+M2)

=
1

Γ(m)

∫ ∞

0

dt tm−1e−t(M
2−k2)

∫
ddp′

(2π)d
e−tp

′2
(p′ ≡ p+ k)

=
1

Γ(m)2dπd/2

∫ ∞

0

dt tm−(d/2)−1e−t(M
2−k2)

(
∵ Gauss積分

∫
ddp′e−tp

′2
=

(√
π

t

)d)

=
Γ(m− d/2)

Γ(m)

1

2dπd/2
(
M2 − k2

)(d/2)−m
: (5.46-47)

を得る．ただし最後の等号では，再び式 (9):

Γ(m− d/2) = (M2 − k2)m−(d/2)

∫ ∞

0

dt tm−(d/2)−1e−t(M
2−k2)

を用いた．

■式 (5.48)の式 (5.49)への書き換え 時空の次元を d = 4− η と書いて，小さな次元のズレ η を導入すると，

展開公式

Γ

(
2− d

2

)
= Γ

(η
2

)
=

2

η
− γ + · · · ,(

m2 + α(1− α)k2
)(d/2)−2

=
(
m2 + α(1− α)k2

)−η/2
= 1− 1

2
η ln

(
m2 + α(1− α)k2

)
+ · · ·

(ただし γ = 0.5772 · · · は Euler 定数) が成立する [1, p.239]．これと Γ(2) = 1 を用い，d → 4 すなわち

η → 0においてゼロにならない η−1 の項と定数項を残すと，

1

Γ(2)
Γ

(
2− d

2

)∫ 1

0

dα
(
m2 + α(1− α)k2

)(d/2)−2
=

∫ 1

0

dα

(
2

η
− ln

(
m2 + α(1− α)k2

))
+ finite

となって，式 (5.49)が得られる．
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第 6章　形式的展開

序文を引用する：

この章では形式論を扱う．一般化した Green関数を導入し，それを摂動論的に評価する方法を示す．

更に摂動論には依存しない一般的な性質を調べ，そこから S行列を導く方法を与える．

6.1　 Gell-Mann Lowの定理

Heisenberg描像の場を φH(x)，相互作用描像の場を φI(x)と表記する．|0⟩を相互作用のある理論の真空状
態，|0⟩0 を相互作用のない理論の真空状態として，一般化した Green関数 (相関関数)は

⟨0|T{φH(x1) · · ·φH(xn)}|0⟩ =
0⟨0|T

{
φH(x1) · · ·φH(xn)e

−i
∫
HI(t)dt

}
|0⟩0

0⟨0|T
{
e−i

∫
HI(t)dt

}
|0⟩0

(6.14)

と書き換えられる．これをGell-Mann Low (ゲル-マン ロウ)の定理という．［文献 [1, pp.127–128](のノー

ト)において，既に QEDの文脈でこの式を証明したため，本稿では導出過程は省略する．］

6.2　 Lehmann-Källénスペクトル表示

相互作用のある場の Green関数 iG(x, y)や交換子 ∆(x, y) ≡ ⟨0|[φ(x), φ(y)]|0⟩ ［教科書に合わせ左辺に i

を付けずに定義，少なくとも自由場では右辺の交換子は c-数なので真空期待値は不要］は，いろいろな質量m

を持った自由場のそれ (添字 0で表す)の重ね合せ

iG(x, y) ≡⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩ =
∫ ∞

0

dm2ρ(m2)iG0(x, y;m
2), (6.20)

∆(x, y) ≡⟨0|[φ(x), φ(y)]|0⟩ =
∫ ∞

0

dm2ρ(m2)∆0(x, y;m
2) (6.21)

の形に書ける．これを Lehmann-Källén (レーマン-チェレン)スペクトル表示といい，2式に共通して現れ

る重み ρ(m2)をスペクトル関数という [5, p.64]．

note：スペクトル条件 相互作用系に対する場の運動量 P の固有値 pに対して要請される一連の条件をスペ

クトル条件という．以下では特に pが“前方光円錐”

p2 ≥ 0 かつ p0 ≥ 0

にあることと，真空 |0⟩での固有値が p = 0であることを用いる．さらに後半 (式 (6.24)の段落以降)

では，on-shellの条件 p0 =
√
m 2
φ + p2 (mφ は φ粒子の質量) を満たす単一の φ粒子状態 |p⟩が，安

定な状態として存在することを利用する [5, p.60]．

上式 (6.20)の導出 Green関数を

iG(x, y) ≡⟨0|T{φ(x)φ(y)}|0⟩

=θ(x0 − y0)
∫

d4p

(2π)4

∑
α

⟨0|φ(x)|p, α⟩ ⟨p, α|φ(y)|0⟩+ (x↔ y) (6.15)
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と書こう．ここに p, αはそれぞれ，中間状態 (一般に多粒子状態)を特徴付ける［全］4元運動量［場の

運動量 P の固有値］と，量子数である．ここで［文献 [1, p.44]の問題 2.5で示した関係］

φ(x) = eiP ·xφ(0)e−iP ·x (6.16)

より
⟨0|φ(x)|p, α⟩ = ⟨0|eiP ·xφ(0)e−iP ·x|p, α⟩ = ⟨0|φ(0)|p, α⟩ e−ip·x (6.17′)

(第 2の等号ではスペクトル条件に基づき ⟨0| eiP ·x = ⟨0|とした) となることを用いると，上式 (6.15)は

iG(x, y) = θ(x0 − y0)
∫

d4p

(2π)4

∑
α

| ⟨0|φ(0)|p, α⟩ |2e−ip·(x−y) + (x↔ y)

と書き換えられる．ここで αに関する和は，Lorentz不変性と物理状態のエネルギーの正値性［スペク

トル条件 p0 ≥ 0］より， ∑
α

| ⟨0|φ(0)|p, α⟩ |2 = 2πθ(p0)ρ(p2) (6.19)

と表されるはずである (この式 (6.19)でスペクトル関数 ρ(p2)を定義する)．これを代入し，さらにス

ペクトル関数を

ρ(p2) =

∫ ∞

0

dm2ρ(m2)δ(p2 −m2)

と書くと［m2 ≥ 0とスペクトル条件 p2 ≥ 0に注意して積分範囲を設定した］，

iG(x, y) =θ(x0 − y0)
∫

d4p

(2π)4
2πθ(p0)ρ(p2)e−ip·(x−y) + (x↔ y)

=

∫ ∞

0

dm2ρ(m2)

{
θ(x0 − y0)

∫
d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)θ(p0)e−ip·(x−y) + (x↔ y)

}
となる［教科書の式 (6.20)2 行目に階段関数を補った］．最右辺における p に関する積分は，自由場

ϕ(x)に関する交換子

∆+
0 (x, y;m

2) ≡[ϕ+(x), ϕ−(y)] =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip·(x−y) =

∫
d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)θ(p0)e−ip·(x−y),

∆−
0 (x, y;m

2) ≡[ϕ−(x), ϕ+(y)] = −∆+
0 (y, x;m

2)

なので［文献 [1, p.53]の式 (3.38)で確認済み］，{· · · }内は質量mを持つ自由場の Green関数

iG0(x, y;m
2) = θ(x0 − y0)∆+

0 (x, y;m
2)− θ(y0 − x0)∆−

0 (x, y;m
2)

である．よって式 (6.20)を得る．

note：式 (6.21)の導出 式 (6.20)の導出と同様に行える．実際，式 (6.20)を導く際に見出した関係∑
α

⟨0|φ(x)|p, α⟩ ⟨p, α|φ(y)|0⟩ =
∑
α

⟨0|φ(0)|p, α⟩ ⟨p, α|φ(0)|0⟩ e−ip·(x−y) = [2πθ(p0)ρ(p2)]e−ip·(x−y)
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を再利用すると，

∆(x− y) ≡⟨0|[φ(x), φ(y)]|0⟩ =
∫

d4p

(2π)4

∑
α

⟨0|φ(x)|p, α⟩ ⟨p, α|φ(y)|0⟩ − (x↔ y)

=

∫
d4p

(2π)4
[2πθ(p0)ρ(p2)]e−ip·(x−y) − (x↔ y)

=

∫ ∞

0

dm2ρ(m2)

{∫
d4p

(2π)4
2πδ(p2 −m2)θ(p0)e−ip·(x−y) − (x↔ y)

}
=

∫ ∞

0

dm2ρ(m2)
{
∆+

0 (x, y;m
2) + ∆−

0 (x, y;m
2)
}

=

∫ ∞

0

dm2ρ(m2)∆0(x, y;m
2) : (6.21)

を得る．

スペクトル表示の公式 (6.21)は，スペクトル関数 ρ(m2)に関する重要な“和則”(sum rule)

1 =

∫ ∞

0

dm2ρ(m2) (6.23)

を与える．

上式 (6.23)の導出 式 (6.21)の両辺を y0 で微分してから x0 = y0 ≡ tとおき，自由場についても相互作用を
持つ場についても，同時刻交換関係

∂y0∆(x, y) = [φ(x, t), ∂y0φ(y, t)] = iδ3(x− y) (6.22)

が成り立つことを利用すると，和則 (6.23)が得られる．

さて，単一の φ粒子状態 |p⟩に対して，式 (6.17′):

⟨0|φ(x)|p⟩ = ⟨0|eiP ·xφ(0)e−iP ·x|p⟩ = ⟨0|φ(0)|p⟩ e−ip·x

は常に成り立つものの，最右辺が式 (2.66)(あるいは式 (2.6)) のように 1 粒子波動関数 e−ip·x となるのは，

自由場に対してである (実際，導出には自由場の Foruier 展開を利用した)．相互作用のある場合には係数を

⟨0|φ(0)|p⟩ =
√
Z と書き (ただし位相を無視して実数を仮定した)，“波動関数の繰り込み定数”Z を導入す

る．すなわち，
⟨p|φ(x)|0⟩ =

√
Zeip·x. (6.24)

ところでスペクトル関数 ρ(p2)は［その定義式 (6.19)より］，確定した単一の φ粒子状態からの寄与と，多

粒子状態からの寄与を含む．そして ρ(m2)に対する 1粒子状態の寄与は，δ(m2 −m 2
φ )に比例することが予

想される．実際，式 (6.24)の箇所で導入した繰り込み定数 Z を用いて，1粒子状態の寄与は Zδ(m2 −m 2
φ )

と書ける．

note：理由 例えば完備関係式 1 =
∑
α

∫
d4p
(2π)4 |p, α⟩ ⟨p, α|右辺における，1粒子状態部分

∫
d3p
(2π)3

1
2Ep
|p⟩ ⟨p|

(ただし |p⟩は on-shell)の，交換子∆(x, y) = [φ(x), φ(y)]に対する寄与は∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
{⟨0|φ(x)|p⟩ ⟨p|φ(y)|0⟩ − (x↔ y)}

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
Ze−ip·(x−y) − (x↔ y)
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である．ただし変形の際，式 (6.24)を用いた．これを式 (6.21)の導出時に見出した関係

∆(x, y) =

∫ ∞

0

dm2ρ(m2)

{∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip·(x−y) − (x↔ y)

}
と比較すると，ρ(m2)の 1粒子部分への寄与は Zδ(m2 −m 2

φ )と書けることが見て取れる．

そこで単一の φ粒子状態からの寄与を分離して

ρ(m2) = Zδ(m2 −m 2
φ ) + σ(m2) (6.25)

と書き，連続した不変質量を持つ多粒子状態からの寄与 σ(m2)を定義する．すると他粒子中間状態からの寄

与 σ(m2)には，(λφ3 理論では) (2mφ)
2 = 4m 2

φ 以上だけが寄与を持ち，和則 (6.23)は式 (6.25)を代入して

1 = Z +

∫ ∞

4m 2
φ

dm2σ(m2) (6.26)

と書き換えられる．一般に σ(m2) ≥ 0なので［式 (6.19)参照］(自由場では［式 (2.66):Z = 1より］等号が

成立［相互作用がなければ 1粒子状態のみ］)，繰り込み定数には

(0 ≤)Z ≤ 1

が課される．

note：式 (6.26)の直観的な確率解釈 Z［= | ⟨p|φ(0)|0⟩ |2 ≥ 0］は ϕ(0) |0⟩が 1粒子状態にある確率を表すの

で，式 (6.26)は σ(m2)が，2粒子以上の連続スペクトルの中で p2 = m2を満たす状態に ϕ(0) |0⟩が存在
する確率 (密度)を表すことを意味する．相互作用が存在する限り，多粒子成分が全くない (σ(m2) ≡ 0)

ということはあり得ないから，制約 Z ≤ 1において等号は除外される [5, p.65]．

最後に，和則 (6.23)は量子力学における和則を一般化したものであることを指摘しておく．［自由場の対応

物として］固有振動数 Ωの調和振動子を考え (本稿ではその質量mを明示)，伝播関数に類似した量

iG0(t,Ω) ≡ ⟨0|T{x(t)x(0)}|0⟩ =
e−iΩ|t|

2mΩ
(6.30)

を定義する［古典的な Green関数 (5.16)と類似している］．

note：上式 (6.30)第 2の等号の確認 Heisenberg描像を採用し，調和振動子に対する演算子の表式

x(t) =
1√
2mΩ

{a(t) + a†(t)} = 1√
2mΩ

{ae−iΩt + a†eiΩt}

(ただし最右辺の a ≡ a(0), etc. は Schrödinger 描像の演算子) を思い出そう [13, p.124,128]．すると

t > 0に対して

⟨0|T{x(t)x(0)}|0⟩ = ⟨0|x(t)x(0)|0⟩ = 1

2mΩ
⟨0|(ae−iΩt + a†eiΩt)(a+ a†)|0⟩ = 1

2mΩ
e−iΩt

となる．t < 0に対して ⟨0|T{x(t)x(0)}|0⟩ = ⟨0|x(0)x(y)|0⟩は上式の複素共役であり，これらをまと
めて式 (6.30)最右辺を得る．
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すると一般の 1次元系に対する“伝播関数”は，調和振動子のそれ (6.30)を用いて

⟨0|T{x(t)x(0)}|0⟩ =
∫

dEρ(E)iG0(t, E), (6.31)

ρ(E) ≡
∑
n

δ (E − (En − E0)) 2mE| ⟨0|x(0)|n⟩ |2 (6.32)

と表される［場の理論における ρの定義式 (6.19)，スペクトル表示 (6.20)に対応］．

上式 (6.31)の導出 教科書の導出過程を補足しつつまとめる．x(t) = eiHtx(0)e−iHt であり [13, p.129]，ま

た ⟨0| eiHt = ⟨0| eiE0t, ⟨n| e−iHt = ⟨n| e−iEnt となることに注意すると，t > 0に対して

⟨0|T{x(t)x(0)}|0⟩ = ⟨0|{eiHtx(0)e−iHt}x(0)|0⟩ = eiE0t
∑
n

⟨0|x(0)|n⟩ ⟨n|e−iHtx(0)|0⟩

=
∑
n

| ⟨0|x(0)|n⟩ |2ei(En−E0)t.

再び t < 0に対して ⟨0|T{x(t)x(0)}|0⟩ = ⟨0|x(0)x(y)|0⟩は上式の複素共役であることに注意すると，

⟨0|T{x(t)x(0)}|0⟩ =
∑
n

| ⟨0|x(0)|n⟩ |2ei(En−E0)|t| =

∫
dE

{∑
n

δ (E − (En − E0)) 2mE| ⟨0|x(0)|n⟩ |2
}
e−iE|t|

2mE

と書けるので，式 (6.31)を得る．

このとき式 (6.32)の ρ(E)は，［和則 (6.23)に対応する］関係∫
dEρ(E) = 1 (6.33)

を満たす．これは原子物理学において Thomas-Reiche-Kuhn (トーマス-ライへ-クーン) の和則，固体物

理学において f 値の総和則 (f -sum rule)と呼ばれている．

和則 (6.33)の導出 教科書の導出過程を補足しつつまとめる．x(0) ≡ x (Schrödinger描像の演算子)と略記

すると

⟨0|[x, [H,x]]|0⟩ =
∑
n

{⟨0|x|n⟩ ⟨n|[H,x]|0⟩ − ⟨0|[H,x]|n⟩ ⟨n|x|0⟩}

=
∑
n

2(En − E0)| ⟨0|x|n⟩ |2

なので，式 (6.32)の ρ(E)に対して∫
dEρ(E) =

∑
n

2m(En − E0)| ⟨0|x|n⟩ |2 = m ⟨0|[x, [H,x]]|0⟩

となる．ところが［H = p2

2m + V (x) で記述される非相対論的な 1 次元粒子系に対し，正準交換関係

[x, p] = iより］

[H,x] =
p

m
[p, x] = −i p

m
, [x, [H,x]] = − i

m
[x, p] =

1

m

なので，和則 (6.33)を得る．
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6.3　 LSZ簡約公式

6.3.1　外線の処理

note 運動量空間の Green関数もまた伝播関数を脚とするグラフに対応付けられ，Feynman規則に従う．し

たがって，脚を表す伝播関数を適当な外線因子に置き換えれば，Feynman振幅が得られることになる．

文献 [2, pp.308–309]では QEDの文脈で，いくつかの具体例を通じて，このことを確かめたことを思

い出そう．このような Green関数と Feynman振幅 (S行列要素)の関係は一般に，LSZ簡約公式とし

てまとめられる．以下ではスカラー場を題材に LSZ簡約公式を概観する．

S行列要素は Green関数と，LSZ簡約公式

⟨p1, · · · ,pn|S|k1, · · · ,km⟩ =
i(n+m)

(
√
Z)n+m

∫
d4[x]d4[y]e−ipixi+ikjxj

∏
i

(
∂2xi

+m2
)∏

j

(
∂2yi +m2

)
× ⟨0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)φ(y1) · · ·φ(ym)}|0⟩ (6.37)

で関係付けられる*8．部分積分により ∂2xi
→ −p 2

i , etc.と置き換えると，式 (6.37)は

⟨p1, · · · ,pn|S|k1, · · · ,km⟩ =

(∏
i

(−i)(p 2
i −m2)√
Z

)∏
j

(−i)(k 2
j −m2)
√
Z


×
∫

d4[x]d4[y]e−ipixi+ikjxj ⟨0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)φ(y1) · · ·φ(ym)}|0⟩ ,

すなわち ∫
d4[x]d4[y]e−ipixi+ikjxj ⟨0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)φ(y1) · · ·φ(ym)}|0⟩

=

(∏
i

i
√
Z

p 2
i −m2

)∏
j

i
√
Z

k 2
j −m2

 ⟨p1, · · · ,pn|S|k1, · · · ,km⟩ (6.36)

と書き換えられる．

note 上式 (6.36)左辺の空間積分と右辺の S行列要素からは，共通して反応全体のエネルギー・運動量の保存を

保証するデルタ関数が現れる．デルタ関数を除けば，式 (6.36)は運動量空間の Green関数と Feynman

振幅を関係付けており，Feynman振幅における外線因子 (∼ 1)を伝播関数 i
√
Z/(p 2

i −m2), etc.に置

き換えると，運動量空間の Green関数が得られることを意味していると考えられる．ただし Green関

数の脚にあたる伝播関数では，運動量 pi, kj は必ずしも質量殻上になく，また因子
√
Z において自己エ

ネルギーを考慮していることになる．

*8 LSZ は Lehmann-Symanzik-Zimmermann (レーマン-シマンツィック-ツィンマーマン) の頭文字である．また式 (6.37) にお
いて d4[x] ≡ d4x1 · · · d4xn, etc. であり，指数 e−ipixi+ikjxj では繰り返された添字に関して和をとる (p.75 訳注)．式 (6.37)

直後の注意書きを引用する：
式 (6.37) において，入射状態と放出状態が，ただ単一の直線的な伝播関数として繋がっていないことを暗黙のうちに仮定し

た．したがって，ここでは始状態と終状態におけるそれぞれの運動量が，すべて異なっている S行列の行列要素だけを対象とし
ている．
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6.3.2節では LSZ簡約公式 (6.37)の導出の概略をスケッチし［完全な議論は，例えば文献 [5, pp.71–76]に見

られる (ゲージ場や Dirac場への拡張にも言及されている)］，6.3.3節で補足事項に言及する［本稿ではいずれ

も省略］．
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第 7章　 Fermi粒子

本章はある程度，場の理論の復習にあたるため，目新しい内容をいくらか特筆するに留める．

7.1　 Dirac方程式

省略可能．

7.2　スピノル・テンソル・カレント

7.2.1　双一次形式

第 1段落を特筆する：

付録 D［本稿では省略］において Euclid計量 gµν = δµν を持つ偶数次元の空間に対する Dirac行列

の構築の仕方を示してある．1,2,3 の対角要素の計量が負である Minkowski 空間での Dirac 行列を得

るには，a = 1, 2, 3に対して γMinkowski
a = iγEuclid

a ，γMinkowski
0 = γEuclid

0 とおけばよい．(後略)

最終段落を特筆する：

成分を数えあげると，6個の σµν，4個の γµ，4個の γ5γµ，ひとつの γ5，そして最後に単位行列 1で

ある．Lorentz成分は全部で 16個ある．これは 4× 4行列の要素数でもある．実際に {γµ, γ5γµ, σµν ,
γ5, 1}は互いに線形独立で，4× 4行列の空間を張る．

7.2.2　保存則

軸性ベクトル・カレントに関する最終段落を特筆する．擬ベクトルのカレント J5
µ = ψ̄γ5γµψ は

∂µ(ψ̄γ
5γµψ) = −2imψ̄γ5ψ (7.23)

を満たす［右辺に γ5を補った，本稿次節で確認］．したがって質量m = 0の粒子に対しては，カレント J5
µ は

保存する．
note J5

µ は弱い相互作用を記述するレプトン (荷電)カレント

Jµ =
∑
l

ψ̄lγ
µ(1− γ5)ψνl (l : レプトン)

を構成する，軸性ベクトルカレント Jµ
A =

∑
l ψ̄lγ

µγ5ψνl と同じ形をしている [2, pp.436–439]．

保存する軸性ベクトル・カレント J5
µ は，θ を実パラメータとする大域的位相変換

ψ → eiγ
5θψ, ψ† → ψ†e−iγ5θ (γ5は Hermite行列)

に対して，質量 m = 0 の Dirac 粒子のラグランジアン L = iψ̄γµ∂µψ がゲージ不変に留まることに付随する

Noetherカレントとして得られることを，文献 [1, p.85]の章末問題 4.5で確認した．

7.2.2節について

■式 (7.23)の Dirac方程式からの導出 Dirac方程式

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, i∂µγ
µ +mψ̄ = 0
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より，

∂µ(ψ̄γ
5γµψ) =− (∂µψ̄γ

µ)γ5ψ + ψ̄γ5(γµ∂µψ) (∵ {γµ, γ5} = 0)

=− 2imψ̄γ5ψ : (7.23).

7.3　空孔と Diracの海

7.3.1　正と負のエネルギー

Dirac方程式 (i/∂ −m)ψ = 0は，左から γ0 を掛けて αa ≡ γ0γa, β ≡ γ0,p ≡ −i∇ (ただし a = 1, 2, 3)と

おくと
0 = γ0{i(γ0∂t + γa∂a)−m}ψ = {i∂t − (α · p+mβ)}ψ

となるので，Schrödinger方程式と同じ形

i∂tψ = Ĥψ, Ĥ ≡ α · p+ βm (7.27)

に書き換えられる．

note 初等的にはこの変形を逆にたどって Dirac方程式が“導出”される．式 (7.27)の“ハミルトニアン”Ĥ

は，Dirac場のラグランジアン密度を Legendre変換して得られるハミルトニアン H と，

H =

∫
d3xψ̄(−iγa∂a +m)ψ =

∫
d3xψ†Ĥψ

で関係付けられる [1, p.69]．

ここで“カイラル表示”もしくは“Weyl表示”

γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γa =

(
0 −σa
σa 0

)
, ∴ γ5 =

(
1 0
0 −1

)
(7.28)

を採用すると，

Ĥ =

(
σ · p m
m −σ · p

)
(7.29)

となる．この表示が最も有用となるのは，質量 m = 0 の粒子に対してである．実際このとき γ5 の固有値

(“カイラリティ”) ±1に属する固有状態

ψ =

(
ψR

0

)
, ψ =

(
0
ψL

)
(7.31–32)

として，Ĥ との同時固有状態を選べる (γ5 と Ĥ は交換することに注意)．式 (7.29)より

Ĥψ = ±σ · pψ (複号は右巻きの場に対して+，左巻きの場に対して−) (10)

となるので，カイラリティが ±1の粒子のエネルギー固有値は，E = ±σ · pの固有値である．よって正エネ
ルギー E を持つ粒子は，ヘリシティ ≷ 0である (以上，複号同順)．

note スピン 1/2の粒子に対してスピン演算子は σ/2で表されるので，ヘリシティ (の 2倍) σp = σ · p/|p|
は固有値 ±1を持つ．すると正エネルギーは E = |p|であることになる．これは質量 m = 0の相対論

的粒子の正しいエネルギーの表式となっている．
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なお式 (7.31–32) の 2 成分スピノル ψR, ψL で記述される粒子は“Weyl フェルミオン”と呼ばれる．

“Schrödinger方程式”(7.27)に基づき，上式 (10)を i∂tψと等置すると，特に右手型のWeylフェルミオンが

満たす方程式として，“Weyl方程式”
i(∂t + σ ·∇)ψR = 0 (7.33)

が得られる．

7.3.2　空孔

負のエネルギーを持つ状態の存在は，粒子の最低エネルギーが決まらないことを意味するので，当初は不

都合に思われた．しかし Dirac方程式が適用される Fermi粒子は Pauliの排他律に従わねばならず，すべて

の負エネルギー状態があらかじめ占有された“Diracの海”を考えることができる［現代的な理論には不要］．

この概念を把握するために，質量を持たないカイラリティ +1の粒子を考えてみよう．このときエネルギーは

E = +σ · pなので［7.3.1節］，“海”の中の負エネルギーを持つ粒子は，スピンと運動量が反平行である．そ

こで粒子の運動量を (−k)，スピンを σ ∥ k とおくと，エネルギーは (−|E|) = +σ · (−k)と表される．これ
を“海”から取り除くと，系はエネルギーが +|E|，運動量が k，スピンが (−σ)だけ変化する．これらを生成
される“空孔”(hole)が担うと考えると，“空孔”は正のエネルギー +|E|を持つが，スピン (−σ)と運動量 k

は反平行のままである．この“空孔”が“反粒子”に対応する．

より一般にヘリシティを問わず，質量 mの Fermi粒子系を考えよう．Diracの海から運動量 p = −k，負
エネルギー E = −Ep ≡ −

√
p2 +m2 の粒子を取り除いたときに生じる“空孔”の速度は，取り除いた粒子を

表す波の群速度

vg =
∂E

∂p
= − p

Ep
=

k

Ep
(7.41)

で与えられる．これは空孔の運動量 kと同じ向きを向いている［非相対論では事情が異なる (9.2.1節)］．

note 運動量 pには速度と同じ論法は適用されないことに注意する．すなわち空孔の運動量を取り除いた粒

子の運動量 −kと考えてはならない．Diracの空孔理論は見かけ以上に複雑である．

7.4　量子化

省略可能．
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第 8章　量子電磁力学

本章はある程度，QEDの復習にあたるため，目新しい内容をいくらか特筆するに留める．

序文から抜粋：

光子と電子の相互作用を扱う Feynmanの方法の成功によって，場の理論は特別に数学の素養を持つ

者だけが扱える高度な技術ではなくなり，多くの物理学者たちが実際に利用できる技能となった．

8.1　Maxwell方程式の量子化

8.1.1節「ハミルトニアン形式」について

まず古典において，自由電磁場はゲージ条件 ∂µA
µ = 0を課すと波動方程式に従うため，4つの偏極ベクトル

を用いて展開される．次いで量子論において再びゲージ条件を「Guptaの補助条件」∂µA+µ(x) |physical⟩ = 0

によって考慮すると，合計 2つの自由度が取り除かれ，2つの横波成分だけが観測量に寄与を持つことが示さ

れる (8.1.3節，あるいは文献 [1]の 5.1節，5.2節)．

一見すると 1つのゲージ条件 ∂µA
µ = 0を考慮しただけで，4つの偏極状態から 2つの自由度が除かるのは

不思議である．しかしながら上記のように，実際には我々はゲージ条件を古典論と量子論の 2段階で考慮して

いる．このような事情は“軸性ゲージ”において，より見やすい．すなわち A0 = −ϕ = 0と置くと，場 Aµ

の成分は 3つになり，ここで物理的な状態 |physical⟩に対する補助条件 (∇ ·E) |physical⟩ = 0を課すと，さ

らに自由度が 1つ減る (8.1.2節)．

これに対して質量 mW ̸= 0を持つベクトルボゾン場Wα はゲージとは無関係に常に ∂αW
α = 0を満たす

ため，最初から電磁場よりも自由度が 1だけ少ない (mW = 0では関係 ∂αW
α = 0が場の方程式 (Proca方程

式)から導かれないため，この論法は適用されない)．3つの偏極ベクトルを用いてWα を展開しなければな

らないのはこのためである [2, pp.440–443] [14, p.211]．

8.1.2　軸性ゲージ

省略可能．教科書ではベクトル積 ×を外積記号 ∧で表している．本稿では基本的にベクトル積を ×で表す
ことにする．

8.1.3　 Loren(t)zゲージ

大部分，省略可能．第 1段落から抜粋：

残念ながら共変ゲージへの伝統的なアプローチは，何れも単純な Hilbert 空間の解釈にうまく結

びつけることができない．現代的なアプローチは BRST コホモロジー (Becchi-Rouet-Stora-Tyutin

cohomology)を用いたものになるが，この話題には立ち入らない．ここでは量子電磁力学の Feynman

規則を導く目的で，早くから知られている Gupta-Bleuler 形式 (Gupta-Bleuler formalism) だけを示

すことにする．
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図 19 教科書の図 8.2 (p.100)．復習：時間と逆向きのフェルミオン線は陽電子を表し，陽電子の外線に付

記した運動量は矢印と逆向きであるのに対し，内線では時間の前後関係は固定されておらず，付記された

運動量は常に矢印と同じ向きと解釈する [1, p.81,p.134]．

8.2　量子電磁力学における Feynman規則

ここでは閉じた Fermi粒子のループに与えられる因子 (−1)［トレースもとる [1, p.139]］に関する補足説

明 (p.100)だけを抜粋・特筆すれば充分である．

［教科書の図 8.2，本稿の図 19の］左側のダイヤグラムでは，中間状態において同じ運動量 kを持つ

Fermi 粒子が存在する．これは Fermi 統計において許容されないことである．右側のダイヤグラムも

中間状態は全く同じで，エネルギー分母［内線に充てられる伝播関数］も同じである．しかし両者はト

ポロジー的に異なり，右側のダイヤグラムだけに閉じた Fermi粒子のループがある．このループから

生じる因子 (－ 1)によって，右側のダイヤグラムの計算結果は，左側のそれと完全に相殺する［排他律

を保証］．

Feynman が初めに量子電磁力学のダイヤグラム規則を書き下したとき，彼は宇宙に存在するすべて

の電子と陽電子が，実は時間の中を頻繁に行き来する単一粒子に過ぎない (図 8.2の左図のように)と

いうアイデアに執着していた．そこで当初，彼は開じた Fermi粒子のループは必要でないと主張した．

排他律の問題を指摘されて初めて，Feynmanはしぶしぶ閉じたループの必要性を認めたのであった．

8.3　Ward恒等式とゲージ不変性

8.3.1　Ward恒等式

自由なフェルミオン場の伝播関数 1/(/q −m) ［(/q −m)の逆行列］に対して，Ward (ウォード)恒等式

1

/q −m
kµγ

µ 1

/k + /q −m
=

1

/q −m
− 1

/k + /q −m
(8.48)

が成立する．これは容易に証明できる．実際，左辺に自明な恒等式

kµγ
µ = /k = (/k + /q −m)− (/q −m)
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図 20 Ward-高橋恒等式 (8.49)．円い斜線部分が Γµ(q, k + q)．

を代入しさえすれば良い．次に相互作用を持つ場に対する Ward 恒等式を得るために，自由場に対する式

(8.48)が恒等式

∂µ ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩ = δ4(x− y) ⟨0|T{ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩ − δ4(x− z) ⟨0|T{ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩ (8.47)

(ただし jµ ≡ ψ̄γµψ は Fermi粒子数のカレント，∂µ ≡ ∂/∂xµ は時空点 xに関する微分) ［導出は本稿次節］

を，運動量空間に移した式になっていることに注目する［確認は本稿次節］．上式 (8.47)はその導き方より自

由場でも相互作用を持つ場でも成立し，相互作用を持つ場に対しては式 (8.48)の代わりに，Ward恒等式

kµS(q)Γ
µ(q, k + q)S(k + q) = S(q)− S(k + q) (8.49)

を与える．ここに Γµ(q, k+ q)は“既約な結節部分”である (図 24参照)．なお，左から逆行列 S−1(q)を，右

から S−1(k + q)をかけると
S−1(k + q)− S−1(q) = kµΓ

µ(q, k + q) (8.50)

と書き換えられる．

note 1 相互作用を持つ場に対する式 (8.49)を得るには，式 (8.48)のフェルミオン伝播関数を，輻射補正を

施した S(q)に置き換え，さらに結節部分の補正

γµ → Γµ(q, k + q)

を行えば良いと考えられる．

note 2 文献 [1, p.208](のノート)で (2次の摂動論の範囲で)示したWard恒等式

∂Σ(q)

∂qµ
= Λµ(q, q)

は，フェルミオン自己エネルギー部分 Σ(q)を，それにゼロエネルギー光子を接続させて得られる結節

点補正 Λµ(q, q)に関係付けており，式 (8.49)の「k → 0のときの微分式」(p.104訳註)に相当してい

る．それを式 (8.49)へと一般化したのは高橋康であるため，式 (8.48–50)はWard-高橋の恒等式と呼

ぶのが正確である (p.104訳註)．

note 3 Ward恒等式 (8.47)の径路積分による定式化は 13.2節．
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8.3.1節について

■式 (8.47)の導出 教科書の説明を補足しつつ導出過程をまとめる．相互作用を持つ系でも保存則 ∂µj
µ = 0

が，演算子の関係として成立する．しかしながら時間順序化によって不連続性がもたらされるため，単純に式

(8.47)の左辺 ∂µ ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩をゼロとおくことはできない．以下の計算を通して，この点を明ら
かにしよう．まずは jµ(x)と ψ̄(y)の時間順序化による不連続を見るために，あらかじめ

⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩ = θ(x0 − y0) ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|T{ψ̄(y)jµ(x)ψ(z)}|0⟩

と書いておく (jµ(x)はフェルミオン因子を 2つ含むため，時間順序化の際には ψ̄(y)と交換する)．これを xµ

で微分する際，階段関数の微分が

∂µθ(x
0 − y0) = δ(x0 − y0)δ0µ, ∂µθ(y

0 − x0) = −δ(x0 − y0)δ0µ

となることに注意すると，

∂µ ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩ = δ(x0 − y0) ⟨0|T{[j0(x), ψ̄(y)]ψ(z)}|0⟩+ ∂µ ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩x0≷y0

を得る．ただし右辺第 2項の ⟨· · ·⟩x0≷y0 は時間 x0, y0 の前後関係が確定しており，もはや第 1項のようなデ

ルタ関数を生じない．よって，あとは x0 と z0 の前後関係だけ考えれば充分であり，同様に

∂µ ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩x0≷y0

=∂µ[θ(x
0 − z0) ⟨0|T{ψ̄(y)jµ(x)ψ(z)}|0⟩+ θ(z0 − x0) ⟨0|T{ψ̄(y)ψ(z)jµ(x)}|0⟩]x0≷y0

=δ(x0 − z0) ⟨0|T{ψ̄(y)[j0(x), ψ(z)]}|0⟩+ ∂µ ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩x0≷y0,z0

を得る．最右辺では保存則 ∂µj
µ = 0を用いて第 2項をゼロとおいて良い．以上をまとめると

∂µ ⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩ =δ(x0 − y0) ⟨0|T{[j0(x), ψ̄(y)]ψ(z)}|0⟩
+ δ(x0 − z0) ⟨0|T{ψ̄(y)[j0(x), ψ(z)]}|0⟩ (8.45)

となる．さらに反交換関係

δ(x0 − y0)[j0(x), ψ̄(y)] = ψ̄(y)δ4(x− y),
δ(x0 − z0)[j0(x), ψ(z)] = −ψ(z)δ4(x− z) (8.46)

を利用して，上式 (8.45)を評価しよう．

上式 (8.46)の確認 同時刻 x0 = y0 の条件下での反交換関係 {ψ(x), ψ†(y)} = δ3(x− y)，および恒等式

[AB,C] = A{B,C} − {A,C}B

より，
[j0(x), ψ̄(y)] = [ψ̄(x)γ0ψ(x), ψ̄(y)] = ψ̄(x)γ0{ψ(x), ψ†(y)}γ0 = ψ̄(y)δ3(x− y)

となるので，式 (8.46)第 1式が得られる (第 2式も同様に確かめられる)．

反交換関係 (8.46)を式 (8.45)の右辺に代入すると，式 (8.47)が導かれる (デルタ関数は c-数なので，自由に

T積に出し入れできる)．

62



■式 (8.47)が自由場に対するWard恒等式 (8.48)を与えることの確認 式 (8.47)の両辺を 3変数 x, y, z につ

いて Fourier変換しよう．ここではスピノル添字 α, β, · · · を明記して，式 (8.47)左辺における真空期待値を

⟨0|T{jµ(x)ψ̄β(y)ψα(z)}|0⟩ , jµ(x) ≡ ψ̄γ(x)γµγδψδ(x)

と書こう．また伝播関数の定義

ψα(x1)ψ̄β(x2) = −ψ̄β(x2)ψα(x1) = iSαβ(x1 − x2)

を思い出しておく．Wickの定理を適用すると，真空期待値に寄与するのは全ての場を縮約した項のみだから，

⟨0|T{jµ(x)ψ̄β(y)ψα(z)}|0⟩
= ⟨0|T{ψ̄γ(x)γµγδψδ(x)ψ̄β(y)ψα(z)}|0⟩
=ψ̄γ(x)γ

µ
γδψδ(x)ψ̄β(y)ψα(z) + ψ̄γ(x)γ

µ
γδψδ(x)ψ̄β(y)ψα(z)

=− iSαγ(z − x)γµγδiSδβ(x− y) + (xに依らない項)

となる．よって式 (8.47)左辺の x-微分の Fourier変換は∫
d4xd4yd4zeip·xeip

′·yeip
′′·z∂µ[Sαγ(z − x)γµγδSδβ(x− y)]

=− ipµ
∫

d4xd4yd4zeip·xeip
′·yeip

′′·z[Sαγ(z − x)γµγδSδβ(x− y)]

=− ipµ
∫

d4xd4y′d4z′eip·xeip
′·(x−y′)eip

′′·(x+z′)Sαγ(z
′)γµγδSδβ(y

′) (y′ ≡ x− y, z′ ≡ z − x)

=− (2π)4δ4(p+ p′ + p′′)ipµ

∫
d4y′d4z′e−ip

′·y′eip
′′·z′Sαγ(z

′)γµγδSδβ(y
′)

=− (2π)4δ4(p+ p′ + p′′)ipµSαγ(−p′)γµγδSδβ(p
′′)

と計算される．最右辺ではあらかじめ期待されるように，Green関数の脚の内向き運動量 p, p′, p′′ に関する保

存則に対応するデルタ関数が現れており，この下で伝播関数の引数を −p′ → p+ p′′ と置き換えても構わない．

他方，式 (8.47)右辺第 1項

δ4(x− y) ⟨0|T{ψ̄β(y)ψα(z)}|0⟩ = −δ4(x− y)iSαβ(z − y)

の Fourier変換は ∫
d4xd4yd4zeip·xeip

′·yeip
′′·z[−δ4(x− y)iSαβ(z − y)]

=−
∫

d4yd4zei(p+p
′)·yeip

′′·ziSαβ(z − y)

=−
∫

d4yd4wei(p+p
′+p′′)·yeip

′′·wiSαβ(w) (w ≡ z − y)

=− (2π)4δ4(p+ p′ + p′′)iSαβ(p
′′),

同様に第 2項 δ4(x− z) ⟨0|T{ψ̄β(y)ψα(z)}|0⟩ = −δ4(x− z)iSαβ(z − y)の Fourier変換は∫
d4xd4yd4zeip·xeip

′·yeip
′′·z[−δ4(x− z)iSαβ(z − y)] = −(2π)4δ4(p+ p′ + p′′)iSαβ(p+ p′′)
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となる．よって式 (8.47)の Fourier変換をとり，各項の共通因子 −(2π)4δ4(p+ p′ + p′′)iを省くと，

Sαγ(p+ p′′)γµγδSδβ(p
′′) = Sαβ(p

′′)− Sαβ(p+ p′′)

が得られる．最後に変数を p′′ → q, p→ k と設定すると，行列の関係として式 (8.48):

S(q)/kS(q + k) = S(q)− S(q + k)

が導かれる．

8.3.2　応用

真空偏極泡

省略可能．

外場

Ward 恒等式は，計算の過程においてゲージ不変性を保証するための手段を与える (教科書 8.3.1 節の第 1

文)［その導出は対応する保存則 ∂µj
µ = 0に基づいていたことを思い出せ］．ここでは 1つの応用として，電

子と与えられた外場 Aext
µ (x)の相互作用

HI(t) =

∫
d3xeAext

µ (x)jµ(x)

［場の古典論と QEDに共通の，電磁場と電流密度 (−e)jµ の結合項］におけるゲージ不変性を示す．
まずは電子の伝播関数のゲージ変換を調べよう．外場中の電子の伝播関数は，

iSAext(y, x) ≡ ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext

=
∑
n

(−ie)n
∫

d4z1 · · · d4znAext
µ1

(z1) · · ·Aext
µn

(zn)iS(y, zn)γ
µniS(zn, zn−1)γ

µn−1 · · · γµ1iS(z1, x) (8.56)

と計算される．［教科書と統一するため，8.3.1節のノートにおける伝播関数の表記を S(x1− x2)→ S(x1, x2)

と改めた．また教科書の式 (8.56)最右辺における余計な 1/n!を消した．この点も含めて，導出は本稿次節を

参照．］上式 (8.57)最右辺は，図 21のようなダイヤグラムに対応付けられる．さて，微小なゲージ関数 δΛ(x)

に対して外場のゲージ変換 Aext
µ (x) → Aext

µ (x) + ∂µδΛ(x)を考える．Ward恒等式 (8.47)によれば，これに

伴い伝播関数 (8.56)は

δ ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext = ie (δΛ(x)− δΛ(y)) ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext (8.57)

だけ変化する［本稿次節で確認］．これは変換

⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext → eie(δΛ(x)−δΛ(y)) ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext (8.58)

を無限小のゲージ関数 Λ(x) = δΛ(x)に対して書き下した関係であり，逆に式 (8.57)を有限の Λまで積分す

ると式 (8.58)が得られる．上式 (8.58)は量子力学から予想される形の変更となっている［“波動関数”のゲー

ジ変換 ψ(x)→ e−ieΛ(x)ψ(x)に整合］．

次に散乱振幅のゲージ変換を調べよう．準備として伝播関数 (8.56)を運動量空間に移す．運動量空間の伝

播関数は，伝播関数 (8.56)に対応する座標空間のダイヤグラム (図 21)を運動量空間のダイヤグラムに置き換
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図 21 外場中の電子の伝播関数 (8.56) 図 22 運動量空間の伝播関数 (8.59)

えた，図 22に示すグラフに対応する式

S(p, p+ k) ∼
∑
n

en
∫

d4k1 · · ·d4knδ
(
k −

∑
ki

)
× (S(p+

∑
ki)γ

µn · · · γµ1S(p))Aµn(kn) · · ·Aµ1(k1) (8.59)

で与えられるはずである．［変数 ki に関する積分とデルタ関数 δ(k −
∑
ki) を補った．結節点に因子 ∼ eγµ

(位相因子は以下では重要でないので省略)を，電子の内線に伝播関数 S(q) ≡ 1/(/q −m) (ただし保存則より

q = p + k1 + · · · ) を，外場との相互作用の線に Aext
µ (x) の Fourier 変換 Aµ(k) (添字 ext とチルダを省く)

を充てる．フェルミオン線に沿う因子はフェルミオン線の矢を逆にたどる向きに並べる．］散乱振幅を求める

には，伝播関数を外線因子 u(p), ū (p+
∑
ki)に置き換えれば良い．これは上式 (8.59)に左から S−1(p)u(p)

を，右から ū (p+
∑
ki)S

−1 (p+
∑
ki)を掛ければ実現できる．その際，

S−1(p)u(p) = (/p−m)u(p) = 0, ū (p+
∑
ki)S

−1 (p+
∑
ki) = 0

ではあるけれども，これらを伝播関数 (8.59)に掛けても両端において S と S−1 が打ち消し合うので，ゼロに

はならない．他方，Ward恒等式 (8.48)と同様に

S(q + k)/kS(q) = S(q)− S(q + k) (8.48′)

が成り立つことを用いると，ゲージ変換

δAext
µ (x) = ∂µδΛ(x), ∴ δAµ(k) = −ikµδΛ(k)

に伴う伝播関数 (8.59)の 2行目の変化量は，運動量変数 ki の積分の下で

(−i)

{
(S(p+ · · ·+ kn−1)γ

µn−1 · · · γµ1S(p)) δΛ(kn)Aµn−1(kn−1) · · ·Aµ1(k1)

− (S(p+
∑
ki)γ

µn · · · γµ2S(p+ k1))Aµn(kn) · · ·Aµ2(k2)δΛ(k1)

}
(8.60)

と計算される［本稿次節で補足］．ここでのポイントはWard恒等式 (8.48′)を利用した結果，上式 (8.60)の

2項における両端の一方がもはや S(p+
∑
ki)または S(p)ではないということである．このため散乱振幅の

変化量を求めるために，式 (8.60)に左から S−1(p)u(p)(= 0)を，右から ū (p+
∑
ki)S

−1 (p+
∑
ki) (= 0)

を掛けると，伝播関数 (8.59)のときとは対照的にゼロになる．したがってゲージ変換で散乱振幅は変わらな

いことになる (伝播関数が式 (8.58)のように変わっても)．
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8.3.2節について

■外場中の電子の伝播関数 (8.56) の導出 教科書の式変形を補足しつつ導出を行う．基本的な方針として，

Gell-Mann Low の定理 (6.14) を利用する．ただし分母による除算は非連結の真空泡を除くだけなので [2,

p.305]，あらかじめ真空泡の成分を省いて分子のみ計算すれば十分である (教科書 6.1節の「注意」)．このこ

とを念頭に，

iSAext(y, x) ≡⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext

= ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x) exp
(
−ie

∫
d4zAext

µ (z)jµ(z)

)
}|0⟩

=
∑
n

(−ie)n

n!

∫
d4z1 · · ·d4znAext

µ1
(z1) · · ·Aext

µn
(zn) ⟨0|T{ψ(y)jµ1(z1) · · · jµn(zn)ψ̄(x)}|0⟩

と書く．

次に jµ(z) = ψ̄(z)γµψ(z)に注意して，上式の最右辺にWickの定理を適用する．その際，真空期待値に寄

与するのは全ての場 ψ̄ が ψ と縮約された項のみであり，非連結の真空泡を省くには，

• ψ(y)と ψ̄(x)を縮約してはならない．

• 同じ引数の場 ψ̄(zi)と ψ(zi)を縮約してはならない．

よって生き残る項は

iSAext(y, x) =
∑
n

(−ie)n

n!

∫
d4z1 · · · d4znAext

µ1
(z1) · · ·Aext

µn
(zn)

×
[
iS(y, zn)γ

µniS(zn, zn−1)γ
µn−1 · · · γµ1iS(z1, x) + perms.

]
で尽くされる．積分変数を入れ替えた項 (perms.)を含め，縮約の方法は n!通りあるので，先頭の「n!は消え

る」(p.106，l.11)ことに注意すると，式 (8.56)を得る．(教科書ではそう言いながら，式 (8.56)最右辺で分母

の n!を消し忘れている．)

■式 (8.57)の確認 教科書には「式 (8.47)を繰り返し用いる」(p.106下から 4行目)とだけある．そこで式

(8.47) を利用しやすい形に書き換えるところから始めよう．式 (8.47) から式 (8.48) を導く過程で示したよ

うに，
⟨0|T{jµ(x)ψ̄(y)ψ(z)}|0⟩ = −iS(z, x)γµiS(x, y) + (xに依らない項)

なので，公式 (8.47)は

∂

∂xµ
(−iS(z, x)γµiS(x, y)) =

(
δ4(x− y)− δ4(x− z)

)
(−iS(z, y)) (11)

を与える．

次に式 (8.57)の証明を詳しくまとめる．無限小ゲージ関数 δΛの 1次までの近似では，伝播関数の変化は，
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式 (8.56)の一連のゲージ場を 1つだけ ∂µΛに置き換えた量だけで表される．すなわち，

δ ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext

=
∑
n

(−ie)n
∫

d4z1 · · ·d4zn

(
n∑
i=1

Aext
µ1

(z1) · · · (∂µiδΛ(zi)) · · ·Aext
µn

(zn)

)
iS(y, zn)γ

µn · · · γµ1iS(z1, x)

=
∑
n

(−ie)n
∫

d4z1 · · ·d4zn
n∑
i=1

Aext
µ1

(z1) · · · δΛ(zi) · · ·Aext
µn

(zn)

× iS(y, zn)γµn · · ·
(
− ∂

∂zµi

i

[iS(zi+1, zi)γ
µiiS(zi, zi−1)]

)
· · · γµ1iS(z1, x).

ただし第 2の等号では部分積分を行った．ここで冒頭の公式 (11)を用いると，

(青い項) =
(
δ4(zi − zi+1)− δ4(zi − zi−1)

)
iS(zi+1, zi−1)

となる．これを代入して zi に関する積分を実行すると，

δ ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext =
∑
n

(−ie)n
n∑
i=1

∫
d4z1 · · · d̂4zi · · · d4znAext

µ1
(z1) · · · Âext

µi
(zi) · · ·Aext

µn
(zn)

× (δΛ(zi+1)− δΛ(zi−1)) [iS(y, zn)γ
µn · · · iS(zi+1, zi−1) · · · γµ1iS(z1, x)]

が得られる．ただし大きなハット (̂· · · )はその下の因子 (· · · )を除外することを意味する．iに関する和をと
ると，2つの項 δΛ(zi±1)の寄与は打消し合い，δΛ(zn+1)と δΛ(z0)の項が生き残る．一見これらの量は定義

されていないが，それは表記上の問題にすぎず，実際の計算を見直せば，zn+1 → y, z0 → xと見なせば良い

ことが分かる．よって

δ ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext

=− ie (δΛ(y)− δΛ(x))
∑
n

(−ie)n−1

∫
d4z1 · · · d̂4zi · · · d4znAext

µ1
(z1) · · · Âext

µi
(zi) · · ·Aext

µn
(zn)

× [iS(y, zn)γ
µn · · · iS(zi+1, zi−1) · · · γµ1iS(z1, x)]

=ie (δΛ(x)− δΛ(y)) ⟨0|T{ψ(y)ψ̄(x)}|0⟩Aext : (8.57)

が成立する．

■式 (8.60) について ゲージ変換による変化量 δAµ(k) = −ikµδΛ(k) の 1 次までの近似では，伝播関数

(8.59)の 2行目の変化量は

δ {(S(p+
∑
ki)γ

µn · · · γµ1S(p))Aµn(kn) · · ·Aµ1(k1)}

=− i
n∑
i=1

(S(p+
∑
ki)γ

µn · · ·S(p+ · · ·+ ki)/kiS(p+ · · ·+ ki−1) · · · γµ1S(p))Aµn(kn) · · · δΛ(ki) · · ·Aµ1(k1)

と書ける．ここで右辺の因子にWard恒等式 (8.48′)を適用して，

S(p+ · · ·+ ki)/kiS(p+ · · ·+ ki−1) = S(p+ · · ·+ ki−1)− S(p+ · · ·+ ki)

と書き換える．これら 2項の積分 (8.59)への寄与は，iについて和をとる際に相殺し，“両端”の項 (8.60)だ

けが生き残る．
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簡単のため n = 3の場合に，このことを具体的に見てみよう．求める変化量は，Ward恒等式を代入すると

{(S(p+ k1 + k2)−S(p+ · · ·+ k3))γ
µ2S(p+ k1)γ

µ1S(p)}Aµ1(k1)Aµ2(k2)δΛ(k3)

+ {S(p+ · · ·+ k3)γ
µ3(S(p+ k1)−S(p+ k1 + k2))γ

µ1S(p)}Aµ1(k1)δΛ(k2)Aµ3(k3)

+ {S(p+ · · ·+ k3)γ
µ3S(p+ k1 + k2)γ

µ2(S(p)−S(p+ k1))} δλ(k1)Aµ2(k2)Aµ3(k3)

と表される．ここで緑の項どうしと紫の項どうしはそれぞれ，積分変数 ki とダミー添字 µi の入れ替えにより

相殺する．最終的に生き残る青い項は，式 (8.60)|n=3 に他ならない．
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第 9章　固体中の電子

序文を引用する：

ここからの 2 つの章では非相対論的な多体の物理を扱う．前章までに見てきた Wick の定理や

Feynmanダイヤグラムなどの基本概念は，少し修正を施すだけで非相対論的な多体系にも応用できる．

主たる複雑さは Lorentz不変性の欠如によって，運動量とエネルギーを 4元ベクトルに統合できないこ

とに起因する．

多体系には，それを記述するのに都合の良い座標系が，少なくともひとつある．それは多体の重心が

静止している座標系である．エネルギー ℏω と運動量 ℏk に関係する物理量の振舞いは，ω が大きく k

が小さい場合と，これと逆の場合とで，かなり異なる．ω と kの全域を単一の近似で扱うことは困難で

あり，計算手法は相対論的な場の理論ほど一貫したものにはならない．しかしその一方で，非相対論的

多体系は，物理過程に対する直観的な理解が容易であるという側面も持っている．

9.1　第二量子化

Fermi系に対して Schrödingerの波動関数 ψ(x)を場の演算子 ψ̂(x)に読み替える手続きを説明する．その

アイデアの基本的な部分は Jordan (ヨルダン)によって与えられた．

単一電子のハミルトニアン H = − 1
2m∇2 + V (x, t)の，エネルギー固有値 En に属する規格化された固有

関数 ψn(x)を用いて，(“第二量子化”された) Heisenberg描像の電子場を

ψ̂(x, t) =
∑
n

ânψn(x)e
−iEnt (9.4)

と書こう．［ψ は複素場だが，電子だけを考えているので，粒子と反粒子の 2種類の展開係数を用意しない．］

ここでラグランジアン密度

L = iψ̂†∂tψ̂ −
1

2m
|∇ψ̂|2 − ψ̂†V (x, t)ψ̂ (9.6)

を採用すると［本稿次節で補足］，ψ̂ に共役な運動量密度は π̂ = iψ̂† となるから［Dirac場と同様］，正準反交

換関係は
{ψ̂(x, t), ψ̂†(x′, t)} = δ3(x− x′), etc. (9.5)

と書ける．これは展開係数に対する反交換関係

{ân, â †
m } = δnm, etc. (9.3)

を与える［本稿次節で補足］．

ここから，各状態 iの占有数mi(= 0, 1)の N 粒子状態

|m1,m2, · · ·⟩ = (â †
1 )m1(â †

2 )m2 · · · |0⟩ with
∑
i

mi = N (9.8)

が構築され，演算子 ψ̂, ψ̂† が作用する“大きな”多粒子空間は，上式 (9.8)の N に関する「総和」となる．
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“第二量子化”したハミルトニアンと，粒子数演算子はそれぞれ

Ĥ =

∫
d3xψ̂†(x)Hψ̂(x) =

∑
n

Enâ
†
n ân, (9.9)

Q̂ =

∫
d3xρ̂(x) =

∫
d3xψ̂†(x)ψ̂(x) =

∑
n

â †
n ân (9.10)

と表される．［本稿次節で補足．最右辺は時間依存性を持たず，また全エネルギー，粒子数の表式として理に

適っている．］

［Schrödinger 方程式から確率保存則 (連続の式) が導かれたことを踏まえると，ラグランジアン密度 (9.6)

あるいは Ĥ の下で，それを演算子に置き換えた関係］

∂tρ̂+∇ · Ĵ = 0, Ĵ ≡ 1

2mi

(
ψ̂†∇ψ̂ − (∇ψ̂†)ψ̂

)
: 粒子数流束 (9.11–12)

が成り立つ．［ただし連続の式 (9.12)は今や確率ではなく，粒子数の保存を表す．］

次に電子場 ψ̂ と 1粒子波動関数の関係を調べる．まず 1粒子状態 |m⟩ = â †
m |0⟩に対して，行列要素

⟨0|ψ̂(x, t)|m⟩ =
∑
n

ψn(x)e
−iEnt ⟨0|ânâ †

m |0⟩ = ψm(x)e−iEmt (9.13)

［∵ ânâ
†

m = −â †
m ân + δmn (教科書の第 2 辺で â †

n → ân と訂正した)］が波動関数となる．さらにエネル

ギーの低い方から N 個の粒子を埋めた N 粒子基底状態 |Ψ0⟩に対して，

⟨0|
N∏
i=1

ψ̂(xi)|Ψ0⟩ =

∣∣∣∣∣∣
ψ1(x1) . . . ψN (x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ψ1(xN ) . . . ψN (xN )

∣∣∣∣∣∣ (9.14)

であり［本稿次節で補足］，右辺は Slater (スレーター)行列式と呼ばれる．

N 粒子系に対するHartree-Fock (ハートリー-フォック)の近似計算は，この部分集合［N 粒子状

態のうち，N ×N の Slater行列式で表すことのできる状態の集合］の中から最良の試行関数を選ぶ作

業にあたる．(p.111，強調は本稿筆者)

［Dirac場と同様，フェルミオン因子 ψ̂, ψ̂† に対して］時間順序積と正規積は，因子を反交換するものとして

扱う形で定義される：

⟨0|T{ψ̂†(x)ψ̂(x)}|0⟩ ≡ θ(x0 − x′0) ⟨0|ψ̂†(x)ψ̂(x)|0⟩ − θ(x′0 − x0) ⟨0|ψ̂(x)ψ̂†(x)|0⟩ . (9.15)

9.1節について

■ラグランジアン密度 (9.6)が Schrödinger方程式を導くことの確認 電子場の演算子 ψ̂を波動関数 ψに戻す

と (したがって ψ† → ψ∗)，

∂L
∂(∂tψ)

= iψ∗,
∂L

∂(∂kψ)
= − 1

2m
∂kψ

∗,
∂L
∂ψ

= −ψ∗V

と計算されるから，Euler-Lagrange方程式

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= i∂tψ
∗ − 1

2m
∂ 2
k ψ

∗ + ψ∗V
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は Schrödinger 方程式を与える．ψ∗ を ψ と独立な場と見なして，改めて ψ∗ についての場の方程式を調べ

ても，
∂L

∂(∂tψ∗)
= 0,

∂L
∂(∂kψ∗)

= − 1

2m
∂kψ,

∂L
∂ψ∗ = i∂tψ − V ψ

より，やはり

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ∗)
− ∂L
∂ψ∗ = −i∂tψ −

1

2m
∂ 2
k ψ + V ψ

が得られる．

■生成・消滅演算子の反交換関係 (9.3)の逆証による簡易的な確認 式 (9.3):{ân, â †
m } = δnm が成り立つと

き，場の展開と (9.4)より

{ψ̂(x, t), ψ̂†(x′, t)} =
∑
n

ψn(x)ψ
∗

n (x′)

となる．ここでエネルギー固有関数 ψn(x)が満たす規格直交条件

δ3(x− x′) = ⟨x|x′⟩ =
∑
n

⟨x|n⟩ ⟨n|x′⟩ =
∑
n

ψn(x)ψ
∗

n (x′)

に注意すると，正準反交換関係 (9.5)が再現される．

■“第二量子化”したハミルトニアン (9.9)について 式 (9.9)第 1の等号は，ラグランジアン密度 (9.6)から

構築されるハミルトニアン密度

H = πψ̇ − L =
1

2m
|∇ψ|2 + ψ∗V ψ

(教科書の式 (9.7)における Hilbert空間Hとの混同に注意) を用いて，

H多体 =

∫
d3xH =

∫
d3xψ∗Hψ

とすれば良い (Dirac場に対する 7.3.1節の noteと同じ関係である)．ただし上式第 2の等号では部分積分を

行っており，最右辺の H = − 1
2m∇2 + V は冒頭の単一電子のハミルトニアンであり，最左辺の H多体 との混

同に注意する．(教科書では最初から H多体 → Ĥ と演算子に置き換えてあるので，表記の上で H と区別でき

ている．)

式 (9.9)第 2の等号の確認に移ろう．場の展開と (9.4)を第 2辺に代入し，エネルギー固有関数 ψn(x)の規

格直交条件

δnm = ⟨n|m⟩ =
∫

d3x ⟨n|x⟩ ⟨x|m⟩ =
∫

d3xψ ∗
n (x)ψm(x)

に注意すると，∫
d3xψ̂†Hψ̂ =

∫
d3x

(∑
n

â †
n ψ

∗
n (x)e−iEnt

)(∑
m

Emâmψm(x)e−iEmt

)
=
∑
n

Enâ
†
n ân

と書き換えられる (第 2の等号で時間依存性が相殺した)．式 (9.10)の粒子数演算子 Q̂も同様に変形できる．
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■Slater行列式 (9.14)について 排他律に従ってN 粒子をエネルギーの低い方から順に，状態 |m⟩ = â †
m |0⟩

(ただしm = 1, · · · , N)に詰めた N 粒子基底状態

|Ψ0⟩ ∼ â †
1 · · · â

†
N |0⟩ = |1⟩ · · · |N⟩

を考えると，これは生成演算子の (したがって各 1粒子状態 |m⟩の)入れ替えに関して反対称である．このこ

とは各 |m⟩を左から数えた番号を粒子番号と見なせば，非相対論的量子力学における粒子の入れ替えに関す
る反対称性に対応する．このように N 粒子を番号で識別せずとも，場の理論において粒子の入れ替えに関す

る反対称性は，より自然な形で満たされる．そこで |Ψ0⟩を N !通りの |m⟩の順序の重ね合せ

|Ψ0⟩ ≡ N ! |1⟩ · · · |N⟩ = εm1···mN
|m1⟩ · · · |mN ⟩

の形に書こう．このとき簡単のために考えている時刻を t = 0に選べば，式 (9.13)とより

⟨0|
N∏
i=1

ψ̂(xi)|Ψ0⟩ = εm1···mN
⟨0|ψ̂(x1)|m1⟩ · · · ⟨0|ψ̂(xN )|mN ⟩ = εm1···mN

ψm1(x1) · · ·ψmN
(xN )

となる．この最右辺は Slater行列式 (9.14)に他ならない．

9.2　 Fermi気体と Fermi流体

9.2.1　 1粒子密度行列

V = 0の自由粒子系で，系の体積 (Vol)が充分に大きい場合，式 (9.4)を積分

ψ(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
ake

i(k·x−ε(k)t), (9.16)

ε(k) =
k2

2m
(9.18)

に置き換えることができる．(以降，1粒子波動関数をあらわに扱うことはないので，演算子のハットは省く．)

［上式 (9.16)の ak は式 (9.4)の展開係数 (無次元)に (Vol)1/2 の因子を含めて再定義してあり，］ここでの

展開係数 ak に対して反交換関係 (9.3)は

{ak, a †
k′ } = (2π)3δ3(k − k′) (9.17)

に置き換わる．

note 実際このとき場 (9.16)は反交換関係 (9.5)を満たす．直接的には，空間の体積 V = L3 に対して固有関

数 ψn(x)→ e−ik·x/
√
V，および和と積分の関係

∫
d3k
(2π)3 →

1
V

∑
k を念頭に，場の展開 (9.4),(9.16)を

比較すると， √
V an → ak

と再定義されていることが分かる．また δ3(k − k′) = δkk′
(2π/L)3 = V

(2π)3 δkk′ なので，反交換関係 (9.3)

は式 (9.17)に置き換わることが分かる．

Fermiエネルギー εf = ε(kf)を差し引いたエネルギー ξk = ε(k)− εf を定義すると，ξk が負の 1粒子状態

は［有限温度 (第 11章)でない限り］すべて占有されて“Fermiの海”となる．“Fermiの海”から運動量 −k，
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エネルギー ξ−k = ξk(< 0)の電子を取り去ったときに生じる空孔は，正のエネルギー |ξk|と運動量 kを持つ．

ところが Diracの海における空孔［7.3.2節］とは対照的に，［取り除いた粒子の波の群速度，したがって］空

孔の速度

v =
∂ξk
∂(−k)

= − k

m

は空孔の運動量 kと逆向きである (この意味で空孔は“負の質量”mを持つと言える)*9．

全粒子数 N は，波数空間における Fermi面内の体積 4
3πk

3
f を，1つの状態 kが占める体積 (2π)3/(Vol)で

割り，スピンの自由度 2を掛けると

N = 2
k 3
f

6π2
(Vol) (9.19)

と表される．ここから［実空間における］粒子数密度

ρ = 2
k 3
f

6π2
(9.20)

が得られる．

伝播関数を

iGαβ(x, x
′) ≡⟨Ψ0|T{ψα(x)ψ†

β(x
′)}|Ψ0⟩ (9.21)

=

∫
d3k

(2π)3
{θ(t− t′)θ(|k| − kf)− θ(t′ − t)θ(kf − |k|)}ei(k·(x−x′)−ε(k)(t−t′))δαβ (9.24)

で定義する (α, β はスピン成分)［式 (9.24)を本稿次節で導出］．このとき

Gαβ(x, 0) =

∫
d3k

(2π)3
dω

2π
Gαβ(k, ω)e

i(k·x−ωt) (9.23)

［ただし x = (t,x)］と書いて Fourier変換 Gαβ(k, ω)を定義すると，

Gαβ(k, ω) =
1

ω − ε(k) + iϵ sgn(|k| − kf)
δαβ (9.25)

である［ϵ > 0は無限小パラメータ (εとの混同に注意)，本稿次節で確認］．以降，ϵ sgn(· · · )→ ϵ(· · · )と略記
する．ここから Gαβ(x, x

′)は(
i∂t +

1

2m
∇2

)
Gαβ(x, x

′) = δ4(x− x′)δαβ , ∴ (ω − ε(k))Gαβ(k, ω) = δαβ (9.22)

を満たす，Schrödinger方程式の Green関数となっていることが分かる (これが式 (9.21)左辺から iを括り出

した動機である)．

粒子数密度の期待値は，式 (9.24)で x′ = x, t′ = t+ τ, τ → 0+, α = β とおくことにより，

∑
α

⟨Ψ0|ψ†
α(x, t)ψα(x, t)|Ψ0⟩ = 2

∫
d3k

(2π)3
θ(|k| − kf) =

2

(2π)3
× 4

3
πk 3

f

と計算される．［このようにすれば，式 (9.25) の確認作業との二度手間を省ける．τ → 0− とすると T 積

(9.21)において，密度の順序 ψ†ψ が得られない．］これは正しい粒子数密度 (9.20)を与えている．

*9 これは「半導体においてエネルギーギャップの下の価電子帯 (valence band) に生じる空孔 (正孔) は正の質量を持つ」(p.112 脚
注 2)ことと対照的である［違いは正孔が電子に占有されないエネルギー ε(k)の極大に対応することに起因］．
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より一般に x,x′ が離れている場合［および α ̸= β の場合］を含め，“1粒子密度行列”は同様に

⟨Ψ0|ψ†
β(x

′, t)ψα(x, t)|Ψ0⟩ =− lim
τ→0+

⟨Ψ0|T{ψα(x, t)ψ†
β(x

′, t+ τ)}|Ψ0⟩

=δαβ

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−x′)n(k) (9.29)

と計算され，ここに Fourier成分
n(k) ≡ θ(kf − |k|) (9.30)

は運動量空間における粒子数分布になっている*10．

note 計算は Bose粒子系において対応する式 (10.23)に詳しい．教科書では式 (9.30):n(k) = θ(kf − |k|)を
「運動量空間における粒子数密度」(p.114，l.8) と読んでいるが，これは正確には粒子数そのものであ

る．(実際，式 (9.29)において n(k)は無次元でなければならないことが見て取れる．) また教科書では

n(k)が式 (9.30)第 2辺において ⟨Ψ0|a †
k ak|Ψ0⟩と等置されている．しかしながら，式 (9.24)の導出

時に見出した関係

⟨Ψ0|a †
βk′ aαk|Ψ0⟩ =θ(kf − |k|){− ⟨Ψ0|aαka †

βk′ |Ψ0⟩+ (2π)3δαβδ
3(k − k′) ⟨Ψ0|Ψ0⟩}

=θ(kf − |k|)(2π)3δαβδ3(k − k′)

は粒子数密度の次元を持つため*11，これを粒子数 n(k)と等置するのは不条理と判断する．もっとも式

(9.30)第 2辺 ⟨Ψ0|a †
k ak|Ψ0⟩は (少なくとも第 9章では)不要なので，この点は問題にならない．数密

度にまつわる曖昧さについては，9.2.2節冒頭の「note」も参照．

教科書 p.114，l.15から始まる段落を引用する：

相互作用のない Fermi粒子の集合体は“Fermi気体”(Fermi gas)と呼ばれる．しかし Landau (ラン

ダウ)［脚注省略］は強い相互作用を持つ電子系であっても，多くの場合，これと似た“Fermi流体”(Fermi

liquid)の描像が成立することを示した．Fermi流体は，ほとんど自由な“準粒子”(quasiparticle)の集

合体のように扱うことができ，その性質は Fermi気体とよく似ている．これが固体物理において単一電

子の描像が多大な成果を上げたことの理由である．Landauの元々の議論は，Fermi面 (Fermi surface)

付近における散乱過程において，利用できる相空間内の状態が制約されるという考え方に基づくもの

である．このことを現代的な言い方に直すと，前方散乱はほとんど，繰り込み群の見地からは“無効”

(irrelevant)だということである［16.2節も参照］．

9.2.1節について

■式 (9.24)の確認 教科書では省略されているスピンの添字 α, β を明示して計算を行う．式 (9.21)で定義し

た Green関数は，場の Fourier展開 (9.16)を代入すると

iGαβ(x, x
′) =θ(t− t′) ⟨Ψ0|ψα(x)ψ†

β(x
′)|Ψ0⟩ − θ(t′ − t) ⟨Ψ0|ψ†

β(x
′)ψα(x)|Ψ0⟩

=

∫
d3kd3k′

(2π)6
{θ(t− t′) ⟨Ψ0|aαka †

βk′ |Ψ0⟩ − θ(t′ − t) ⟨Ψ0|a †
βk′ aαk|Ψ0⟩}ei(k·x−ε(k)t)e−i(k

′·x′−ε(k′)t′)

*10 実はこのことは，相互作用を持つ粒子系でも成立する．
*11 この関係式は両辺の次元が合っているので，理に適っている (式 (9.16)で

√
V an → ak と再規格化したことに注意)．
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となる．ここで例えば行列要素 ⟨Ψ0|aαka †
βk′ |Ψ0⟩ について，|Ψ0⟩において占有されている Fermi面内の状態

に kが含まれている場合，⟨Ψ0| aαk = 0となることに注意すると，

⟨Ψ0|aαka †
βk′ |Ψ0⟩ =θ(|k| − kf) ⟨Ψ0|aαka †

βk′ |Ψ0⟩

=θ(|k| − kf){− ⟨Ψ0|a †
βk′ aαk|Ψ0⟩+ (2π)3δαβδ

3(k − k′) ⟨Ψ0|Ψ0⟩}

と書ける．ただし第 2の等号では式 (9.17):{aαka †
βk′ } = (2π)3δαβδ

3(k − k′)を用いた．次いで |Ψ0⟩が規格
化されていることを仮定し (⟨Ψ0|Ψ0⟩ = 1)，また階段関数がゼロにならない条件 |k| > kf の下で aαk |Ψ0⟩ = 0

であることに注意すると，

⟨Ψ0|aαka †
βk′ |Ψ0⟩ = θ(|k| − kf)(2π)3δαβδ3(k − k′)

を得る．同様に，

⟨Ψ0|a †
βk′ aαk|Ψ0⟩ = θ(kf−|k|){− ⟨Ψ0|aαka †

βk′ |Ψ0⟩+(2π)3δαβδ
3(k−k′) ⟨Ψ0|Ψ0⟩} = θ(kf−|k|)(2π)3δαβδ3(k−k′)

である．これは (規格化した生成・消滅演算子 aαk ∼ (Vol)3/2 に関する) 数演算子の期待値として理に適って

いる．これらを始めの Green関数の表式に代入して k′ に関する積分を実行すると，

iGαβ(x, x
′) =

∫
d3kd3k′

(2π)6
{θ(t− t′)θ(|k| − kf)− θ(t′ − t)θ(kf − |k|)}(2π)3δαβδ3(k − k′)ei(k·x−ε(k)t)e−i(k

′·x′−ε(k′)t′)

=

∫
d3k

(2π)3
{θ(t− t′)θ(|k| − kf)− θ(t′ − t)θ(kf − |k|)}ei(k·(x−x′)−ε(k)(t−t′))δαβ

となる．このように教科書の式 (9.24)最右辺には，δαβ を掛ける必要がある．

■運動量空間の伝播関数 (9.25)の確認 実際，式 (9.25)の Gαβ(k, ω)に対し，

Gαβ(x, 0) =

∫
d3k

(2π)3
dω

2π
Gαβ(k, ω)e

i(k·x−ωt) (x = (t,x))

=δαβ

∫
d3k

(2π)3
eik·x

∫
dω

2π

e−iωt

ω − ε(k) + iϵsgn(|k| − kf)

であり，最右辺の ω に関する積分は図 23の複素 ω 平面において考えると，{
−iθ(t)Res[ε(k)− iϵ] (|k| > kfのとき)

iθ(−t)Res[ε(k) + iϵ] (|k| < kfのとき)

=− ie−iε(k)t{θ(t)θ(|k| − kf)− θ(−t)θ(kf − |k|)}

と評価できるので，式 (9.24)が再現される．

9.2.2　線形応答

半古典的 Boltzmann方程式

［n(p,x, t)の空間変化がゆるやかで］，系の不均一性の長さスケールが (Fermi運動量 pf に相当する波長に

比べて)充分大きい場合，［各位置 xでの局所的な運動量分布が式 (9.30)の n(p)で与えられると考えて，x, t

依存性をパラメーター的に導入し］n(p) を分布関数 n(p,x, t) に直すことができる．ところで粒子の位置 x

と運動量 pには不確定関係があるから，分布関数 n(p,x, t)は半古典的な概念である．
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図 23 Fourier成分 Gαβ(k, ω)の積分路

note 本来，2種類の分布 n(p; t)と n(p,x, t)は

n(p; t) =

∫
d3xn(p,x, t)

で関係付けられる．また教科書 p.116における n(p,x, t)の平衡値 n0 = θ(pf − |p|) (や式 (9.30))にし

ても，厳密には密度の次元を持っていないことに注意する．

さて，I(n)を衝突項とすると，Boltzmann方程式は

∂n

∂t
+ vp ·∇pn+ vx ·∇xn = I(n) (9.32)

と書ける．ここに pと xの変化率は，単に状態 (p,x)における 1粒子のエネルギー

ε(p,x) =
p2

2m
+ V (x) (9.34)

［左辺では V (x)に由来する t依存性が省略されている］に対して，Hamilton方程式

vp = −∂ε(p,x)
∂x

, vx =
∂ε(p,x)

∂p
(9.33)

で与えられる．上式 (9.33)第 2式の vx は群速度になっている．

★ Liouville の定理∇p · vp +∇x · vx = 0 に注意すると，Boltzmann 方程式 (9.32) は通常の連続の式

∂tρ+∇ · (ρv) = 0と同じ形

∂n

∂t
+∇p · nvp +∇x · nvx = I(n) (9.36)

に書き換えられる．

しばらく［第 9章末尾まで］Boltzmann方程式から衝突項を省いた“Vlasov (ウラソフ)方程式”を考える．
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粒子密度の平衡値 n0 = θ(pf − |p|)からのずれ δn = n− n0 を考えよう．［冒頭の仮定より vp = −∂V/∂x
は既に 1次の微小量であると考えると，］Vlasov方程式は

0 =
∂n

∂t
+ vp ·∇pn+ vx ·∇xn ≃

∂

∂t
δn+ vp ·∇pn0 + vx ·∇xδn (12)

となる (∂tn0 = 0,∇xn0 = 0)．最右辺において，

∇pn0 =
∂n0

∂ε

∂ε

∂p
= −δ(|p| − pf)

vx

vf
(9.37)

［ただし vf ≡ pf/m，第 2の等号を本稿次節で補足］は Fermi面 |p| = pf のところにデルタ関数を含む．さら

に δn(p,x, t), V (x)の Fourier変換 δñ(p,k, ω), Ṽ (k, ω)を

δn(p,k, t) =

∫
d3k

(2π)3
dω

2π
ei(k·x−ωt)δñ(p,k, ω), etc. (9.38)

で定義しよう［xに関する Fourier成分を指定する波数を k と書き，pと区別していることに注意］．このと

き上式 (12)の x = (t,x)に関する Fourier変換をとると，［vx = p/mは pのみに依存するので］

− iωδñ+ iṼ (k, ω)
k · vx

vf
δ(|p| − pf) + ik · vxδñ = 0, (9.39)

∴ (ω − k · vx)δñ(p,k, ω) =
k · vx

vf
δ(|p| − pf)Ṽ (k, ω) (9.40)

となる．式 (9.40)より［δñは，したがって］δnは Fermi面のところだけでゼロでない．

9.2.2節について

■式 (9.37)第 2の等号の確認

n0 = θ(pf − |p|) = θ

(
εf −

p2

2m

)
= θ (εf − (ε(p)− V (x)))

より，
∂n0

∂ε
= −δ (εf − (ε(p)− V (x))) = −δ

(
(pf − |p|)(pf + |p|)

2m

)
= − 1

pf/m
δ(pf − |p|)

となることによる (後の式 (9.44)である)．

9.2.3　ダイヤグラムの方法

式 (9.40)を場の理論から導くこともできる．［本節ではスピンの自由度 α, β を省く．］

まず準備として，［式 (9.29–30)における］平衡状態の粒子分布

n0(x,p) =

∫
d3y ⟨Ψ0|T

{
ψ†
(
x+

1

2
y, t+ ϵ

)
ψ

(
x− 1

2
y, t

)}
|Ψ0⟩ e−ip·y = θ(pf − |p|) (9.41a)

を考える［階段関数の引数の符号を修正した，ϵ > 0は無限小パラメータ］．

note 1粒子行列密度 (9.29)は差 y = x− x′ のみの関数なので，y に関する Fourier変換に他ならない粒子

分布 (9.30):n(p) = θ(pf − |p|)には x,x′ いずれの依存性も残らない．ところが 1粒子行列密度におい

て x周りの 2点 x± 1
2y を選べば，概念的には y に関する Fourier変換にはパラメータ x依存性が残

るため，平衡分布関数 n0(x,p)を表すことになる．

77



上式 (9.41a)を使い勝手の良い公式に書き換えておく．第 2辺の Green関数 ⟨Ψ0|{· · · }|Ψ0⟩ = −G((y, ϵ))に
式 (9.25)の G(q, ω)の Fourier積分を代入すると，

n0(x,p) =− i
∫

d3y

∫
d3q

(2π)3
dω

2π

ei(q−p)·yeiϵω

ω − ε(q) + iϵ(|q| − pf)

=− i
∫

dω

2π

eiϵω

ω − ε(p) + iϵ(|p| − pf)
.

(
∵
∫

d3y

(2π)3
ei(q−p)·y = δ3(q − p)

)
(9.41b)

実は［自由粒子系の］平衡粒子密度 (9.41)に対する，ポテンシャル V (x, t)の 1次の補正は，図 24のよう

なダイヤグラムに対応付けられる．具体的には，ダイヤグラムに運動量空間の因子を充てた式∫
dω

2π
[−iG(p+ k/2, ω + ωk)][−iṼ (k, ωk)][iG(p− k/2, ω)]eiϵω

が δn(p,k, ωk)を与える*12．［我々はこのことを第 1原理から導くのではなく，式 (9.40)を再現することで，

言わば“発見的に”確認する．］実際，運動量空間の伝播関数の表式 (9.25)を代入すると，

δn(p,k, ωk) =

∫
dω

2π

−i
ω + ωk − ε

(
p+ 1

2k
)
+ iϵ

(∣∣p+ 1
2k
∣∣− pf)

(
−iṼ (k, ωk)

) i

ω − ε
(
p− 1

2k
)
+ iϵ

(∣∣p− 1
2k
∣∣− pf)eiϵω

=− i
∫

dω

2π

Ṽ (k, ωk)

ωk −
{
ε
(
p+ 1

2k
)
− ε

(
p− 1

2k
)}

×

[
1

ω − ε
(
p− 1

2k
)
+ iϵ

(∣∣p− 1
2k
∣∣− pf) − 1

ω + ωk − ε
(
p+ 1

2k
)
+ iϵ

(∣∣p+ 1
2k
∣∣− pf)

]
eiϵω

([· · · ]内を通分し，分子の iϵを省くと 1つ前の式に戻る)

=
−1

ωk −
{
ε
(
p+ 1

2k
)
− ε

(
p− 1

2k
)} [n0(p+

1

2
k

)
− n0

(
p− 1

2
k

)]
Ṽ (k, ωk) (9.42)

(式 (9.41b)を用い，分母の iϵを省いた)

ここで初めて，V (x, t)の空間的変化がゆるやかであるという［前節の］条件を考慮すると，xに Fourier共

役な波数 kは大きくならないから，式 (9.42)最右辺において

ε

(
p+

1

2
k

)
− ε

(
p− 1

2
k

)
=
∂ε(p)

∂p
· k =

∂ε(p,x)

∂p
· k = vx · k,

n0

(
p+

1

2
k

)
− n0

(
p− 1

2
k

)
=
∂n0

∂ε

∂ε

∂p
· k = vx · k

∂n0

∂ε

と近似できる．よって

δn(p,k, ωk) = −
1

ωk − vx · k
vx · k

∂n0

∂ε
Ṽ (k, ωk) (9.43)

を得る．ここに式 (9.37)の確認時に見出した関係

∂n0

∂ε
= −δ(ε− εf) = −

1

vf
δ(pf − |p|) (9.44)

を代入すると，再び式 (9.40)が得られる．

*12 エネルギー保存則のもとでも定まらない ω に関する積分は，時間差 ϵ に対し，式 (9.41)(したがって Fourier 展開 (9.23)) の形∫
dω
2π
eiϵω の形で施されている (実際 Fourier展開に由来するはずである)．
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図 24 n(p,x, t) に対する V (x, t) の 1 次摂動．(k, ωk) は (x, t) の Fourier 共役変数．教科書の図 9.2

(p.117)．右端の矢印は単に接続する線の担う運動量の合計値 k, ωk を指定しているに過ぎない (続く図

25，さらには教科書 p.260にも同様の記法が見られる)．

9.2.4　応用

第 1段落を引用する：

この節では式 (9.43)の応用例を紹介する．ここで示したいのは，場の理論だけから計算できるよう

な例ではなく，他の方法から得られるような物理的な記述が，場の理論からも再現できるという例であ

る．これを行う理由は，読者が文献においてダイヤグラムを用いた計算を見るときに，その計算の背後

にある物理現象を把握できるようになってもらうためである．

多くの応用例において，粒子-空孔泡 (電子-正孔泡)

Π(k, ωk) = −
(∫

d3p

(2π)3
1

ωk − {ε(p+ k)− ε(p)}
[n0(p+ k)− n0(p)]

)
(9.45)

を用いる．これは図 25のダイヤグラムに対応付けられ，δñ(p,k, ωk)の式 (9.42)最右辺から Ṽ (k, ωk)を除

き，電子の運動量を置き換え，ループにおいて固定されない運動量 pに関する積分
∫

d3p
(2π)3 を施した量になっ

ている*13．したがって，

δρ̃(k, ωk) ≡
∫

d3p

(2π)3
δñ(p,k, ωk) =

∫
d3p

(2π)3
(式 (9.42)最右辺)

=Π(k, ωk)Ṽ (k, ωk)

(
積分変数の置き換え p− 1

2
k→ p

)
(9.47)

の関係がある．［ϕ̃ → Ṽ と訂正した．左辺は空間における密度変化 δρ(x, t) ≡
∫

d3p
(2π)3 δn(p,x, t) の Fourier

変換．］

なお式 (9.43)と同様，kの小さい極限で

Π(k, ωk) = −
∫

d3p

(2π)3
1

ωk − vx · k
vx · k

1

vf
δ(|p| − pf) (9.46)

*13 他方，前節の図 24に対応する δñ(p,k, ωk)では，我々は pの値を指定している．
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図 25 電子-正孔泡 Π(k, ωk)．教科書の図 9.3 (p.118)．

と近似されることを後で用いる．

Debye遮蔽

最初の応用として，電子気体による電荷の静的な遮蔽 (Debye-Hüchel (デバイ-ヒュッケル)遮蔽)を取り上

げる．背景のイオン電荷が空間全体に一様に拡がっているとすると (jellium (ジェリウム)モデル)，電子数密

度の“変化分”δρを用いて，正味の電荷密度は (−e)δρと表される［背景イオンの一定の電荷密度 (+e)ρ0 と，

電子の電荷密度 (−e)(ρ0 + δρ)の和］．これが作る静電ポテンシャル ϕは，Poisson方程式

−∇2ϕ = (−e)δρ

に従う．他方，電子気体の密度変化 δρを Thomas-Fermi近似で見積もると

δρ =
∂ρ

∂µ

∣∣∣∣
εf

eϕ (9.51)

となる．［ϕ ̸= 0に対する化学ポテンシャル µの εf からのズレが，1電子の電位 δµ = eϕで与えられることに

よる．］2式より ϕに対する閉じた式として，［Helmholtz方程式］

−∇2ϕ =
∂ρ

∂µ

∣∣∣∣
εf

e2ϕ ≡ −k 2
0 ϕ i.e. (∇2 − k 2

0 )ϕ = 0, (9.52)

where k 2
0 ≡ e2

∂ρ

∂µ

∣∣∣∣
εf

=
e2

π2
mkf (9.56)

が得られる．

上式 (9.56)の確認 µ = εf = k 2
f /2mと式 (9.20):ρ0 = k 3

f /3π
2 より，

ρ0 =
(2mµ)3/2

3π2
, ∴ ∂ρ

∂µ

∣∣∣∣
εf

=
(2m)3/2

3π2

3

2
µ1/2 =

mkf
π2

. (確認終わり)

［冒頭の Poisson方程式に“外部の”電荷密度 qext を付加すると，式 (9.52)にも非斉次項 qext が現れる．よく

知られているように [15, pp.186–189]，Fourier変換を経由して求めた Green関数］

g̃(k) =
1

k2 + k 2
0

, ∴ g(r, 0) =

∫
d3k

(2π)3
g̃(k) =

1

4πr
e−k0r (9.54–55)

を用いて，解は

ϕ(r) =

∫
g(r, r′)qext(r

′)d3r′ (9.53)
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と表される．これは Coulombポテンシャルの遮蔽を意味する．

note つまり Green関数 (9.54):g(r, 0) = 1
4πr e

−k0r は，本来，単位電荷が作る Coulombポテンシャル

ϕ0(r) =
1

4πr

(
ϕ̃0(k) =

1

k2

)
(9.49–50)

に比べて，指数関数的に減少する因子 e−k0r を伴っている (r → 0では ϕ0 に漸近)．よって式 (9.53)に

おいて外部電荷 qext(r
′)d3r′ の作用は，実質的に |r − r′| ≲ 1/k0 までしか届かないことになる．これ

は外部電荷が周りに引き寄せた電子によって遮蔽されるためと解釈できる．なお Green関数 (9.54)は

湯川ポテンシャルと同じ形である．

次に同じ結果をダイヤグラムの技法から導く．具体的には［ここでも発見的に］，式 (9.55)の g̃(k)が図 26

のダイヤグラムに対応することを確かめる．静的な効果だけを考慮するために ωk = 0とおく．

note その上で図 26のダイヤグラムにおいて，

• 同時刻 Coulomb相互作用を表す破線に ϕ̃0(k) = 1/|k|2 を充てる．
• 電子-正孔泡のループに χ(k) ≡ Π(k, 0)を充てる (引数 k, ωk の独立性に注意)．

– この χ(k)を Lindhard (リントハルト)関数という (p.119)．

• ループの 2つの結節点に，正味の因子 (ie)2 = −e2 を充てる．

すると，

g̃(k) =
1

k2

[
1− e2

k2
χ(k) +

(
− e

2

k2
χ(k)

)2

+ · · ·

]
=

1

k2

1

1 + e2

k2χ(k)
=

1

k2 + e2χ(k)
.

ここで長波長 (小さな k)を想定して Π(k, ωk)の式 (9.46)を利用すると，

χ(k) =

∫
d3p

(2π)3
1

vf
δ(|p| − pf).

であり，さらに式 (9.44): 1vf δ(|p| − pf) = δ(ε− εf)を考慮すると

χ(k) =

∫
d3p

(2π)3
δ(ε− εf) =

∂

∂εf

∫
d3p

(2π)3
θ(εf − ε) =

∂ρ0
∂εf

(9.59)

と書き換えられる．よって

g̃(k) =
1

k2 + e2 ∂ρ0∂εf

=
1

k2 + k 2
0

(9.60)

となって，再び式 (9.55)が得られる．したがって長波長の近似は Thomas-Fermi理論と等価である．

9.2.4節「Debye遮蔽」について

静電気学と統計力学 (有限温度)による Debye遮蔽の素朴な取り扱いについて復習しておく (詳細は文献 [9,

§ 41]のノートを参照)．完全に電離している気体を考え，正［陽］イオンの電荷を +qe，負［陰］イオンの電

荷を −qeとする．特定の正イオンが距離 r 隔たる位置に作る球対称な電位を ϕ(r)とすると，そこでの正・負

イオンはそれぞれポテンシャル・エネルギー ±qeϕを持ち，［数］密度はM-B分布

n±(r) = n
e∓qeϕ/kT

eqeϕ/kT + e−qeϕ/kT
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図 26 Debye-Hüchel遮蔽を与える一連のダイヤグラム．垂直な破線は時間遅延のない Coulomb相互作用を表す．

で与えられる．ただし［右辺は，したがって左辺の密度 n± は rだけの関数であり，］気体の密度 n+ + n− が

一様で一定値 nとなるように規格化している．［これは一見するとイオン密度 n±(r)が原点の正イオンだけに

影響されるように見えるけれど，すぐ後で見るように n±(r)は ϕ(r)を通して周りの電荷密度 ρ(r)に依存し

ている．］さて，このとき電荷密度
ρ(r) = qe{n+(r)− n−(r)} (13)

は電位 ϕ(r)で決まる．ところが電磁気学によれば電位 ϕ(r)は電荷密度 ρ(r)で決まり，ρ(r)は中心の正電荷

を含まないものとすれば

ϕ =ϕ1 + ϕ2, (14)

ϕ1(r) =
qe

r
+

1

r

∫ r

0

ρ(r′)4πr′
2
dr′,

ϕ2(r) =

∫ ∞

r

1

r′
ρ(r′)4πr′

2
dr′

と書ける［本稿次節で補足］．上式 (13)，(14)は ρ(r)を介して ϕ(r)に関する閉じた式が得られることを意味

している．
ρ(r) ⇄ ϕ(r).

qeϕ≪ kT を仮定して qeϕ/kT の 1次までを考慮するとき，その解として

ϕ = B
e−κr

r
, κ2 = 4πn

(qe)2

kT
, B = qe

が得られる．

• この結果は正イオンが引きつける負電荷の雲に覆われて遠くから見えなくなり，
ポテンシャル qe/r が距離 r ∼ 1/κ離れると消えてしまうと解釈できる．

• イオン間の相互作用の及ぶ距離 1/κは Debye-Hüchel (デバイ-ヒュッケル)長さと呼ばれ，

中性原子の原子間力の作用域に比べて非常に長い．

この結果の適用条件 qeϕ≪ kT が満たされるには，左辺の ϕを Debye-Hüchel長さの位置で ϕ ∼ qeκと見積

もり，κの具体的表式を代入すると，

kT ≫ qe(qeκ) ∼
√

n

kT
(qe)3, ∴ n≪

(
kT

q2e2

)3

の意味で気体が希薄であれば良いことが分かる．
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プラズマ振動

［Debye遮蔽は静的な現象であったのに対し，ここからは動的な問題へと話を進める．］プラズマ振動と呼ば

れる，電子密度の動的な振動を考察しよう．ここでもまず古典的な理論を見ておく．［前項に引き続き一様不

変な背景イオンの電荷分布下での，電子気体の密度ゆらぎを考える*14．］電子数の流束は j = ρv ≃ ρ0v と近

似できる［平衡値からのズレ v が既に 1次の微小量だから］．この下で電子の運動方程式，Gaussの法則，連

続の式
mv̇ = (−e)E, ∇ ·E = (−e)(ρ− ρ0), ∂tρ+∇ · j = 0

を組合せると，

ρ̈+
e2ρ0
m

(ρ− ρ0) = 0 (9.66)

が得られる (導出は下記)．これは電子数密度が“プラズマ振動数”ωp =
√
e2ρ0/m で振動することを意味

する．

上式 (9.66)の導出

ρ̈ =∂t(−∇ · (ρ0v)) = −ρ0∇ · v̇ (連続の式)

=
ρ0e

m
∇ ·E (運動方程式)

=− e2ρ0
m

(ρ− ρ0). (Gaussの法則)

note 上記の導出過程を最右辺から逆にたどると，プラズマ振動の機構を定性的に解釈することができる．す

なわち，局所的に電子数密度が薄まると (ρ− ρ0 < 0)，露出した正電荷が電場のわき出しを生じる．す

ると電子は電場から力を受けて，電子の流入速度が増大する．これは密度を平衡値に戻す力が電子に働

くことを意味する．

この純粋に古典的なモデルの下では振動数が波長に依存しないので，“プラズモン”(plasmon)モー

ドの群速度はゼロである．［フォノンと同様，プラズマ振動の量子をプラズモンと呼ぶ．］しかし後から

見るように［電子-正孔泡を，したがって］Fermiの海を考慮すると，この伝播性の欠如した描像は修正

されることになる．(p.121)

note 波動方程式とは対照的に，式 (9.66)において空間位置 xはパラメータ的に含まれているにすぎず，各

位置 xにおいて式 (9.66)が成立することになる．すると空間の隣接する位置での密度の位相を適当に

調節すれば，任意の波長の波を作ることができる．これは ωp が波長に依存しないことと整合している

(着想は文献 [16, pp.68–69])．

ダイヤグラムからプラズモンがどのように現れるかを見てみよう．プラズマ振動は k = 0でもゼロでない

振動数を持つので［そのことは修正された結果 (9.73)に対しても正しい］，ここでも電子-正孔泡 Π(k, ωk)に

おいて，長波長極限 kvf ≪ ωk を考えることに意味がある*15．そこで Π(k, ωk)の式 (9.46)を vfk/ωk のベキ

*14 イオンは重く動かないと想定すれば良い．このとき正味の電荷密度は (−e)(ρ− ρ0)で与えられることを思い出しておく．
*15 逆に大きな k に興味はない．と言うのも，「電子と正孔が中間状態から実粒子状態に移れる充分なエネルギーがあれば，プラズモ
ン励起は不安定になり，電子-正孔連続体の共鳴状態に移行するからである」(p.123)．
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に展開すると，

Π(k, ωk) = −
3ρ0
mv 2

f

(
v 2
f

ω 2
k

k2

3
+

(
v 2
f

ω 2
k

)2
(k2)2

5
+ · · ·

)
(9.67)

となる［本稿次節で教科書の説明を補足しながら導出］．すると本節の図 26に示した，Debye-Hüchel遮蔽を

与える泡の和 g̃(k)において，χ(k)を上式 (9.67)の Π(k, ωk)で置き換えた量は

1

k2

1

1 + e2

k2Π(k, ωk)
≃ 1

k2
×
[
1− 1

ω 2
k

(
ω 2
p +

3

5
v 2
f k

2

)]−1 (
ω 2
p ≡

e2ρ0
m

)
と表される (ただし Π(k, ωk)の展開を第 2項までで打ち切り，簡単のため第 2項の 1/ω 4

k を 1/(ω 2
k ω 2

p )で

置き換えた)．この分母 [· · · ]がゼロとなる極 ωk がプラズモンの振動数 ω(k)を与えると考えると，修正され

たプラズモンの分散関係

ω2(k) = ω 2
p +

3

5
v 2
f k

2 + · · · (9.73)

が得られる．最低次の近似ではプラズマ振動数 ωp が再現されており，さらに我々は波数 k 依存性を持つ付加

的な補正項を見出したことになる．

9.2.4節「プラズマ振動」について

■Π(k, ωk)の式 (9.67)の導出 ここではスピンの自由度 2を考慮した表式 (9.20):ρ0 = 2 × k 3
f /6π

2 をあか

らさまに用いるので，電子-正孔泡 Π(k, ωk)も 2(= Tr(12×s))倍して再定義する必要があると考えられる．実

際このとき長波長極限での Π(k, ωk)の式 (9.46)は，

p = mvx, |vx| ≤ vf

に注意して vfk/ωk のベキに展開すると，

Π(k, ωk) =− 2

∫
d3p

(2π)3
1

vf
δ(|p| − pf)

vx · k
ωk − vx · k

=−
∫

dΩpdpp
2

4π · π2

1

vf
δ(|p| − pf)

vx · k
ωk

{
1 +

vx · k
ωk

+

(
vx · k
ωk

)2

+

(
vx · k
ωk

)3

+ · · ·

}

=−
∫

dΩp
4π

m2vf
π2

vx · k
ωk

{
1 +

vx · k
ωk

+

(
vx · k
ωk

)2

+

(
vx · k
ωk

)3

+ · · ·

}∣∣∣∣∣
|vx|=vf

となる．ここで式 (9.56)より最右辺の因子を

m2vf
π2

=
mkf
π2

=
∂ρ

∂µ

∣∣∣∣
εf

と書き換えれば，教科書の式 (9.67)や式 (9.70)と同じ表現が得られる．しかしここでは 2度手間を省くため

に，式 (9.20):ρ0 = 2× k 3
f /6π

2 = m3v 3
f /3π

2 を用いて，あらかじめ

m2vf
π2

=
3ρ0
mv 2

f
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と書き換えておく．また上式最右辺における vx の向き dΩp に関する積分 (平均操作) は，速度成分を

vxα → vα と略記すると，公式

1

v 2
f

∫
dΩp
4π

vαvβ =
1

3
δαβ , (9.68)

1

v 4
f

∫
dΩp
4π

vαvβvγvδ =
1

15
(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) (9.69)

を用いて実行できる (α = β および γ = δ とおいて添字を縮約すると正しい関係が得られることを要求して，

上式 (9.68),(9.69)右辺の係数を定められることを，文献 [6, pp.211–212]のノートで確認した)．また vα の奇

数乗の項の平均はゼロになる．すると結局，

Π(k, ωk) =−
3ρ0
mv 2

f

{
kαkβ
ω 2
k

∫
dΩp
4π

vαvβ +
kαkβkγkδ
ω 4
k

∫
dΩp
4π

vαvβvγvδ + · · ·
}

=− 3ρ0
mv 2

f

(
v 2
f

ω 2
k

k2

3
+

(
v 2
f

ω 2
k

)2
(k2)2

5
+ · · ·

)

となって，式 (9.67)が得られる．

Landau減衰 (古典論)

教科書の「Landau減衰」の項 (pp.124–125)の準備・補論として，文献 [16, pp.189–193]における Landau

減衰の古典論 (かつ有限温度)をまとめておく (表記は同文献に準ずる)*16．

静止した重たいイオンを背景とする電子の分布関数 f(r,v, t)に対する Vlasov方程式 (衝突項をゼロとした

Boltzmann方程式)
∂f

∂t
+ v ·∇f +

(−e)
m

(E + v ×B) · ∂f
∂v

= 0

を基に，プラズマ振動を再考する．

note 素朴に考えれば，電磁場を介した粒子間相互作用は衝突を表す．しかし Debye長さ (Debye遮蔽の下

で Coulomb相互作用が及ぶ実質的な長さスケール) に比べて大きな衝突パラメーターによる衝突は実

のところ，多数の粒子の集団的な効果であり，ランダムな衝突として扱えない．そこで Boltzmann方

程式において，電荷が巨視的な平均の場 E,B から受ける力を衝突の寄与ではなく，上式のように外力

の項として扱う．

一様なプラズマにおけるMaxwell分布

f0(v) ∼ exp

(
−mv

2/2

kBT

)
≡ e−(v/vth)

2

(電磁場B = E = 0が対応)からのズレを f1(r,v, t)として

f(r,v, t) = f0(v) + f1(r,v, t)

と書くと，1次のオーダーの方程式として

∂f1
∂t

+ v ·∇f1 −
e

m
E · ∂f0

∂v
= 0

*16 複素線積分を用いない Landau減衰の物理的導出も同文献 [16, pp.202–205]に見られる．
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が得られる (f0(v)の等方性より (v ×B) ⊥ ∂f0
∂v となることに注意した)．ここで x方向の平面波

f1 ∼ ei(kx−ωt), E = Exx̂, Ex ∼ ei(kx−ωt)

(ただし x̂は x方向の単位ベクトル)を仮定すると，上式は

−iωf1 + ikvxf1 −
e

m
Ex

∂f0
∂vx

= 0, ∴ f1 =
ieEx
m

∂f0/∂vx
ω − kvx

を与える［以上は大まかに 9.2.2節の議論と平行している］．これを Gaussの法則

ikEx = ∇ ·E = (−e)n1 ≡ (−e)
∫
f1d

3v

(第 0近似の電子数密度 n0 ≡
∫
f0d

3v の電荷密度への寄与は，背景のイオンの寄与と相殺することに注意し

た)に代入すると，分散関係を規定する関係式

1 = − e2

km

∫
∂f0/∂vx
ω − kvx

d3v = −
ω 2
p

k

∫
∂f̂0/∂vx
ω − kvx

d3v =
ω 2
p

k2

∫
∂f̂0/∂vx
vx − (ω/k)

d3v

が得られる．ただし第 2の等号では確率密度 f̂0 = f0/n0 とプラズマ振動数 ωp ≡ (n0e
2/m)1/2 を定義した．

さらに 1次元分布関数 f̂0(vx) =
∫
dvydvz f̂0(v)を導入すると (引数で f̂0(vx)と f̂0(v)を区別)，

1 =
ω 2
p

k2

∫
∂f̂0(vx)/∂vx
vx − (ω/k)

dvx (15)

と書き換えられる．

これから見るように，上式 (15) に基づけば，振動数 ω は虚部 Imω(< 0) を持つことが許される．これは

e−iωt ∼ e(Imω)t より，波の減衰を意味する．衝突によるエネルギーの散逸がないにも関わらず波の減衰が起

きることは，今では簡単な物理的説明をすることができるが［次節］，当初としては予期せぬ結果であり，積

分 (15)の注意深い解析を通じて純粋に数学的に発見された．応用数学の勝利と言える．

さて，一般に波の減衰や増大を想定して ω を複素数とする．このとき上式 (15)を複素 vx 平面における実

軸に沿う積分と見なせば，特異点 vx = ω/k は積分路から外れている．しかしながら，その特異点の存在こそ

がプラズマ波の分散関係 ω = ωp の修正をもたらすことを，Landauは見出した．

被積分関数の因子 ∂f̂0(vx)/∂vx ∼ vxe−(vx/vth)
2

は vx → ±i∞に対して大きくなるので，図 27の無限遠の

半円 C2 に沿う積分は消えない．このため図 27のように半円 C2 を用いて積分路を閉じ，留数定理を用いて

積分を評価することはできない．Landauは，初期値問題として問題を適切に取り扱うときには，正確な積分

路として，特異点の下を通る曲線 C1 を採用せねばならないことを示した．

波の位相速度 vϕ ≡ ω/k が大きく，また減衰が弱い (虚部 Imω(< 0)の絶対値が小さい)場合には，式 (15)

の解析を近似的に行うことができる．このとき，極 ω/k と Landauの積分路 C1 は図 28のようであり，極の

周りの小さな半円に沿う積分は 2πiRes(ω/k)の半分になるので，

1 =
ω 2
p

k2

P∫ ∞

−∞

∂f̂0(v)/∂v

v − (ω/k)
dv + iπ

∂f̂0
∂v

∣∣∣∣∣
v=ω/k

 (16)

となる．ただし Pは Cauchyの主値であり，積分変数を vx → v と改めた (|v|との混同に注意)．
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図 27 (a) Imω > 0と，(b) Imω < 0における Landauの問題に対する積分路

図 28 Imω が小さい場合の複素 vx(= v)面での積分路

note 半径 ϵの半円を用いる代わりに，等価的に被積分関数の分母に−iϵを補って，極の位置を v = (ω/k)+iϵ

にずらし，公式
1

x± iϵ
=

P

x
∓ iπδ(x)

を用いて実軸に沿う積分を実行しても，上式 (16)が得られる．

大きな位相速度 vϕ ≡ ω/k を仮定したので，f̂0 と ∂f̂0/∂v は v = vϕ において非常に小さく，主値の積分路か

ら除いた v = vϕ における線分に沿う積分は無視できると考えられる．よって式 (16)の主値積分は実軸全体の

積分 ∫ ∞

−∞

∂f̂0(v)/∂v

v − vϕ
dv =

∫ ∞

−∞

f̂0(v)dv

(v − vϕ)2
(17)

として評価して良い (部分積分した)．積分にとって重要な |v| ≪ vϕ を考えて，さらに∫ ∞

−∞

f̂0(v)dv

(v − vϕ)2
≃ 1

v 2
ϕ

∫ ∞

−∞
f̂0(v)dv =

1

v 2
ϕ

=
k2

ω2
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と簡単にできる*17．これを式 (16)に代入すると，

1 =
ω 2
p

ω2
+ iπ

ω 2
p

k2
∂f̂0
∂v

∣∣∣∣∣
v=vϕ

, ∴ ω2

1− iπ
ω 2
p

k2

[
∂f̂0
∂v

]
v=vϕ

 = ω 2
p

となる．仮定より虚数項は小さいので (虚数項が正確にゼロであれば ω = ωp)，その係数では ω = ωp とおい

てしまうと，

ω2 ≃ ω 2
p

1 + iπ
ω 2
p

k2

[
∂f̂0
∂v

]
v=vϕ

 , ∴ ω ≃ ωp

1 + i
π

2

ω 2
p

k2

[
∂f̂0
∂v

]
v=vϕ

 (18)

が得られる．上式 (18)右辺は vϕ = ω/k 依存性が残っているため，あくまで ω を陰に与える式であることに

注意する．とは言え，式 (18)において，大きな位相速度 vϕ ≡ ω/k で右辺の微分係数 ∂f̂0/∂v が小さい (しか

も関数形より負と分かる)と仮定したことは，ω が小さな虚部 Imω(< 0)を持つと仮定したことと整合してい

ることが見て取れる．

Landau減衰

「プラズマ振動」の項で言及したように，kがある程度大きくなるとプラズモンは不安定になって電子-正孔

対へと崩壊し，電子-正孔連続体に移行する．5.2.3節に示した粒子の寿命の議論から類推されるように，この

過程は電子-正孔泡 Π(k, ωk)が虚部を持つことに伴って現れる．

Landau の考えた高温では，電子-正孔泡 (9.45) における分布は階段関数 n0(p) から Maxwell-Boltzmann

分布 nβ(p) ∼ e−βε(p) に置き換わる．また kが n(p)の変化する範囲に比べて小さい場合，

Π(k, ωk) = −
∫

d3p

(2π)3
k ·∇pnβ(p)

ωk − v · k + iϵ
(9.77)

と近似できる (非自明だが iϵを補った)．数学公式 1
x±iϵ =

P
x ∓ iπδ(x)より，これは虚部

ImΠ(k, ωk) =

∫
d3p

(2π)3
(k ·∇pnβ(p)) δ(ωk − v · k) (9.78)

を持つ．

note 電子-正孔泡 (9.77) は古典論で予習した積分 (15) と同じ形を持っている．電子-正孔泡 (9.77) が虚部

(9.78)を持つのと同様に，積分 (15)が虚部を持つことから ω の虚部 (< 0，波の減衰)が現れたことを

思い出そう．これを踏まえ，以下では式 (9.78)を基に Landau減衰の物理的な機構を解釈する．

デルタ関数によって，k 方向の速度がプラズモン密度波の位相速度 ω/k に近い電子だけが減衰に関

与する．このような電子は“プラズモンの波に乗る”ことができて，波とエネルギーの授受を行う［図

29を参照］．

*17 式 (17)最右辺は分布 f̂0(vx) ∼ e−(vx/vth)
2
による平均 (v − vϕ)−2 を表している．より高い近似に進むには

(v − vϕ)−2 = v −2
ϕ

(
1 +

2v

vϕ
+

3v2

v 2
ϕ

+
4v3

v 3
ϕ

+ · · ·
)

≃ v −2
ϕ

(
1 +

3v2

v 2
ϕ

)
=
k2

ω2

(
1 + 3

k2

ω2

kBT

m

)
と展開すれば良い (奇数ベキの項の平均が消えることとmv 2

x = kBT に注意した)．
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図 29 右向きに進むプラズモン密度波．波が進む側の斜面に乗った電子はエネルギーを得る．波頭の後ろ

側の斜面に乗った電子はエネルギーを失う．教科書の図 9.7 (p.125)．

電子が密度波に“乗る”ことができる初速度の範囲は狭い．この範囲内で波よりも少し遅い速度を持

つ電子は，まず波に対して相対的に後退し，後から進行してくる波頭の前の斜面に達すると，そこで波

からエネルギーを与えられて波の速度まで加速する．波よりも少し速い電子は，まず先行する波頭の後

ろの斜面にまで達し，そこで波にエネルギーを与えて減速する．統計力学的な分布としては低速度の電

子の方が多いので，正味の効果としては，密度波が電子にエネルギーを与えて減衰することになる．減

衰が起こるために電子速度の分布が必要であるという事情から，式 (9.78) に k ·∇nβ(p) ［本稿では

∇→∇p と表記］という因子が現れている．(p.125)

9.2.4節「Landau減衰」について

■式 (9.74)の変形について 左辺の分子に

n(p)− n(p+ k) = n(p){1− n(p+ k)} − n(p+ k){1− n(p)}

を，分母に
iϵ(|p+ k| − pf) = +iϵ, iϵ(|p| − pf) = −iϵ

を代入し，2ϵ→ ϵと再定義すれば良い．

ゼロ音波

要約を省略する．

9.2.4節「ゼロ音波」について

■デルタ関数型の斥力相互作用 (9.79)について 1粒子系の理論における剛体球ポテンシャル V (x)は，粒子

の位置 x0(t)を中心とする“矩形”の形状を持つ (このとき剛体球の境界ではデルタ関数的な斥力が働く)．た

だし矩形パルスの障壁の高さは無限大である (このとき剛体球の内部には侵入できない)．そこで剛体球の半径

(ないし直径)を a→ 0とするのと同時に，矩形の高さを 1/a3 →∞とすることを考えると，矩形そのものが
デルタ関数に移行するため，

V (x) ∼ δ(x− x0(t)) = (粒子数密度) = ψ†(x)ψ(x)
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となる．摂動パラメータ λを係数として導入し，V = λ
2ψ

†ψ と書くと，式 (9.9)に基づき，相互作用ハミルト

ニアンは

HI =

∫
d3xψ†V ψ =

λ

2

∫
d3x(ψ†ψ)2 (9.79)

となる．これを運動量空間に移した式 (10.28)第 2項は，2体の散乱 k1,k2 → k3,k4 を記述する項として理

に適っている．

9.3　電子とフォノン

第 2段落から抜粋：

ここで電子とイオンの役割を入れ替えてみる．まず一様に分布する電子気体を背景として設定し，そ

の中の各イオンを質量M を持つ点電荷と考えて，金属中のフォノンに関する簡単なモデルを構築する．

イオンの平均数密度を N，イオン 1 個の電荷を Ze とすると*18，平衡状態における電気的中性の条件は

NZ = ρ0 である (ρ0 は電子数密度)［左辺 NZ ≡ ρion はイオンが失った電子数密度］．また，イオン系の (長

波長の)微小変位 δr に伴って現れる過剰な電荷［密度］は，

eδρion = −NeZ∇ · δr (9.85)

と表される［本稿次節で補足］．電子の動きを無視すれば，イオン密度はプラズマ振動するはずであり，［電

子のプラズマ振動数の定義式 ω 2
p = ρ0e

2/mで文字を適当に置き換えると，］イオン・プラズマ振動数 Ωp は

Ω 2
p = N(eZ)2/M で与えられる．

しかしこの振動数は，電子のプラズマ振動数よりもはるかに低いので［M が大きいことによる］，実

際には電子がイオンの振動に追随して，イオン電荷をある程度まで遮蔽する．その結果，実効的なイオ

ン電荷は小さくなり，イオンの振動数は更に小さくなる［この解釈は後の式 (9.91)から正当化される］．

イオンの運動方程式は
Mδr̈ = ZeE = −Ze∇ϕ. (9.86)

また静電場 ϕの方程式は
−∇2ϕ+ k 2

0 ϕ = eδρion + qext. (9.87)

note：上式 (9.87)について Poisson方程式 −∇2ϕ = (総電荷密度)の右辺には，イオンの寄与 (9.85):eδρion

だけでなく，電子の寄与 eδρ = k 2
0 ϕ (式 (9.51),(9.56))を含めるのが正確である．この電荷密度の表式

において，イオンと電子の取扱いは非対称となっている．また本稿では「Debye 遮蔽」のときと同様

に，qext を外部電荷密度として導入し，教科書の式 (9.87)において eqext → qext と改める (このとき教

科書の式 (9.88)以降と同様，qext には係数 eが付かない)．また分布 qext(r)が静的であるという仮定

を以下ではあからさまに用いないので，本稿では引数も省略した．

式 (9.85–87)より，Fourier空間における式

ϕ(k, ω) =
1

k2

{
1−

Ω 2
p

ω2
+
k 2
0

k2

}−1

qext(k, ω) ≡
1

ϵ(k, ω)

1

k2
qext(k, ω) (9.88–89)

*18 この記号の使い方は慣例に従ったものであるが，誤解を招きやすい．Z は原子番号ではなく，各原子が結晶中で伝導帯へ供出して
失っている電子の数である (p.127脚注 5)．
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が得られる［本稿次節で補足，教科書では {· · · }内で k 2
0 /k

2 の分子・分母が逆になっているのを訂正した］．

ここで［Coulomb ポテンシャル eϕ0(r) = e/4πr の Fourier 変換 (9.50):eϕ(k) = e/k2 を動機付けとして］，

振動数と波数に依存する“誘電関数”ϵ(k, ω)を

1

ϵ(k, ω)
≡

{
1−

Ω 2
p

ω2
+
k 2
0

k2

}−1

=
1

1 +
k 2
0

k2

(
ω2

ω2 − ω2(k2)

)
, (9.90)

ω2(k2) ≡
Ω 2

p

1 +
k 2
0

k2

(9.91)

で定義する［式 (9.90)第 2の等号を本稿次節で確認］．

(縦方向の)密度ゆらぎの振動数は，誘電関数の極 ω(k2)で与えられる．小さな k (長波長)では ω(k2) = ck

と近似され，音速 cは

c2 =
Ω 2

p

k 2
0

(9.92)

と同定される［本稿次節で確認］．ここに自由電子に関する値 (スピンを考慮) ρ0 =
k 3
f

3π2， 1
k 2
0

= 1
e2

π2

mkf
を代入

すると，上式 (9.92)は Fermi速度と音速の関係 (Bohm-Staverの関係)

c2 =
1

3
Z
m

M
v 2
f (9.94)

に書き換えられる［本稿次節で確認］．これは粗雑なモデルに基づく近似式ではあるが，自由電子気体とほと

んど等しい体積弾性率を持つアルカリ金属 (Na，Kなど)に対しては比較的よい近似になる．

また電子間の相互作用を媒介する実効的な Coulomb伝播関数は，

g(k, ω) =
1

k2
1

1 +
k 2
0

k2

(
ω2

ω2 − ω2(k2)

)
(9.95)

となる．［本稿次節で補足．Debye遮蔽の箇所で見た式 (9.55)の g̃(k)に，振動数に依存する因子が掛かった

形となっている．］

これは振動数に依存する──すなわち相互作用は瞬時には伝わらない．更に重要な点は，ω2 < ω2(k2)

の低い振動数で“引力”が生じることである．電子が周囲のイオンを引き寄せることによって生じたイ

オンの集まりが，その電子が去った後に残り，このイオンの集中に伴う正電荷が別の電子を引き寄せる

という過程によって，実効的に電子間引力が生じるのである．通常，フォノンの振動数の最大値 (ここ

で示したモデルでは Ωp，一般には Debye振動数)は Fermiエネルギー εf に比べて非常に小さいので，

引力相互作用は Fermi面付近［|(k2/2m) − εf | = ω ≤ ω(k) ≤ Ωp］の電子だけに働く．この電子間引

力が，鉛，ニオブ，アルミニウムなどの金属超伝導体における超伝導現象の起源となっている［14.3節

で再論］．(最終段落)

9.3節について

■電荷密度 (9.85)について ν 個のイオンの集団に固定した体積要素 vの変化率 δv/v = ∇ · δrを用いて，イ
オンの数密度 N = ν/v の変化は

δN =
ν

v + δv
− ν

v
≃ −N δv

v
= −N∇ · δr
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と表される．ところでイオンが失った電子数密度 ρion ≡ ZN の変化 δρion = ZδN を用いて，過剰な電荷密

度は
eδρion = eZδN

と表される．2式より式 (9.85)を得る．

■式 (9.88)の導出 ∂2

∂t

2
(式 (9.85))と∇ · (式 (9.86))を比較すると，

e
∂2

∂t

2

δρion = −NeZ∇ · r̈ =
N(eZ)2

M
∇2ϕ = Ω 2

p ϕ, ∴ eω2δρion(k, ω) = Ω 2
p k

2ϕ(k, ω)

を得る．これを式 (9.87)の Fourier変換

k2ϕ(k, ω) + k 2
0 ϕ(k, ω) = eδρion(k, ω) + qext(k, ω)

における右辺第 1項に代入し，ϕ(k, ω)について解くと式 (9.88)が得られる．

■式 (9.90)第 2の等号の確認

1

ϵ(k, ω)
≡

{
1−

Ω 2
p

ω2
+
k 2
0

k2

}−1

=

{(
1 +

k 2
0

k2

)(
1−

Ω 2
p /ω

2

1 +
k 2
0

k2

)}−1

,

(
1−

Ω 2
p /ω

2

1 +
k 2
0

k2

)−1

=

{
1− ω2(k2)

ω2

}−1

=
ω2

ω2 − ω2(k2)

による．

■音速の式 (9.92)について 小さな k では

ω2(k2) =
k2

k2 + k 2
0

Ω 2
p ≃

k2

k 2
0

Ω 2
p ≡ c2k2.

■Bohm-Staverの関係 (9.94)の確認

NZ = ρ0 =
k 3
f

3π2

を用いてイオン・プラズマ振動数の式から N を消去し，

Ω 2
p =

N(eZ)2

M
= Z

e2ρ0
M

=
Z

3π2

e2k 3
f

M

と表しておく．これと 1
k 2
0

= 1
e2

π2

mkf
の積をとり，kf = mvf に注意すると，

c2 =
Ω 2

p

k 2
0

=
1

3
Z
k 3
f

mM
=

1

3
Z
m

M
v 2
f : (9.94)

を得る．
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■g(k, ω)の式 (9.95)について 式 (9.89):

ϕ(k, ω) =
1

ϵ(k, ω)

1

k2
qext(k, ω)

の右辺における qext(k, ω)の係数を，Green関数の Fourier変換 g(k, ω)に同定できる．実際，Green関数を

定義する式

ϕ(r, t) =

∫
d3r′dt′g(r − r′, t− t′)qext(r′, t′)

に辺々 ∫
d3rdte−i(k·r−ωt) =

∫
d3rdte−i{k·(r−r′)−ω(t−t′)}e−i(k·r

′−ωt′)

を作用させると，ϕ(k, ω) = g(k, ω)qext(k, ω)となる．
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第 10章　非相対論的 Bose粒子系

序文を引用する：

非相対論的 Bose粒子系として最もよく研究されているのは，超流動相の液体ヘリウム 4 (4He)であ

る．本章ではこれを集中的に扱う．

［複合粒子も考えれば，物質粒子がフェルミオンとは限らない．4Heはフェルミオンを偶数個含むので (陽子，

中性子，電子がそれぞれ 2個ずつ)，Fermi統計に従う．］

10.1　 Bose粒子場

Bose 粒子の多体系は粒子の統計が異なるだけで，基本的に 9.1 節で見た Fermi 系と同様に扱うことがで

きる．

1粒子ハミルトニアンH = − 1
2m∇2 + V (x, t)の，エネルギー固有値 En に属する，規格化された固有関数

φn(x)を用いて，(“第二量子化”された) Heisenberg描像の Bose粒子場を

φ̂(x, t) =
∑
n

ânφn(x)e
−iEnt (10.4)

と書こう．ここで［式 (9.6)と同じ Schrödinger方程式を導く］ラグランジアン密度

L = iφ†∂tφ−
1

2m
|∇φ|2 − φ†V (x, t)φ (10.6)

を採用すると，φ̂に共役な運動量密度は π̂ = iφ̂† となるから，正準交換関係は

[φ̂(x, t), φ̂†(x′, t)] = δ3(x− x′), etc. (10.5)

と書ける．これは展開係数に対する交換関係

[ân, â
†

m ] = δnm, etc. (10.3)

を与える［以上，9.1節との違いは反交換子が交換子に置き換わっている点だけである］．

ここから N 粒子状態

|m1,m2, · · ·⟩ =
∞∏
i=1

1√
mi!

(a †
i )

mi |0⟩ with
∑
i

mi = N (10.8)

が構築され，Bose統計では各状態 iの占有数がとり得る値はmi = 0, 1, · · · となる．
“第二量子化”したハミルトニアンと，粒子数演算子はやはり，それぞれ

Ĥ =

∫
d3xφ̂†(x)Hφ̂(x) =

∑
n

Enâ
†
n ân, (10.9)

Q̂ =

∫
d3xρ̂(x) =

∫
d3xφ̂†(x)φ̂(x) =

∑
n

â †
n ân (10.10)

と表される．また［式 (9.11–12)と同様の］連続の式

∂tρ̂+∇ · Ĵ = 0, Ĵ ≡ 1

2mi

(
φ̂†∇φ̂− (∇φ̂†)φ̂

)
: 粒子数流束 (10.11–12)
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が，演算子の関係として成り立つ．

第 9章と同様，これ以降は演算子 φ̂［と生成・消滅演算子］のハットを省く．

10.2　自発的な対称性の破れ

第 1段落を引用する：

Bose 粒子系を扱う形式は Fermi 粒子系のそれとよく似ているが，違いはどこに現れるのであろう

か？ Bose 統計では排他律が働かないので，Fermi の海のような状態は Bose 粒子系には存在しない．

その代わりに多数の粒子が最低エネルギー準位を集中的に占有する Bose凝縮 (もしくは Bose-Einstein

凝縮)が起こり得る．しかし粒子間に相互作用がある場合，多粒子による 1状態の占有という見方は，

現象の本質を最もよく捉えたものとは言い難い．［最終段落にあるように，低温における超流動 4Heで

は，粒子間相互作用の効果のために，最低エネルギーの 1 粒子状態を占める粒子数の割合は，あまり

多くない．］ここで“自発的な対称性の破れ (spontaneous symmetry breaking．‘対称性の自壊’ とも

言う)”の概念を導入するのが適切であろう．Bose凝縮に伴って破られるのは，粒子数の保存に関わる

U(1)対称性である．［場の位相変換 (ゲージ変換)に関する理論の対称性から，電荷 (粒子数)の保存が

導かれたことを思い出そう (第 2章)．］

［まず，第 9章で見た Fermiの海 |Ψ0⟩に似た状態を，Bose粒子系にも導入しよう．］基底状態 |Φ0⟩を粒子
数演算子 Q̂の固有値 Q0 に属する固有状態とすると，この基底状態は U(1)対称［U(1)変換に対して不変］で

ある：
eiαQ̂ |Φ0⟩ = eiαQ0 |Φ0⟩ ∝ |Φ0⟩ .

しかも |Φ0⟩は非縮退状態である*19．また Bose粒子場の期待値は

⟨Φ0|φ(x)|Φ0⟩ = 0

となる．

証明 Bose粒子場 φ(x)は

eiαQ̂φ(x)e−iαQ̂ = e−iαφ(x) (10.13)

を満たすので［本稿次節で補足］，

⟨Φ0|eiαQ̂φ(x)e−iαQ̂|Φ0⟩ = e−iα ⟨Φ0|φ(x)|Φ0⟩ (10.15)

が成り立つ．これが

⟨Φ0|eiαQ̂φ(x)e−iαQ̂|Φ0⟩ = eiαQ0e−iαQ0 ⟨Φ0|φ(x)|Φ0⟩ = ⟨Φ0|φ(x)|Φ0⟩ (10.14)

と両立するためには，⟨Φ0|φ(x)|Φ0⟩ = 0でなければならない．

以上は総粒子数を指定した正準集団［カノニカル集団］を扱うことに対応する．代わりに大正準集団［グラ

ンド・カノニカル集団］を考え，粒子数の確定しない状態を許容すると，基底状態は縮退することを以下に見

る．まず粒子間相互作用がない場合を考え，規格化波動関数 φ0(x) = 1/
√
V の 1粒子エネルギーを便宜的に

*19 Perron-Frobenius (ペロン-フロベニウス)の定理によると，有限自由度の系の基底状態は縮退しない．
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E0 = 0とおく．これには φ0 粒子がいくつあっても，系のエネルギーは 0になるという利点がある．ここで

［ϕを場 φ0(x)の次元を持つ複素パラメータとして］，粒子数が確定していない状態

|ϕ⟩ = e
√
V (ϕa †

0 −ϕ∗a0) |0⟩ = e−
1
2V |ϕ|2

∞∑
N0=0

(
√
V ϕ)N0

1√
N0!
|N0⟩ (10.16)

を構築する．

note 第 2 の等号を本稿次節で確認する．ただし 9.1 節ではハミルトニアン (10.9) などにおいて，1 粒子状

態のラベルをエネルギーの低い順に n = 1, 2, · · · としたのに対し，ここでは最低エネルギー E0 = 0

にラベル n = 0 を充てていることに注意する．最右辺において |N0⟩ は状態 n = 0 を N0 個の粒

子が占有している状態であり (式 (10.8) 参照)，本稿では和の範囲に N0 = 0 も含めた (本稿次節の

導出過程も参照)．式 (10.16) と通常のコヒーレント状態 |λ⟩ ∼ eλa
† |0⟩ の類似性にも注意する [1,

p.11,pp.26–27] [13, pp.130–131,p.199]．

上式 (10.16)はエネルギーがゼロの固有状態 |N0⟩の和になっており，総和としてもエネルギーはゼロである．
またパラメータ ϕは状態 |ϕ⟩における φ(x)の固有値という意味を持つ，すなわち

φ(x) |ϕ⟩ = ϕ |ϕ⟩ (10.17)

が成り立つことを証明できる［本稿次節で確認］．すると状態 |ϕ⟩における場 φ(x)の期待値と状態数密度は，

それぞれ

⟨ϕ|φ(x)|ϕ⟩ = ϕ ̸= 0, (10.18)

⟨ϕ|φ†(x)φ(x)|ϕ⟩ = |ϕ|2 (10.21)

となる［本稿次節で ⟨ϕ|ϕ⟩ = 1と規格化されていることを確認］．さらに U(1)操作は

e−iαQ̂ |ϕ⟩ ∝ |e−iαϕ⟩ (10.19)

［本稿次節で確認，教科書では等号］のように，1つのゼロエネルギー状態 |ϕ⟩を，ϕの位相の異なる別のゼロ
エネルギー状態に変換する．状態 (10.19)はもはや |ϕ⟩とは異なる状態である (このことは |ϕ⟩が Q̂の固有状

態では“ない”ことを意味する)．実際，

⟨ϕ′|ϕ⟩ = eiV Im(ϕ′∗ϕ)e−
1
2V |ϕ−ϕ′|2 (10.20)

なので［教科書の式 (10.20)に位相因子を補った，本稿次節で導出］，異なる値 ϕ, ϕ′(̸= ϕ)を持つ状態は体積

が無限大の極限において直交する［| ⟨ϕ′|ϕ⟩ | = e−
1
2V |ϕ−ϕ′|2 → 0］．すると複素 ϕ平面において，|ϕ|が一定の

円周上の値 ϕを持つ，無数のゼロエネルギー状態が得られることになる．こうして予告通り，基底状態として

多数の状態が縮退していることが結論される．これは相互作用がある多体系に対しても正しい*20．

相互作用を持つ Bose 粒子系の基底状態が，このように縮退を生じると，変換操作に付随する選択

則や，多重項の表現上の性質が単純なものではなくなる．このことを対称性が“自発的に破れた”と

*20 実際「相互作用によって粒子数は変わらないので，Q̂ はハミルトニアンと交換する」(p.134，l.17–18)．ところで「ハミルト
ニアンと交換する任意の対称操作は，状態ベクトルを，同じエネルギー値に属する固有空間内のベクトルに変換する」(p.133，
l.10–12)．「したがって，ゼロでない［期待値 (10.18):］⟨ϕ⟩ = ϕ の値を与える |ϕ⟩ が，エネルギー固有状態のひとつであるなら
ば，e−iαQ̂ |ϕ⟩ = |e−iαϕ⟩はそれと直交し，かつ同じエネルギー値に属する固有状態である」(p.134，l.18–20)．
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言う．［素朴には縮退した基底状態から，理論と同じ対称性を持たない特定の状態が選び出される機構

を「自発的対称性の破れ」と呼ぶ [2, p.482]．］⟨Φ0|φ(x)|Φ0⟩のように，基底状態が非縮退のときにゼ
ロで，対称性が自発的に破れた場合にゼロでなくなる［式 (10.18)］量を“秩序パラメーター”(order

parameter)と呼ぶ．秩序パラメーターは対称性の破れの指標となる．(p.134)

次に，多数の粒子が最低エネルギー準位を占めるという Bose凝縮の粗い描像と，自発的対称性の破れがど

のように関係するのかを述べる．準備として，Oliver Penrose (ペンローズ)*21による“非対角長距離秩序”

(off-diagonal long-range order: ODLRO)を導入する．まず［|Φ0⟩または |ϕ⟩を |Φ⟩で表し］，行列要素

R(x,x′) = ⟨Φ|φ†(x, 0)φ(x′, 0)|Φ⟩ =
∫

d3k

(2π)3
d3k′

(2π)3
e−i(k·x−k′·x′) ⟨Φ|a †

k ak′ |Φ⟩ (10.22)

を考えよう．この“対角成分”(x = x′)は粒子数密度である．

note：上式 (10.22)について 大きな空間の体積を考えて，Bose粒子場を Fourier積分 (9.16)と同じ形

φ(x) =

∫
d3k

(2π)3
ake

i(k·x−ε(k)t)

に書けば良い．このとき展開係数を
√
V an → ak と再定義したことになる (式 (9.17)の箇所の noteを

参照)．また本稿では場の引数 x0 = x′
0
= 0 を明示し，最右辺において aka

†
k′ → a †

k ak′ と訂正した

(教科書の式 (10.23)についても同様に訂正した)．

式 (10.22)の空間平均は，運動量 kを持つ粒子数 nk を Fourier係数として，Fermi系の式 (9.29)と同様に差

(x− x′)に関する Fourier展開の形

⟨R(x,x′)⟩ ≡ 1

Vol

∫
d3yR(x+ y,x′ + y) =

∫
d3k

(2π)3
e−ik·(x−x′)nk (10.23)

に書ける［平均操作を明示した，本稿次節で補足］．ここで f(k)を滑らかな関数として

nk = n0(2π)
3δ3(k) + f(k) (10.24)

とおいてみる．［nk とは対照的に，n0 は粒子数密度の次元を持つ．］これを式 (10.23)に代入すると，

⟨R(x,x′)⟩ = n0 + f̃(x− x′) (10.25)

となる (f̃ は f の Fourier変換)．xと x′ が互いに遠ざかると，Riemann-Lebesgue (リーマン-ルベーグ)の

補題により，f̃(x− x′)→ 0となる［被積分関数において e−ik·(x−x′) が素早く振動し，f(k)の寄与が打ち消

し合う］．他方，このとき ⟨R(x,x′)⟩がゼロに近づかないならば，n0 ̸= 0であることになる．これは Bose凝

縮を意味する．

ところで任意の 2つの演算子 O1(x), O2(x
′)について，xと x′ を離していくと，

⟨Φ|O1(x)O2(x
′)|Φ⟩ → ⟨Φ|O1(x)|Φ⟩ ⟨Φ|O2(x

′)|Φ⟩ (10.26)

となるような状態 |Φ⟩を，“クラスター分解性”(cluster decomposition property)を持つ状態と言う．我々の

問題では，遠く離れた xと x′ に対して，左辺 ⟨R(x,x′)⟩は n0 に近づく．これに対し右辺について，

*21 Sir Roger Penrose (ロジャー・ペンローズ)の兄である．
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• 粒子数が確定した状態 |Φ0⟩に対しては ⟨Φ0|φ|Φ0⟩ = 0なので，|Φ0⟩はクラスター分解性を持たない．
• 対称性が自発的に破れた状態 |ϕ⟩に対しては
⟨ϕ|φ|ϕ⟩［ = ϕ］= (phase)

√
n0 なので，|ϕ⟩はクラスター分解が可能である．

10.2節について

■式 (10.13)について 正準交換関係 (10.5)より

[Q̂, φ(x)] =

∫
d3x′[φ†(x′), φ(x)]φ(x) = −

∫
d3x′δ3(x− x′)φ(x) = −φ(x)

であり (粒子数 (10.10)は時間に依らないので同時刻 x′
0
= x0 で評価した)，Baker-Housdorffの補助定理と

より

eiαQ̂φ(x)e−iαQ̂ =φ(x) + iα[Q̂, φ(x)] +
(iα)2

2!
[Q̂, [Q̂, φ(x)]] + · · ·

=φ(x)− iαφ(x) + (iα)2

2!
φ(x) + · · ·+ (iα)n

n!
(−1)nφ(x) + · · ·

=e−iαφ(x) : (10.13)

を得る．以上は文献 [1, pp.38–39] で調べた複素 Klein-Gordon 場の無限小ゲージ変換の結果とパラレルで

ある．

■|ϕ⟩の式 (10.16)第 2の等号の確認 a0 と a †
0 は [a0, a

†
0 ] = 1と交換することを踏まえ，公式

e
√
V ϕa †

0 e−
√
V ϕ∗a0 = e

√
V (ϕa †

0 −ϕ∗a0)+
1
2V |ϕ|2

(初出は 3.3.2節)を利用すると，

|ϕ⟩ ≡e
√
V (ϕa †

0 −ϕ∗a0) |0⟩ = e−
1
2V |ϕ|2e

√
V ϕa †

0 e−
√
V ϕ∗a0 |0⟩ = e−

1
2V |ϕ|2e

√
V ϕa †

0 |0⟩

=e−
1
2V |ϕ|2

∞∑
N0=0

(
√
V ϕ)N0

N0!
(a †

0 )N0 |0⟩ = e−
1
2V |ϕ|2

∞∑
N0=0

(
√
V ϕ)N0

1√
N0!
|N0⟩

を得る (最後の等号で式 (10.8)を考慮した)．

■固有方程式 (10.17)の導出 |ϕ⟩の式 (10.16)を確認する際に示したように，

|ϕ⟩ = e−
1
2V |ϕ|2

∞∑
N0=0

(
√
V ϕ)N0

N0!
(a †

0 )N0 |0⟩

と表される．ここに場の展開 (10.4):φ(x) =
∑
n anφn(x)e

−iEntを作用させると，状態 n ̸= 0の anは (a †
0 )N0

をすり抜けて an |0⟩ = 0となるので，n = 0の項 a0/
√
V だけが寄与する：

φ(x) |ϕ⟩ =
(

1√
V
a0

)(
e−

1
2V |ϕ|2

∞∑
N0=0

(
√
V ϕ)N0

N0!
(a †

0 )N0 |0⟩

)

=ϕe−
1
2V |ϕ|2

∞∑
N0=1

(
√
V ϕ)N0−1

N0!
a0(a

†
0 )N0 |0⟩ .
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ここで a0a
†

0 = a †
0 a0 + 1を繰り返し利用して，a0 を |0⟩の左隣まで移動させると

a0(a
†

0 )N0 |0⟩ = N0(a
†

0 )N0−1 |0⟩

となるから，

φ(x) |ϕ⟩ = ϕ

(
e−

1
2V |ϕ|2

∞∑
N0=1

(
√
V ϕ)N0−1

(N0 − 1)!
(a †

0 )N0−1 |0⟩

)
= ϕ |ϕ⟩ : (10.17)

を得る．

■⟨ϕ|ϕ⟩ = 1 と規格化されていることの確認 (式 (10.18),(10.21) に関連) 状態 (10.16) における指数の因子

X ≡
√
V (ϕa †

0 − ϕ∗a0)は反 Hermite性

X† =
√
V (ϕ∗a0 − ϕa †

0 ) = −X

を満たし，それ故 X†と交換するので，

eX
†
eX = eX

†+X = 1, ∴ ⟨ϕ|ϕ⟩ = ⟨0|eX†
eX |0⟩ = ⟨0|0⟩ = 1.

■式 (10.19)の確認 状態 e−iαQ̂ |ϕ⟩における φ(x)の固有値は，

φ(x)(e−iαQ̂ |ϕ⟩) = e−iαQ̂(eiαQ̂φ(x)e−iαQ̂) |ϕ⟩ = (e−iαϕ)(e−iαQ̂ |ϕ⟩) (∵ 式 (10.13), (10.17))

より e−iαϕなので，e−iαQ̂ |ϕ⟩ ∝ |e−iαϕ⟩:(10.19)と書ける．

■式 (10.20)の導出

X ≡
√
V (ϕa †

0 − ϕ∗a0), X ′† ≡
√
V (ϕ′

∗
a0 − ϕ′a †

0 )(≡ −X ′)

に対して，

[X ′†, X] = V (ϕ′
∗
ϕ[a0, a

†
0 ] + ϕ′ϕ∗[a †

0 , a0]) = V (ϕ′
∗
ϕ− ϕ′ϕ∗) = 2iV Im(ϕ′

∗
ϕ)

は c-数なので，X,X ′† と交換する．よって，

⟨ϕ′|ϕ⟩ = ⟨0|eX
′†
eX |0⟩ = ⟨0|eX

′†+X+ 1
2 [X

′†,X]|0⟩ = eiV Im(ϕ′∗ϕ) ⟨0|e
√
V {(ϕ−ϕ′)a †

0 −(ϕ∗−ϕ′∗)a0}|0⟩

=eiV Im(ϕ′∗ϕ) ⟨0|ϕ− ϕ′⟩ = eiV Im(ϕ′∗ϕ)e−
1
2 |ϕ−ϕ

′|2 : (10.20)

を得る (最後の等号では式 (10.16)最右辺に着眼する)．

■式 (10.23)について 空間の体積を Vol→ V と略記すると，

⟨R(x,x′)⟩ ≡ 1

V

∫
d3yR(x+ y,x′ + y) =

1

V

∫
d3y

∫
d3k

(2π)3
d3k′

(2π)3
e−i(k·(x+y)−k′·(x′+y)) ⟨Φ|a †

k ak′ |Φ⟩ .

ここで y-積分は，あらかじめ V =∞の極限を想定すると，Fourier積分として直ちに∫
d3ye−i(k−k′)·y = (2π)3δ3(k − k′)
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と分かる．有限の体積 V を想定しても，δ3(k − k′) =
δk,k′

(2π/L)3 に注意すれば，同じ結論∫
d3ye−i(k−k′)·y = V δk,k′ = (2π)3δ3(k − k′)

が得られる．このため，いすれにせよ

⟨R(x,x′)⟩ = 1

V

∫
d3k

(2π)3
d3k′

(2π)3
(2π)3δ3(k − k′)e−i(k·x−k′·x′) ⟨Φ|a †

k ak′ |Φ⟩

=
1

V

∫
d3k

(2π)3
e−ik·(x−x′) ⟨Φ|a †

k ak|Φ⟩

となる．このように教科書の式 (10.23)2行目には，係数 1/V を補う必要があると考えられる (そのとき，は

じめて式の次元も合う)．ここで最右辺の期待値は

⟨Φ|a †
k ak|Φ⟩ = V ⟨Φ|a †

n an|Φ⟩

と書き換えられ，係数 V は積分の前の 1/V と相殺する．よって運動量 kの粒子数を nk = ⟨Φ|a †
n an|Φ⟩とお

けば，式 (10.23)が得られる．教科書では nk を「運動量 k を持つ粒子の，単位体積あたりの密度」(p.135，

l.12)としているものの，式 (10.23)において nk は無次元でなければならないことが見て取れる．やはり nk

は数密度ではなく粒子数そのものであり，ここには Fermi系において対応する式 (9.29–30)のときと同じ用語

の混乱がある．

10.3　希薄な Bose気体

本節では相互作用を持つ Bose粒子系の簡単なモデルを扱う．

10.3.1　 Bogoliubov変換

第 1段落を引用する：

希薄な Bose気体のモデルは超流動 4Heのモデルとして，Bogoliubov (ボゴリューボフ)によって考

案された．これは現実の複雑なヘリウム液体を扱う際に必ずしも最良のモデルとは言えないが*22，物

理的に示唆に富む内容を含んでいる．このモデルは液体ヘリウムよりも，むしろ現在さかんに研究され

ているアルカリ金属原子気体の Bose凝縮に適したモデルであるかも知れない．

大きさが有限で，それ故，運動量が離散的な系を考える．このとき最低の φ0 モードを他のモードと区別す

ることが可能になる．µを化学ポテンシャル，λを小さなパラメーターとして，ハミルトニアンを

H =
∑
k

(
k2

2m
− µ

)
a †
k ak +

λ

2V

∑
k1,··· ,k4

δk1+k2,k3+k4a
†

k4
a †
k3
ak2ak1 (10.28)

と設定する．第 2項 (相互作用項)はデルタ関数的な斥力 λ
2 (φ

†φ)2 を (離散)運動量空間に移したものになっ

ている［9.2.4節「ゼロ音波」の項のノートと本稿次節を参照］．

相互作用がない系の基底状態 |Φ0⟩を式 (10.16)の |ϕ⟩で与える．ただし全粒子数 N のうち，k = 0の状態

を N0 個の粒子が占めていると仮定して，
ϕ =

√
N0/V

*22 主な問題点は，液体ヘリウムのモデルとしては，粒子間相互作用の与え方が適切でないことである (p.136脚注 1)．
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とおく．［このとき数密度の期待値は |ϕ|2 = N0/V．式 (10.16)の和をとられる N0 との混同に注意する．］こ

こで採用した基底 |Φ0⟩ = (式 (10.16))は ak |Φ0⟩ = 0 (k ̸= 0)を満たす．［相互作用が弱ければ］大多数の粒

子が k = 0の状態に入っているので，ハミルトニアン (10.28)の相互作用項 (HI で表す)において，運動量保

存則の因子 δk1+k2,k3+k4 に注意しつつ，次の項だけを考慮することにする．

• 衝突前の 2粒子の状態がともに k1 = k2 = 0，

または，衝突後の 2粒子の状態がともに k3 = k4 = 0 の項．

• 一方だけ k = 0でない粒子対の相互作用を表す項．

(k1 と k2，k3 と k4 のそれぞれ一方だけゼロとおく方法は 22 = 4通りある．)

このとき

HI ≈
λ

2V

a †
0 a

†
0 a0a0 +

∑
k ̸=0

{
4a †

k a
†

0 aka0 + a †
k a

†
−ka0a0 + a †

0 a
†

0 aka−k

} (10.29)

と近似される．さらに，|Φ0⟩に a †
k (k ̸= 0)を作用させて得られる状態に関しては，a0 と a †

0 をそれらの固有

値
√
N0 で置き換えることができる［本稿次節で補足］．すると

H ≈
∑
k ̸=0

(
k2

2m
− µ

)
a †
k ak − µN0 +

λ

2V

N 2
0 + 4N0

∑
k ̸=0

a †
k ak +N0

∑
k ̸=0

(a †
k a

†
−k − aka−k)

 (10.30)

となる．ここで上式 (10.30)の c-数の項 λ
2V N

2
0 − µN0 は，N0 の関数と見なすと，

λ

V
N0 = µ (19)

のときに最小になる．与えられた化学ポテンシャル µに対して，N0 は上式 (19)のように決まるものと仮定

しておく*23．条件 (19)を利用してハミルトニアンから N0 を消去すると，

H ≈
∑
k ̸=0

(ε(k) + µ) a †
k ak +

1

2
µ
∑
k ̸=0

(a †
k a

†
−k − aka−k) (10.31)

とまとめられる (ε(k) ≡ k2/2m)［式 (10.30)の c-数の項は落とした］．

ここで“Bogoliubov変換”

ak =bk cosh θ + b †
−k sinh θ,

a †
k =b−k sinh θ + b †

k cosh θ (10.32)

を施す．実数パラメーター θ(k)は，ハミルトニアン (10.31)が対角化される［b †
k bk の項だけで表される (式

(10.36))］ように，すぐ後で決定する．式 (10.32)より，新しい演算子 b †
k , bk も元の a †

k , ak と同じ生成・消

滅演算子の交換関係を満たすことが見て取れる［本稿次節で確認］．実は Bogoliubov変換はユニタリー変換

bk = UakU
−1 になっている［このとき交換関係が保持されるのは自明である］*24．対応して，新しい基底状

態は
|Φ⟩ = U |Φ0⟩ (10.38)

*23 この仮定は得られた結果 (10.38)を k = 0に対しても適用すると，E0 = 0となることから正当化される．もし運動量がゼロの励
起エネルギーがゼロでなければ，そのような粒子を加えたり取り除いたりして，基底状態のエネルギーを下げられることになって
しまう (p.138)．また 10.3.2節のモデルからも式 (10.43):ρ0 = φ†

cφc = µ/λが得られる．
*24 ユニタリー演算子 U の具体形はここでは必要ない．
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と定義すれば良い (このとき bk |Φ⟩ = 0が満たされる)．

さて，式 (10.32)を代入すると，ハミルトニアン (10.31)は

H ≈
∑
k ̸=0

[
b †
k bk {(ε(k) + µ) cosh 2θ + µ sinh 2θ}

+
1

2
(b †

k b
†

−k + bkb−k) {(ε(k) + µ) sinh 2θ + µ cosh 2θ}

]
(10.33)

と書き換えられる (正規順序化に伴う c-数は捨てた)［本稿次節で補足］．後ろの項が消えるように θを選ぶと，

(k ̸= 0に対して)

tanh 2θ(k) = − µ

ε(k) + µ
, (10.34)

i.e. cosh 2θ(k) =
ε(k) + µ√

(ε(k) + µ)
2 − µ2

, sinh 2θ(k) =
−µ√

(ε(k) + µ)
2 − µ2

(10.35)

であり，ハミルトニアン (10.33)は

H =
∑
k ̸=0

b †
k bk

√
(ε(k) + µ)

2 − µ2 (10.36)

と簡単になる．これは自由 Bose粒子系のハミルトニアンの形をしており，ここから新たに定義された個々の

Bose粒子のエネルギー

Ek =

√
(ε(k) + µ)

2 − µ2 (10.37)

が読み取れる．これは kが小さいとき，

Ek ≈［
√
2ε(k)µ = ］|k|

√
µ

m
= |k|

√
λρ0
m

(ρ0 ≡ N0/V : 数密度) (10.39)

［最後に式 (19)を利用した］となり，流体中の“音波”と同様，|k|に比例する*25．他方，大きな kでは分散

関係 (10.37)は通常の自由粒子のそれ Ek ≈ k2/2mに移行する．

長波長の固有状態を“音波” と捉えるのは，一見奇妙な感じがする．前章で見た Fermi粒子系では，

相互作用のない極限で単一電子に対応するような準粒子励起と，粒子-空孔対の集団的な挙動によるプ

ラズモンやゼロ音波のような音波的な励起の間には明確な区別があった．しかし Bose粒子系では両者

に本質的な区別がない．音波と 1粒子状態の分散関係は，徐々に互いの状態へと移行するように接続し

て，ひとつの分散曲線を形成している．この 2つの特性の融合は，粒子数を保存する U(1)対称性が自

発的に破れていることに関係がある．前章の Fermi粒子系における準粒子励起と集団励起は，電荷の

量子数によって区別できるものであった──電子的な準粒子は U(1)電荷 +1を持ち，集団の音波的な

モードの U(1)電荷は中性である．しかし Bose粒子系において U(1)対称性が破れていれば，励起は基

底状態との間で電荷をやり取りできるので，励起状態が電荷の固有状態にはならない．(p.139)

*25 10.3.3 節 (p.142) にあるように，実際のヘリウム液体に対する音速 c =
√
λρ0/m の測定値 230m/s とヘリウム原子の質量

m = 6.647× 10−27kg，液体ヘリウムの質量密度mρ0 = 145kg/m3 から，パラメーター λを決定できる．このとき治癒長［式
(10.79)］などは実測値に近い値が求まる．

102



我々のモデルでは，全粒子数は

N = ⟨Φ|a †
0 a0 +

∑
k ̸=0

a †
k ak|Φ⟩

=N0 +
∑
k ̸=0

sinh2 θ ⟨Φ|bkb †
k |Φ⟩ (∵ 式 (10.32))

=N0 +
1

2

∑
k ̸=0

{
ε+ µ√

(ε+ µ)2 − µ2
− 1

} (
sinh2 θ =

1

2
(cosh 2θ − 1)，式 (10.35)

)
(10.40)

と計算される．しかしこれではN0 に対する補正項が小さく［µ ∼ λ：小は θ(k)：小を意味する］，超流動 4He

では 8％程度の原子しか 1粒子基底状態に入らないという結果を正しく再現できない．そこで「次節でこれと

は別の方法を示すことにする」(最終文)［とあるものの，以降，第 10章において本質的に新しいモデルが導

入されることはない］．

10.3.1節について

■ハミルトニアン (10.28)の相互作用項について 式 (9.79)と同じデルタ関数型の斥力相互作用

HI =
λ

2

∫
d3x(φ†φ)2

を採用する．ここで式 (10.22)の箇所で用いた場の Fourier展開

φ(x) =

∫
d3k

(2π)3
ake

i(k·x−ε(k)t)

において，
√
V an → ak と再定義したことを思い出そう．以降，もとの交換関係 (10.3)を満たす無次元の an

を改めて ak と書くことにする．また積分
∫

d3k
(2π)3 を離散的な和

1
V

∑
k に置き換えると，場の展開は

φ(x) =
1√
V

∑
k

ake
i(k·x−ε(k)t)

となる．これを代入して，HI を運動量空間に移すと

HI =
λ

2V 2

∑
k1,··· ,k4

a †
k4
ak2a

†
k3
ak1

∫
d3xei(k1+k2−k3−k4)·xe−i{ε(k1)+ε(k2)−ε(k3)−ε(k4)}t

=
λ

2V

∑
k1,··· ,k4

δk1+k2,k3+k4
a †
k4
ak2

a †
k3
ak1

e−i{ε(k1)+ε(k2)−ε(k3)−ε(k4)}t

を得る．時間に依存する目障りな因子を (少なくとも見かけ上)消す 1つの方法は，

ake
−iε(k)t → ak(t) (Heisenberg描像の演算子)

と改めることである．この ak(t)もまた交換関係 (10.3)を満たす．さらに正規順序化を行う際に，ak2 と ak3

の入れ替えに伴って現れるおつりの項は

λ

2V

∑
k1,k4

δk1,k4a
†

k4
ak1 ∝

∑
k

a †
k ak

という形をとるので，ハミルトニアン (10.28)の第 1項に繰り込むことができる．以上より式 (10.28)の相互

作用項を得る．
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■「a0 と a †
0 をそれらの固有値

√
N0 で置き換えることができる」(p.137，l.6–7)について 式 (10.17)の導

出時に見出した関係
1√
V
a0 |ϕ⟩ = ϕ |ϕ⟩

より，状態 |Φ0⟩ = |ϕ⟩ (したがって状態 ak |Φ0⟩ (k ̸= 0))における a0 の固有値は
√
V ϕ =

√
N0 である．しか

し a †
0 の固有値は

√
N0 とは言えないと考えられる．ただし後の式 (10.40)のような期待値 ⟨Φ0|(· · · )|Φ0⟩だ

けを対象とする限り，上式の Hermite共役

⟨ϕ| a †
0 = ⟨ϕ|

√
N0

を根拠に a †
0 も

√
N0 に置き換えられる．

■b †
k , bk が調和振動子の交換関係を満たすことの確認 Bogoliubov変換 (10.32)は，第 2式で k → −kと置

き換えると， (
ak
a †
−k

)
=M(θ)

(
bk
b †
−k

)
, M(θ) ≡

(
cosh θ sinh θ
sinh θ cosh θ

)
とまとめられる．両辺に左から逆行列

M−1(θ) =

(
cosh θ − sinh θ
− sinh θ cosh θ

)
(=M(−θ))

(“逆回転”を表す)を掛けて b †
k , bk について逆に解くと，(

bk
b †
−k

)
=M−1(θ)

(
ak
a †
−k

)
, ∴

{
bk = ak cosh θ − a †

−k sinh θ

b †
k = −a−k sinh θ + a †

k cosh θ

となる．よって b †
k , bk もまた，調和振動子の交換関係

[bk, b
†

k ] = [ak, a
†

k ] cosh2 θ + [a †
−k, a−k] sinh

2 θ = cosh2 θ − sinh2 θ = 1, etc.

を満たす．

■式 (10.33)の導出 双曲線関数の“倍角公式”

cosh 2θ = cosh2 θ + sinh2 θ, sinh 2θ = 2 sinh θ cosh θ

を思い出しておく．さて，ハミルトニアン (10.31) の各項に Bogoliubov 変換の式 (10.32) を代入しよう．k

に関する和の下で k→ −kと置き換えて良いことに注意し，正規順序化を施すと，式 (10.31)の第 1項は

a †
k ak → b †

k bk(cosh
2 θ + sinh2 θ) + (b †

k b
†

−k + bkb−k) cosh θ sinh θ

=b †
k bk cosh 2θ +

1

2
(b †

k b
†

−k + bkb−k) sinh 2θ

と置き換えられる．第 2項についても同様に，

a †
k a

†
−k → b †

k bk 2 cosh θ sinh θ︸ ︷︷ ︸
sinh 2θ

+b †
k b

†
−k cosh

2 θ + bkb−k sinh
2 θ

∴ a †
k a

†
−k + h.c. → 2b †

k bk sinh 2θ + (b †
k b

†
−k + bkb−k) cosh 2θ

とすると，式 (10.33)を得る．
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10.3.2　場の方程式

note 文献 [2, pp.481–496]では自発的に対称性を破る簡単なモデルとして，複素Klein-Gordon場 φに λ|φ|4

型の相互作用を付け加えた，Goldstoneモデルを見た．本節では Goldstone モデルと同じ形のポテン

シャル (10.42):V (φ) = λ
2 |φ|

4 − µ|φ|2 を持つ，非相対論的 Bose粒子系を記述する Schrödinger場のモ

デルを取り上げる．

µを Bose粒子系の化学ポテンシャルとして，ラグランジアン密度を

L = φ†
(
i∂t +

1

2m
∇2 + µ

)
φ− λ

2
(φ†φ)2 (10.41)

と置く．この式のポテンシャル部分は

V (φ) =
λ

2
(φ†φ)2 − µφ†φ (10.42)

と表される［以上，本稿次節で補足］．

note するとエネルギー密度

H = πφ̇− L =
1

2m
|∇φ|2 + V (φ) (∵ π = iφ†)

(空間微分の項は式 (10.6)の形に戻した) が最小となるのは，φが空間的に一定で，かつ V (φ)の最小

を与える場合となる．以降の解析では時間的にも一定の定常解 φc を考える．

V (φ)を密度 ρ = φ†φについて平方完成すると

V (φ) =
λ

2

(
φ†φ− µ

λ

)2
− µ2

2λ
(10.42′)

となるので，これは φ†φ = µ/λにおいて最小となる［図 30参照］．よって

⟨φ⟩ = φc = eiθ
√
µ

λ
(10.43)

の定常解が予想される［前節の仮定 (19):λρ0 = µと整合］．一般性を失うことなく，簡単のために任意の実数

θをゼロとおく．

定常解 φ = φc からの小さなズレ η の振舞いを近似的に調べよう．η について線形な場の方程式を得るため

に，V (φ)の式 (10.42′)に φ = φc + η を代入して，η の 2次まで正確に計算すると，

V (φ) = µη†η +
µ

2
ηη +

µ

2
η†η† +O(η3) + const. (10.44)

となる［本稿次節で補足］．µ = λρ0 において ρ0 は凝縮体の粒子密度を表すので，これらの項は図 31のよう

な η 場と凝縮体の相互作用を表すダイヤグラムに対応する．このときラグランジアン密度 (10.41)から運動方

程式

i∂tη =− 1

2m
∇2η + µη + µη†,

−i∂tη† =−
1

2m
∇2η† + µη† + µη (10.45)
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図 30 ポテンシャル (10.42):V (φ) = λ
2
|φ|4 − µ|φ|2 の概形

図 31 粒子と凝縮体の相互作用項 (10.44)を表すダイヤグラム［時間は上向き］

が導かれる［本稿次節で導出］．

分散関係を求めるにあたって，平面波解

η = aei(k·x−ωt) + b†e−i(k·x−ωt) (10.46)

を考える．

note η は複素場なので，独立な係数 a, b† を充てた．ただしこれらは異なる 2種類の粒子の生成・消滅演算

子に対応するのではなく，単一種類の粒子に対する異なるモードの演算子に対応する．

平面波解 (10.46)を式 (10.45)に代入すると，(
k2

2m − ω + µ µ

µ k2

2m + ω + µ

)(
a
b

)
= 0 (10.47)

が得られる［本稿次節で導出］．ここで［常套的に非自明な解 (a, b) ̸= (0, 0)を考えて］行列式をゼロとおく

と，再び式 (10.37)と同じ分散関係

ω2 =

(
k2

2m
+ µ

)2

− µ2 (10.48)

が導かれる．このとき式 (10.47)から決まる a, bに対して，平面波解 (10.45)は φが複素 φ平面において φc

周りに楕円運動を行うことを意味する．
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10.3.2節について

■ラグランジアン密度 (10.41)とポテンシャル部分 (10.42)について Schrödinger方程式を導くラグランジ

アン密度 (10.6):

L = iφ†∂tφ−
1

2m
|∇φ|2 − φ†V (x)φ

と比べると，作用積分の下での部分積分を念頭に，空間微分の項を

|∇φ|2 = (∂kφ
†)(∂kφ) → −φ†∂k∂kφ = φ†∇2φ

と書き換えてある．また 1粒子系のポテンシャルを

V (x) =
λ

2
φ†φ− µ

と置いてある (場のポテンシャル密度 (10.42):V (φ) = φ†V (x)φとの混同に注意)．この第 1項は前節でも見

たデルタ関数型の斥力相互作用

LI = −
λ

2
(φ†φ)2 = −HI

である．

■V (φ)の式 (10.44)の確認 教科書の式変形を補足しつつまとめる．φ = φc + η を V (φ)の式 (10.42′)に代

入すると，

V (φ) =
λ

2

(
φ†φ− φ†

cφc

)2 − µ2

2λ

=
λ

2

(
(φ†

c + η†)(φc + η)− φ†
cφc

)2 − µ2

2λ

=
λ

2

(√
µ

λ
η +

√
µ

λ
η† + η†η

)2

− µ2

2λ

=
µ

2
(ηη + η†η† + ηη† + η†η) +O(η3) + const.

=µη†η +
µ

2
ηη +

µ

2
η†η† +O(η3) + const. : (10.44)

を得る．ただし第 3の等号では φc =
√
µ/λが実の c-数であることに注意した．また最後の等号では，正準

交換関係 (10.5):

δ3(x− x′) = [φ(x), φ†(x′)] = [φc + η(x), φc + η†(x′)] = [η(x), η†(x′)] (x0 = x′
0
)

(これは 10.3.3節の式 (10.49)である)より，ηη† = η†η + const.となることにも注意した (この付加的な定数

は無限大)．

■運動方程式 (10.45)の導出 改めてラグランジアン密度 (10.41):

L = (φc + η†)i∂tη −
1

2m
(∂kη

†)(∂kη)− V (φ), V (φ) = (式 (10.44))

(空間微分の項を式 (10.6)の形に戻した) に対して，Euler-Lagrange方程式を書き下す．η と η† を独立な場

と見なすと，
∂L

∂(∂tη)
= i(φc + η†),

∂L
∂(∂kη)

= − 1

2m
∂kη

†,
∂L
∂η

= −µ(η + η†)
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より，η 場に対する運動方程式は，

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µη)
− ∂L
∂η

= i∂tη
† − 1

2m
∇2η† + µ(η + η†)

となる．これは式 (10.45)の第 2式である．また

∂L
∂(∂tη†)

= 0,
∂L

∂(∂kη†)
= − 1

2m
∂kη,

∂L
∂η†

= i∂tη − µ(η + η†)

より，η† 場に対する運動方程式は，

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µη†)
− ∂L
∂η†

= − 1

2m
∇2η − i∂tη + µ(η + η†)

となる．これは式 (10.45)の第 1式である．もっとも，こちらの η† に関する場の方程式を書き下すだけなら

ば，ラグランジアン密度の空間微分の項を式 (10.41)の形に書いておいた方が便利である．なお，式 (10.45)

の 2式は互いに Hermite共役の関係にあることが見て取れる．

■式 (10.47)の導出 平面波解 (10.46)を運動方程式 (10.45)の第 1式に代入すると，

ωae−ik·x − ωb†eik·x =

(
k2

2m
+ µ

)
(ae−ik·x + b†eik·x) + µ(a†eik·x + be−ik·x),

∴
{(

k2

2m
− ω + µ

)
a+ µb

}
e−ik·x +

{(
k2

2m
+ ω + µ

)
b† + µa†

}
eik·x = 0

を得る．あらかじめ予期されるように，式 (10.45)の第 2式からは上式の Hermite共役が得られるだけであ

る．上式が任意の x に対して成り立つことを要求して，e∓k·x の係数をそれぞれゼロとおくと式 (10.47) を

得る．

10.3.3　量子化

η 場に正準交換関係
[η(x), η†(x′)]t=t′ = δ3(x− x′) (10.49)

［式 (10.44)の導出時に確認済み］を課して，量子化を行う．伝播関数を

⟨Φ|T{η†(x)η(x)}|Φ⟩ = ⟨η†η⟩ (10.50)

などと略記すると，運動量空間に移した伝播関数は(
⟨ηη†⟩ ⟨η†η†⟩
⟨ηη⟩ ⟨η†η⟩

)
=

−i
(ε+ µ)2 − µ2 − ω2

(
ε+ ω + µ −µ
−µ ε− ω + µ

)
(10.51)

と表される．［導出は本稿次節．左辺において対角成分を入れ替え，右辺に位相因子 −iを補った (実際このと

きはじめて後の式 (10.54)が導かれる)．］⟨η†η†⟩や ⟨ηη⟩もゼロでない値を持つのは，ポテンシャル (10.44)で

記述される「凝縮体との相互作用によって η と η† が混合するからである」(p.141下から 4,3行)．

［本稿のように訂正した］伝播関数 (10.51)に対して，最低次の補正を含めた粒子数密度は

⟨ρ⟩ = |φc|2 + ⟨η†η⟩ = |φc|2 +
∫

d3k

(2π)3
1

2

{
ε+ µ√

(ε+ µ)2 − µ2
− 1

}
(10.54)

と計算される［係数 1/2を補った，導出は本稿次節］．これは式 (10.40)と一致している［
∫

d3k
(2π)3 →

1
V

∑
k

と読み替える］．
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10.3.3節について

■運動量空間の伝播関数 (10.51)の導出 正準交換関係 (10.49)より，η場の Fourier係数 aη(k)もまた生成・

消滅演算子になるというのは正しい．しかしながら，固体中の電子に対する伝播関数の計算 (9.24–25)と同様

に，η 場の Fourier展開を用いて伝播関数の計算を試みると，φ粒子系の基底状態 |Φ⟩に関する行列要素

⟨ϕ|aη(k)a†η(k′)|Φ⟩ , ⟨ϕ|a†η(k)a†η(k′)|Φ⟩ , ⟨ϕ|aη(k)aη(k′)|Φ⟩ , ⟨ϕ|a†η(k)aη(k′)|Φ⟩

が非自明であるという困難に直面する．そこで以下では，求める運動量空間の伝播関数は「式 (10.47)の行列

の逆行列を構成する」(p.141下から 3,2行)ことを説明するというアプローチを採用する．場の方程式 (10.45)

より，x ̸= x′ に対して

i∂t ⟨η†(x)η(x′)⟩ =
1

2m
∇2 ⟨η†(x)η(x′)⟩ − µ ⟨η†(x)η(x′)⟩ − µ ⟨η(x)η(x′)⟩ ,

i∂t ⟨η†(x)η†(x′)⟩ =
1

2m
∇2 ⟨η†(x)η†(x′)⟩ − µ ⟨η†(x)η†(x′)⟩ − µ ⟨η(x)η†(x′)⟩ ,

i∂t ⟨η(x)η(x′)⟩ =−
1

2m
∇2 ⟨η(x)η(x′)⟩+ µ ⟨η(x)η(x′)⟩+ µ ⟨η†(x)η(x′)⟩ ,

i∂t ⟨η(x)η†(x′)⟩ =−
1

2m
∇2 ⟨η(x)η†(x′)⟩+ µ ⟨η(x)η†(x′)⟩+ µ ⟨η†(x)η†(x′)⟩

となる (微分はいずれも時空点 xに作用)．ここで電子の Green関数の満たす式 (9.22)と同様に，x = x′ に

おいてゼロにならない項として，第 1式の右辺に −iδ4(x− x′)を，第 4式の右辺に +iδ4(x− x′)を付け加え
よう．その上で 4式の両辺を運動量空間に移す．その際，⟨η†(x)η(x′)⟩ , etc.を差 (x− x′)の関数と仮定して，
あるいは基準点 x′ = 0を固定して，差 (x − x′) (または変数 x)に関する Fourier変換 ⟨η†η⟩ (k)を定義する
と，ε(k) = k2/2mとして

ω ⟨η†η⟩ =− ε(k) ⟨η†η⟩ − µ ⟨η†η⟩ − µ ⟨ηη⟩ − i,

ω ⟨η†η†⟩ =− ε(k) ⟨η†η†⟩ − µ ⟨η†η†⟩ − µ ⟨ηη†⟩ ,

ω ⟨ηη⟩ =ε(k) ⟨ηη⟩+ µ ⟨ηη⟩+ µ ⟨η†η⟩ ,

ω ⟨ηη†⟩ =ε(k) ⟨ηη†⟩+ µ ⟨ηη†⟩+ µ ⟨η†η†⟩+ i

となる．第 1式と第 3式，第 2式と第 4式はそれぞれ(
ε(k)− ω + µ µ

µ ε(k) + ω + µ

)(
⟨ηη⟩
⟨η†η⟩

)
= −i

(
0
1

)
,

(
ε(k)− ω + µ µ

µ ε(k) + ω + µ

)(
⟨ηη†⟩
⟨η†η†⟩

)
= −i

(
1
0

)
とまとめられる．さらに列ベクトルを並べて，(

ε(k)− ω + µ µ
µ ε(k) + ω + µ

)(
⟨ηη†⟩ ⟨ηη⟩
⟨η†η†⟩ ⟨η†η⟩

)
= −i

(
1 0
0 1

)
と書ける．これを伝播関数について解くと，(
⟨ηη†⟩ ⟨ηη⟩
⟨η†η†⟩ ⟨η†η⟩

)
= −i

(
ε(k)− ω + µ µ

µ ε(k) + ω + µ

)−1

=
−i

(ε(k) + µ)2 − µ2 − ω2

(
ε(k) + ω + µ −µ

−µ ε(k)− ω + µ

)
となる．これは式 (10.51)に他ならない．
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備考 時間順序化の定義では，Bose 粒子場は互いに交換するものとして扱われるので，⟨η(x)η†(x′)⟩ と
⟨η†(x)η(x′)⟩は互いに引数 x, x′ を入れ替えた関係にある．すると

⟨η(x)η†(x′)⟩ =
∫

d4k

(2π)4
⟨ηη†⟩ (k)e−ik·(x−x

′)

⇒ ⟨η†(x)η(x′)⟩ =
∫

d4k

(2π)4
⟨ηη†⟩ (k)e+ik·(x−x

′) =

∫
d4k

(2π)4
⟨ηη†⟩ (−k)e−ik·(x−x

′)

となり，
⟨η†η⟩ (k) = ⟨ηη†⟩ (−k)

の関係が見出される．式 (10.51)はこの条件を満たしている．

■粒子数密度 (10.54)の導出 分散関係 (10.48)を満たす振動数を ω(k)と書くと (ε(k) = k2/2mとの混同に

注意)，運動量空間の伝播関数 (10.51)の分母は (ω(k)− ω)(ω(k) + ω)と書ける．そこで Feynman伝播関数

を得るために分母に +iϵを加えて，極を ω = ±ω(k)∓ iϵ′ にずらそう．このとき伝播関数 (10.51)を実空間に

戻す Fourier積分

⟨η(x)η†(x′)⟩ = −i
∫

d3kdω

(2π)4
ε(k) + ω + µ

(ω(k)− ω)(ω(k) + ω) + iϵ
ei{k·(x−x′)−ω(t−t′)}

を，教科書 p.142のようにWick回転 (5.3.1節)を用いて書き換えられる．しかし本稿では素直に，これを留

数定理で評価しよう．すると，

⟨η(x)η†(x′)⟩ =(−i) · i
∫

d3k

(2π)3
eik·(x−x′){θ(t− t′)Res[ω(k)] + θ(t′ − t)Res[−ω(k)]}

=

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−x′)

{
θ(t− t′)ε(k) + ω(k) + µ

2ω(k)
e−iω(k(t−t

′) + θ(t′ − t)ε(k)− ω(k) + µ

2ω(k)
eiω(k(t

′−t)
}

となる．これこそは式 (10.51)の確認の際，場の Fourier展開と正準交換関係に基づく直接的な導出を断念し

た結果である．ここで x = x′ とおき，また時間差を t′ − t = τ → +0とすると，粒子数密度 (10.54)におけ

る補正項

⟨Φ|η†(x)η(x)|Φ⟩ =
∫

d3k

(2π)3
1

2

(
ε(k) + µ

ω(k)
− 1

)
を得る．

10.3.4　超流動の Landau臨界条件

Landauは超流動状態にある流体中を運動する巨視的物体 (質量M)が，フォノンを生成することで流体か

ら抵抗力を受けるための，物体の速度 V の臨界値を論じている．図 32 のように物体が流体中に運動量 ki，

エネルギー ω(ki)のフォノン (i = 1, 2, · · · )を励起するとき，物体が失うエネルギーと運動量はそれぞれ

δE = −
∑
i

ω(ki), δk = −
∑
i

ki (10.56)

であり，これらの間には

δE = δk · V +O

(
1

M

)
(10.55)

の関係がある［本稿次節で補足］．ところで，例えば実際のヘリウムにおける音波の分散曲線は，図 33bのよう

に“ロトンの極小点”(roton minimum)と呼ばれる極小を持つ．［そしてロトンの極小点への正接を ω = v0k
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図 32 流体中を移動する物体からのフォノンの放出

図 33 a) 希薄な Bose 粒子気体モデルにおける励起の分散曲線 (式 (10.37),(10.48))．b) 実際の超流動
4Heにおける音波の分散曲線 (破線 ω = v0k はロトンの極小点への正接)．

とすると，常に ω/k ≥ v0 が成立していることが読み取れる．］そこでフォノンの位相速度はゼロでない下限

v0 = inf
(
ω(k)
|k|

)
を持つと仮定する：

ω(k)

|k|
≥ v0. (10.57)

以上より

|δk||V | ≥ |δk · V | = |δE| =
∑
i

ω(ki) ≥ v0
∑
i

|ki| ≥ v0

∣∣∣∣∣∑
i

ki

∣∣∣∣∣ = v0|δk| (10.58)

が成り立つことになる．したがってフォノンの生成に伴う散逸・抵抗力が生じるためには，物体は充分大きな

速度
|V | ≥ v0

を持たねばならない．［物体の静止系に移れば，これは流体に散逸・抵抗が生じない超流動の条件 |V | < v0 を

与えると考えられる．］

この Landau の臨界条件を古典的な見地から解釈しよう．経験的によく知られているように，船が波を立

てて進むとき，波は船とともに並進する (船の進行方向に関する波の位相速度の成分は，船自身の速度と等し
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い)*26．Landau臨界条件 |V | ≥ v0 は，物体の速度に一致する位相速度を持つ音波が存在するための条件と

なっている［実際この条件が破られると，常に (位相速度) ≥ v0 > |V |となる］．
しかしながら Landauによる臨界条件は，実際の臨界速度の実測値をうまく説明できない．

Landau の議論の問題点は，フォノンを超流体における唯一の低エネルギー励起と考えたことであ

る．次節［10.4.2節］で見るように，実際には渦糸が関与する別の種類の励起も存在する．流体中を移

動する物体が渦糸を生成したり，既に存在する渦糸を物体が引き伸ばしたり，もつれさせたりする過程

も，物体の運動エネルギーを消耗させる抵抗力の原因となるのである．(最終段落 (p.144))

10.3.4節について

■式 (10.55)の確認

δE =
1

2
M

{
V 2 −

(
V − δk

M

)2
}

= V · δk − (δk)2

2M

による．δE = 1
2M {(MV )2 − (MV − δk)2}と立式しても同じことである．

10.3.5　常流体と超流体の密度

凝縮体に流れがあるときのフォノンの分散関係を見出すために，Galilei変換によってエネルギーと運動量

がどのように変換するかを調べよう．流体の静止系において，図 34のように速度 v で入射した質量 mの外

部物体 (たとえば中性子)が，流体に衝撃を与えてフォノンを生成し，速度 v′ になる過程を考える．このとき

生成されるフォノンのエネルギーと運動量は，それぞれ

E =
1

2
mv2 − 1

2
m(v′)2, p = m(v − v′)

である．流体が速度 V を持つ座標系に移ると，フォノンの運動量

m ((v + V )− (v′ + V )) = m(v − v′) = p (10.60)

は変わらず，エネルギーは

Ẽ(p) =
1

2
m|v + V |2 − 1

2
m|v′ + V |2 = E(p) +m(v − v′) · V (10.59)

=E(p) + p · V (10.61)

となる．この変換則は Dopplerシフト

ω(k) → ω̃(k) = ω(k) + k · V (10.62)

としても理解できる．

note 既に (流体の静止系で)分散関係を調べたように，フォノンのエネルギーは一般には E(p) = p2/2mと

表せない．そこで中性子のエネルギー変化として，間接的にフォノンのエネルギーを調べている．式

(10.59–61)は等価的に，文献 [12, pp.19–21]で調べたエネルギー・運動量の Galilei変換の公式を中性

子に適用し，その変化量をとっても得られる．

*26 このことは，媒質中を一定の速度で進む物体からの，波の放射現象に関して常に成立する．
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図 34 粒子の散乱とフォノンの生成

Dopplerシフト (10.62)に関しては，x方向への速度 −V で等速推進する座標系への Lorentz変換

ω̃(k) =
ω(k) + kxV√
1− (V/c)2

の非相対論的極限をとって得られる．単に空間内で座標軸を回転させる際には，振動数は変わらない．

教科書 pp.145–146から引用：

この変換則は，有限温度［T ̸= 0］において重要な結果を導く．［超流動の典型的な設定として，］毛

細管の中を流れる Bose流体を考えよう．熱励起されたフォノンは，管の壁の散乱を受けて平衡状態に

戻る［そこで平衡分布 (B-E分布 (10.64))を考える］．流れと同じ方向のフォノンは，流れと反対向き

のフォノンよりも高いエネルギーを持つので［式 (10.61–62)］，反対向きのフォノンの方が多く発生し，

これによって流体の全運動量は下がる［式 (10.67)］．

実際，温度 T での Bose分布関数

nβ(ω) =
1

eβ(ℏω) − 1
, β ≡ 1

kBT
(10.64)

［以降 ℏを明示する］を用いて，フォノンの運動量密度は

Pphonon =

∫
d3k

(2π)3
(ℏk)nβ (ω(k) + k · V ) (10.63)

と表される．［
∫

d3k
(2π)3 →

1
(Vol)

∑
k と読み替えれば，意味を取れる．対称性から期待されるように，V = 0で

あれば式 (10.63)は奇関数の積分となり，Pphonon = 0となる．よって］小さな V に対して

Pphonon =

∫
d3k

(2π)3
(ℏk)(k · V )

∂nβ
∂ω

= −ρnV , (10.65)

ρn(T ) ≡−
ℏ
3

∫
d3k

(2π)3
k2
∂nβ
∂ω

(> 0)

(
∵ ∂nβ

∂ω
< 0

)
(10.66)

となる［式 (10.65)第 2の等号を本稿次節で確認］．したがって流れに伴う全運動量［密度］は，

Ptot =ρV − ρnV ≡ ρsV , (10.67)

ρs ≡ρ− ρn :“超流動質量密度”(superfluid mass density)
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［ρは凝縮体の質量密度］で与えられる (ここでは ρは数密度ではないことに注意)．ここで“超流動速度”vs

は，背景となる凝縮体の速度 V として定義される．このとき運動量密度 (10.67)は，この速度で運ばれる質

量の流れの密度
j = ρsvs (10.68)

に一致する．

管壁自体が速度 vn で動く場合には，フォノンの運動量密度 (10.65)は「流体が局所的に平衡状態にあると

見なせる座標系」(p.146下 2行)での流体の速度 (vs − vn)を用いて，

Pphonon = −ρn(vs − vn) (10.69)

と置き換える［負号を補った，フォノンの運動量の不変性 (10.60)にも注意］．すると［全運動量密度は，した

がって］質量の流れの密度は
j = ρvs − ρn(vs − vn) = ρsvs + ρnvn (10.70)

となる［もちろん vn = 0とおけば式 (10.68)に戻る］．この式は超流動を担う密度 ρs の項と，密度 ρn の“常

流動成分”(normal component)から成ると解釈され，Tisza (ティサ)，Londonおよび Landauによる“2流

体モデル”の基礎となる．ここで管壁の速度 vn をフォノンの平均速度と誤解してはならない (実際 vn = 0で

あってもフォノンの運動量密度 (10.65) ̸= 0)．［また超流動質量密度 ρs ≡ ρ − ρn にも，既にフォノンの寄与
ρn が含まれている．］

10.3.5節について

■式 (10.65)第 2の等号について 式 (10.65)の第 a成分をとって

Pa =

(
ℏ
∫

d3k

(2π)3
kakb

∂nβ
∂ω

)
Vb

と書こう (a, b = 1, 2, 3)．微分係数 ∂nβ

∂ω は ω = ω(k)で評価されており，kに関して偶関数であることに注意

すると*27，Vb に掛かる積分は δab に比例する．比例係数は，a = bとおいて縮約したときに正しい関係が再

現されるように定めれば良い．すると

ℏ
∫

d3k

(2π)3
kakb

∂nβ
∂ω

=

(
ℏ
3

∫
d3k

(2π)3
k2
∂nβ
∂ω

)
δab

となるので，

Pa =

(
ℏ
3

∫
d3k

(2π)3
k2
∂nβ
∂ω

)
Va

を得る．よって式 (10.65)第 2の等号が示された．

10.4　荷電 Bose粒子系

10.4.1　 Gross-Pitaevskii方程式

ラグランジアン密度 (10.41)から導かれる非線形の Schrödinger方程式は“Gross-Pitaevskii (グロス-ピタ

エフスキー)方程式”と呼ばれ，超流動状態にある凝縮体のモデルとしてしばしば用いられる．電荷 e［素電荷

*27 実際このとき既に言及したように，式 (10.63)において V = 0ならば Pphonon = 0となることが保証される．
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とは無関係 (一般の電荷 qの意味)］を持ち，電磁場と相互作用する Bose粒子系に対しては，Gross-Pitaevskii

方程式は

iℏ(∂t − ieA0/ℏ)φ = − ℏ2

2m

3∑
a=1

(∂a − ieAa/ℏ)2φ+ λ(|φ|2 − ρ0)φ (10.71)

と一般化される (ℏを明示した) ［本稿次節で導出，ラグランジアン密度 (10.41)から直接導かれるのは e = 0

と置いた式］．ここで粒子流密度

j =
ℏ

2mi
(φ∗(∇− ieA/ℏ)φ− ((∇+ ieA/ℏ)φ∗)φ) (10.72)

を定義する［本稿次節で補足］．さらに［粒子数密度 (質量密度ではない)］ρ = |φ|2 を用いて j = ρv と書き，

速度場 v を定義する．このとき φ =
√
ρeiθ と書くと (これを“Madelung (マーデルング)変換”という)，

v =
ℏ
m
(∇θ − eA/ℏ) (10.73)

と表される［本稿次節で補足］．

すると φが渦糸による特異性を持たない場合には，“渦度ベクトル”

ω ≡∇× v = − e

m
∇×A = −eB

m

はゲージ場B から完全に決定されることになる．上式を

mω + eB = 0 (10.74)

と書き換えておく．

いずれにせよ，ここから中性 Bose流体［e = 0］は必然的に“非回転的運動”［渦無し運動 (ω = 0)］を行

うことになる．このとき圧縮性を無視できる低速では，［流体力学で学んだように [17, p.73]，流体中の物体に

は］抵抗力が働かない (D’Alembertのパラドックス)．

一方，電荷 Bose流体に対して，式 (10.74)は“Meissner (マイスナー)効果”［超流体の内部に磁場が侵入

しないこと］をもたらす．実際，Maxwell方程式∇×B = ej［定常的な場を考え変位電流の項を落とした］

と j = ρvs を式 (10.74)に適用すると，

∇2B − 1

Λ2
B = 0, Λ ≡

(
e2ρ

m

)−1/2

: London (ロンドン)侵入長 (10.75)

が得られる［本稿次節で確認］．これは磁束の遮蔽効果 (Meissner効果)を含意する．［1次元的な解B ∼ e±x/Λ

は，磁場が超流体の内部に長さ Λ程度までしか侵入できないことを意味する．］式 (10.74)にも London侵入

長 Λにも ℏは含まれないことに注意する．

圧縮性の流体が電荷を持っていれば，静電場の遮蔽も可能である．Meissner効果と Debye遮蔽の組

み合わせによって，流体中の光子［電磁場の量子］には有効質量が付与される［Debye遮蔽は電子系の

Coulomb 伝播関数 (9.55) の質量項 k 2
0 をもたらしたことから類推］．これは“Higgs-Kibble (ヒッグ

ス-キブル)機構”の，非相対論系における実例である．(最終段落 (p.148))
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10.4.1節について

■Gross-Pitaevskii方程式 (10.71)の導出 古典的極限 ℏ→ 0が見やすいように ℏを明示すると，ラグランジ
アン密度 (10.41)は

L = φ†
(
iℏ∂t +

ℏ2

2m
∇2 + µ

)
φ− λ

2
(φ†φ)2

となるので，Euler-Langange方程式は

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µφ†)
− ∂L
∂φ† = − ∂L

∂φ† = −
(
iℏ∂t +

ℏ2

2m
∇2 + µ

)
φ+ λ(φ†φ)φ,

∴ iℏ∂tφ = − ℏ2

2m
∇2φ− µφ+ λ(φ†φ)φ

を与える．このように φ†に関する場の方程式を書き下すには，ラグランジアン密度の空間微分の項は式 (10.6)

の形 (∂aφ
†)(∂aφ) よりも，上式のように書いておく方が便利である．ここでこれまで通り µ = ρ0λ:(19) と

設定し，また Pµ を正準運動量として，電磁場との相互作用がある場合への粒子の力学的運動量の変更 (極小

置換)
Pµ → Pµ − eAµ i.e. iℏ∂µ → iℏ∂µ − eAµ

(ただし ℏとは対照的に cは明示しない*28)を施すと，Gross-Pitaevskii方程式 (10.71)が得られる．

■粒子数流束 (10.72)について これは確率と粒子数という解釈の違いを除けば，文献 [13, p.177]で見た，確

率の流れの密度 (2.6.31):

j =
ℏ
m
Im(φ∗∇φ)− e

ℏ
A|φ|2 =

ℏ
2mi

(
φ∗∇φ− φ∇φ∗ − 2ie

ℏ
A|φ|2

)
と全く同じ表式である．粒子数流束を式 (10.72)のように同定したことは，Gross-Pitaevskii方程式 (10.71)

のように，Schrödinger方程式が場 φ自身に依存するポテンシャルの項 (λの項)を持つ場合にも，連続の式

(10.81):
∂tρ+∇ · j = 0

が満たされることから正当化される．以下では Schrödinger 方程式から連続の式を導出する作業を，Gross-

Pitaevskii方程式 (10.71):

iℏ∂tφ =− eA0φ−
ℏ2

2m

(
∇− ie

ℏ
A

)2

φ+ λ(|φ|2 − ρ0)φ

=− eA0φ−
ℏ2

2m

{
∇2φ− ie

ℏ
(∇ ·A)φ− 2ie

ℏ
A ·∇φ−

(
eA

ℏ

)2

φ

}
+ λ(|φ|2 − ρ0)φ

*28 cを明示すると Pµ → Pµ − e
c
Aµ．
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に対して改めてやり直そう．上式に左から φ∗ を掛けた式と，その複素共役を辺々引くと，λに関する項は相

殺し，荷電粒子に対する Schrödinger方程式の場合と同様に，連続の式

∂tρ =φ∗∂tφ− φ∂tφ∗

=− ℏ
2im

[
(φ∗∇2φ− φ∇2φ∗)− 2ie

ℏ
(∇ ·A)|φ|2 − 2ie

ℏ
{φ∗(∇ ·A)φ− φ(∇ ·A)φ∗}

]
=− ℏ

2im
∇ ·

{
(φ∗∇φ− φ∇φ∗)− 2ie

ℏ
Aφ∗φ

}
=−∇ · j

が導かれる．

■速度場 (10.73)について Madelung変換 φ =
√
ρeiθ において位相を θ = S/ℏと書くと，S は (古典的極限

で)作用 (Hamilton主関数)になる．これを粒子数流束 (10.72)に代入すると

j = ρv, v ≡ 1

m
(∇S − eA) : (10.73)

と書けることは，文献 [13, p.177]の式 (2.6.33)において既に確認済みである．ここで (∇S − eA)は力学的

運動量なので，v を速度と見なすのは理に適っている．ただし 1粒子系の量子力学の文脈では，v(x, t)はあ

くまで確率分布の流体的な速度であり (∵ j = ρv)，これを各位置 xごとに定まった粒子の速度と解釈するの

は，不確定 (性)原理に反する [13, p.138]．

■「……電荷を持つ圧縮性流体の運動方程式が得られる」(式 (10.71) 下 2 行) について 10.4.3 節の Euler

方程式 (10.82) を指すと考えられる．我々は既に式 (10.73) の v が，粒子数分布の流体的な速度場の適正な

表式であることを納得しており，流体の運動方程式の導出に取り組める段階に達している．基本的な方針は，

Schrödinger方程式から古典的な Hamilton-Jacobi方程式を導く過程を，Gross-Pitaevskii方程式 (10.71)に

対してやり直すことである．φ =
√
ρeiS/ℏ を式 (10.71)に代入し，各項の共通因子 eiS/ℏ を落とすと

iℏ∂t
√
ρ− (∂tS)

√
ρ =− eA0

√
ρ− ℏ2

2m

{
(∇2√ρ) + (∇√ρ) ·

(
i∇S

ℏ

)
+
√
ρ
i∇2S

ℏ
+
√
ρ

(
i∇S

ℏ

)2

− ie

ℏ
(∇ ·A)

√
ρ− 2ie

ℏ
A ·

(
(∇√ρ) +√ρi∇S

ℏ

)
−
(
eA

ℏ

)2√
ρ

}
+ λ(ρ− ρ0)

√
ρ

となる*29．この式の実部を拾い集め，各項を
√
ρで割ると，

−∂tS =− eA0 −
ℏ2

2m

{
∇2√ρ
√
ρ

+

(
i∇S

ℏ

)2

+
2e

ℏ2
A ·∇S −

(
eA

ℏ

)2
}

+ λ(ρ− ρ0)

=− eA0 +
1

2m
(∇S − eA)2 + ζ,

ζ ≡λ(ρ− ρ0)−
ℏ2

2m

∇2√ρ
√
ρ

: (10.83)

を得る*30．古典的極限 ℏ→ 0で生き残る項は全て，この実部の中に含まれていることに注意しよう．付加的

な項 ζ (λに比例する項と，ℏを含む量子力学的な項から成る)を除けば，これは非相対論的な荷電粒子に対す

る，馴染みある Hamilton-Jacobi方程式である [6, p.52]．

*29
√
ρの微分を実行する必要はない．また Leibnizの公式 (uv)′′ = u′′v + 2u′v′ + uv′′ が有用である．

*30 他方，虚部からは再び連続の式 (10.81)が得られる (教科書 p.150)．
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さて，ここから運動方程式を導く．上式両辺の勾配∇をとり，定義式 (10.73):v = (∇S − eA)/mを用い

て S を消去すると，
−m∂t(v + eA) = −e∇A0 +

m

2
∇v2 −∇ζ

を得る．ここで電磁場の定義より

E =−∇A0 − ∂tA,

∇v2 =2(v ·∇)v + 2v × (∇× v) = 2(v ·∇)v +
2

m
v × {∇× (∇S − eA)} = 2(v ·∇)v − 2

m
ev ×B

となることを利用して整理すると*31，運動方程式 (10.82):

m{∂tv + (v ·∇)v} = e(E + v ×B)−∇ζ

を得る．

• 左辺における Lagrange微分 (物質微分)の項 {· · · }は，速度 v を持つ粒子の加速度に他ならず，

• 右辺は 1個の粒子に働く力を与えている．

ここで Lorentz力に対する付加的な力

−∇ζ = −∇
(
λ(ρ− ρ0)−

ℏ2

2m

∇2√ρ
√
ρ

)
の第 1項 (λの項)は，数密度の高い側から低い側へ働き，数密度を平均値 ρ0 に復元させる力となっている．

このことは λに比例する力が，デルタ関数的な斥力相互作用 (点状の剛体球の衝突)に由来することを考えれ

ば，理に適っている．運動方程式 (10.82)を流体方程式と解釈するには，両辺に数密度 ρを掛ける方が正確で

ある．このとき

• 左辺において質量密度 (mρ)が現れ，

• 右辺は単位体積に含まれる全粒子に働く力の和になる．

■“非回転的運動”(p.147下から 8行目)について 流れが渦無しとなることは，運動方程式 (10.82)が粘性

項を含まない時点である程度，期待される結論である．粘性に伴って現れる物体表面の境界層は渦の層に他な

らない [17, pp.100–102,pp.158–161]．

■「均一な磁場B が……生じることはない」(p.147下から 5～2行目)について 式 (10.74)より超流体中に

均一な磁場B があれば，流体は一様な渦度 ω を持つことになる．ここで純粋に運動学的な帰結として，流体

がある位置で渦度 ω を持つことは，その位置で流体要素が，角速度Ω = ω/2の剛体的な回転を行っているこ

とを意味することを思い出そう [17, p.33]．今，長さ l 程度の流体の領域に注目すると，その慣性モーメント

は I ∼ (ρ0l
3)l2，回転による運動エネルギーは IΩ2 ∼ ρ0l

5ω2 のオーダーなので，これは l →∞で体積 l3 よ

り急激に発散し，不条理である．よって「熱力学的な極限で，このような運動が生じることはない」(p.147下

から 3,2行)．これはMeissner効果に対する背理的な説明を与えている．

*31 第 2式の第 1の等号は

[v × (∇× v)]i = εijkεklmvj∂lvm = (δilδjm − δimδjl)vj∂lvm = vj∂ivj − vj∂jvi =

[
∇
v2

2
− (v ·∇)v

]
i

による．この恒等式は流体力学で，Bernoulliの定理の導出にも用いられる [17, p.34]．
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■式 (10.75) の導出 Maxwell 方程式 ∇ ×B = ej (右辺は電流密度) において定常的な電磁場を仮定した

のに加えて，j = ρvs において数密度 ρ も空間的に一様と仮定しよう．(London 侵入長の表式においても，

ρ→ ρ0 とすれば，その値が物性値として確定する．) すると，

ω = ∇× vs =
1

eρ
∇× (ej) =

1

eρ
∇× (∇×B) = − 1

eρ
∇2B

となる (最後の等号で∇ ·B = 0を用いた)．これを ω = − eBm と等置すると (あるいは等価的に式 (10.74)に

代入すると)，式 (10.75)が得られる．

10.4.2　渦糸

この節は説明がほとんど天下りなため，本稿でも要点をいくらか書き留めるだけにする．

荷電 Bose流体でも中性 Bose流体の場合でも，Gross-Pitaevskii方程式は，渦糸の中心で φがゼロになり，

渦糸の周りを周回すると φの位相が 2π ［の整数 n倍 (φの一価性による，以下同様)］だけ変化する特異な解

を持つ．

中性 Bose流体の場合［式 (10.73)で e = 0とおくと］，位相 θ の変化が 2πnであることは，渦糸の周りの

循環が

κ ≡
∮

v · dr =
ℏ
m

∮
(∇θ) · dr = 2π

ℏ
m
n (10.76–77)

と量子化されることを意味する．

• 循環の量子化の概念は Onsagerによって初めて言及された (1949)．

多数の離散的な渦糸という正しい描像に最初に達したのは Feynmanである (1955)．

• 式 (10.77)のmが単純にヘリウム原子の裸の質量MHe に一致するのか，

あるいは多体効果によってmに補正が生じるのかという問題は興味深い．

実験的には循環において，mとMHe は最良の精度で一致している．

渦糸に対応する場として，

|φ(r)| ≈
(

r2

r2 + 2ξ2

)1/2

, (10.78)

ξ ≡ ℏ√
2mλρ0

: 治癒長 (コヒーレンス長) (10.79)

という形の近似解が見出されている．［本稿次節で補足．ξ は London侵入長とは対照的に，ℏを含んでいる
(式 (10.83)の量子圧力に関係 (p.150))．］

次に電荷を持つ流体におけるMeissner効果 (10.4.1節)を，渦糸の観点から再解釈しよう．図 35のように

荷電 Bose流体中に磁力線があるとする (これを z 軸に選ぶ)．これは式 (10.74)より，磁場 B と逆向きの渦

度 ω を持つ渦糸が存在することを意味する (①)．渦糸はその周りに荷電粒子の循環，したがって電流を生じ

る (②)．この電流は (Maxwell方程式に従って)，もとの磁場と逆向きの磁場を作る (③)．このことは z 軸か

ら遠ざかると，式 (10.75)に従って磁場が指数関数的に減衰することと整合しており (Meissner効果)，その

定性的な解釈を与えている．再び式 (10.74)より，これはもとの渦糸の周りに逆向きの“反渦糸”が作られる

こと，そして反渦糸による遮蔽のために，循環 (したがって流速)もまた指数関数的に減衰することを意味す
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図 35 渦糸の“反渦糸”による遮蔽としてのMeissner効果の定性的解釈

る．無限遠で速度 (10.73)は 0 = v = (ℏ∇θ − eA)/mとなることに注意すると，全磁束は∫
Bzdxdy =

∮
A · dr =

ℏ
e

∮
(∇θ) · dr = 2π

ℏ
e
n (10.80)

と量子化されることになる．このように量子化された磁束の“管”を“Abrikosov (アブリコソフ)の渦糸”と

呼ぶ．

10.4.2節について

■古典的な渦糸に対応する近似解 (10.78–79)について まず「古典的な渦糸」(p.149，l.3)について，循環 κ

の直線的な渦糸は 2次元流を作り，複素速度ポテンシャル

f = −i κ
2π

ln z

を持つ (渦糸の中心は z = 0)．対応する流速は円周方向に v = κ/2πr である [17, pp.67–68]．これは渦糸を

中心とする半径 r の円に沿う循環
κ = v · 2πr

が，円を貫く渦糸だけで決まり，半径 rに依らない一定値をとることから期待される結果である．また「孤立

した渦糸が無限大の大きさを持つ系の中にあると，運動エネルギーが対数的に発散する」(p.149，l.5–6)こと

について，実際，単位体積の厚みに含まれる 2次元流の全運動エネルギーは∫ ∞

0

1

2
ρv2 · 2πrdr ∼

∫ ∞

0

1

r2
· 2πrdr = [ln r]

∞
0

と計算される．渦糸に有限の大きさ aを与えて積分の下限を r = aに改めれば，渦糸の中心 r → 0での発散

は回避できるものの，遠方 r →∞での対数的な発散は避けられない．
次に，このような渦糸に対応する式 (10.71)の近似解 (10.78–79)について，正確には式 (10.78)の右辺には
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図 36 渦糸に対応する近似解 (10.78)の概形．r =
√
2ξ は |φ(r)|2 が最大値の 1/2となる位置．

(長さ)−3/2 の次元を持つ係数が必要と考えられる．右辺の因子の概形は，

r ≪ ξのとき

(
r2

r2 + 2ξ2

)1/2

≈ r√
2ξ
,

r ≫ ξのとき

(
r2

r2 + 2ξ2

)1/2

≈
(

1

1 + 2(ξ2/r2)

)1/2

≈ 1− ξ2

r2

となることから推察されるように，図 36のようになる．ここから治癒長 ξ は，「渦糸においてゼロになってい

る超流動密度が，凝縮体内部の平衡値にまで回復する距離の指標」(p.150，l.11–12)となっていることが分か

る．(この解釈と整合させるには，式 (10.78)の右辺に補う係数として
√
ρ0 を選べば良い．) 解 (10.78)が密度

の非一様性を持つことは，渦糸を複素速度ポテンシャル f で記述する古典論が，渦無しの非圧縮性流体に対す

る理論であるのとは対照的である (f の定義される z ̸= 0では流れは渦無し)．また式 (10.73):v = ℏ(∇θ)/m

より，つまらない係数の違いを除けば，速度ポテンシャルは φの位相 θに対応する．これらを踏まえれば，近

似解 (10.78)から古典的な渦糸との類似性を直接，読み取ることは困難である．

■磁束量子化 (10.80)について 文献 [8, pp.22-23]では，磁束を捕獲している超伝導リング内の電子対に対す

る波動関数

ψ = ψ(0) exp

[
2ie

ℏc

∫ s(x)

A(x′) · ds′
]

が一価であることを要求して，同じ結論を導いている．

10.4.3　流体力学との関係

式 (10.73)で定義した速度場 v に対して，Gross-Pitaevskii方程式から，連続の式と Euler方程式

∂tρ+∇ · (ρv) = 0, (10.81)

m{∂tv + (v ·∇)v} = e(E + v ×B)−∇ζ (10.82)

が導かれる［10.4.1節のノートで導出・解釈済み］．運動方程式 (10.82)の右辺第 2項は通常の Euler方程式

における圧力項 (∼∇P )に対応し，圧力にあたる量

ζ ≡ λ(ρ− ρ0)−
ℏ2

2m

∇2√ρ
√
ρ

(10.83)
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は密度 ρ だけで決まる (バロトロピック流体)．この第 2 項は流体方程式の中で唯一 ℏ を含むところであり，
“量子圧力”と呼ばれる．

Euler方程式は等価的に，Bernoulli方程式

m(∂tv − v × ω) = e(E + v ×B)−∇
(
1

2
mv2 + ζ

)
(10.84)

に書き換えられる［本稿次節で補足］．式 (10.74)よりmv ×ω と ev×B の 2項は相殺し，B にも ω にも依

存しない，超伝導体に対する伝統的な流体力学的描像が導かれる．しかしながら超流体と古典的な流体の力学

の違いが，式 (10.74)の制約だけに依っていることが明確に分かるように，式 (10.84)の ω と B を残し，式

(10.82)のように書いておくことを著者は推奨している．

10.4.3節について

■Bernoulli方程式 (10.84)の導出 Euler方程式 (10.82)の導出時にも用いた恒等式

(v ·∇)v = ∇v2

2
− v × ω

を，改めて式 (10.82)の移流項に代入すると，式 (10.84)が得られる．あるいは，上式と同じ箇所で見出した

関係

m(v ·∇)v − ev ×B = ∇
(
1

2
mv2

)
を利用すれば，最初から式 (10.84)の 2項mv × ω, ev ×B が相殺した式に直接たどり着ける (いずれにせよ

2度手間の感がある)．

定常流 (∂tv = 0)を仮定した上で，式 (10.84)を Bernoulli面内で線積分すれば，Bernoulliの定理の対応物

1

2
mv2 + ζ =

∫ r

eE · dr

が得られる．ここで補助条件 (10.74):mω + eB = 0を考慮しなくとも，mv × ω と ev ×B の項はいずれも

線積分に寄与しないことに注意する (磁場は仕事をしない)．
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第 11章　有限温度

11.1　分配関数

有限温度 T (逆温度 β = 1/kBT )，化学ポテンシャル µにおける多粒子系は，大分配関数

Z = Tr
{
eβ(µN̂−Ĥ)

}
(11.1)

で記述される．

note：Trについて 量子力学において演算子 X のトレースは，適当な基底 {|a′⟩}での行列表示の対角和

Tr(X) =
∑
a′

⟨a′|X|a⟩

で定義される．この定義によりトレースの値は，それを評価する基底 {|a′⟩}の選び方に依らないことが
示される [13, p.51]．すると系の粒子数とエネルギーの固有値 Nα, Eα に属する，規格化された同時固

有状態 {|α⟩}を基底に選べるならば，上式 (11.1)は通常の大分配関数の定義

Z =
∑
α

eβ(µNα−Eα) (11.1′)

に帰着する．ここで仮定したように，N̂, Ê が両立可能な観測量である条件 [N̂, Ê] = 0の下では，大分

配関数 (11.1)を Z = Tr
{
eβµN̂e−βĤ

}
:(11.11)と書き換えられる．

p.151の 1つ目の訳註を引用 分配関数 (状態和 sum of state とも言う) は“統計力学的ハミルトニアン”K̂ を用いて

Z = Tre−βK̂ と表される．正準集団では K̂ = Ĥ，大正準集団では K̂ = Ĥ − µN̂ と置く (式 (11.1))．両者を区

別したい場合には，後者に対して“大 [正準] 分配関数”の呼称を用い，Z の代わりに ZG もしくは Ξ と表記する

のが通例であるが，本書の記述ではこのような区別があまり明確ではない．

［統計力学においてグランド・カノニカル分布から B-E 分布や F-D 分布を導く際に，既に学んだように [9,

pp.185–187]，］相互作用を持たない量子力学的な自由粒子系に対して，状態 nのエネルギーを En とすると，

大分配関数 (11.1′)は

Z =
∏
n

(
1∓ eβ(µ−En)

)∓1

(11.2/11.6)

と表される．ただし以降，複号は Bose粒子系に対して上側を，Fermi粒子系に対して下側を選ぶものと約束

する．Bose粒子系では和が収束する条件として，µ < Emin が課せられる．空間の体積を V とすると，質量

mの非相対論的な自由粒子系では，上式は

Z = exp

{
∓V

∫
d3k

(2π)3
ln
(
1∓ eβ(µ−k

2/2m)
)}

(11.3/11.7)

となる．

note：式 (11.3),(11.7)の導出

lnZ =
∑
k

ln
(
1∓ eβ(µ−k

2/2m)
)∓1

≃ ∓
∫

d3k

(2π/L)3
ln
(
1∓ eβ(µ−k

2/2m)
)

による (ただし V = L3)．
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ここで大正準ポテンシャル (grand potential) Ωの公式

Ω = −PV = − 1

β
lnZ (∴ Z = e−βΩ)

を思い出すと [9, pp.184–185]，

Ω = −V ×
{
∓ 1

β

∫
d3k

(2π)3
ln
(
1∓ eβ(µ−k

2/2m)
)}

(11.4/11.8)

と同定される．上式において，圧力 P = {· · · }は正になっていることが見てとれる．

11.2　世界線

Bose粒子系と Fermi粒子系に対する前節の結果には類似性があり，両者の違いは単一粒子のエネルギー準

位を占めることができる粒子数の制約 (排他律)の有無に起因している．さらにこのような統計性の違いの起

源は，生成・消滅演算子の (反) 交換関係にまで遡ることができる．他方，以下では正準量子化の代わりに，

Feynman による粒子の世界線を扱う描像を説明する．この定式化は径路積分 (第 12 章) とも関係しており，

やはり Bose粒子系と Fermi粒子系を統一的に扱える．

準備として，1つの非相対論的な粒子が“Euclid時間”τ［虚時間 itのこと］をかけて，位置 y から xへ移

動する振幅 G(x,y, τ)を導入する．これは Schrödinger方程式

1

2m
∇ 2
x G(x,y, τ) = ∂τG(x,y, τ) (11.9)

［∂τ = −i∂t に注意］と初期条件

G(x,y, τ)→ δ3(x− y) as τ → 0+ (11.10)

［τ = itにおいて t → +0の意味と推察される］を満たす．［実際，遷移振幅 G(x,y, τ)は Schrödinger方程

式の Green関数に他ならない [13, pp.149–151,pp.164–165]．］

ここで大分配関数
Z = Tr

[
eβµN̂e−βĤ

]
(11.11)

［式 (11.1)の noteを参照］を得るには，図 37のように n粒子が虚時間 β をかけて，初期時刻と同じ配置に戻

るいろいろな過程の寄与を足し合わせる必要がある*32．Fermi粒子系について Feynmanは，虚時間 β 後の

配置への n粒子の置換
P : {xi} → {xP (i)}

の符号 sgn(P ) (偶置換のとき +1，奇置換のとき −1と定義)を含めて，

Z =
∑
n

1

n!
eβµn

∑
P

sgn(P )

∫
d3x1 · · ·d3xnG(xP (1),x1) · · ·G(xP (n),xn) (11.12)

と定めた［以上，本稿次節で補足］．Bose粒子系では，単に sgn(P )を省けば良い．

トレースを評価するのに平面波の基底を選び，置換に関する数学公式を用いて式 (11.12)を変形すると，再

び自由 Fermi粒子系の大分配関数 (11.7):

Z = exp

{
V

∫
d3k

(2π)3
ln(1 + eβ(µ−k

2/2m))

}
(11.22)

*32 このような過程は Euclid時間に関して周期 β を持つ，周期的な履歴と言われる．
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図 37 n = 8粒子の置換の例 (11.13′)

が得られる．

自由 Fermi粒子系の大分配関数 (11.22)の導出 まず式 (11.12) における置換 P の数学的性質を調べる．任

意の置換は (互いに共通の番号を含まない) 巡回の積で表される［ほぼ自明］．例えば図 37 に示した

n = 8粒子の置換では
P = (142)(35)(6)(78) (11.13′)

である［各々の丸括弧内で番号を巡回置換する］．この例では，1 要素巡回が r1 = 1 個，2 要素巡回

が r2 = 2 個，3 要素巡回が r3 = 1 個含まれている．一般に m 要素巡回の個数を rm とすると，和∑
mmrm は式 (11.13′)のように横に並んだ番号の個数を数えていることになるので，∑

m

mrm = n

が成り立つ．［ここで m の上限は高々 n なので，和 (や積) の範囲は m = n までとして良く，P に

m = n, n − 1, · · · 要素巡回が含まれない場合，単に rm = 0 とおけば以降の式はそのまま成り立つ．］

また容易に確かめられるように，

sgn(P ) = (+1)r1(−1)r2(+1)r3 · · · =
n∏

m=1

{(−1)m+1}rm (11.15)

が成り立つ［本稿次節で確認］．さらに同じ型を持つ，すなわち同じ {rm} で特徴付けられる置換の
数は，

N({rm}) =
n!

1r12r2 · · ·nrnr1!r2! · · · rn!
=

n!∏n
m=1m

rm · rm!
(11.16)

で与えられる［本稿次節で確認］．これらの置換に関する公式を用いると，大分配関数 (11.12)を

Z =
∑
n

eβµn
1

n!

∑
{rm}

[
(TrG)

r1
(
−TrG2

)r2 · · · ((−1)n+1TrGn
)rn]

N({rm}), (11.17)

TrGm ≡
∫

d3x1 · · ·d3xmG(x1,xm)G(xm,xm−1) · · ·G(x2,x1) (m = 1, 2, · · · ) (11.18)

と書き換えることができる［本稿次節で導出］．式 (11.17) において {rm}に関する和［教科書で抜け
落ちている］は条件

∑
mmrm = nの下でとる．［またトレースの定義式 (11.18)は G(x,y)を行列の

“(x,y) 成分”と見ることから動機付けられる (演算子のトレース (11.11) とは意味が異なることに注
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意)．］さらに N({rm})の式 (11.16)を代入して変形すると，

Z = exp

( ∞∑
m=1

(−1)m+1

m
eβµmTrGm

)
(11.20)

が得られる［本稿次節で導出］．トレースを評価するのに平面波の基底を用いると，G ∼ exp(−βk2/2m)

は対角的に表され，大分配関数 (11.22)が得られる［本稿次節で補足］．

［同様に自由 Bose粒子系の大分配関数 (11.5)を再導出できる (本稿次節)．］

導出過程で得た大分配関数の式 (11.20)が，(−1)m+1TrGm という因子を含んでいるのも興味ある結果であ

る．Gが熱［伝導］方程式の Green関数であることに注意すると［式 (11.9–10)］，TrGm は周期 β の円筒を

複数回，周回する“熱”を表すと解釈できる．また Gの冪に付随する負号は，熱が円筒を周回するたびに負号

が変わる“反周期境界条件”に対応する (14.2節も参照)［Bose粒子系ではこの負号は現れない］．なお相互作

用がある場合にも，式 (11.20)自体はその導き方より成り立ち，単に Gが相互作用のある場合の Green関数

に置き換わる．

最後に 15.3節の準備として，11.2節の最終段落をいくらかまとめておく．低温では“時間”β が長くなるの

で，その間に粒子は充分に遍歴して，識別性を失うようになる．ところで Bose凝縮は，時間の円環面 (torus)

を何回でもまわるような，長い世界線のループが生じることに対応する．と言うのも，これが起こると任意の

Bose粒子は他の任意の Bose粒子と同じになり，φ†(x)によって点 xに生成させた世界線を，これと充分に離

れた x′ における φ(x′)で終端させることができるようになる．したがって相関関数 ⟨φ†φ⟩に“長距離秩序”
(long range order)が生じるからである．［これが Bose凝縮を特徴付けることは 10.2節で学んだ．］

11.2節について

■Euclid時間 τ = β について τ = itは虚時間であるものの，教科書の式 (11.22)の段落にあるように，式

(11.9)を熱伝導方程式と見る場合には，τ は時間変数そのものに他ならない．これを踏まえ，τ を実数である

逆温度 β と等置しているものと考えられる．12.1.2節にも「Euclid時間 τ を実数と考える」(p.163，l.4)と

ある．本来，虚数であったものを実数と見なすことに手品がある．

■大分配関数 (11.12)の説明 統計力学で学んだように，大分配関数 (11.1′)は

Z =
∞∑
n=0

eβµnZn, Zn ≡
∑
α

e−βEα(n) : n粒子系の分配関数

と表される [9, p.183]．大分配関数の量子力学的な定義 (11.11)からも，これと対応した表現が得られる．実

際，様々な粒子数 nを持つ状態 {|αn⟩}を基底に選ぶと，

Z = Tr
[
eβµN̂e−βĤ

]
=
∑
n

∑
αn

′
⟨αn|eβµN̂e−βĤ |αn⟩ =

∑
n

eβµnZn, Zn ≡
∑
αn

′
⟨αn|e−βĤ |αn⟩

となる．ただし
∑
αn

′ は与えられた粒子数 nの下での和である．次に n粒子状態 |αn⟩を，粒子の位置の組

|αn⟩ = |x1, · · · ,xn⟩

に選ぼう．ここで e−βĤ は，虚時間 τ = β の時間発展演算子 e−τĤ = e−iĤt と見なせることに注意すると，行

列要素
⟨αn|e−βĤ |αn⟩ = ⟨x1, · · · ,xn|e−βĤ |x1, · · · ,xn⟩
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は n粒子が虚時間 β をかけて，初期時刻と同じ配置に戻る確率振幅と解釈できる．ただし同種粒子は互いに

識別できないので，図 37のように粒子の終状態として，最初の状態の粒子に置換 P : {xi} → {xP (i)}を施し
て得られる，全ての配置を考慮する必要がある．さらに初期時刻における n粒子に番号を充てる際，実際には

同一の状態を n!通りの方法で区別していることになる．そこで n粒子状態 αn = {xi}に関する和をとる際，
式全体を n!で割って

Zn ∼
1

n!

∫
d3x1 · · ·d3xn ⟨x1, · · · ,xn|e−βĤ |x1, · · · ,xn⟩ ,

⟨x1, · · · ,xn|e−βĤ |x1, · · · ,xn⟩ =
∑
P

sgn(P )G(xP (1),x1) · · ·G(xP (n),xn)

とする．ただし第 2式では Feynmanに従って，Fermi粒子系に対する符号 sgn(P )を導入した．この措置は

それ自体で充分もっともらしく，正しい大分配関数 (11.22)が導かれることから正当化できる．また第 1式で

和を積分に置き換える際に必要な乗法的な定数係数は，(大)分配関数から導かれる熱力学的な量に影響しない

ので，省略して良い．そこで ∼を =と置いてしまい，以上を冒頭の Z の式に代入すると，式 (11.12)が得ら

れる．なお，式 (11.12)以降では Green関数の時間の引数 τ = β が省略されている．

■置換の符号 (11.15) の確認 m 要素巡回は例えば，先頭の番号を隣接する後続の番号と順次，互換し

て，末尾に移動させることで実現できる．このとき互換の回数は (m − 1) なので，m 要素巡回は符号

(−1)m−1 = (−1)m+1 を持つ．よって m 要素巡回を rm 個ずつ含む置換の符号は，式 (11.15) のように表さ

れる．

■「巡回の数」(11.16)の導出 共通の {rm}を持つ置換 P の数 N({rm})を調べよう [18, pp.40–41]．図 38

の図式において，縦棒で仕切られた各部屋mにmrm 個の番号を配る場合の数は

C({rm}) =
n!∏n

m=1(mrm)!

である．次いで各部屋 mにおいて，□で表した空席に mrm 個の番号を配置しよう．各々の丸括弧内で番号

を巡回しても，得られる置換は変わらない．ところが番号を巡回する方法は，1つの丸括弧につきm通り，し

たがって rm 個の丸括弧では mrm 通りある．また丸括弧ごと番号を入れ替えても，得られる置換は変わらな

い．ところが rm 個の丸括弧を入れ替える方法は rm!通りある．以上を踏まえて重複を取り除くと，独立な置

換に対応する，部屋mにおける番号の配置の総数は

Λm =
(mrm)!

mrm · rm!

だけある．よって，

N({rm}) = C({rm}) ·
n∏

m=1

Λm =
n!∏n

m=1m
rm · rm!

: (11.16)

を得る．

■大分配関数の式 (11.17)の導出 同じ巡回の型 {rm}を持つ N({rm})個の置換は同じ符号 (11.15)を持ち，

大分配関数 (11.12)において積分変数を入れ替えただけの，同じ寄与を持つと考えられる．そこで型 {rm}で
特徴付けられる置換の 1 つに対して積分を評価すれば充分である．例えば式 (11.13′) と同じ {rm} を持つ 1

つの置換を
P = (x)(y1y2)(z1z2)(w1w2w3)
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図 38 m要素巡回の個数 {rm}で特徴付けられる置換の形

と書いて積分変数を定義すると，式 (11.12)における積分は[∫
d3xG(x,x)

] [∫
d3y1d

3y2G(y1,y2)G(y2,y1)

] [∫
d3z1d

3z2G(z1,z2)G(z2, z1)

]
×
[∫

d3w1d
3w2d

3w3G(w1,w3)G(w3,w2)G(w2,w1)

]
=(TrG)

(
TrG2

)2 (
TrG3

)
となる．同様に型 {rm}の置換に対する 1つの積分は，一般に∫

d3x1 · · · d3xnG(xP (1),x1) · · ·G(xP (n),xn) = (TrG)
r1
(
TrG2

)r2 · · · (TrGn)rn
となることが容易に推察される．これと sgn(P )の式 (11.15)を大分配関数 (11.12)に代入し，冒頭の方針に

したがって
∑
P →

∑
{rm}N({rm})とすると，式 (11.17)を得る．

■大分配関数の式 (11.20)の導出 大分配関数の式 (11.17)に，N({rm})の具体的な式 (11.16)と

eβµn =

n∏
m=1

(eβµm)rm

(
∵ n =

n∑
m=1

mrm

)

を代入すると，

Z =
∑
n

eβµn
1

n!

∑
{rm}

[(
(−1)m+1TrGm

)rm]
N({rm}) =

∑
n

∑
{rm}

n∏
m=1

1

rm!

(
(−1)m+1

m
eβµmTrGm

)rm
と書き換えられる．ここで大分配関数の常套的な計算方法として，n = 0, 1, · · · ,∞の和の下では，制約条件∑n
m=1mrm = nを解除して

Z =

∞∏
m=1

∞∑
rm=0

1

rm!

(
(−1)m+1

m
eβµmTrGm

)rm
(11.19′)

=
∞∏
m=1

exp

(
(−1)m+1

m
eβµmTrGm

)
= exp

( ∞∑
m=1

(−1)m+1

m
eβµmTrGm

)
: (11.20)

とできる．
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■大分配関数 (11.20)の式 (11.22)への書き換え 最初に大分配関数 Z の式 (11.12)を書き下した時点で，ト

レースの基底 |αn⟩を自由な n粒子の運動量固有状態 |k1, · · · ,kn⟩に選んでいたならば，Z の式 (11.20)にお

ける Gが単に，運動量空間の Green関数

G(k, q, β) = ⟨k, τ = β|q, τ = 0⟩ = e−βk
2/2mδ3(k − q)

に置き換わる．このとき再び引数 β を省略すると，例えば

TrG3 ≡
∫

d3k1d
3k2d

3k3G(k1,k3)G(k3,k2)G(k2,k1)

=

∫
d3k1d

3k2d
3k3e

−βk 2
1 /2me−βk

2
2 /2me−βk

2
3 /2mδ3(k1 − k3)δ

3(k3 − k2)δ
3(k2 − k1)

となる．すると 2つのデルタ関数 δ3(k1 − k3)δ
3(k3 − k2)の下では，k1 = k2 として第 3のデルタ関数を

δ3(k2 − k1) =
δk1k2

(2π/L)3
→ V

(2π)3

と置き換えて良いので (空間の体積 V = L3 を想定)，

TrG3 = V

∫
d3k3
(2π)3

(
e−βk

2
3 /2m

)3
.

この結果は直ちに

TrGl = V

∫
d3k

(2π)3

(
e−βk

2/2m
)l

(l = 1, 2, · · · )

と一般化できる．これを式 (11.20)に代入すると，

Z = exp

{
V

∫
d3k

(2π)3

∞∑
l=1

(−1)l+1

l

(
e−β(µ−k

2/2m)
)l}

= exp

{
V

∫
d3k

(2π)3
ln(1 + eβ(µ−k

2/2m))

}
: (11.22)

を得る．

■「よく知られた恒等式 ln det(1 + eµG) = Tr ln(1 + eµG)」(p.155，l.5,6)について 明らかに eµ → eβµ で

ある (指数は無次元)．教科書では 12.5.1節で一般公式

ln detA = tr lnA (12.72)

として，再度言及されている．これを証明しよう [19, pp.88–90] [18, p.116,pp.226–227]．任意の n次正方行

列 B(x)に対し

d

dx
(detB) =

d

dx
(εi1···inB1i1 · · ·Bnin) =

n∑
k=1

εi1···inB1i1 · · ·
dBkik
dx

· · ·Bnin =
∑
k,l

∆kl
dBkl
dx

が成り立つ ({ik}でも和をとる)．ただし最右辺における ∆kl は B の (k, l)余因子であり，最後の等号は，第

3辺を

n∑
k=1

det


B11 B12 · · · B1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Bk1

′ Bk2
′ · · · Bkn

′

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Bn1 Bn2 · · · Bnn


(
ただしBkl

′ ≡ dBkl
dx

)
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と書いて k行目で展開することを考えれば分かりやすい．特に逆行列を持つBに対しては，両辺を detB( ̸= 0)

で割り，B−1 = 1
detB (∆kl)と表されることに注意すると，

1

detB

d

dx
(detB) = tr

(
B−1 dB

dx

)
と書き換えられる．ここで任意の n 次正方行列 C を用いて B(x) = exC とおくと*33，dB

dx = BC となるの

で，上式は

trC =
1

det(exC)

d

dx
det(exC) =

d

dx
ln
∣∣det(exC)∣∣

を与える*34．両辺を xで積分すると det(exC) = const× extrC であり，x = 0を代入すると const = 1と定

まるので，公式
det(exC) = extrC , ∴ det(eC) = etrC(> 0)

を得る．ここで eC(= B(1)) = Aとおくと，C は“行列 Aの対数”C = lnAと書くことが許される．このよ

うに lnAを定義できる Aに対して，上式は冒頭の式 (12.72)に書き換えられる．

■自由 Bose 粒子系の大分配関数 (11.5) の再導出 自由 Fermi 粒子系の大分配関数 (11.22) の導出過程を，

Bose粒子系に対して修正しよう．Bose粒子系に対しては，式 (11.12)から sgn(P )を除いた Z の表式から出
発すれば良い．その際，あらかじめトレースを評価する基底を平面波状態に選び直しておくと，

Z =

∞∑
n=0

1

n!
eβµn

∑
P

∫
d3k1 · · · d3knG(kP (1),k1) · · ·G(kP (n),kn)

=
∞∑
n=0

1

n!
eβµn

∑
{rl}

N({rl})
n∏
l=1

(
TrGl

)rl
=

∞∑
n=0

∑
{rl}

n∏
l=1

1

rl!

(
1

l
eβµlTrGl

)rl
=

n∏
l=1

∞∑
rl=0

1

rl!

(
1

l
eβµlTrGl

)rl
=exp

{ ∞∑
l=1

(
1

l
eβµlTrGl

)}

=exp

{
V

∫
d3k

(2π)3

∞∑
l=1

1

l

(
eβ(µ−k

2/2m)
)l}

=exp

{
−V

∫
d3k

(2π)3
ln
(
1− eβ(µ−k

2/2m)
)}

となる．こうして再び大分配関数 (11.5)に到達する．

11.3　松原の和

5.3.1節では Bose粒子系の真空エネルギー密度の公式 (5.38):

E(m2) =
1

2

∫
d3k

(2π)3
ωk (mに依らない定数を除いた) (11.27)

*33 逆行列は B−1(x) = e−xC である．実際 C どうしは交換するので，“指数法則”e±xCe∓xC = 1が成り立つ．
*34 最右辺の | · · · |は絶対値を表す．混乱を避けるため，行列式は一貫して detで表してきた．
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を導いた［ωk ≡
√
k2 +m2 が m 依存性を担う］．これを有限温度 T = 1/kBβ ̸= 0 の場合に修正するには，

式 (5.36):
∂E(m2)

∂m2
=

1

2

∫
d4k

(2π)4
1

k2 +m2
(11.25)

から出発すれば充分である (k2 ≡ (k0)
2 + k2 は Euclid空間における内積)．ただし前節で見たように，有限

温度では Euclid時間が周期 β(̸=∞)を持つと見なすのが適当である．そこで上式 (11.25)における［運動量

の Euclid時間成分の虚部］k0 に関する積分を，周期境界条件の下で許容される“松原振動数”ωn ≡ 2πn/β

に関する離散的な和に置き換える：∫
dk0
2π

f(k0) →
1

β

∑
n

f(ωn). (松原の和) (11.28)

このとき真空エネルギー密度は，

E(m2) =

∫
d3k

(2π)3

{
1

2
ωk +

ln(1− e−βωk)

β

}
(20)

と修正される (再びmに依らない定数を除いた)．

式 (20)の導出 式 (11.25)における k0 での積分を松原の和に置き換えると，

∂E(m2)

∂m2
=

1

2

∫
d3k

(2π)3
1

β

∑
n

1

ω 2
n + ω 2

k

となる．ここで恒等式
∞∑

n=−∞

1

n2 + z2
=
π

z
coth(πz) (11.29)

［本稿次節で確認］に z = β
2πωk を代入すると，nに関する和は∑

n

1

ω 2
n + ω 2

k

=
β

2

1

ωk
coth

β

2
ωk (11.30)

と評価できる．よって，
∂E(m2)

∂m2
=

1

4

∫
d3k

(2π)3
1

ωk
coth

β

2
ωk

を得る［これは低温の極限 β → ∞で式 (5.37)に戻る］．次に，これを m2 で積分することを考える．

被積分関数の因子 1
ωk

coth β
2ωk をm2 で積分すると，mに依らない積分定数を除いて 4

β ln
(
sinh β

2ωk

)
となる (微分により確かめられる)．さらに

ln

(
sinh

β

2
ωk

)
= ln

(
1

2
· eβωk/2 · (1− e−βωk)

)
=
β

2
ωk + ln(1− e−βωk)− ln 2 (11.31′)

と書き換えられる．［最右辺の定数項 ln 2の E(m2)への寄与は，mに依らないので落として良い．］以

上より結局m2 による積分に伴って，被積分関数の因子が

1

ωk
coth

β

2
ωk → 4

β

{
β

2
ωk + ln(1− e−βωk)

}
と置き換わることになるので，有限温度でのエネルギー密度 (20)を得る．
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［エネルギー密度 (20)は低温の極限 β →∞で式 (11.27)に戻り，］βに関する付加的な項は，自由 Bose粒子系

の大正準ポテンシャル (11.5)と同じ形を持つ．［具体的には Ω/V と表される (ただしエネルギー (µ−k2/2m)

を相対論的な表式 ωk に置き換える)．］

Dirac場で記述される Fermi粒子系に対しても同様の議論ができる［本稿では省略］．

11.3節について

■数学公式 (11.29)の導出 実数 z に対して示せば充分である．Fourier級数展開

f(x) ≡ cosh(αx) =
∞∑

n=−∞
cne

inx (−π ≤ x ≤ π)

を考えるところから始めよう．Fourier係数は

cm =
1

2π

∫ π

−π
e−imxf(x)dx =

1

2 · 2π

∫ π

−π
e−imx(eαx + e−αx)dx

=
1

2 · 2π

{
e(α−im)π − e−(α−im)π

α− im
− e(α+im)π − e−(α+im)π

α+ im

}
=

1

2π
(−1)m sinh(πα)

(
1

α− im
+

1

α+ im

)
(∵ e±imπ = (−1)m)

=
1

π
(−1)m sinh(πα)

α

α2 +m2

と計算されるので，

cosh(αx) =
α sinh(πα)

π

∞∑
n=−∞

(−1)n

α2 + n2
einx =

sinh(πα)

πα

(
1 + 2α2

∞∑
n=1

(−1)n

α2 + n2
cosnx

)
.

ここに x = π を代入し，最右辺の sinh(πα)を最左辺に移項すると，

coth(πα) ≡ cosh(πα)

sinh(πα)
=

1

πα

(
1 + 2α2

∞∑
n=1

1

α2 + n2

)
=
α

π

∞∑
n=−∞

1

α2 +m2

を得る．実パラメータ αを変数 z に改めれば，これは式 (11.29)に他ならない．
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第 12章　径路積分

序文を引用する：

本章では Feynman の径路積分 (path integral) を紹介する．(中略) 読者は，この技法に慣れ親し

むにつれて，おそらく径路積分の技法こそが物理の本質を捉えたものであり，むしろハミルトニアン

と Hilbert 空間を用いる伝統的な方法は，径路積分を評価するための数学的な便法に過ぎないという

Feynmanの考え方にも共感を持てるようになるかもしれない．

12.1　 1粒子の量子力学

12.1.1　実時間

本節は基本的に文献 [13, § 2.5]の復習にあたるため，詳細は同文献のノートに譲ることにし，ここでは簡

単な要約で済ませる．

ハミルトニアン Ĥ = − 1
2m∂

2
x + V (x)で記述される 1次元の 1粒子系に対して，［11.2節で導入した］伝

播関数 G(x2, x1, t)は径路積分

⟨x2, t|x1, 0⟩ = N
∫ x2(t)

x1(0)

d[x(t)]eiS[x(t)]/ℏ (12.19/12.21)

で与えられる (次節以降は ℏを省略)．ここに微小時間 δt = t/N おきに離散化した各時刻 ti = iδtにおける，

粒子の位置 xi を指定して得られる径路 x(t)に対して

d[x(t)] ≡ lim
N→∞

dxN−1dxN−2 · · · dx1 : 径路の“体積要素”(“測度”) (12.20)

S[x(t)] ≡
∫ t

0

dt

{
mẋ2

2
− V (x)

}
:“古典的な”作用 (N →∞を想定)

である．また N ≈ (m/2πiℏδt)N/2 は規格化定数であり，N →∞, δt→ 0の極限で発散する．これを「記号

d[x(t)] に含めて省略することもできるが，N を残しておいても，物理量を計算する際に発散は相殺される」
(p.162，l.8–9)．N

∫
d[x(t)] · · · の代わりに

∫
Dx · · · と表記する文献が多い (p.162訳註)．

12.1.2　 Euclid時間

伝播関数 (12.19)は，虚時間 τ = itを用いて書き換える扱いやすくなる．［指数 i
∫ t
0
dt
{
mẋ2

2 − V (x)
}
にお

いて i
∫ t
0
dt→

∫ τ
0
dτ，(dx/dt)2 = −(dx/dτ)2 と置き換わるので，］改めて dx/dτ ≡ ẋと表記すると，

⟨x2|e−Ĥτ |x1⟩ =
∑
n

φn(x2)φ
∗
n (x1)e

−Enτ

=N
∫ x2(τ)

x1(0)

d[x(τ)]e
−

∫ τ
0

dτ
{

mẋ2

2 +V (x)
}

(12.22)

と書き換えられる．ここで第 2辺の φn(x) ≡ ⟨x|n⟩はエネルギー固有値 En の固有関数であり (教科書の初出

は 12.1.1節)，以降，Euclid時間 τ は実数と考える．Euclid時空への移行に伴って，指数の被積分関数がラ

グランジアン mẋ2

2 − V (x)から，負号付きエネルギーの形 −
(
mẋ2

2 + V (x)
)
に変わったことに注意する．「こ

133



のことにより，統計力学との間に，数学的構造の類似関係が生じる (p.168［式 (12.53)の箇所］参照)」(p.163

訳註)．

第 2,第 3段落を引用：

式 (12.22)は，式 (12.19)よりも数学的に扱いやすい．新しい指数関数は，ぎざぎざの径路を抑制す

る傾向を持つ．しかし“典型的な”径路 x(τ)は連続関数であっても微分可能ではない．指数に現れる

ẋ2 は文字通りの意味のものではない．式 (12.22) は実際の多重積分を容易に記憶するための省略記法

なのである．

虚時間に関する形而上学的な思弁は (その誘惑は強いけれども)控えておこう．式 (12.22)は，通常の

実時間の世界における波動関数やエネルギー等のさまざまな量を導き出すための，形式的な公式である

と考えてもらいたい．

例えば式 (12.22)を用いると，基底状態のエネルギーに対する“Feynman-Kac公式”

E0 = lim
T→∞

{
− 1

T
ln

∫ x2(T )

x1(0)

d[x(τ)]e
−

∫ T
0

dτ
{

mẋ2

2 +V (x)
}}

(12.23)

を簡単に導ける［本稿次節を参照］．E0 の値は，右辺における人為的に設定した両端の位置 x1, x2 に依存し

てはならない．実際，「対数を取ると，結果は端点 x1 と x2 の値の選択には無関係に決まる」(式 (12.23)の下

2,3行)．［始・終時刻を含む微小区間 δτ からの寄与は，振幅の中で乗法的に分離され (後の式 (12.23′)のよう

に)，それ故に対数のもとで加法的に分離できるので，T で割って T → ∞とした結果に影響しないと考えら
れる．］

Heisenberg描像を採用すると，演算子の時間発展は

x̂(τ) = eĤτx(0)e−Ĥτ (12.24)

に従う．また基底ケットの組 {|x, τ⟩}は［Schrödinger描像の状態と“逆向きに”変化する [13, pp.116–119]，

すなわち］
⟨x, τ | = ⟨x, 0| e−Ĥτ , |x, τ⟩ = eĤτ |x, 0⟩ (12.25)

を満たす．このように Euclid世界における発展はユニタリーではなく，それ故，{|x, τ⟩}の規格化は保持さ
れない．それでも完備関係式∫

dx |x, τ⟩ ⟨x, τ | =
∫

dxeĤτ |x, 0⟩ ⟨x, 0| e−Ĥτ = I

(
∵
∫

dx |x, 0⟩ ⟨x, 0| = I

)
(12.26)

は，各 τ で成立している．

12.1.2節について

■Feynman-Kac公式 (12.23)の導出 「T が大きいと，最低エネルギー状態が，和
∑
n φn(x2)φ

∗
n (x1) exp{−Enτ}

を支配する」(p.163)．実際 n ≥ 1の項は n = 0の最低エネルギーの項に比べて指数関数的に小さい．そこで

式 (12.22)の第 2辺を n = 0の項だけで近似し，第 3辺とともに対数をとると

E0 ≃ −
1

T

[
− lnφ0(x2)φ

∗
0 (x1) + ln

{
N
∫ x2(T )

x1(0)

d[x(τ)]e
−

∫ T
0

dτ
{

mẋ2

2 +V (x)
}}]
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となる．ここでは (真数 φ0(x2)φ
∗

0 (x1)を無次元化するための因子を括り出すとともに)，目障りな規格化定

数 N を径路積分要素 d[x(t)]に吸収させることにする．さらに φ0(x2)φ
∗

0 (x1)が指定した空間位置 x1, x2 で

決まる，時間 T によらない定数であることに注意して，T →∞の極限をとると式 (12.23)を得る．

■Wiener 測度 (12.27):dµ[x(τ)] = d[x(τ)]e−
∫
dτ mẋ2

2 について 「これについては後から論じる」(12.1 節の

最終文)とあるのは，12.2節についてノートで補足したように，因子 e−
∫
dτ mẋ2

2 のため積分への主要な寄与

が，拡散やランダム・ウォークの変位と同じ性質 |δx| ≲ δτ1/2 を満たす経路に限定されることを指すと考えら

れる．

実は，このように Euclid 化を行［な］った後の経路積分測度は，Wiener 測度となり，経路積分は

Wiener積分として厳密に定式化できるのである．残念ながら元の経路積分は，現在のところ数学的に

は厳密な定式化が完成していない．従って，Euclid化した後で計算を実行し，後で［Euclid化の操作

を］元に戻せば，現実のMinkowski空間での結果が得られるというわけである．もちろんこれは τ を

itに置き戻すことに相当する [7, p.195]．

なおオーバーダンプな Langevin系では，微小な時間ステップ ∆tにおける Brown粒子の変位が，揺動力

を表す期待値 0，分散 ∆tのガウシアン・ホワイト・ノイズ∆W に比例する．∆W をWiener増分，

W (t) =

∫ t

0

dW (t′) ∼ (粒子の変位)

をWiener過程という．W (t)は時間について微分不可能な「ギザギザ」した関数になる [20, pp.158–160]．

12.2　ゲージ不変性と演算子の順序

実は同じ古典的な作用に対しても，径路積分は離散化の方法に応じて，異なる量子力学系を定義し得る．こ

のことを見るために，ラグランジアン

L =
1

2
mẋ2 − V (x) + eA · ẋ− eA0 (12.28′)

で記述される，電磁場中の荷電粒子 (電荷 e)を考える．

note：式 (12.28′)について ẋ→ ẋと訂正した．他方ポテンシャル V (x)が時間に依存する場合を考えて，そ

の引数 xを 4元ベクトルと見ても，以降の議論はそのまま成立する．また本稿では粒子の質量mを明

示し，A0 を導入する．教科書ではm = 1とおき，また磁場のみを考え A0 = 0としている．もっとも

以下では eA0 はポテンシャル V と同列に扱われるため，V に吸収させることもできる．

このとき径路積分における指数に対するゲージ場との結合項の寄与は，Euclid時間を用いて

ie

∫
(A · dx−A0dt) = ie

∫
A · dx

dτ
dτ − e

∫
A0dτ (12.30′)

と書き換えられる．そこで改めて ẋ ≡ dx/dτ と表記すると，振幅関数［終状態の関数と見た遷移振幅］は

ψ(x, τ) = N
∫ x(τ)

x(0)

d[x(τ)] exp

[
−
∫

dτ

{
1

2
mẋ2 + V + eA0 − ieA · ẋ

}]
(12.29′)
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と表される．ここで［1次元系の規格化定数 N ≃ (m/2πiδt)N/2 =
∏
i(m/2πδτ)

1/2 (iは中間時刻のラベル)

を念頭に］，径路積分を

ψ(x, τ) ≃ lim
δτ→0

∫ [∏
i

d3xi
(2πδt/m)3/2

]
exp

[
−
∑
i

{
m(xi+1 − xi)

2

2δτ
+ (V (xi) + eA0(xi)) δτ

− ie(xi+1 − xi) ·A
(
xi+1 + xi

2
, τ

)}]
(12.31′)

と離散化しよう．ここでのポイントは，Aの引数を区間 (xi+1,xi)の“中点”に選んでいることである［教科

書の引数 1
2 (xi−1 + xi)を修正した］．これに比べて V［と eA0］を評価する方法は，さほど重要ではない．こ

のとき径路積分から Schrödinger方程式を導く過程を，電磁場との相互作用があり，Euclid時間 τ を利用し

た今の場合にやり直すと，ゲージ不変な方程式

∂ψ

∂τ
=

1

2m
(∇− ieA)2ψ − (V + eA0)ψ (12.37′)

が導かれる (導出は下記)．“中点則”を採らないと，［導出過程より］共変微分 (∇− ieA)の形は現れず，ゲー

ジ不変な方程式は得られない．

note：式 (12.37′)について 電磁場をゼロとおくと熱伝導方程式 (11.9)に戻る．また左辺に ∂τ = −i∂t を代
入すると分かるように，式 (12.37′)は電磁場と相互作用する荷電粒子に対する，本来の Schrödinger方

程式

i
∂ψ

∂t
= − 1

2m
(∇− ieA)2ψ + (V + eA0)ψ

になっている．上式のゲージ不変性は，既に文献 [14, pp.401–402,p.411](のノート)で確認済みである．

式 (12.37′)の導出 径路積分 (12.31)は，“時刻”τ から τ + δτ の区間より前の全ての中間変数 xi に関する

積分を実行すると，

ψ(x, τ+δτ) =

∫
d3η

(2πδτ/m)3/2
exp

[
− m

2δτ
η2 − (V (x) + eA0(x)) δτ − ieη ·A

(
x+

1

2
η, τ

)]
ψ(x+η, τ)

(12.32′)

となる［本稿次節で補足］．Gauss 分布の因子 e−
m
2δτ η2

によって，大きな η からの寄与抑制されるの

で，O(δτ) ∼ O(η2)を想定して良い［本稿次節で補足］．これを踏まえると，O(δτ)程度の項までを残

すには，ひとまず

ψ(x, τ + δτ) =

∫
d3η

(2πδτ/m)3/2
e−

m
2δτ η2

(
ψ(x, τ) + ηa∂aψ +

1

2
ηaηb∂a∂bψ + · · ·

)
× (1− (V (x) + eA0(x)) δτ + · · · )

×
(
1− ieηcAc +

(ie)2

2
ηcηdAcAd −

ie

2
ηcηd∂dAc + · · ·

)
(12.33′)

とすれば良い［空間成分 a, b, · · · = 1, 2, 3で和をとる］．青字の 1/2は式 (12.31′)における，場Aを評

価する際の“中点則”に起因している．ここで Gauss積分 (に準ずる積分)∫
d3η

(2πδτ/m)3/2
e−

m
2δτ η2

= 1, (12.34′)∫
d3η

(2πδτ/m)3/2
e−

m
2δτ η2

ηaηb =
δτ

m
δab (12.35′)
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［本稿次節で補足］を実行すると，

ψ(x, τ + δτ) = ψ(x, τ) + δτ

{
1

2m
(∇− ieA)2ψ − (V (x) + eA0(x))ψ

}
+ · · · (12.36′)

となるので［本稿次節で確認］，式 (12.37′)を得る．

このように中点則が理論のゲージ不変性を保証する理由は，次のように解釈できる．すなわちゲージ変換

Aµ → Aµ + ∂µΛに伴って，径路積分における指数の因子 (12.30′):−ie
∫
Aµdx

µ が

− ie
∫
(∂µΛ)dx

µ = (−ie) (Λ(x, τ)− Λ(0, 0)) (12.38′)

だけ変化する．［このように径路積分による定式化では，電磁場のゲージ変換に伴って振幅 ψ(x, τ)の位相も

自動的に変化する．］ところが式 (12.31′)で単純な差分化 dxµAµ → (xi+1 − xi)µAµ(xi)を採用していたなら
ば，空間成分の寄与は各ステップ δτ での誤差 O(δx2) = O(δτ)をもたらすので，正しい位相の変化 (12.38′)

が得られない．他方，中点則における各ステップの誤差は O(δx3) = O(δτ3/2) = o(δτ)なので，δτ → 0の極

限で得られる積分 (12.31′)に影響しない．

最後に，最終段落を引用する：

一般に，径路積分に対する異なる離散化のやり方は，ハミルトニアンの中の非可換な演算子積の異な

る順序化に対応するものと考えられる．量子化すべき作用量が新たに与えられた場合，できるだけ望ま

しい対称性を残すという観点が，離散化の方法を選ぶ指針になる．

12.2節について

■式 (12.32′)について 完全性条件 (12.26)を利用すると，

ψ(x, τ + δτ) ≡⟨x, τ + δτ |x0, 0⟩ =
∫

d3η ⟨x, τ + δτ |x+ η, τ⟩ ⟨x+ η, τ |x0, 0⟩

=

∫
d3η ⟨x, τ + δτ |x+ η, τ⟩ψ(x+ η, τ)

を得る (教科書の式 (12.38) では x0 = 0)．次いで最右辺の微小時間における遷移振幅 ⟨x, τ + δτ |x+ η, τ⟩
に式 (12.31′) を適用すると，式 (12.32′) を得る．その際，各微小時間の振幅に充てられる規格化定数が

(2πδ/m)−3/2 であること，中継地点 x+ η から終点 xへの変位が (−η)であることに注意する．

■「O(δτ) ∼ O(η2)」(p.165，l.18)について ランダム・ウォーク，あるいは Brown運動の変位と同じ性質

である．このことは Euclid 時間を用いた Schrödinger方程式 (11.9)が，Brown粒子を記述する拡散方程式

と同じ形を持つことを考えれば，理に適っている．通常の時間 tを用いる場合にも Gauss積分が Fresnel積分

に置き換わるだけで，径路積分から Schrödinger方程式を導く際に，微小時間 δtの 1次と空間における変位

(−η)の 2次を残す必要があることには変わりない [13, pp.164–165]．

■積分公式 (12.34′–35′)について Gauss積分の公式∫
dXe−αX

2

=

√
π

α
,

∫
dXα2e−αX

2

=

√
π

2
α−3/2
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による．特に第 2式 (12.35′)は，a ̸= bのとき奇関数の積分となってゼロになるので，δab に比例する．a = b

のときの値は，∫
d3η

(2πδτ/m)3/2
e−

m
2δτ η2

η 2
x

=

(∫
dηx

(2πδτ/m)1/2
e−

m
2δτ η

2
x η 2

x

)(∫
dηy

(2πδτ/m)1/2
e−

m
2δτ η

2
y

)(∫
dηz

(2πδτ/m)1/2
e−

m
2δτ η

2
z

)
=

∫
dηx

(2πδτ/m)1/2
e−

m
2δτ η

2
x η 2

x =
1

(2πδτ/m)1/2
×
√
π

2

(
2δτ

m

)3/2

=
δτ

m
.

■式 (12.36′)の導出 式 (12.33′)から，さらに O(δτ)までの近似に不要な項を捨てると，

ψ(x, τ + δτ) = (1− (V (x) + eA0(x)) δτ + · · · )

×
∫

d3η

(2πδτ/m)3/2
e−

m
2δτ η2

(
ψ(x, τ) + ηa∂aψ +

1

2
ηaηb∂a∂bψ + · · ·

)
×
(
1− ieηcAc +

(ie)2

2
ηcηdAcAd −

ie

2
ηcηd∂dAc + · · ·

)
=(1− (V (x) + eA0(x)) δτ)

×
∫

d3η

(2πδτ/m)3/2
e−

m
2δτ η2

{
ψ(x, τ)

(
1− ieηcAc +

(ie)2

2
ηcηdAcAd −

ie

2
ηcηd∂dAc

)

+ (ηa∂aψ)(1− ieηcAc) +
1

2
ηaηb∂a∂bψ

}
+ · · ·

となる．次いで Gauss型の積分 (12.34′–35′)を実行し，奇関数の積分が消えることにも注意すると，

ψ(x, τ + δτ) = (1− (V (x) + eA0(x)) δτ)

{
ψ(x, τ) +

δτ

2m

(
(ie)2A2 − ie(∇ ·A)− 2ieA ·∇+∇2

)︸ ︷︷ ︸
(∇−ieA)2

ψ

}
+ · · ·

=ψ(x, τ) + δτ

{
1

2m
(∇− ieA)2ψ − (V (x) + eA0(x))ψ

}
+ · · · : (12.36′)

を得る．

12.3　 1粒子系の相関関数

1粒子系の量子力学で，場の理論における n点 Green関数［6.1節］に相当する量

G(n)(τ1, · · · , τn) = ⟨0|T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|0⟩ (12.42)

を定義できる［12.1節に引き続き Heisenberg描像を用いている］．ここで |0⟩は基底状態であり，時間順序化
は Euclid時間 τi について行う．この Euclid時空における Green関数は，径路積分を用いて次のように表さ

れる．
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定理：

⟨0|T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|0⟩ =
1

Z

∫ x(∞)

x(−∞)

d[x(τ)]{x(τ1) · · ·x(τn)}e−S[x], (12.50)

S[x] =

∫ ∞

−∞
dτ

{
mẋ2

2
+ V (x)

}
, (12.51)

Z =

∫ x(∞)

x(−∞)

d[x(τ)]e−S[x]. (12.52)

注意： 上式は統計力学における変数の熱平均の式

⟨X1X2 · · ·XN ⟩ =
1

Z

∑
{X1X2 · · ·XN}e−βH (12.53)

と類似している．

さて，定理 (12.50)を証明しよう．

まず n点 Green関数を，x̂(±T )の固有値 x±T の固有状態 |x±T ,±T ⟩に関する行列要素

⟨xT , T |T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|x−T ,−T ⟩ (12.43)

に関係付ける．［Heisenberg描像の基底ケットの時間発展 (12.25)より］

|x−T ,−T ⟩ = e−ĤT |x−T ⟩ =
∑
n

|n⟩ ⟨n|x−T ⟩ e−EnT , (12.46)

|xT , T ⟩ = e−ĤT ⟨xT | =
∑
n

e−EnT ⟨xT |n⟩ ⟨n| (12.47)

である．ここで大きな T を想定すると n = 0の項が支配的となるので，

⟨xT , T |T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|x−T ,−T ⟩ ≈ ⟨xT |0⟩ ⟨0|T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|0⟩ ⟨0|x−T ⟩ e−2E0T (12.48)

と近似できる．これを
⟨xT , T |x−T ,−T ⟩ ≈ ⟨xT |0⟩ ⟨0|x−T ⟩ e−2E0T

で辺々割ると，

⟨0|T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|0⟩ = lim
T→∞

⟨xT , T |T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|x−T ,−T ⟩
⟨xT , T |x−T ,−T ⟩

(12.49)

が得られる．［上式 (12.49)は Gell-Mann Lowの定理 (6.1節)とよく似ている．］

次に式 (12.49)の右辺の量を，径路積分で表すことを考える．分母の振幅 ⟨xT , T |x−T ,−T ⟩は式 (12.52)の

Z と，規格化定数 N の積で与えられる．よって分子の量 (12.43)を評価すれば充分である．Euclid時間の引

数を T > τn > τn−1 > · · · > τ1 > −T となるようにラベルし直すと，

⟨xT , T |T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|x−T ,−T ⟩

=

∫
dx(τn) · · · dx(τ1) ⟨xT , T |x̂(τn)|x(τn), τn⟩ ⟨x(τn), τn|x̂(τn−1)|x(τn−1), τn−1⟩ · · ·

× ⟨x(τ2), τ2|x̂(τ1)|x(τ1), τ1⟩ ⟨x(τ1), τ1|x−T ,−T ⟩ (12.44)

=

∫
dx(τn) · · · dx(τ1){x(τn) · · ·x(τ1)}

× ⟨xT , T |x(τn), τn⟩ ⟨x(τn), τn|x(τn−1), τn−1⟩ · · · ⟨x(τ2), τ2|x(τ1), τ1⟩ ⟨x(τ1), τ1|x−T ,−T ⟩ .
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［ただし時間間隔 τi − τi−1 が微小であることは仮定されていない．そこで］各振幅 ⟨x(τi), τi|x(τi−1), τi−1⟩を
径路積分表示に直すと，もとの変数 x(τ1), · · · , x(τn)による積分と合わせて x−T から xT までの径路積分が

得られる：

⟨xT , T |T{x̂(τ1) · · · x̂(τn)}|x−T ,−T ⟩

=N
∫ xT

x−T

d[x(τ)]{x(τn) · · ·x(τ1)} exp
[
−
∫

dτ

{
mẋ2

2
+ V (x)

}]
. (12.45)

右辺における固有値 x(τi)は c-数なので，これらを並べる順序は任意である．［よって最初に τi をラベルし直

したことは，得られる結果 (12.45)に影響しない．］以上より定理 (12.50)が示された．

12.4　場の相関関数

はじめに文献 [2, pp.344–352]における QEDの議論を復習しよう．正準形式の場の量子論では，Green関数と生成汎

関数をそれぞれ

Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) ≡H⟨0|T{AµH(x) · · ·ψH(y) · · · ψ̄H(z) · · · }|0⟩H ,

Z[Jκ, σ, σ̄] ≡
⟨0|S′|0⟩
⟨0|S|0⟩ (21)

によって定義したところ*35，生成汎関数から Green関数を導く式

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · ,
n̄ 個︷ ︸︸ ︷
z1, · · ·︸ ︷︷ ︸

n 個

) =
⟨0|T{SAµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩

=(−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x1) · · · δσ̄(y1) · · · δσ(z1) · · ·

∣∣∣∣
0

(22)

が示された*36．他方，Feynmanによる径路積分形式の場の量子論では，生成汎関数は

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

N

∫
DADψ̄DψeiX

′
, X ′ =

∫
d4x(L0 + LI + LS) : 源を含む作用 (23)

で与えられる．ただし

N =

∫
DADψ̄DψeiX : 規格化定数, X ≡

∫
d4x(L0 + LI) : QEDの作用

である*37．実際に上式 (23)が正準形式において定義した生成汎関数 (21)に一致することを証明した．よって 2つの形式

で生成汎関数が一致するので，生成汎関数を源で (汎関数)微分して Green関数を得る式 (22)を径路積分形式での Green

関数の定義と見れば，2つの形式で Green関数は一致し，したがって理論の予言もまた一致することになる．あるいは等

価的に，式 (23)を式 (22)に代入して得られる径路積分の表式

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) =
1

N

∫
DADψ̄Dψ{eiXAµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · } (24)

で Green関数を定義しても良い．

以上の話の進め方は「議論が簡潔にすむというだけでなく，2 通りの定式化の関係を理解できるという重要な利点があ

る」．しかし「通常は，馴染みのある正準形式による場の量子論から Feynman による径路積分形式の場の量子論を導き，

*35 添字の Hは Heisenberg描像を表し，添字 Hのない量は相互作用描像での量を表す．S は S行列であり，S′ は各場 Aµ, ψ, ψ̄ と
結合する，虚構的に導入した“古典的な”源 Jµ, σ̄, σ を含む理論での S行列である．

*36 最右辺の (· · · )|0 は虚構的な場をゼロとおくことを表す．
*37 ここに径路積分要素はDA =

∏3
µ=0 DAµ，Dψ̄Dψ =

∏
α Dψ̄αDψα (αはスピノル添字)であり，規格化条件は Z[0, 0, 0] = 1．
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それを一般化して Green 関数の式を得ることになる」 [2, p.344]．教科書 (M. ストーン『量子場の物理』) の 12.3 節，

12.4 節の議論はその線に沿っている．

ラグランジアン密度 L = 1
2 (∂µφ)

2 − V (φ)で記述されるスカラー場 φ(x)に対しても，Heisenberg描像に

おいて Green関数は［上式 (24)と類似の］径路積分

⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂(xn)}|0⟩ =
1

Z

∫ τ=∞

τ=−∞
d[φ(x)]{φ(x1) · · ·φ(xn)}e−S[φ], (12.57)

S[φ] =

∫
ddx

{
1

2
(∂µφ)

2 + V (φ)

}
, (12.58)

Z =

∫ τ=∞

τ=−∞
d[φ(x)]e−S[φ], (12.59)

で与えられる (dは時空の次元)．［ここでは Euclid時間 (虚時間) τ = itを用いているため，式 (12.57)もま

た統計力学における熱平均の式 (12.53) と同じ形を持ち，“生成汎関数”(12.59) は分配関数に相当すること

が見て取れる (どちらも文字 Z で表される)．］径路積分 (12.57) は回転不変性が明白であり，これはもとの

Minkowski時空における Lorentz不変性に対応する．この不変性はラグランジアン密度が Lorentzスカラー

であることに依っている．

前節の量子力学の結果 (12.50–52)を場の理論の式 (12.57–59)に拡張することは，形式的には単純である．

ただし［1粒子系の量子力学では粒子の位置 xが変数であったのに対し，場の理論において場を評価する位置

xは単なるパラメーターである．このことに関係して］場の理論において対応する式 (12.57–59)を得るには，

次のように理論の定式化を改める必要があることに言及されている．すなわち“Schrödinger表示”の場の演

算子 φ̂(x)［時間に陽に依らない］に対して，φ̂(x) |φ⟩ = φ(x) |φ⟩を満たす固有状態 |φ⟩を基底にとる．する
と状態 |Ψ⟩を表す波動関数 Ψ(φ) = ⟨φ|Ψ⟩は場の汎関数になる．そこで φ-表示における場と共役な運動量密

度の演算子は

φ̂(x) → φ(x), π̂(x) → −i δ

δφ(x)

のように，微分が汎関数微分に置き換わると考える．実際この措置は，正準交換関係

[φ̂(x), π̂(x′)] = i
δφ(x)

δφ(x′)
= iδd−1(x− x′) (12.56)

が満たされることから正当化される．

note：上式 (12.56)について 1粒子系の量子力学において，x-表示を採用して初等的に正準交換関係 [x, p] =

iを導いたときと同様に，波動関数に対する演算子の作用を調べれば良い：

[φ̂(x), π̂(x′)]Ψ(φ) = −iφ(x) δΨ(φ)

δφ(x′)
+ i

δ

δφ(x′)
(φ(x)Ψ(φ)) = i

δφ(x)

δφ(x′)
Ψ(φ).

最後に最終段落を引用する：

注意：量子力学の径路積分に現れた径路は，微分不可能であっても連続であったが，場の量の和は

“典型的には”更に滑らかさを欠く．この滑らかさの欠如が，摂動展開における積分の発散の原因にな

る．一般の n次元において，この発散の問題を回避して δτ → 0 (連続極限)の操作を行うためには，何

らかの処置が必要である．
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12.5　 Gauss積分と自由場

12.5.1　実場

本稿では教科書の難解な記述を大幅にアレンジしつつ，主要な結果を導出する．
文献 [2, pp.333–334] では時空を微小なセル (胞) に分割して，場の径路積分 (汎関数積分) を定義する代わりに，等価

的に実場 ϕによる径路積分を次のように定義した．すなわち完全正規直交関数系 {ui(x)}で実場を

ϕ(x) =

∞∑
i=1

αiui(x)

と展開し，右辺の級数を第 n項で打ち切る．このとき ϕの汎関数 F [ϕ] = F (α)はパラメーターの組 α = {α1, · · · , αn}
で指定される．F [ϕ]の汎関数積分は ∫

DϕF [ϕ] ≡ lim
n→∞

(
n∏

i=1

∫ ∞

−∞

dαi√
2π

)
F (α) (25)

で定義され，これはあらゆる ϕ(x)の関数形 (したがって，あらゆる場の時間発展の仕方)についての F [ϕ]の“和”を表す．

次に場の理論において重要になる，“Gauss型”の汎関数積分の公式を復習しよう [2, pp.333–335]．ここで略記法

[AKB] ≡
∫

d4x

∫
d4yA(x)K(x, y)B(y)

を導入すると，実対称な積分核K(x, y) = K(y, x)に対して，

I ≡
∫

Dϕ exp
{
−1

2
[ϕKϕ]

}
= (detK)−1/2 (26)

が示される．ここに detK ≡ limn→∞ detKn であり，Kn は n番目までの関数 ui(x)(i = 1, · · · , n)に対して，

Kij = [uiKuj ] ≡
∫

d4x

∫
d4yui(x)K(x, y)uj(y) (27)

を行列要素に持つ n 次元正方行列 Kn = (Kij)である*38

公式 (26)は通常の対称行列 A = (Aij)に対する教科書 (M.ストーン『量子場の物理』)の式

∫
dNx(√
2π
)N e− 1

2x
iAijx

j

=

∫
dNy(√
2π
)N e− 1

2λiy
2

i =

(∏
i

λi

)−1/2

= det−
1
2A (12.63)

に対応しており (直交変換 y = OT = xにより対称行列 Aを対角行列 OTAO = diag(λ1, · · · , λN )に変換し

た)，これは通常の Gauss積分 ∫ ∞

−∞
e−

1
2ax

2

dx =

√
2π

a
(12.60)

の一般化に当たる．ところで公式 (26) はその導き方より，空間の次元を問わず，また Minkowski 空間でも

Euclid空間でも成り立つと考えられる．そこで式 (26)を利用して，式 (12.59)の径路積分

Z =

∫
d[φ(x)]e−S[φ(x)] =

∫
d[φ(x)] exp

{
−1

2

∫
ddx

(
(∂µφ)

2 +m2φ2
)}

=

∫
d[φ(x)] exp

{
−1

2

∫
ddx

(
φ(−∂2 +m2)φ2

)}
≡
∫

d[φ(x)] exp

{
−1

2
[φKφ]

}
*38 detK ≡ det(limn→∞Kn)と定義するわけにはいかない．なお公式 (26)の係数が簡単になるように，汎関数積分の定義式 (25)

において“加重因子”を 1/
√
2π に選んである．
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を評価しよう．ここでの積分核は

K(x, y) = δd(x− y)(−∂2 +m2)(= K(y, x)) (28)

である．デルタ関数の下で微分 ∂2 は時空点 x, y のいずれに関するものと考えても良く，2乗は Euclid空間

での内積を表す．ここで有限の時空の体積 Ω = Ld を想定すると (教科書の表記では Ω = (Vol))，運動量は

kn =
2π

L
n

と離散化される (nは正数を成分に持つ d次元ベクトル)．さらに計算を進めるために，文献 [2, p.334]で設定

されている規格直交条件 ∫
ddxui(x)uj(x) = δij

を満たす完全系として，関数形

un(x) =
eikn·x√

Ω

を採用する (内積は Euclid空間で定義)*39．このとき行列要素

Kln ≡ [ulKun] =
1

Ω

∫
ddxddyeikl·xδd(x−y)(−∂2+m2)eikn·y = (k 2

n +m2)· 1
Ω

∫
ddxei(kl+kn)·x = (k 2

n +m2)δln

は対角的なので，

det (Kln) =
∏
n

′
(k 2
n +m2), ∴ detK =

∏
k

(k2 +m2)

を得る．ここに
∏
n
′ は利用できる関数 {un(x)} を制限したときの積であり，第 2 の積

∏
k は制限を解除し

て，可能な全ての離散的波数 k についてとる．以上より公式 (26)から，最終的な結果

Z =

∫
d[φ(x)]e−S[φ(x)] =

∫
d[φ(x)]φ exp

{
−1

2
[φKφ]

}
=

(∏
k

(k2 +m2)

)−1/2

(29)

が得られる．

ところで Feynman-Kac公式 (12.23)は，場の理論では

E0 = lim
Ω→0

[
− 1

Ω
ln

∫
d[φ(x)]e−S[φ(x)]

]
という形をとると考えられる．ここに上式 (29)を代入すると，再び

E0 = lim
Ω→∞

1

2

1

Ω

∑
k

ln(k2 +m2) =
1

2

∫
ddk

(2π)d
ln(k2 +m2) : (5.35)

が導かれる (p.172，l.9–10)．

次に今一つの径路積分

⟨0|T
{
exp

(
−
∫

ddxJ(x)φ(x)

)}
|0⟩

=
1

Z

∫
d[φ(x)] exp

{
−
∫

ddx

(
1

2
φ(x)(−∂2 +m2)φ(x) + J(x)φ(x)

)}
(30)

を考える．

*39 正確を期すには，展開係数 (積分変数) αi が実数となることが保証されるように，三角関数を採用した方が好ましいと考えられる．
しかしながら計算を簡単にするために，ナイーブに指数関数を利用する．
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上式 (30)の導出 式 (12.57)より，

⟨0|T
{
exp

(
−
∫

ddxJ(x)φ(x)

)}
|0⟩

=
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫
ddx1 · · ·ddxnJ(x1) · · · J(xn) ⟨0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)}|0⟩

=
1

Z

∫
d[φ(x)]

( ∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫
ddx1 · · · ddxnJ(x1)φ(x1) · · · J(xn)φ(xn)

)
e−S[φ]

=
1

Z

∫
d[φ(x)] exp

{
−
(
S[φ] +

∫
ddxJ(x)φ(x)

)}
: (30)

を得る．

上式 (30)右辺の径路積分を評価するための公式を復習しよう [2, pp.337–339]．実スカラー源 J(x)と実対称な積分核

K(x, y) = K(y, x)に対し，汎関数

I[J ] = N

∫
Dϕ exp (A[Jϕ]) , A[J, ϕ] ≡ −1

2
[ϕKϕ] + [Jϕ] (31)

を考える．ただし [Jϕ] ≡
∫
d4xJ(x)ϕ(x)であり，また N は規格化定数である．ここで∫

d4x′K(x, x′)K−1(x′, x′′) = δ4(x− x′′) (32)

によって定義されるK の“逆演算子”K−1 を用いて，I[J ]は汎関数積分を含まない Gauss型の式

I[J ] = exp

{
1

2
[JK−1J ]

}
(33)

に書き換えられる (規格化条件 I[J = 0] = 1 を課す)．

公式 (31),(33)は d次元の Euclid時空でも成り立ち，教科書 (M.ストーン『量子場の物理』)の式∫
dNx(√
2π
)N e− 1

2x
iAijx

j+ibix
i

= (detA)−
1
2 e−

1
2 biA

−1
ij bj (12.64)

に対応する (A = (Aij)は対称行列)．これは式 (12.63)と同様に証明でき，通常の Gauss(型の)積分∫ ∞

−∞
e−

1
2ax

2+ibxdx =

√
2π

a
e−

1
2

b2

a (12.61)

の一般化に当たる (指数を平方完成し，変数 z = x− ib/aの積分路を実軸に移す)．再び積分核を式 (28)のよ

うに選ぶと，求める径路積分 (30)は公式 (31),(33)と同じ形

(式 (30)) ∼ I[−J ] = exp

{
1

2
[JK−1J ]

}
(34)

を持つ．式 (30)も左辺の表式から分かるように J = 0で 1となるので，上式において ∼を =に直して良い．

ところで積分核 (28)に対して，“逆演算子”は Green関数

K−1(x, y) = G(x, y) =

∫
ddx

(2π)d
eik·(x−y)

k2 +m2
(12.70′)

となる．実際，Green関数の定義式

(−∂ 2
y +m2)G(y, z) = δd(y − z)
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［本稿次節で補足］の両辺に δd(x− y)を掛けて y で積分すると，“逆演算子”を定義する式 (32):∫
d4yK(x, y)G(y, z) = δ4(x− z)

が満たされる．以上より式 (34)は，

⟨0|T
{
exp

(
−
∫

ddxJ(x)φ(x)

)}
|0⟩

=
1

Z

∫
d[φ(x)] exp

{
−
∫

ddx

(
1

2
φ(x)(−∂2 +m2)φ(x) + J(x)φ(x)

)}
=exp

{
1

2

∫
ddxddyJ(x)G(x, y)J(y)

}
(12.74′)

を与える．最後に空間積分の各要素において dτ = idtとおくと，Wickの定理 (3.32)の真空期待値をとった

関係が得られる．QEDにおいて上式 (12.74′)と類似した結果として，文献 [2, pp.350–351]では虚構的な古

典場とのみ結合する自由場の生成汎関数を径路積分で表した式 (13.95),(13.105)を得ている．

12.5.1節について

■Green関数 (12.70′)について 自由場 Green関数 (3.23):

G(x, x′) =

∫
d4k

(2π)4
eik·(x−x

′)

k2 −m2 + iϵ

は式 (3.24–25):(∂ 2
x + m2)G(x, x′) = −δ4(x − x′) を満たす (文献 [1, p.62] で確認済み)．ここで (d 次元

の)Euclid空間に移ると，指数の因子

k · (x− x′) = ω(t− t′)− k · (x− x′) = −(iω)(i(t− t′))− k · (x− x′) = −[k · (x− x′)]Euclid

における符号の変化は，積分変数の変更 k → −k によって解消される．ところが分母の因子もまた，

k2 −m2 = −[k2 +m2]Euclid

と符号を変える (発散の恐れがなくなるので，iϵは省いて良い)．よって式 (12.70′)のように全体の符号を入

れ替えて Green関数を再定義すると，

(−∂ 2
x +m2)G(x, x′) = δ4(x− x′)

となり，右辺のデルタ関数に負号は付かない．

12.5.2　複素場

複素測度

dz∗dz = (dx− idy)(dx+ idy) = 2idxdy, ∴ dz∗dz

2i
= dxdy (12.75–76)

［本稿次節で補足］に対して，基本となる Gauss積分∫
dz∗dz

2πi
e−|z|2 =

∫
dxdy

π
e−(x2+y2) = 1 (12.77)
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を考えると，aを実数として∫
dz∗dz

2πi
e−a|z|

2+b∗z+z∗b =

∫
dz∗dz

2πi
e−a(z−b/a)(z

∗−b∗/a)+|b|2/a

=
1

a
exp

(
1

a
|b|2
)

(12.78)

が見出される．これは多重積分の公式∫ [
dz∗i dzi
2πi

]
e−z

∗
iAijzj+b

∗
i zi+z

∗
i bi = (detA)−1 exp

{
b∗iA

−1
ij bj

}
(12.79)

へと一般化される．上式 (12.79)は複素場に関する Gauss型の径路積分に対する類推を与える．

12.5.2節について

■式 (12.75) について 複素数 z, z∗ による 2 重積分は非自明であり，「dx と dy は反交換する」(式 (12.75)

の 1行下)とあるように，実は外積

dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0, dx ∧ dy = −dy ∧ dx

と同じ規則に従わねばならない．なお Jacobi行列式は ∂(z∗,z)
∂(x,y) = 2i．式 (12.75)は z と z∗ を独立な変数とし

て扱うことが，実部 xと虚部 y を独立に扱うことと等価であることを踏まえれば，理に適っている．

12.6　摂動論

数学の色が強いため，要約を省略する．
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第 13章　汎関数の方法

序文を引用する：

この章では，熱力学ポテンシャルに類似した，いくつかの有用な汎関数を導入する．それらを用いて

自発的な対称性の破れと Goldstoneの定理を調べることにする．

13.1　生成汎関数

［Euclid時間を用いたときの］スカラー場の作用

S[φ] +

∫
ddxJ(x)φ(x) =

∫
ddx

{
1

2
(∂φ)2 +

m2

2
φ2 + V (φ) + J(x)φ(x)

}
(13.1)

を考える．ただしここでの「“外源場”J(x)は，Green関数を導き出すための，仮想的な“探針 (プローブ)”の

役割を果たす」(13.1節 5,6行目)．［そこで本稿では式 (13.1)の左辺において，本来の理論に対する作用 S[φ]

から，虚構的な古典場 J(x)との相互作用項を分離した．また質量項を除いた，理論にもとから備わる相互作

用項として V (φ)を再定義してある．この下で Z の式 (12.59)を］

Z(J) =
∫

d[φ] exp

(
−S[φ]−

∫
ddxJ(x)φ(x)

)
(13.2)

と書いて，Z(J) を定義する．［文献 [2, pp.344–345] で QED の文脈で確認したように，］Z(J) は (n 点)

Green関数の“生成汎関数 (母関数)”となる：

⟨φ̂(x1) · · ·φ(xn)⟩ = (−1)n δnZ
δJ(x1) · · · δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. (13.4)

［以降 ⟨· · ·⟩ ≡ ⟨0|T{· · · }|0⟩と略記．ここでは生成汎関数 (13.2)に規格化条件 Z(0) = 1を課している (次式

(13.5)において明らか)．］上式 (13.4)と整合して，生成汎関数は

Z(J) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫
ddx1 · · ·ddxn ⟨φ̂(x1) · · · φ̂(xn)⟩ J(x1) · · · J(xn) (13.5)

と書ける．

ここで文献 [5, pp.99–100]の記述を参考に，“連結 Green関数”の生成汎関数W (J)の説明をまとめる．上

式 (13.5)の Z(J)は必ずどこかで外場 J につながっているグラフの寄与の総和 (に n = 0の項 1を加えたも

の)であって，外場 J と全くつながっていない真空泡グラフを含まない．(ダイヤグラムでは伝播関数の各結

節点 xに，外源場 J(x)を表す ×印を付ければ良い．)

注意：n点 Green関数 ⟨· · ·⟩は相互作用 V のある理論で定義 一見すると n点 Green関数 ⟨φ̂(x1) · · · φ̂(xn)⟩
は相互作用 V と無関係で，通常のWickの定理 (3.3.2節)を適用して場を 2個ずつ伝播関数に置き換

えていっても，全体がつながった連結グラフが得られないように思われるかもしれない．しかしながら

Wickの定理は自由場展開に基づいている上に，縮約によって得られる伝播関数は，我々が既に知って

いる自由場 Green関数 G(x, y)ではなく，相互作用がある場合の伝播関数である．そこで QEDの文脈
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で学んだように，あらかじめ相互作用 (ハミルトニアン密度)V を持つ理論の n点 Green関数 ⟨· · ·⟩を，

⟨ABC · · ·⟩ =

⟨
exp

{
−
∫

ddxV (x)

}
(ABC · · · )

⟩
0⟨

exp

{
−
∫

ddxV (x)

}⟩
0

のように，相互作用のない V = 0の自由場 Green関数 ⟨· · ·⟩0 と関係付けておく．その上で右辺の指数
関数を展開すれば，各摂動次数の項に対してWickの定理を適用でき，得られるのは自由場の伝播関数

となる [2, pp.352–357]．このとき例えば相互作用 V ∼ λφ4 に対して右辺の分子を見ると，n点 Green

関数 ⟨φ̂(x1) · · · φ̂(xn)⟩から連結ダイヤグラムが現れることが分かる．分子からは外場 J と結合してい

ない真空泡のダイヤグラムも現れることになるが，それは分母による除算によって正確に除かれる [5,

p.100]．

ただし Z(J)は連結ダイヤグラムと非連結ダイヤグラムの両方を含む (いずれも全ての点が J に結合)．そこ

で連結ダイヤグラムだけの寄与の総和

W (J) =
∞∑
n=0

(−1)n+1

n!

∫
ddx1 · · ·ddxn ⟨φ̂(x1) · · · φ̂(xn)⟩con J(x1) · · · J(xn) (13.9)

を定義すると (添字 conは連結を表す)，式 (4.10–11)の noteと同じ理由で Z(J) = e−W (J) と書ける．これ

は Z(J) = e−W (J) と書いて定義したW (J)が，上式 (13.9)で与えられると言うのと同じである．式 (13.9)

より

(−1)n+1 δnW (J)

δJ(x1) · · · δJ(xn)
= ⟨φ̂(x1) · · · φ̂(xn)⟩con (13.8)

が成り立つので，W (J)は“連結 Green関数”の生成汎関数となっている．

ここで符号を含めて式 (13.8)を納得するためにも，具体的に汎関数微分を実行すると，例えば

− δ2W (J)

δJ(x)δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨φ̂(x)φ̂(y)⟩ − ⟨φ̂(x)⟩ ⟨φ̂(y)⟩ (13.6)

となる［本稿次節で確認］．右辺は 2 点 Green 関数から非連結グラフを除く計算となっているので，連結

Green関数 ⟨φ̂(x)φ̂(y)⟩con を表すと考えられる．この下でさらに汎関数微分を行うと，

δ3W (J)

δJ(x)δJ(y)δJ(z)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨φ̂(x)φ̂(y)φ̂(z)⟩

− ⟨φ̂(x)φ̂(y)⟩con ⟨φ̂(z)⟩ − ⟨φ̂(y)φ̂(z)⟩con ⟨φ̂(x)⟩ − ⟨φ̂(z)φ̂(x)⟩con ⟨φ̂(y)⟩
− ⟨φ̂(x)⟩ ⟨φ̂(y)⟩ ⟨φ̂(z)⟩ (13.7)

が得られる［本稿次節で確認］．右辺はやはり連結 Green関数 ⟨φ̂(x)φ̂(y)φ̂(z)⟩con の計算になっていると考え
られる．

W (J)のダイヤグラム展開に関する洞察を得るために，古典論の水準で場の方程式

(−∂2 +m2)φ(x) +
λ

3!
φ3(x) + J(x) = 0 (13.10)

［相互作用項を V (φ) = λφ4/4!とした (本稿次節で補足)］の解を考えよう．第ゼロ近似として摂動パラメー

ター λの項 (非線形項)を完全に無視すると，［(−∂ 2
x +m2)G(x, y) = δd(x− y)を満たす式 (12.70′)の自由
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場］伝播関数 G(x, y)を用いて，

φ(x) = −
∫
G(x, y)J(y)ddy +O(λ) (13.11)

となる (与えられた外源場に対して)［式 (13.10)への直接の代入により確かめられる］．これは図 39のような

ダイヤグラムに対応付けられる．［以下で見るように，高い摂動次数に進んでも φ(x)は真空泡を含まない連結

グラフで表される．そこでW (J)classical を，古典的な解 φ(x)を与える生成汎関数として導入することが動機

付けられる (この点を本稿次節で詳しく補足する)．］式 (13.11)は

W (J)
(0)
classical = −

1

2

∫
J(y)G(y, z)J(z)ddyddz (13.12)

を J(x)で汎関数微分すると得られ，上式 (13.12)のW (J)
(0)
classical は図 39のようなダイヤグラムに対応付け

られる．1次の摂動論に進むと，

φ(x) =−
∫

ddyG(x, y)J(y)

+
λ

3!

∫
ddyddx1d

dx2d
dx3J(x1)J(x2)J(x3)G(x, y)G(y, x1)G(y, x2)G(y, x3) +O(λ2) (13.13)

が得られる［J を補った，本稿次節で補足］．1次補正の項は図 39のようなダイヤグラムに対応付けられ，

W (J)
(1)
classical =

λ

4!

∫
ddyddx1d

dx2d
dx3d

dx4J(x1)J(x2)J(x3)J(x4)G(y, x1)G(y, x2)G(y, x3)G(y, x4)

(13.14)

を J(x) で汎関数微分すると得られる．［4 つの J のうち例えば J(x4) だけを汎関数微分して δd(x4 − x) に
変え，積分を実行し，最後に式全体を 4倍すれば良い．］生成汎関数は図 39のようなダイヤグラムに対応付

けられる．［式 (13.13)の導き方より，枝の本数は相互作用項 V = λφ4/4!における φのベキに依っているこ

とが分かる．］このような作業を続けると，W (J)classical が，それぞれの枝の端に J(x)の因子を持つ，“樹形

(tree)ダイヤグラム”(すなわちループを含まないダイヤグラム)の和として与えられることが分かる．ひるが

えってループを持つダイヤグラムは，量子力学に特有の補正を表している．

13.1節について (「13.1.1節について」は節を改めて掲載)

■生成汎関数の式 (13.5)について これは 12.5.1節の式 (30)の導出過程における関係式と似ているものの，

ここでは Z(J = 0) = 1が課されている．いずれにせよ上式 (13.5)の右辺は，“真空偏極”

⟨0|T
{
exp

(
−
∫

ddxJ(x)φ(x)

)}
|0⟩

(相互作用 V ̸= 0での真空状態に関する期待値) の展開になっている．この点について，後の式 (36)の箇所で

再論する．

■W (J)の汎関数微分 (13.6–7)の確認 まず

δW

δJ(x)
= − δ

δJ(x)
lnZ(J) = − 1

Z(J)
δZ(J)
δJ(x)

であり，Z(J = 0) = 1と式 (13.4)に注意して J = 0を代入すると，

δW

δJ(x)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨φ̂(x)⟩
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図 39 ×印は外源場 J の配置を表す

を得る．これは教科書の式 (13.3)に対応しており，規格化条件 Z(0) = 1を課さなくとも，式 (12.57),(13.2)

より

− 1

Z(J)
δZ(J)
δJ(x)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨φ̂(x)⟩

は正しい (以降の計算でも分母に Z(J)の適切なベキが現れていることが見て取れる)．次いで上式を J(y)で

汎関数微分すると，

− δ2W (J)

δJ(x)δJ(y)
=

δ

δJ(y)

(
1

Z(J)
δZ(J)
δJ(x)

)
=

1

Z(J)
δ2Z(J)

δJ(x)δJ(y)
− 1

Z(J)2
δZ(J)
δJ(x)

δZ(J)
δJ(y)

となるので，先ほどと同様にして式 (13.6)を得る．さらに上式を J(z)で汎関数微分すると，

δ3W (J)

δJ(x)δJ(y)δJ(z)
= − 1

Z(J)
δ3Z(J)

δJ(x)δJ(y)δJ(z)
+

(
1

Z(J)2
δZ(J)
δJ(z)

δ2Z(J)
δJ(x)δJ(y)

+ cyclic

)
−2 1

Z(J)3
δZ(J)
δJ(x)

δZ(J)
δJ(y)

δZ(J)
δJ(z)

となる．ここで J = 0とおくと，

δ3W (J)

δJ(x)δJ(y)δJ(z)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨φ̂(x)φ̂(y)φ̂(z)⟩ − (⟨φ̂(x)φ̂(y)⟩ ⟨φ̂(z)⟩+ cyclic) + 2 ⟨φ̂(x)⟩ ⟨φ̂(y)⟩ ⟨φ̂(z)⟩

=(式 (13.7)右辺) (∵ ⟨φ̂(x)φ̂(y)⟩ = ⟨φ̂(x)φ̂(y)⟩con + ⟨φ̂(x)⟩ ⟨φ̂(y)⟩)

を得る．4階以上の汎関数微分に対する結果も，容易に推察される．

■場の方程式 (13.10)について 相互作用項を V (φ) = λφ4/4!とおくと，Euclid空間の作用 (13.1)に対応す

るラグランジアン密度

L =
1

2
(∂φ)2 +

1

2
m2φ2 +

λ

4!
φ4 + Jφ
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に対して，Euler-Lagrange方程式は

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
− ∂L
∂φ

= ∂2φ−m2φ− λ

3!
φ3 − J : (13.10)

となる．Minkowski 空間における通常の KG 方程式に戻るには，内積を −∂2 → ∂2 と改めさえすれば良

い*40．

■1次の摂動論における φ(x)の式 (13.13)の導出 逐次代入により λに関して摂動論的に φ(x)を求めるこ

とを考え，
φ = φ0 + φ1 + · · ·

とおく．ここに φ0, φ1 はそれぞれ λの 0次と 1次の項であり，φ0 は式 (13.11)において既に求まっている．

次に λに関する 1次補正 φ1 を求めよう．上式 φ = φ0 +φ1 + · · · を場の方程式 (13.10)に代入して λの 1次

の項だけを拾うと，φ1 に対する方程式

(−∂2 +m2)φ1 = − λ
3!
φ 3
0

が得られる．これは φ0 の満たす式 (−∂2 +m2)φ0 = −J と比べて，単に源の項が φ0 に置き換わっているだ

けであり，再び Green関数法により

φ1(x) =

∫
G(x, y)

(
− λ
3!
φ 3
0 (y)

)
ddy = (式 (13.13)第 2項)

を得る．

■Wclassical(J)の式 (13.12),(13.14)を古典的な生成汎関数と見なす動機

Wclassical(J) =W
(0)
classical(J) +W

(1)
classical(J) + · · ·

に対して，汎関数微分 δ2Wclassical(J)
δJ(x1)···δJ(xn)

∣∣∣
J=0

を計算することを考える．式 (13.12)のW
(0)
classical(J)は外源場 J を

2つ含むので，J の 2階微分にのみ寄与を持つ．W (0)
classical(J)の 1階微分は第ゼロ近似の場 (13.11)であり，

これをさらに J(x′)で汎関数微分すると，Green関数

δW
(0)
classical(J)

δJ(x)δJ(x′)

∣∣∣∣∣
J=0

= −G(x, x′)

を得る．これは第ゼロ近似の場 (13.11)を表す図 39のダイヤグラムの骨格を変えることなく，頂点 y から外

源場 J を表す ×印を除く操作に対応する (時空点 y は x′ に固定される)．

次に式 (13.14)のW
(1)
classical(J)は外源場 J を 4つ含むので，J の 4階微分にのみ寄与を持つ．W (1)

classical(J)

を 1階微分して場 (13.13)の 1次補正の項を導いたのと同様の計算を繰り返すと，4階微分

δ4W
(0)
classical(J)

δJ(x)δJ(x′)δJ(x′′)δJ(x′′′)

∣∣∣∣∣
J=0

= λ

∫
ddyG(x, y)G(y, x′)G(y, x′′)G(y, x′′′)

*40 実際Minkowski空間において作用 (13.1)に対応するラグランジアン密度と運動方程式は，それぞれ

L =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)−
1

2
m2φ2 −

λ

4!
φ4 − Jφ, ∴ 0 = ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

−
∂L
∂φ

= ∂µ∂
µφ+m2φ+

λ

3!
φ3 + J.
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は再び，場 (13.13)の 1次補正を表す図 39のダイヤグラムの骨格を変えることなく，枝の端の頂点を x′, x′′, x′′′

に固定して外源場「×」を取り除いた“連結 Green関数”になっている．

これらが連結 Green関数であることの意味は，各グラフの枝の端に外源場 J を結合させて摂動展開を構築

すると，Green関数法による古典場の解 φ(x)が得られることに含まれている．ここからWclassical(J)を古典

的な連結 Green関数の生成汎関数と見なすことが動機付けられる．

13.1.1　有効作用

しばしば Legendre変換によって φc(x) ≡ ⟨φ̂(x)⟩と J(x)の役割を入れ替えると都合が良い*41．そこで新

たな変数 φc(x)の汎関数

Γ(φc) =W (J)−
∫

ddxJ(x)φc(x) (13.15)

を定義する．W を外源場 J で汎関数微分すると

δW

δJ(x)
= ⟨φ̂(x)⟩ = φc(x) (13.17)

が得られたのとは対照的に［本稿次節で補足］，Γ(φc)を φc で汎関数微分すると外源場 J が得られる：

δΓ

δφc(x)
= −J(x) i.e.

δΓ

δφc(x)
+ J(x) = 0. (13.16/13.18)

(導出は下記．［力学において Legendre変換で，∂L/∂q̇ = pが ∂H/∂p = q̇ に置き換わるのに似ている．］)上

式 (13.18)は古典論での［虚構的な源を含む完全な作用 (13.1):S[φ] +
∫
ddxJφにおける］作用 S に対する，

最小作用原理
δS[φ]

δφ(x)
+ J(x) = 0 (13.19)

と比較される．このため Γ(φc)は“有効作用”と呼ばれる．［式 (13.15)において Γ(φc)は作用の次元 (無次

元) を持つことが見て取れる．］作用 S が式 (13.19) を通じて古典場 φ(x) を決定するのと同様に，有効作用

Γ(φc)は式 (13.18)を通じて場の期待値 φc(x)を決定する．

上式 (13.16)の導出

δΓ

δφc(y)
=

δW

δφc(y)
−
∫

ddx
δJ(x)

δφc(y)
φc(x)−

∫
ddx

δφc(x)

δφc(y)
J(x)

=

∫
ddx

δW

δJ(x)

δJ(x)

δφc(y)
−
∫

ddx
δJ(x)

δφc(y)
φc(x)− J(y)

=− J(y) (35)

とすれば良い［本稿次節で補足］．ただし最後の等号では式 (13.17)により，第 3辺の第 1項と第 2項

が相殺することを考慮した．

有効ポテンシャル

我々は既に J が定数のときに，外源場 J を伴う系の基底エネルギー密度を E0(J)として，

W (J) = (Vol)(Time)E0(J) (36)

*41 φc の値は，現実の物理系で実現される ⟨φ⟩ の値に固定されているわけではなく，任意の値を設定できる．この任意性は，未定の
仮想外源場 J を導入したことによって生じている (p.180第 2の訳註)．
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と書けることを知っている［本稿次節で補足］．同様に φc が定数ならば，Γ(φc)もエネルギー密度と解釈でき

る．［再び結論の式 (13.24)における (Vol)(Time)の因子を除けば．有効作用 Γ(φc)はその名の通り作用の次

元 (無次元)を持つことに注意する．］実際，このことは次のように説明できる．まず，条件

1

(Vol)

∫
d3x ⟨Ψ|φ̂|Ψ⟩ = φc (13.21)

［左辺は場の期待値の空間平均であり，論理的には右辺の φc も時間だけの関数］を満たす，規格化された全て

の状態 |Ψ⟩に関する下限 (infimum)

V(φc) =
1

(Vol)
inf ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ (13.20)

を導入しよう．すると定数の J, φc に対して，

V(φc) = E0(J)− Jφc (13.23)

と書けることが導かれる (導出は下記)．［上式 (13.20),(13.23)において V(φc)はエネルギー密度の次元を持

つことが見て取れる．］ここから
∂V
∂φc

+ J = 0 (13.25)

となるので［本稿次節で補足］，関数 V(φc)の停留点が，外源場 J をゼロとおいたときの ⟨φ̂⟩の可能な値を与
える．このため V(φc)は“有効ポテンシャル”と呼ばれる．

note これは 10.3.2節の古典的ポテンシャル V (φ)に類似しているものの，V(φc)では量子論が考慮されてお

り，これらは概念的に異なる．13.1.1節のこれ以降の議論も参照．

他方，式 (13.23)の両辺に (Time)(Vol)を掛けて，式 (36)と有効作用 Γの定義式 (13.15)を考慮すると，

(Time)(Vol)V(φc) =W (J)− (Time)(Vol)Jφc

=Γ(φc) (13.24)

が得られる．ここから冒頭の解釈が正当化される．

上式 (13.23)の導出 教科書における Lagrangeの未定乗数法を補足しつつまとめる．式 (13.21)と規格化条

件 ⟨Ψ|Ψ⟩ = const (式 (13.21)より右辺は無次元)の下で，式 (13.20)の右辺の因子 1
(Vol) ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩が極

小となることを要求しよう．E, J を Lagrangeの未定乗数として， 1
(Vol) ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩の極値性は，|Ψ⟩の

変化に伴う変化量が

0 =
1

(Vol)
δ ⟨Ψ|

(
Ĥ + J

∫
d3xφ̂− E

)
|Ψ⟩

=
1

(Vol)
(δ ⟨Ψ|)

(
Ĥ + J

∫
d3xφ̂− E

)
|Ψ⟩+ h.c.

となることを課す．よって極小値を与える状態 |Ψ⟩は，(
Ĥ + J

∫
d3xφ̂− E

)
|Ψ⟩ = 0 (13.22)

を満たさねばならない．そのためには Ĥ + J
∫
d3xφ̂の固有状態 |Ψ⟩を選び，E をそのエネルギー固有

値にとれば良い．しかも十分性として， 1
(Vol) ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩の最小性を改めて要求すれば，最低エネルギー

153



E = E0(J)の状態 |Ψ⟩を選ばねばならないと考えられる．このとき状態 |Ψ⟩は未定乗数 J に依存して

おり，J はこの |Ψ⟩が式 (13.21)を満たすように決める．その際 J は定数なので，式 (13.21)における

φc も定数となることが期待される．(ちなみに φc が定数でなければ自発的な対称性の破れとなる．)

この下で下限 (13.20)を与える |Ψ⟩の固有方程式(
Ĥ + J

∫
d3xφ̂

)
|Ψ⟩ = E0(J) |Ψ⟩

と条件式 (13.21)を用いると，

V(φc) =
1

(Vol)
inf ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ = 1

(Vol)
⟨Ψ|

{(
Ĥ + J

∫
d3xφ̂

)
− J

∫
d3xφ̂

}
|Ψ⟩ = E0(J)−Jφc : (13.23)

を得る (エネルギー密度は E0 ≡ E0(J)/(Vol))．

自発的な対称性の破れ

［10.3.2節の例で言えば，式 (10.42)の］回転不変な“メキシコ帽子型”の古典的ポテンシャル V (φ)は，複

素 φ平面上の原点から離れた円周において最小となる．そして円周上の特定の ⟨φ̂⟩が選ばれると，自発的に
対称性が破れる．同様に反転操作 φ → −φに関して対称な双井戸型ポテンシャルは，古典的な扱いにおいて
対称性の破れを誘発する*42．

他方，有効ポテンシャル V(φc) を用いて対称性の破れを調べる場合には，少々注意が必要である．実際

V(φc)の曲線は任意の φc で下に凸の条件
∂2V
∂φ 2

c

≥ 0 (13.29)

を満たすため，有効ポテンシャルは決して双井戸構造を持たない．

上式 (13.29)の導出
∂2E0
∂J2

∼ −⟨φ̂2 − φ 2
c ⟩ = −⟨(φ̂− φc)

2⟩ (13.26)

であり［本稿次節で補足］，最右辺の因子 ⟨(φ̂− φc)
2⟩ は，平均操作を径路積分の形で明示すると∑

(φ− φc)
2e−S[φ] のようになるので，非負である．よって，

∂2E0
∂J2

≤ 0. (13.27)

つまり E0(J)のグラフは常に“凹”(concave)［上に凸］である．上式 (13.27)はまた［式 (37):∂E0

∂J = φc

とより］，
∂2E0
∂J2

=
∂φc

∂J
≤ 0 (13.27)

を意味する．したがって［これを式 (13.25)と組合せると］，

∂2V
∂φ 2

c

= − ∂J

∂φc
≥ 0 : (13.29)

が得られる．

*42 量子論による補正を考慮すると，基底状態の ⟨φ̂⟩の値が変更され，古典的には破れるはずの対称性が回復する可能性がある．
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実は古典論の水準でも，双井戸ポテンシャルから“真の”有効ポテンシャルを作るには，2つの最小点を水

平線で結んで，2 つの井戸の間の障壁を除かなければならない．これは統計力学で 2 つの相が共存する系の

自由エネルギーを得ることに相当する．このことはまた，量子論において次のように理解できる．すなわち

⟨φ̂⟩ = φc の真空状態 |φc⟩が存在するならば，同じエネルギーを持つ ⟨φ̂⟩ = −φc の状態 |−φc⟩も存在しなけ
ればならない．すると実数 αで特徴付けられる線形結合の状態

|α⟩ =
√
α |φc⟩+

√
1− α |−φc⟩ (0 ≤ α ≤ 1) (13.30)

も，期待値 ⟨α|φ|α⟩ = (2α− 1)φc を持つ真空状態となり得る．αが 0 ≤ α ≤ 1の範囲を動くとき，この期待

値は ±φc の間の値をとる［古典的な双井戸ポテンシャルの極小を結んだ平坦部分に対応］．

Γ(φc)のダイヤグラム展開

この項は説明がほとんど天下りなため，本稿では要約を省略する．詳しい議論は例えば文献 [5, pp.112–

116,pp.119–125]に見られる．

13.1.1節について

■式 (13.17)について 式 (13.6–7)の導出過程で言及したように，

δW

δJ(x)
= − 1

Z(J)
δZ(J)
δJ(x)

= ⟨φ̂(x)⟩

が成り立つ．ここでも第 2の等号は式 (12.57),(13.2)によるものの，ここでは関関数微分の後で J = 0とお

いていないため，右辺 ⟨φ̂(x)⟩ (= φc(x))は虚構的な源 J を持つ理論での期待値を表すことになる (p.180第 2

の訳註はこの点に関係すると考えられる)．

■式 (13.16)の導出過程 (35)(教科書の式 (13.16))について まず第 1の等号において，たった今式 (13.17)

に関連して言及したように，φc(x)は虚構的な源 J の存在下での場の期待値である．そこで J の，したがっ

てW (J)の φc(y)による汎関数微分をゼロとおいてはならない．

次に式 (35)の第 2の等号で，第 1項の変形に用いた汎関数微分の公式

δW

δφc(y)
=

∫
ddx

δW

δJ(x)

δJ(x)

δφc(y)

を復習する．汎関数微分の定義より

δW =

∫
ddy

δW

δφc(y)
δφc(y),

δW =

∫
ddx

δW

δJ(x)
δJ(x) =

∫
ddx

δW

δJ(x)

(∫
ddy

δJ(x)

δφc(y)
δφc(y)

)
=

∫
ddy

(∫
ddx

δW

δJ(x)

δJ(x)

δφc(y)

)
δφc(y)

であり，2式を比較すると上式が得られる．

13.1.1節「有効ポテンシャル」について

■定数 J に対する式 (36):W (J) = (Vol)(Time)E0(J)について 生成汎関数の式 (13.5)について補足したよ

うに，

Z(J) = (式 (13.5)右辺) = ⟨0|T
{
exp

(
−
∫

ddxJ(x)φ(x)

)}
|0⟩
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(相互作用 V ̸= 0での真空状態に関する期待値) は“真空偏極”である．他方，真空偏極の公式 (3.42):

⟨0|U(+∞,−∞)|0⟩ = e−i(EJ−E0)T

を導く際に，我々は暗に J が定常的な場であることを仮定した．そこで特に定数の外源場 J を考えて，これ

を Z(J) = e−W (J) と等置すると，

W (J) = (Vol)(Time)E0(J), (Time) ≡ iT : Euclid時空の全時間, E0(J) ≡
EJ − E0

(Vol)
: 真空エネルギー密度

を得る．

なお 4.1.1節の Brueckner-Goldstoneの定理に関する議論の繰り返しになるが，Z(J)は“真空偏極”なの
で，式 (4.10–11)より

Z(J) = e−V (iT )(connected diagrams) = e−(Vol)(Time)(connected diagrams)

と書ける．これを Z(J) = e−W (J) と比較すると，

W (J) = (Vol)(Time)(connected diagrams)

と同定され，この右辺は 4.1.1節で見たように，(Vol)(Time)の因子も含めて図 6の連結した真空泡ダイヤグ

ラムの和である．教科書 p.178ではこのことが式 (13.8–9)に関係していると説明されている．

■式 (13.23)→式 (13.25)において，あたかも J を φc で微分しなくでも良い理由 後の式 (13.26)の導出と

同様に，
∂E0
∂J

=
1

(Vol)(Time)

∂W

∂J
=
δW

δJ
= ⟨φ̂⟩ = φc (37)

が成り立つ．よって式 (13.23)を φc で微分すると

∂V
∂φc

=

(
∂E0(J)
∂φc

− ∂J

∂φc
φc

)
− J

における右辺第 1項がゼロになるため，あたかも J が φc に依存しないかのように見なして微分を実行した場

合と同じ結果が得られる．しかし，それはあくまで見かけ上の結果論であって，これまでの定式化より J と

φc は連動している．実際，後の式 (13.28),(13.29)では微分係数 ∂φc/∂J，∂J/∂φc をあからさまに書いてい

る．そしてこの点を理解していれば，教科書のように式 (13.29)の第 1の等号を定義「≡」と見なす必要はど
こにもない．

13.1.1節「自発的な対称性の破れ」について

■式 (13.26)について 定数の J に対して，式 (36):W (J) = (Vol)(Time)E0(J)より

∂2E0(J)
∂J2

=
1

(Vol)(Time)

∂2W (J)

∂J2

となる．ここで J が xに依らなければ，汎関数W (J)はパラメーター J の単なる関数となるので，右辺の偏

微分が意味を成す．ここで J による微分と汎関数微分の関係を調べよう．xに依らない J に対して，汎関数

微分の定義式は

∆W (J) =

∫
ddx

δW (J)

δJ(x)
∆J(x) = (Vol)(Time)

δW (J)

δJ
∆J
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となる．ところが J の変化 ∆J に伴う W (J) の変化 ∆W (J) に対して，両者の比 ∆W (J)/∆J は偏微分

∂W (J)/∂J の意味になる．(これを表記の上で汎関数微分 δW (J)/δJ と区別するために，大文字の ∆を用い

た．) そこで上式最右辺の ∆J を移項すると，

∂W (J)

∂J
= (Vol)(Time)

δW (J)

δJ

の関係が見出される．(これは汎関数微分の次元
[
δ
δJ

]
=
[

1
(Vol)(Time)

∂
∂J

]
と整合している．) これを繰り返し

用いると，2階微分では
∂2W (J)

∂J2
= {(Vol)(Time)}2 δ

2W (J)

δJ2

となる．よって冒頭の式は

∂2E0(J)
∂J2

=(Vol)(Time)
δ2W (J)

δJ2

=− (Vol)(Time)
(
⟨φ̂2⟩ − ⟨φ̂⟩2

)
と書き換えられる．ここで第 2の等号は式 (13.6)による．ただし式 (3.17)に関して述べたのと同様に，ここ

では微分の後に J = 0とおいていないため，⟨· · ·⟩ (したがって φc ≡ ⟨φ̂⟩)は J ̸= 0での期待値と理解しなけ

ればならない．教科書の式 (13.26)の第 2辺以降には，上式のように (Vol)(Time)が付くと考えられる．(実

際そのときはじめて式の次元が合う．ただしこの点は以降の符号の議論に影響しない．)

13.2　Ward恒等式

2.3.1節で見たように，Euclid空間における作用量

S =

∫
ddx

{
(∂µφ

∗)(∂µφ) +m2|φ|2 + V (|φ|2)
}

(13.38)

で記述される複素場 φに対して，無限小の局所的位相変換

φ(x) → φ(x)(1 + iδα(x)), φ∗(x) → φ∗(x)(1− iδα(x)) (13.43)

に対する作用の不変性 δS = 0から，保存するカレント

jµ =
1

i
(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗)

が導かれる．

他方で径路積分

I =

∫
d[φ∗]d[φ]{φ(x1) · · ·φ(xn)φ∗(y1) · · ·φ∗(ym)}e−S[φ,φ

∗] (13.42)

には，運動方程式を“満たさない”(δS ̸= 0)場の時間発展も寄与する．しかしながら位相変換 (13.43)は径路

積分 (13.42)における積分変数の変更と見なせるため［式 (12.75):dz∗dz = 2idxdy における虚部 y の変更に

あたる］，このとき径路積分 (13.42)は不変に留まると考えられる．そこで無限小の局所的位相変換 (13.43)に

伴う径路積分 (13.42)の変化量 δI をゼロとおくと，

i
n∑
i=1

δd(x− xi) ⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩ − i
m∑
i=1

δd(x− yi) ⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩

=− ∂µ ⟨0|T{ĵµ(x)φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩ (13.45)
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が見出される (導出は下記)．これは 8.3.1節で正準形式に基づき導出した，QEDにおけるWard恒等式 (8.47)

と似ている．［Ward恒等式 (8.47)もゲージ不変性に付随する保存則 ∂µj
µ = 0の帰結として導かれたことを

思い出そう．］

上式 (13.45)の導出 位相変換 (13.43)に対して径路積分 (13.42)の測度は不変である［径路積分の並進 (平行

移動)不変性より [2, pp.336–337]］．すると

0 = δI =

∫
d[φ∗]d[φ]

(
δ{φ(x1) · · ·φ∗(ym)}e−S + {φ(x1) · · ·φ∗(ym)}δe−S

)
となる．

ここで最右辺の第 1項は，∫
d[φ∗]d[φ]δ{φ(x1) · · ·φ∗(ym)}e−S

=

∫
d[φ∗]d[φ]

(
n∑
i=1

φ(x1) · · · [iδα(xi) · φ(xi)] · · ·φ∗(ym) +
m∑
i=1

φ(x1) · · · [−iδα(yi) · φ∗(yi)] · · ·φ∗(ym)

)
e−S

=

∫
d[φ∗]d[φ]

∫
ddx iδα(x)

(
n∑
i=1

δd(x− xi)−
m∑
i=1

δd(x− yi)

)
{φ(x1) · · ·φ∗(ym)}e−S

と書き換えられる．

次に第 2項を考える．d次元の Euclid時空において式 (2.36)は δS/δα(x) = −∂µjµ(x)に置き換わる．
すると δe−S = −e−SδS において，汎関数微分の定義より

δS =

∫
ddx

δS

δα(x)
δα(x) = −

∫
ddx∂µjµ(x) · δα(x) (13.40)

となるので，∫
d[φ∗]d[φ]{φ(x1) · · ·φ∗(ym)}δe−S =

∫
d[φ∗]d[φ]

{
φ(x1) · · ·φ∗(ym)

∫
ddxδα(x)∂µjµ(x)

}
e−S .

以上をまとめると

0 = δI =

∫
d[φ∗]d[φ]

∫
ddxδα(x)

{
i

(
n∑
i=1

δd(x− xi)−
m∑
i=1

δd(x− yi)

)
+ ∂µjµ(x)

}
{φ(x1) · · ·φ∗(ym)}e−S

=

∫
ddxδα(x)

[
i

(
n∑
i=1

δd(x− xi)−
m∑
i=1

δd(x− yi)

)∫
d[φ∗]d[φ]{φ(x1) · · ·φ∗(ym)}e−S

+ ∂µ

∫
d[φ∗]d[φ]{jµ(x)φ(x1) · · ·φ∗(ym)}e−S

]

∼
∫

ddxδα(x)

{
i

(
n∑
i=1

δd(x− xi)−
m∑
i=1

δd(x− yi)

)
⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩

+ ∂µ ⟨0|T{ĵµ(x)φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩

}
となる (最後の等号は式 (12.57) に基づく)．これが任意の変分 δα(x) に対して成り立つことを要求し

て，最右辺で δα(x) の係数 {· · · } をゼロとおくと，式 (13.45) を得る．［上式の 1 行目で径路積分の

中の因子 {i(· · · ) + ∂µjµ}だけが単独でセロになるとは限らない (径路積分を施してはじめてゼロにな

る)．また運動方程式を満たさない径路 (場の時間発展)からの寄与 ∂µjµ ̸= 0に注意する．］
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径路積分を，時間順序化した演算子積の真空期待値に関係付ける定理［式 (13.45)］は，φ̂の多項式

だけに適用できるもので，φと正準共役な場 π(x)［∼ ϕ̇(x)］を含む演算子積に用いることはできない

(p.187下から 8～6行目)．

13.2.1　 Goldstoneの定理

式 (13.45)を，すべての xi, yi を含む領域 Ωで積分すると，

(n−m) ⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩ ∼
∫
∂Ω

dSµ ⟨0|T{ĵµ(x)φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩ (13.48)

となる (dSµ は境界 ∂Ωの外向き面積要素)．ここで境界 ∂Ωは無限遠にあり，それ故，境界積分を無視できる

と仮定しよう．この場合 n ̸= mである限り，

⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩ = 0

となる．ところがWard恒等式を成立させる連続対称性が自発的に破れて ⟨0|φ̂|0⟩ = 0となる場合には，たと

え ∂Ωが遠方にあっても式 (13.48)の境界積分は消えず，

⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂†(ym)}|0⟩ ̸= 0

となり得る．実はこれは自発的な連続対称性の破れが，質量ゼロの粒子── Goldstoneボゾン──を生成す

ることに伴い，系が境界条件に対して敏感になることに起因する［式 (13.58)直後の noteも参照］．

以下では具体例を通じて，Ward恒等式を用い，対称性の破れが常に Goldstoneボゾンの生成を伴うことを

示す．複素場を φ = φ1 + iφ2 と書いて実部 φ1 と虚部 φ2 を定義し，作用量を

S[φ1, φ2] =

∫
ddx

{
1

2
(∂φ1)

2 +
1

2
(∂φ2)

2 +
λ

2
(φ 2

1 + φ 2
2 − κ)2 − ϵφ1

}
(13.50)

と設定しよう．ϵ の項を除けば，ここで採用したポテンシャルは円周 φ 2
1 + φ 2

2 = κ 上で最小となる“メキ

シコ帽子型”である (図 40)．ポテンシャルの底付近における放射方向［円と直交する方向 (図 40)］への振動

モードに対応する粒子は，質量を持つ．

note 極小の位置 (φ1, φ2) = (κ, 0)から「放射方向」への微小変位 (δφ, 0)を導入すると，「放射方向」に関し

て極小の周りで，ポテンシャルは放物線

λ

2
{(κ+ δφ)2 − κ2}2 ≃ 2λκ2(δφ)2

で近似される．これは δφ場を記述するポテンシャルが質量項を持つことを意味する．

他方，ポテンシャルは円に沿ったギャップを持たないため，接線方向の振動モードに対応する粒子は，質量を

持たない Goldstoneボゾンとなる．小さな ϵ(̸= 0)の項［+φ1 向きに下降する傾斜面 −ϵφ1］を加えると，回

転対称性が破られ，ポテンシャルの最小を与える点は (φ1, φ2) = (κ, 0)付近の 1点に限られる．

note 直観的には −ϵφ1 を加えても，依然としてポテンシャルは φ2 方向には局所的に水平であると想像さ

れる．しかしながら実際には，φ2 粒子の伝播関数に対する場の方程式 (13.57)は小さな質量 (の自乗)

m2 = ϵ/ ⟨φ1⟩の項を持つ．
ϵの項を導入したのは，最終的に ϵ→ 0の極限を調べるための単なる数学的な技法であって，自発的対

称性の破れの有無はあくまで ϵ→ 0の極限で ⟨φ̂1⟩がゼロか否かで判定される．
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図 40 式 (13.50)における“メキシコ帽子型”ポテンシャル［式 (10.42)の V (φ)と同じ形］

我々がこれから示したいのは，量子化の後もこのモードが Goldstoneボゾンを生じることである．

回転
δφ1(x) = −α(x)φ2(x), δφ2(x) = α(x)φ1(x) (13.51)

［無限小の局所的位相変換 φ(x)→ φ(x)eiα(x) に対応］に対する作用量 (13.50)の不変性を要求すると，

jµ ≡ φ1∂µφ2 − φ2∂µφ1 (13.54)

に対して運動方程式
∂µjµ = ϵφ2 (13.53)

が導かれる (したがって jµ は ϵ = 0のときに保存するカレントという意味を持つ)［本稿次節で補足・導出］．

ところで径路積分

⟨φ̂2(y)⟩ =
1

Z

∫
d[φ1]d[φ2]φ2(y)e

−S[φ1,φ2] (13.49)

の変換 (13.51)に対する不変性を要求すると，Ward恒等式 (13.45)に対応する関係として∫
ddxα(x)

{
δd(x− y) ⟨φ̂1⟩+ ∂µ ⟨ĵµ(x)φ̂2(y)⟩ − ϵ ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩

}
= 0 (13.55)

が得られる［本稿次節で導出］．

特に ϵ ̸= 0および，大域的位相変換 α(x) = const.の場合を考えよう［教科書では「α = 1」(p.190，l.1)と

あるが，我々は無限小パラメーター |α| ≪ 1を想定している］．このとき上式 (13.55)は，発散の項が境界積

分となって落ちるので*43，運動量がゼロの Fourier成分

⟨φ̂2φ̂2⟩p=0 =
1

ϵ
⟨φ̂1⟩ (13.56)

を与える［本稿次節で補足］．

*43 冒頭で Goldstone ボゾンが生成されるとき，境界項がノンゼロになり得ることに言及した．たたし ϵ ̸= 0 のときには，すべての
粒子は質量を持つので (特に φ2 粒子についてはすぐ後で見る)，境界項を無視することができる．
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note 右辺の ⟨φ̂(·)⟩ も左辺と同様，引数の時空点に依らない定数であることになる (このことを以下の式

(13.57)でも用いる)．左辺に関しては Green関数 ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩の並進対称性を仮定したため，1変数

xに関する Fourier変換 ⟨φ̂2φ̂2⟩p が pだけの関数となる (導出過程を参照)．

よって対称性が破れていれば［⟨φ̂1⟩ ̸= 0ならば］，ϵ→ 0で式 (13.56)の左辺が特異性を持つ．

この特異性を理解するために，［式 (13.55)α(x)の係数 {· · · } = 0において］φ̂1 を真空期待値 ⟨φ1⟩で近似
しよう．すると［ĵµ → ⟨φ1⟩ ∂µφ̂2 より］，

δd(x− y) ⟨φ1⟩+ ⟨φ1⟩ ∂ 2
x ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩ − ϵ ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩ (13.57)

となる．これは［対称性が破れており ⟨φ̂1⟩ ̸= 0ならば］，⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩が質量の自乗m2 = ϵ
⟨φ1⟩ を持つ自由

な Klein-Gordon場の Green関数であること(
−∂ 2

x +
ϵ

⟨φ1⟩

)
⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩ = δd(x− y)

を意味する．運動量空間に移せば，

⟨φ̂2φ̂2⟩p =
1

p2 +
ϵ

⟨φ1⟩
. (13.58)

いずれにせよ ϵ→ 0とすると，φ̂2 場の粒子の質量はゼロになる．こうして予告通り Goldstoneボゾンが現れ

る［この議論は対称性が破れていない ⟨φ̂1⟩ = 0の場合には適用できない］．

note • こうして冒頭で述べたように，自発的に対称性が破れていると ⟨φ̂2φ̂2⟩ ̸= 0である．

• 式 (13.58)は式 (13.56)と整合している．すると長波長 p = 0での相関 (13.56)の特異性は，質量

∝ ϵ → 0 の粒子の長距離力によると解釈できる (教科書の最終段落 (p.191) も参照)．湯川ポテン

シャルの箇所 (3.3.3節)で見たように，質量mのボゾンの媒介する力は Compton波長 1/m程度

までしか及ばない．

Goldstoneは，φ̂1 を期待値に置き換える近似には依らず，一般に Goldstoneボゾンが存在することを論じ

た (本稿では省略)．

この議論が成立しなくなり得る状況として，広範囲に及ぶゲージ場が存在する場合の相対論的な系が挙げら

れる．これについて p.191第 2の訳註を引用する：

結局 Goldstoneボゾンは現れず，代わりにゲージ場が質量を持つことになる．A. Salamの言い方に

倣えば「質量ゼロのゲージ場が Goldstoneボゾンを“食べて”質量を獲得する」のである．(中略)弱い

相互作用は，この Higgs-Kibble機構によって短距離力になっているのである．

［詳しくは文献 [2, pp.486–491]も参照．］

13.2.1節について

■式 (13.53)の導出 まず式 (13.54)の jµ は，Ward恒等式 (13.45)におけるカレント (j
(Ward)
µ と表記する)

と

j(Ward)
µ ≡ 1

i
(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) = 2(φ1∂µφ2 − φ2∂µφ1) = 2jµ

で関係付けられる．よってこれが ϵ = 0のときの保存するカレントとなることは，あらかじめ分かっている．

次に式 (13.50)で ϵ = 0とおいた作用量 Sε=0 を考えると，ポテンシャルにおいて残る“メキシコ帽子型”の
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項は |φ|2 の関数である．そこでこれを式 (13.38)と比較すると，係数が 1/2だけ異なる．これを踏まえて式

(13.40)を再利用すると，

δSε=0 = −1

2

∫
ddxα(∂µj

(Ward)
µ ) = −

∫
ddxα(∂µjµ)

となる．ここに変換 (13.51)に伴う変化量 δS に対する，εの項の寄与を加えると，

δS =

∫
ddxα(−∂µjµ + ϵφ2).

α(x)の係数をゼロとおいて運動方程式 (13.53)を得る．

■式 (13.55)の導出 ⟨φ̂2(y)⟩の式 (13.49)における規格化因子 Z を表す径路積分と，後ろの径路積分

I2 ≡
∫

d[φ1]d[φ2]φ2(y)e
−S[φ1,φ2]

の各々が個別に不変に留まる．そこで I2 の不変性だけを要請しよう．Ward恒等式 (13.45) の導出過程と同

様に

δφ2(y) =α(y)φ1(y) =

∫
ddxδd(x− y)α(x)φ1(y),

δe−S =− e−SδS = −e−S
∫

ddxα(x)
δS

δα(x)
(∵ 汎関数微分の定義)

=− e−S
∫

ddxα(x) (−∂µjµ(x) + ϵφ2(x)) (∵ 運動方程式 (13.53)の導出過程)

と変形すると，

0 = δI2 =

∫
d[φ1]d[φ2]

{
δφ2(y) · e−S + φ2(y)δe

−S}
=

∫
ddxα(x)

∫
d[φ1]d[φ2]

{
δd(x− y)φ1(y) + φ2(y)∂µjµ(x)− ϵφ2(x)φ2(y)

}
e−S

=

∫
ddxα(x)

{
δd(x− y) ⟨φ̂1⟩+ ∂µ ⟨ĵµ(x)φ̂2(y)⟩ − ϵ ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩

}
: (13.55)

を得る．

■式 (13.56)について Green関数 ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩ (差 x− y の関数)の Fourier変換は

⟨φ̂2φ̂2⟩p =
∫

ddx ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩ e−ip·(x−y), ∴ ⟨φ̂2φ̂2⟩p=0 =

∫
ddx ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩

で定義されるので，式 (13.55)は

0 =

∫
ddx

{
δd(x− y) ⟨φ̂1⟩ − ϵ ⟨φ̂2(x)φ̂2(y)⟩

}
= ⟨φ̂1⟩ − ϵ ⟨φ̂2φ̂2⟩p=0 : (13.56)

を与える．

■「状態が質量を……N がゼロでなくともよい」(式 (13.59)下 3行)について 式 (13.59)より

0 = ⟨p|∂µĵµ(x)|0⟩ = iNp2eip·x

であり，右辺において p2 = 0であれば，N ̸= 0であってもこの関係は満たされる．
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第 14章　 Fermi粒子系の径路積分

14.1　 Berezin積分

Grassmann数 (または Grassmann場)の (汎関数)微・積分については，既に文献 [2, pp.315–320,pp.339–

343]で最小限の基本事項を学んでいるものの，本節では目新しい内容が多く見られる．それらを順にまとめて

いこう．なお Grassmann数に関する積分は Berezin (ベレジン)によって導入されたため，Berezin積分とも

呼ばれる．

N 個の Grassmann代数の生成子 ξi と完全反対称な通常の数係数 aij··· を用いて，一般の Grassmann代数

の要素は

A = a+ aiξi +
1

2
aijξiξj +

1

3!
aijkξiξjξk + · · ·+

1

N !
ai1···iN ξi1 · · · ξiN (14.2)

と書ける．ここで Grassmann数 ξi 同士が反交換することに注意すると，例えば

1

3!
aijkξiξjξk =

∑
i<j<k

aijkξiξjξk

なので，上式 (14.2)は文献 [2, p.316]の式 (12.60)と同じである．

• 偶数次の項だけから成る級数は，代数のすべての要素と交換し，“偶要素”“ボゾン的要素”と呼ばれる．
• 奇数次の項だけから成る級数は，互いに反交換し，“奇要素”“フェルミオン的要素”と呼ばれる．

物理学の文脈では偶要素同士，もしくは奇要素同士の加算しか必要でない．

さて，Grassmann数に関する積分を形式的に定義すると，すべての ξi に関する N 重積分は∫
dξN · · · dξ1(ai1···iN ξi1 · · · ξiN ) =εi1···iNai1···iN

=N !a1···N (14.4)

となるので，代数要素 (14.2)から“最高次項”の係数 a1···N を取り出す．

note：上式 (14.4)について 第 1の等号では

ξi1 · · · ξiN = εi1···iN ξ1 · · · ξN

を用いる．文献 [2, pp.340–342]とは対照的に d[ξ] ≡ dξN · · · dξ1 において {dξi}を添字の降順に並べ
て定義したため，積分を容易に実行できることが見て取れる．なお完全反対称な因子同士の“縮約”を

最初から
ai1···iN ξi1 · · · ξiN = N !a1···Nξ1 · · · ξN

と書けば，直ちに式 (14.4)の最右辺が得られる．

さらに荷電 Dirac粒子を扱うことを念頭に，{ξi}と同数の，{ξi}とは独立な Grassmann数の組 {ξ∗i }を導
入する．このとき“Gauss型”の積分公式∫

d[ξ]d[ξ∗]eξ
∗
iAijξj =

∫
d[ξ]d[ξ∗]A1i1 · · ·ANiN ξ∗1ξi1 · · · ξ∗NξiN

=detA (14.6)

が成り立つことは，文献 [2, pp.341–342] (とそのノート)で確認済みである．
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note：上式 (14.6)について 比較の際には，独立な変数 ξ∗i , ξj が反交換するので [2, p.319]，指数において

ξ∗iAijξj = −ξiAijξ∗j となることを念頭に置く．また dξ1dξ
∗
1 · · ·dξNdξ∗N における要素 {dξi,dξ∗i }を反

交換して
d[ξ]d[ξ∗] ≡ dξNdξ∗N · · · dξ1dξ∗1

へと並べ替える操作は常に偶置換となることが，N に関して帰納的に理解できる*44．

実変数の Gauss 積分 (12.63) に汎関数積分の公式 (26) が対応したように，式 (14.6) についても

Grassmann場 θ(x), θ̃(x)に関する類似の汎関数積分の公式∫
DθDθ̃e−[θAθ̃] = detA

が成立する (ただし detAは式 (26)の箇所と同様に定義) [2, p.343]．なおすぐ後の式 (14.7)では反対

称な Aij を考えるのに対し，式 (14.6)は任意の Aij に対して成立する．

“実の”［つまり 1組の］{ξi}に対しても指数関数の積分の公式が作られる．Aij を 2N 次の反対称な行列

とすると［対応して 2N 個の生成子 ξi を想定］，∫
d[ξ]e

1
2 ξiAijξj =

1

2NN !
εi1i2···i2NAi1i2Ai3i4 · · ·Ai2N−1i2N

≡PfA (14.7)

が成り立つ．最後の等号は，Aの“Pfaff (パッフ)多項式”(Pfaffian) PfAの定義となっている．

上式 (14.7)の導出 2N 個の変数 d[ξ] ≡ dξ2N · · ·dξ1 に関する積分に寄与し得るのは，指数の展開における，
ξi について 2N 次の項

1

N !
(ξiAijξj)

N =
1

2NN !
Ai1i2 · · ·Ai2N−1i2N ξi1 · · · ξi2N

のみである．式 (14.4)のときと同様に ξi1 · · · ξi2N = εi1···i2N ξ1 · · · ξ2N であり，これらを代入すると式
(14.7)が得られる．

note：Pfaff多項式 PfAの定義 (14.7)について 各 Aij の添字 i, j が入れ替わった，あるいは Aij 同士が入

れ替わっただけの関係にある 2NN !個の項は互いに等しく，2NN !による除算はそのうち 1つの項だけ

を選ぶ役割を担っていることが見て取れる．

PfAの意味は，反対称な Aに対する性質
(PfA)2 = detA (14.8)

に含まれている［本稿次節で補足］．

さらに式 (14.7)を，Gauss(型の)積分 (12.61),(12.64)と類似の積分∫
d[ξ]e

1
2 ξiAijξj+ηiξi (14.10)

*44 要素 {dξi, dξ∗i }同士は反交換するものと考えないと，Berezin積分は自己矛盾を生じ，よく定義されない．実際，例えば∫
dξ1dξ2ξ1ξ2 = −

∫
dξ1dξ2ξ2ξ1 = −1,

∫
dξ2dξ1ξ1ξ2 = 1

が両立するためには，dξ1dξ2 = −dξ2dξ1．
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に拡張することを考える．ここに ηi は ξi とも反交換する Grassmann数である (ηi 同士も反交換する)．計算

の方針は式 (14.10) を“平方完成”し，シフトした積分変数 ξ′i = ξi + A−1
ik ηk に関する積分に書き換えて，

もとの公式 (14.7) を適用することである．その際，一般に被積分関数の ξi の多項式において変数のシフト

ξi → ξi + ηi (我々の例では ηi → A−1
ik ηk)を行うと，ηi は ξi のない単項式の中だけに現れ［多項式は特定の

ξi について高々 1次だから］，それらは ξi による積分によってゼロになるので，積分は変数のシフトの下で不

変となることに注意する．さらに逆行列 A−1
ik もまた反対称となることを考慮すると，∫

d[ξ]e
1
2 ξiAijξj+ξiηi =

∫
d[ξ]e

1
2 (ξi+A

−1
ik ηk)Aij(ξj+A

−1
jl ηl)+

1
2ηiA

−1
ij ηj

=(PfA)e+
1
2ηiA

−1
ij ηj ∝

√
detAe+

1
2ηiA

−1
ij ηj (14.12)

を得る［本稿次節で補足］．Grassmann数に関する積分 (14.7),(14.12)∝
√
detAは，対応する実変数に関す

る積分 (12.63),(12.64)と比べて，
√
detAが分母ではなく分子にあるという違いがある．

また線形の変数変換 ξ′i =Mijξj を行うと，測度は

d[ξ′] = (detM)d[ξ] (14.13)

と変換する［本稿次節で補足］．ここでも Jacobi行列式の付き方は，実変数の積分の場合とは逆である．

“複素 Grassmann数”に対しては，［式 (14.12)と同様の変形を行った後に，式 (14.7)の代わりに式 (14.6)

を用いると］ ∫
d[ξ]d[ξ∗]eξ

∗
iAijξj+ξ

∗
i ηi+η

∗
i ξi =

∫
d[ξ]d[ξ∗]e(ξ

∗
i +η

∗
kA

−1
ki )Aij(ξj+A

−1
jl ηl)−η

∗
iA

−1
ij ηj

=(detA)e−η
∗
iA

−1
ij ηj (14.14)

が得られる．

14.1.1　超対称性 (BRS対称性)

N 個の実変数の組 {F i}を，もう 1組の N 個の変数 {φµ}[≡ φ]の関数と見なして (i, µ = 1, · · · , N)，

M i
µ(φ) ≡

∂F i(φ)
∂φµ

を定義する．また実変数に関する積分要素を d[F ] ≡
N∏
i=1

dF i√
2π
, etc. と表記する．［念のため，ここで考えてい

るのは場による径路積分ではなく，実変数による通常の積分であることに注意しておく．ただし 14.2節のよ

うに i, µを離散時刻も含めたラベルと見なせば，多重積分は径路積分に移行する．］さらに 2組の Grassmann

数 {ψ̄i}, {ψµ}，および［以上全ての因子と］交換する変数 {ωi} を導入する (i, µ = 1, · · · , N)．ここでも

Grassmann変数に対しては
d[ψ]d[ψ̄] = dψNdψ̄N · · · dψ1dψ̄1

である．既にギリシャ文字 µとローマン体 iの添字によって，表記の上でも区別されているように，ψ̄を ψの

複素共役と考えてはいけない．このとき“任意の”行列 gij と関数形 F i(φ)に対して，恒等式

1 =

∫
d[φ]d[ψ]d[ψ̄]d[ω]eψ̄iM

i
µψ

µ+ 1
2 g

ijωiωj−ωiFi(φ) (14.19)

が成立する (導出は下記)．ただし各変数 ωi に関する積分は，虚軸に沿って行う［導出過程を参照］．上式

(14.19)は単なる 1という数を，手の込んだ非自明な方法で表している．
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恒等式 (14.19)の導出 任意の行列 gij に対して*45，Gauss積分の公式 (12.63):

I ≡
∫

d[F ]e− 1
2 gijF

iFj

= det−1/2(gij) (14.15)

を考えるところから始めよう．上式の第 2辺は通常の変数変換により，

I =

∫
d[φ]J(φ)e−

1
2 gijF

i(φ)Fj(φ), (14.16)

J ≡det
(
∂F i

∂φµ

)
= det(M i

µ) (14.17)

と書き換えられる．ここで［公式 (14.6)を利用して］，Jacobi行列式 (14.17)をGrassmann変数 ψ̄i, ψ
µ

による積分で表すと，

I =

∫
d[φ]

(∫
d[ψ]d[ψ̄]eψ̄iM

i
µψ

µ

)
e−

1
2 gijF

i(φ)Fj(φ)

=

∫
d[φ]d[ψ]d[ψ̄]eψ̄iM

i
µψ

µ− 1
2 gijF

i(φ)Fj(φ) (14.18)

となる．［ただし Grassmann 数と実数の 2 次形式 ψ̄iM
i
µψ

µ,−1
2gijF

iF j が交換することに注意して，
“指数法則”を用いた．］さらに gij を gij の逆行列として，

I = det−1/2(gij)

∫
d[φ]d[ψ]d[ψ̄]d[ω]eψ̄iM

i
µψ

µ+ 1
2 g

ijωiωj−ωiFi(φ) (38)

と書く［本稿次節で補足］．最後にこれを冒頭の式:(14.15):I = det−1/2(gij) と等置して式 (14.19) を

得る．

式 (14.19)の被積分関数は“超対称性”変換 (supersymmetry transformation)に関する不変性を持ってい

る．ここで無限小の超対称性変換は，

δφµ = ϵψµ, δψµ = 0,

δψ̄i = ϵωi, δωi = 0 (14.20)

で定義される．これは交換する変数と反交換する変数を混合する変換となっており，無限小パラメーター ϵ

は反交換する変数 ψµ を交換する変分 δφµ に，交換する変数 ωi を反交換する変分 δψ̄i に関係付けるので，

［Grassmann数と］“反交換する定数”と見なさねばならない．このとき実際，式 (14.19)における指数 (作用

の対応物)は，超対称性変換 (14.20)の下で不変である．

確認

δ

{
ψ̄iM

i
µ(φ)ψ

µ +
1

2
gijωiωj − ωiF i(φ)

}
=(δψ̄i)M

i
µ(φ)ψ

µ + ψ̄i(δM
i
µ(φ))ψ

µ − ωiδF i(φ)

=ϵ

{
ωiM

i
µ(φ)ψ

µ − ψ̄i
∂M i

µ(φ)

∂φν
ψνψµ − ωi

∂F i(φ)
∂φµ

ψµ

}
=0. (14.21)

*45 すぐ後でこの gij の逆行列として，式 (14.19)の gij を導入する．
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ここで第 3辺において［第 1項と第 3項は相殺する．また第 2項では ϵを ψ̄i と反交換する際に負号が

生じている．いずれにせよ］第 2項は，添字 µ, ν について反対称な積 ψνψµと対称な量
∂Mi

µ

∂φν = ∂2Fi

∂φµ∂φν

の結合を含むため，消えることに注意した．

上記の特別な超対称性変換は，これをゲージ理論の文脈において Becchi (ベッキ)，Rouet (ルエ)および Stora

(ストラ)に因んで，BRS変換と呼ばれる．

［変分 (14.20)における ϵの係数を与える演算子として］操作 sを，

sφµ = ψµ, sψµ = 0,

sψ̄i = ωi, sωi = 0 (14.22)

で定義することも有用である．Grassmann 数 ϵ を外したので，通常の Leibniz 規則と異なり，s は (Grass-

mann)奇の (すなわち奇数個の Grassmann数を含む)量を跳び越すときに負号が出る [5, p.170]：

s(AB) = s(A)B + (−1)g(A)As(B). (14.23)

ここに

“等級”(grading) g(A) ≡

{
0 (Aが偶のとき)

1 (Aが奇のとき)
∴ (−1)g(A) =

{
+1 (Aが偶のとき)

−1 (Aが奇のとき)

である．この変則的な Leibniz規則から，sは反微分と呼ばれる*46．

note：式 (14.23)について 実際，操作 sの定義 δ(A) = ϵs(A)より，

ϵs(AB) =δ(AB) = (δA)B +AδB = ϵs(A) ·B +A · ϵs(B)

=ϵ{s(A) ·B + (−1)g(A)As(B)}

となる．ただし最後の等号では第 2項でGrassmann数 ϵをAと入れ替える必要性から，符号 (−1)g(A)

が生じている．最左辺と最右辺を比較して，式 (14.23)を得る*47．

反微分 sは s2 = 0の性質を持つ．

note 任意の量 A に対して s(A) は，式 (14.23) を繰り返し利用すると式 (14.22) 左辺の線形結合で書ける．

また式 (14.22)より，その各々はさらに sをとるとゼロになることが見て取れる．よって s2(A) = 0．

これを踏まえると，式 (14.21)で見た作用の超対称性は，恒等式 s2 = 0の観点から改めて理解することが

できる．実際，作用 (式 (14.19)の指数)は{
ψ̄iM

i
µψ

µ +
1

2
gijωiωj − ωiF i(φ)

}
= s

{
ψ̄i

(
1

2
gijωj −F i(φ)

)}
(14.24)

と書けるので［本稿次節で補足］，その sはゼロになる．

さらに F i が“超ポテンシャル”と呼ばれる関数W (φ)から，

F i = ∂W

∂φi
(14.25)

*46 ここでは一般に Leibniz規則に従う操作を“微分”と呼んでおり，それは必ずしも導関数を含んでいなくて良い．
*47 この議論を抽象的で取っつきにくく感じる場合，式 (14.20)を適用して変分を直接評価できる簡単な例として，A = ψ̄i, B = φµ

とおいて同様の計算を行い，感覚をつかむと良い．
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のように導かれる特別な場合を考えよう．ただしこれ以降は添字 i, µの区別をなくし，

φµ → φi, ψµ → ψi, M i
µ →M ij

と書く．このとき Grassmann数の対 θ, θ̄ を座標に持つ“超空間”(superspace)における，超場 (superfield)

Φi(θ, θ̄) を考えることに意味が生じる．［そのことはすぐ後の式 (14.27) において納得できる．もっとも超場

自体は式 (14.25)とは無関係に定義できる．］θ2 = θ̄2 = 0なので，超場 Φi(θ, θ̄)の原点周りの Taylor展開は

すぐに終わる．それを全ての因子 φi, ψi, ψ̄i, ωi の線形結合の形

Φi(θ, θ̄) = φi + θ̄ψi + ψ̄iθ + θ̄θωi (14.26)

に書いて，超場 Φi(θ, θ̄)を定義する．［展開の項数と変数の種類の個数がうまく合っている (いずれも 4つ)．］

すると式 (14.24)の作用は

S =

∫
dθdθ̄

{
1

2
gijΦi

∂2

∂θ∂θ̄
Φj −W (Φ)

}
(14.27)

と書ける．［導出は本稿次節．上式 (14.27)はスカラー場の作用と類似の形となっている．］

ところで θ̄ → θ̄ + ϵという変換により，

Φi → (φi + ϵψi) + θ̄ψi + (ψ̄i + ϵωi)θ + θ̄θωi (14.28)

となる．各係数は超対称性変換 (14.20)に従って変化していることが分かる．すると作用 S の超対称性は，式

(14.27)においては，変数のシフトに対する Berezin積分の不変性［初出は式 (14.12)の箇所］として理解でき

る．なるほど［実空間全体における通常の積分が変数の並進に対して不変であるのと同様に］，作用 (14.28)は

超空間全域での積分なので，超空間での並進に他ならない超対称性変換に対して不変になる，と解釈できる．

14.1節について

■対合変換 ξi → ξ∗i の説明 (p.194「Dirac 場の荷電フェルミオンを……」で始まる段落) について 対

合変換 ξi → ξ∗i は 2 回繰り返し行うと元の要素 (ξ∗i )
∗ = ξi に戻る変換であって，ξ∗i は 14.2 節の式

(14.31):
(
eâ

†ξ
)†

= eξ
∗â のように，Grassmann数を含む因子の Hermite共役が，あたかも ξi, ξ

∗
i を複素共役

な数であるかのごとく見なして，通常の規則に従って書けるように定義されている．これが「要素 ξi を対応

する要素 ξ∗i に変え，積の順序を逆にして係数の複素共役をとる」(p.194，l.15)という言い回しの意味すると

ころと推察される．ただし ξ∗i を文字通り ξi の複素共役と考えてはならず，「ξ∗i の実体は ξi とは独立の，まっ

たく別のものと見なさなければならない」(p.194，l.18–19)．

■式 (14.8) の証明 教科書でスケッチされている方針に従って，反対称な Aij に関する Pfaff 多項式の公

式 (14.8):(PfA)2 = detA を示そう．「ほとんどすべての反対称な A」(p.195，l.10) は適当な直交行列 O に

よって，

A′ ≡ OTAO =

(
0 −λ
λ 0

)
(14.9)

の形に変換できることを利用する (λ ≡ diag(λ1, · · · , λN )は N 次の対角行列)*48．

*48 つまり真面目に書けば，
A′

ij = −(λrδrs)δirδj,N+s + (λrδrs)δi,N+rδjs

である (r, s = 1, · · · , N で和をとらない)．文献 [19, p.319]．を見ると，式 (14.9)が成り立つ条件は rankA = 2N と考えられ
る．
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準備として任意の O (直交行列に限らない)に対して，Pf(OTAO)と PfAの関係を調べると，

Pf(OTAO) ≡ 1

2NN !
εi1···i2N (OTAO)i1i2(O

TAO)i3i4 · · · (OTAO)i2N−1i2N

=
1

2NN !
εi1···i2N (Oj1i1Aj1j2Oj2i1)(Oj3i3Aj3j4Oj4i4) · · · (Oj2N−1i2N−1

Aj2N−1j2NOj2N i2N )

= (εi1···i2NOj1i1Oj2i2 · · ·Oj2N i2N )︸ ︷︷ ︸
(detO)×εj1···j2N

(
1

2NN !
Aj1j2Aj3j4 · · ·Aj2N−1j2N

)
=(detO)(PfA).

特に O を直交行列に選べば detO = ±1なので，

(PfA)2 = (PfA′)2.

そこで次に式 (14.9)の A′ に対して

PfA′ ≡ 1

2NN !
εi1···i2NA

′
i1i2 · · ·A′

i2N−1i2N

を評価する．Levi-Civita 記号は添字 i1, · · · , i2N に 1 から 2N の相異なる値が全て 1 度ずつ現れるときに

限ってゼロでなく，また各 A′
ij は添字 i, j の一方が r = 1, · · · , N，もう一方が N + r のときにのみゼロでな

い．ところが N 個の添字の組 (r,N + r) (r = 1, · · · , N)を各 A′
ij に割り当てる方法は N !通りあり，その上

で各 rと N + rを 2つの添字 i, j に充てる方法は 2N 通りあるので，2NN !個の項が得られることになる．し

かも添字 (r,N + r)の入れ替えと添字の組同士の入れ替えに関して，A′
ij の積と Levi-Civita記号は同じ (反)

対称性を持つので，2NN !個の項は全て等しい．こうして，

PfA′ =ε1,N+1,2,N+2,··· ,N,2N ×A′
1,N+1A

′
2,N+2 · · ·A′

N,2N

=(−1)κ × {(−1)Nλ1λ2 · · ·λN}
=(−1)κ+Ndetλ,

∴ (PfA′)2 =(detλ)2

を得る*49．

他方，

detA =(detOT )(detA)(detO) (∵ detO = detOT = ±1)

=detA′ = det

(
0 −λ
λ 0

)
=(−1)N

2

det

(
λ 0
0 −λ

)
(列を N2回入れ替えた)

=(−1)N
2

· detλ · (−1)Ndetλ

=(detλ)2 (∵ N の偶奇に依らず (−1)N
2

(−1)N = (−1)N(N+1) = 1)

*49 ε1,N+1,2,N+2,··· ,N,2N = (−1)κε12···2N = (−1)κ において，指数 κ(∈ Z) の具体的な値は最終的な結論に必要ない．とは言
え，数列 1, N + 1, 2, N + 2, · · · , N, 2N を昇順 1, · · · , 2N に並び替えるのに要する，隣り合う番号を入れ替える回数は，まず 2

を 1の右隣に移動するのに 1回，次いで 3を 2の右隣に移動するのに 2回，……となるので，合計

κ = 1 + 2 + · · ·+ (N − 1) =
N(N − 1)

2

と求まる．
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である．

以上をまとめると
(PfA)2 = (PfA′)2 = (detλ)2 = detA

となるので，式 (14.8)が示された．

■式 (14.12)について 第 1の等号における“平方完成”は，文献 [2, pp.350–351]で自由なスピノル場の生

成汎関数を計算した際に，汎関数積分の文脈で“シフトした”Grassmann場を導入した技法と似ている．こ

こでは式 (14.12)第 2辺の指数

1

2
(ξi +A−1

ik ηk)Aij(ξj +A−1
jl ηl) +

1

2
ηiA

−1
ij ηj

=
1

2
ξiAijξj +

1

2
ξiAijA

−1
jl ηl +

1

2
A−1
ik ηkAijξj +

1

2
A−1
ik ηkAijA

−1
jl ηl +

1

2
ηiA

−1
ij ηj

において，

(第 2項) =ξiηi/2, (第 3項) = −ηk(A−1
ki Aij)ξj/2 = −ηjξj/2 = ξiηi/2,

(第 4項) =A−1
lk ηkηl/2 = −ηiA−1

ij ηj/2

とすれば，式 (14.12)最左辺に戻ることができる．

第 2の等号では偶要素 ξ′iAijξ
′
j/2と ηiA

−1
ij ηj/2が交換することに注意して“指数法則”を用い，シフトし

た変数 ξ′i に関する積分 ∫
d[ξ′]e

1
2 ξ

′
iAijξ

′
j = PfA (∵式 (14.7))

を分離すれば良い．

■測度の変換 (14.13) について Grassmann 数の測度 d[ξ] = ξN · · · ξ1 での積分に寄与するのは，N 次の項
∼ (ξ1 · · · ξN )だけである．ところで文献 [2, p.342]で見たように，これは

ξ′1 · · · ξ′N = (detM)ξ1 · · · ξN

と変換する．よって積分 ∫
d[ξ]ξ1 · · · ξN

が不変に留まるには，測度は被積分関数とは逆に式 (14.13)のように変換しなければならない．

14.1.1節について

■式 (38)(教科書 p.197，l.7の式)の導出 Gauss積分の公式 (12.64)において

Aij → gij , ∴ A−1
ij → gij , detA→ {det(gij)}−1,

および xi → ωi, bi → F i とおくと，

e−
1
2 gijF

iFj

={det(gij)}−1/2

∫
d[ω]e−

1
2 g

ijωiωj+iωiFi

={det(gij)}−1/2

∫
d[ω]e

1
2 g

ijωiωj+ωiFi
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が得られる．ただし第 2の等号では積分変数を iωi → ωi と改めた．これに伴い積分要素

d[ω] ≡
N∏
i=1

dωi√
2π

は形を変えずに，新しい変数 ωi の各々が純虚数と見なされる．(それ故Wick回転の式 (5.30)とは対照的に，

ここでは見かけ上，係数 iN が伴わず，変数 ωi による複素積分は虚軸に沿って行われる．) そこで式 (14.18)

の指数を再び
eψ̄iM

i
µψ

µ− 1
2 gijF

i(φ)Fj(φ) = eψ̄iM
i
µψ

µ

e−
1
2 gijF

i(φ)Fj(φ)

と戻して上式を代入すると，式 (38)が得られる．

■作用を sで表した式 (14.24)について “Leibniz規則”(14.23)を用いて

s

{
ψ̄i

(
1

2
gijωj −F i(φ)

)}
= s(ψ̄i) ·

(
1

2
gijωj −F i(φ)

)
+ ψ̄is(F i)

と書いておき，

ϵs(F i) = δF i = ∂F i

∂φµ
δφµ =

∂F i

∂φµ
ϵs(φµ) = ϵ

∂F i

∂φµ
s(φµ) → s(F i) = ∂F i

∂φµ
s(φµ)

が成り立つことに注意して式 (14.22)を代入すれば良い．

■超空間の積分で表した作用 (14.27)の導出

F i = ∂W

∂φi
, M ij =

∂F i

∂φj
=

∂2W

∂φi∂φj

より，式 (14.24)の作用は

S =
1

2
gijωiωj −F iωi + ψ̄iM

ijψj =
1

2
gijωiωj −

∂W

∂φi
ωi + ψ̄i

∂2W

∂φi∂φj
ψj (39)

と書ける．これが式 (14.27)の超空間にわたる積分に一致することを確認する．まず超場の定義式 (14.26)よ

り ∂2

∂θ∂θ̄
Φj = ωj なので，式 (14.27)の第 1項

S1 ≡
∫

dθdθ̄
1

2
gijΦi

∂2

∂θ∂θ̄
Φj =

∫
dθdθ̄

1

2
gijΦiωj =

∫
dθdθ̄ θ̄θ

1

2
gijωiωj =

1

2
gijωiωj

は上式 (39)最右辺の第 1項に一致する．次に式 (14.27)の第 2項について，超場の原点での値 Φi(0, 0) = φi

からのズレ (Φi − φi)で，W (Φ)を Taylor展開しよう．すると 3次以上の項は θ2 = θ̄2 = 0によって消える

ので，

W (Φ) =W (φ) +
∂W (φ)

∂φi
(Φi − φi) +

1

2

∂2W (φ)

∂φi∂φj
(Φi − φi)(Φj − φj)

である．ここで積分に寄与する，θと θ̄を 1つずつ含む項だけを拾うと

(Φi − φi) → θ̄θωi,

(Φi − φi)(Φj − φj) = (θ̄ψi + ψ̄iθ + θ̄θωi)(θ̄ψj + ψ̄jθ + θ̄θωj) → −θ̄θ(ψ̄iψj + ψ̄jψi)

となるので (Grassmann数を反交換した)，

S2 ≡ −
∫

dθdθ̄W (Φ) = −∂W
∂φi

ωi +
1

2

∂2W

∂φi∂φj
(ψ̄iψj + ψ̄jψi)

は式 (39)最右辺の残りの 2項に一致する．以上より超空間における積分 (14.27):S1 + S2 は作用 (39)を再現

する．
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■BRS対称性について (Faddeev-Popovの方法との類似性など) Jacobi行列式 (14.17)を Grassmann変数

に関する Gauss 積分に置き換える技法 (式 (14.18)) は，径路積分にゲージ固定を施す Faddeev-Popov の方

法でも行った [2, pp.364–366]．また式 (38)のように積分に定数を与える積分を掛けて重積分にする変形も，

Faddeev-Popovの方法において径路積分からデルタ汎関数を取り除くのに用いたトリックとよく似ている [2,

p.368]．

ゲージ理論の量子系の Lagrangian L̃の BRS対称性は非常に基本的なもので，歴史的にはそれに先

行していたゲージ固定の方法，くりこみ可能性・ユニタリー性の証明など，ゲージ理論の構造全般に関

して大変透徹した理解を与える [5, pp.168–169]．

14.2　 Fermi粒子系のコヒーレント状態

Fermi粒子の消滅・生成演算子 â, â† を用いた記述との関係を調べる．ξ, ξ∗ を a, a† のいずれとも反交換す

る Grassmann数とする．このとき ξ［と ξ∗］は |0⟩と交換し，|1⟩ = â† |0⟩と反交換する［本稿次節で補足］．
ここで“Fermi粒子系のコヒーレント状態”

|ξ⟩ = eâ
†ξ |0⟩ = (1 + â†ξ) |0⟩ = |0⟩ − ξ |1⟩ (14.29)

を定義する．これは âの固有値 ξ に属する固有状態である：

â |ξ⟩ =â(|0⟩ − ξ |1⟩) = ξ |0⟩ (∵ â |0⟩ = 0, −âξ |1⟩ = ξâ |1⟩ = ξ |0⟩)
=ξ(|0⟩ − ξ |1⟩) (∵ ξ2 = 0)

=ξ |ξ⟩ . (14.30)

さらに Grassmann数 ξ, ξ∗ の関係 (
eâ

†ξ
)†

= eξ
∗â (14.31)

に注意する［14.1節のノート参照］．このとき得られる，コヒーレント状態 |ξ⟩の満たす性質を，証明ととも
にまとめておく：

• 内積

⟨ξ1|ξ2⟩ = ⟨0|eξ
∗
1 âeâ

†ξ2 |0⟩ = ⟨0|(1 + ξ∗1 â)(1 + â†ξ2)|0⟩

= ⟨0|0⟩+ ξ∗1ξ2 ⟨0|ââ†|0⟩ (第 2項で因子を (反)交換した)

=1 + ξ∗1ξ2 = eξ
∗
1ξ2 . (14.32)

• 完全性の関係式∫
dξ∗dξe−ξ

∗ξ |ξ⟩ ⟨ξ| =
∫

dξ∗dξ(1− ξ∗ξ)(|0⟩ − ξ |1⟩)(⟨0|+ ξ∗ ⟨1|) ［本稿次節で補足］

=

∫
dξ∗dξ(1− ξ∗ξ)(|0⟩ ⟨0|+ ξξ∗ |1⟩ ⟨1|)

(ξ2 = ξ∗2 = 0を用い，また積分に寄与する項のみを残した)

= |0⟩ ⟨0|+ |1⟩ ⟨1| = I. (恒等演算子) (14.33)

［実際，最左辺が Berezin積分である点を除けば，

被積分関数に内積 (14.32)の“逆数”e−ξ
∗ξ が必要なことはもっともらしい．］
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note ここまでは文献 [7, pp.114–117]の復習である．表記の対応は

ξ ↔ ψ, ξ∗ ↔ ψ∗, â ↔ ψ̂, â† ↔ ψ̂†.

Bose粒子系でもコヒーレント状態は式 (14.32)と類似の関係 ⟨λ|λ⟩ = e|λ|
2

を満たす，式 (14.29)と類

似の，âの固有値 λに属する固有状態
|λ⟩ ≡ eλâ

†
|0⟩

として定義されたことを思い出そう [1, p.11,pp.26–27] [13, pp.130–131,p.199]．

これを踏まえ，単純なハミルトニアン Ĥ = â†hâ (hは単なる数)で記述される Fermi粒子系の，分配関数

Tr{e−βĤ}を径路積分で表すことを考えよう．

note 教科書では (おそらく教育的な配慮から)，試行錯誤の形式で発見的な議論を行っている．本稿では話の

進め方を演繹的なスタイルにアレンジしてまとめ直す．いずれにせよポイントとしては，やはり β を

Euclid時間と見なすと径路積分の手法を導入でき，また対角和 (トレース)により始・終状態が繋がっ

ているという解釈に導かれるということである．分配関数 (14.39)は生成汎関数 (12.59),(13.2)と同じ

形であることにも注意する．

一般に占有数表示を用いて対角和を
Tr{Â} ≡ ⟨0|Â|0⟩+ ⟨1|Â|1⟩

と定義するならば，Grassmann偶の演算子 Âに対しては，コヒーレント状態 |ξ⟩を基底に選ぶと

Tr{Â} =
∫

dξ∗dξ ⟨ξ|Â|(−ξ)⟩ e−ξ
∗ξ (14.43)

と表されることになる．［確認は本稿次節．指数の因子は式 (14.33) のそれと同じである．］すぐ後で判明す

るように，行列要素の (−ξ) における負号は，Grassmann 数に“反周期境界条件”を課さねばならないこ

とを意味している (11.2 節の解釈とも整合)．［その際 β を Euclid 時間と見なす (11.2 節)．ここで微小時間

∆τ = β/N ごとの離散時刻 τ = i∆τ における Grassmann 数 ξi を導入しておこう．すると e−βĤ もまた

Grassmann偶であることに注意して］上式 (14.43)を適用すれば，分配関数は

Tr{e−βĤ} =
∫

dξ∗dξe−ξ
∗
NξN ⟨ξN |e−βĤ |(−ξN )⟩

と書ける．次いで中間状態における完全性の関係式 (14.33):∫
dξ∗i dξi |ξi⟩ e−ξ

∗
i ξi ⟨ξi| = I (i = 1, · · · , N − 1，ただし iで和をとらない)

を挿入すると，

Tr{e−βĤ} =
∫

d[ξ∗]d[ξ]e−ξ
∗
NξN ⟨ξN |e−

β
N Ĥ |ξN−1⟩ e−ξ

∗
N−1ξN−1 ⟨ξN−1|e−

β
N Ĥ |ξN−2⟩ · · ·

× e−ξ
∗
2ξ2 ⟨ξ2|e−

β
N Ĥ |ξ1⟩ e−ξ

∗
1ξ1 ⟨ξ1|e−

β
N Ĥ |(−ξN )⟩ (ここでも d[ξ∗]d[ξ] ≡ dξ∗NdξN · · ·dξ∗1dξ1)
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を得る．ここで各行列要素は

⟨ξi+1|e−
β
N Ĥ |ξi⟩ = ⟨ξi+1|

(
1− β

N
Ĥ

)
|ξi⟩ = ⟨ξi+1|

(
1− β

N
â†hâ

)
|ξi⟩

［微小時間β/N の 1次「近似」(p.200)だが，̂a2 = (â†)2 = 0より厳密に成立］

= ⟨ξi+1|ξi⟩
(
1− β

N
ξ∗i+1hξi

)
［ ∵ 固有方程式 (14.30)，コヒーレント状態 (14.29)は偶］

=eξ
∗
i+1ξi−

β
N ξ

∗
i+1hξi ［ ∵式 (14.32)］ (14.38)

と評価できるので，

Tr{e−βĤ} =
∫

d[ξ∗]d[ξ]e−ξ
∗
N (ξN−ξN−1)− β

N ξ
∗
NhξN−1 × e−ξ

∗
N−1(ξN−1−ξN−2)− β

N ξ
∗
N−1hξN−2 × · · ·

×e−ξ
∗
2 (ξ2−ξ1)−

β
N ξ

∗
2hξ1 × e−ξ

∗
1 (ξ1−(−ξN ))− β

N ξ
∗
1h(−ξN ) (40)

となる．これは径路積分∫
d[ξ∗]d[ξ] exp

{
−
∑
i

(
ξ∗i+1(ξi+1 − ξi) +

β

N
ξ∗i+1hξi

)}
=

∫
d[ξ∗]d[ξ] exp

{
−
∫ β

0

(ξ∗∂τξ + ξ∗hξ)dτ

}
(14.39)

に“反周期境界条件”ξ1 = −ξN を課したものと見なせる [5, p.135]．

note Grassmann数 ξ, ξ∗ をフェルミオン場 ψ,ψ†(∼ π)に対応付け，1粒子系のハミルトニアン Ĥ ∼ hに対
して ξ∗hξ をハミルトニアン密度に対応付ければ，上式の被積分関数は (Euclid時間を用いた記述での)

ラグランジアン密度の形をしているのが分かる*50．しかし単純なハミルトニアンで記述される系を考

えている以上，場の理論との対応は完全にはとれない．むしろ式 (14.39)は場の理論の式 (14.45)のよ

うな分配関数を簡略化したモデルと理解できる．

複数のモード αを持ち，ハミルトニアン Ĥ = â†αHαβ âβ で記述される系に対しては［各 âα ごとに固有状態

|ξα⟩が定義されることを踏まえ］，上式 (14.39)を直接∫
d[ξ∗]d[ξ] exp

{
−
∫ β

0

(ξ∗α∂τξα + ξ∗αHαβξβ)dτ

}
(14.44)

と一般化し［積分の上限の逆温度 β とダミー添字 β の混同の恐れはなかろう］，ξ に反周期境界条件を課せば

分配関数が得られる．

ここで得た結果の正当性を確認するために，［公式 (14.6)を用いて］式 (40)の積分を具体的に実行すると，

Tr{e−βĤ} = 1 + e−βh (14.34)

が得られる［本稿次節で確認］．ところが Ĥ の固有値は 0または hなので，上式 (14.34)は正しい分配関数と

なっていることが分かる［我々は既に同じ論法で，Fermi粒子系の大分配関数に対する類似の式 (11.6)を得

ている］．このように式 (14.43)で自然に導入される“反周期境界条件”を考慮してはじめて，符号も含めて正

確な分配関数が得られることになる．

*50 よって一様な場の単位体積でのダイナミクスを考えれば，指数は作用に比例する．一般の非一様な場を扱うには，空間の各格子点
xで変数 ξx, ξ∗x を定義し，すべての格子点 xで和をとれば良い．その際，胞 (セル)の体積に関する因子を適当に括り出して変数
を再定義すれば，ラグランジアン密度の空間積分が自然に現れ，指数は作用そのものになることが期待される．
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14.2節について

■「ξ が |0⟩と交換し，|1⟩ = â† |0⟩と反交換する」(14.2節 l.3,4)について |0⟩が Grassmann偶であり，ξ

と交換すると仮定すると，
ξ |1⟩ = ξâ† |0⟩ = −â†ξ |0⟩ = −â† |0⟩ ξ = − |1⟩ ξ

より，|1⟩は ξ と反交換する．同様に |1⟩が ξ と反交換すると仮定すれば，ξ は |0⟩ = â |1⟩と交換することが導
かれる．ただし循環論法に陥らないためには，|0⟩が Grassmann偶であることは仮定しなければならない [5,

p.108]．

■式 (14.33)において，|ξ⟩ = |0⟩ − ξ |1⟩ならば ⟨ξ| = ⟨0|+ ξ∗ ⟨1|であることについて

⟨ξ| = ⟨0| (1 + ξ∗â) (式 (14.32)の 1行目で確認済み)

= ⟨0|+ ξ∗ ⟨0| â = ⟨0|+ ξ∗ ⟨1| .

■対角和の公式 (14.43)の確認

(式 (14.43)右辺) =

∫
dξ∗dξ(⟨0|+ ξ∗ ⟨1|)Â(|0⟩+ ξ |1⟩)(1− ξ∗ξ)

=

∫
dξ∗dξ(⟨0|Â|0⟩+ ξξ∗ ⟨1|Â|1⟩)(1 + ξξ∗) (Âが偶という仮定を用いた)

= ⟨0|Â|0⟩+ ⟨1|Â|1⟩ = TrÂ

による．

■積分 (40)を実行して分配関数 (14.34)を導くこと 式 (40)は指数が Grassmann偶なので，“指数法則”で

まとめられる．その上で公式 (14.6)と比較すると，

d[ξ∗]d[ξ] ≡ dξ∗NdξN · · ·dξ∗1dξ1 = (−1)Nd[ξ]d[ξ∗]

の関係があり，指数の 2次形式を定義する行列は

A =


−1 0 0 0 −

(
1− βh

N

)
1− βh

N −1 0 0 0

0 1− βh
N −1 0 0

0 0 1− βh
N −1 0

0 0 0 1− βh
N −1

 (14.40′)

と同定される．ただしここでは N = 5の場合の行列 Aを示しているにも関わらず，各行列要素には N = 5

をあからさまに代入していない．とは言え，これでも任意の N(≫ 1)に対する一般化の方法は充分に見て取

ることができ，また具体例による確認が容易になるので，この“どっちつかず”な書き方で計算を進める．ま

ず行列式を 1行目で展開すると，

detA = (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 0

1− βh
N −1 0 0

0 1− βh
N −1 0

0 0 1− βh
N −1

∣∣∣∣∣∣∣∣+(−1)N+1

{
−
(
1− βh

N

)} ∣∣∣∣∣∣∣∣
1− βh

N −1 0 0

0 1− βh
N −1 0

0 0 1− βh
N −1

0 0 0 1− βh
N

∣∣∣∣∣∣∣∣
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となる．右辺の第 1の行列式は，1行目で展開することを繰り返すと (−1)N−1 となることが分かる．第 2の

行列式は，一番下の行で展開することを繰り返すと
(
1− βh

N

)N−1

になる．よって

detA = (−1)N
{
1 +

(
1− βh

N

)N}
= (−1)N (1+e−βh/N ), ∴ (式 (40)) = (−1)NdetA = (1+e−βh/N ) : (14.34)

が得られる．

14.3　超伝導

1 つの応用として，超伝導の BCS 理論に現れる Berezin 積分に触れておく．非相対論的なスピン 1/2 の

Fermi粒子気体の分配関数は，［簡単なモデル (14.39),(14.44)から類推されるように］Berezin径路積分

Z =Tr(e−βH)

=

∫
d[ψ]d[ψ†] exp

[
−
∫ β

0

d3xdτ

{
2∑

α=1

ψ†
α

(
∂τ −

1

2m
∇2 − µ

)
ψα − gψ†

1ψ
†
2ψ2ψ1

}]
(14.45)

で表される［指数の因子について本稿次節で補足］．ただし Grassmann場 ψα, ψ
†
α は τ → τ + β のシフトに

関して反周期的と見なさねばならない．また α = 1, 2はスピン状態の指標であり，g > 0の項は粒子間の引力

相互作用を表す．充分低温になると，粒子間引力を与えられた系は超伝導転移を起こす［9.3節］．そこで超伝

導秩序パラメーターとなる補助的な複素スカラー場 ∆を導入して，

Z =

∫
d[ψ]d[ψ†]d[∆]d[∆∗]

× exp

[
−
∫ β

0

d3xdτ

{
2∑

α=1

ψ†
α

(
∂τ −

1

2m
∇2 − µ

)
ψα −∆∗ψ2ψ1 −∆ψ†

1ψ
†
2 +

1

g
|∆|2

}]
(14.46)

と書く［本稿次節で補足］．∆の運動方程式から，［古典的には］∆ ≡ gψ2ψ1 と定まる［本稿次節で確認］．

次に温度 β−1 = 0の場合にフェルミオン場の Berezin径路積分を実行して，∆場に対する「有効作用 (単位

時空体積あたりの作用)」［13.1.1節も参照］を見出すと，「∆の平衡値」(p.204)

|∆| = |∆0| = εD exp

{
− 1

gρ(0)

}
(14.55)

が得られる．ここに ρ(ε)は電子のエネルギー ε(k) ≡ k2

2m − µに関する状態密度であり，εD は Debye振動数

に相当するエネルギーである．［本稿次節で式 (14.55)の導出過程を補足しつつまとめる．秩序パラメーター

|∆| ̸= 0は自発的対称性の破れ (この場合は超伝導)を意味する．］

14.3.1節　有効作用

省略する．
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14.3節について

■Berezin径路積分 (14.45)の指数について スピンの自由度 α = 1, 2を考慮して，Schrödinger場のラグラ

ンジアン密度を

L =

(
iψ†∂tψ −

1

2m
|∇ψ|2 − ψ†V ψ

)
: (9.6)

→
∑
α

ψ†
α

(
i∂t +

1

2m
∇2 − V

)
ψα = −

∑
α

ψ†
α

(
∂τ −

1

2m
∇2 + V

)
ψα (∵ ∂τ = −i∂t)

と書き，式 (10.41)と同様ポテンシャルを V (x) = λ
2

∑
β ψ

†
βψβ − µと設定すると，

L = −
∑
α

ψ†
α

(
∂τ −

1

2m
∇2 − µ

)
ψα −

λ

2

∑
α,β

ψ†
αψ

†
βψβψα

となる．ここで斥力相互作用の項は，Grassmann場の反対称性のもとで生き残る項を残すと∑
α,β

ψ†
αψ

†
βψβψα = 2ψ†

1ψ
†
2ψ2ψ1

であり，係数 λ > 0を g = −λ < 0に改めると引力相互作用が得られる．このときの作用

S =

∫
d3xdtL =

1

i

∫
d3xdτL =

1

i

∫
d3xdτ

{
−
∑
α

ψ†
α

(
∂τ −

1

2m
∇2 − µ

)
ψα + gψ†

1ψ
†
2ψ2ψ1

}

を用いて，分配関数 (14.45)の指数は通常の径路積分と同様，+iS となっている．ただし Euclid時間を用い

た理論では式 (12.57)のように，この指数を改めて −S と書いて，“作用量”S を再定義する (式 (14.47)とも

整合)．

■∆場の径路積分で表した分配関数 (14.46)について 場が離散的な時空点 xで定義されていると考えて，式

(12.79): ∫ [
dz∗i dzi
2πi

]
e−z

∗
iAijzj+b

∗
i zi+z

∗
i bi = (detA)−1 exp

{
b∗iA

−1
ij bj

}
を適用し，式 (14.46)の場 ∆に関する径路積分を実行すると∫ (∏

x

d∆(x)d∆∗(x)

)
exp

{∑
x

d4x

(
−1

g
∆∗∆+ ψ†

1ψ
†
2∆+ ψ2ψ1∆

∗
)
x

}

∼
{
det

(
d4x

g
δxy

)}−1

exp

{∑
x,y

(ψ†
1ψ

†
2)xd

4x ·
( g

d4x
δxy

)
· (ψ2ψ1)yd

4y

}

∼ exp

(∫
d4xgψ†

1ψ
†
2ψ2ψ1

)
となって，もとの式 (14.45)における相互作用項を再現する．(このように本稿では以降，分配関数の規格化に

は執着せず，積分の測度を粗く扱う．)
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■「∆の運動方程式から，∆ ≡ gψ2ψ1 と与えられる」(p.202下から 8行目)について 式 (14.46)からラグ

ランジアン密度における，∆場を記述する項を読み取ると

L∆ = −1

g
∆∗∆+ ψ†

1ψ
†
2∆+ ψ2ψ1∆

∗

であり，古典的には Euler-Lagrange方程式より

0 =
∂L∆

∂∆∗ = ψ2ψ1 −
1

g
∆, 0 =

∂L∆

∂∆
= ψ†

1ψ
†
2 −

1

g
∆∗

となる．これは∆ = gψ2ψ1 (および等価な関係 ∆∗ = gψ†
1ψ

†
2)を与える．

なお，この結果∆ = gψ2ψ1 を代入すると，

L∆ = gψ†
1ψ

†
2ψ2ψ1

は最初に設定した相互作用項に戻る．

■|∆|の式 (14.55)の導出 分配関数 (14.46)の作用積分において，時間の原点を改めて積分範囲を −β/2 ≤
τ ≤ β/2ととり直した上で低温極限 β →∞をとり，積分範囲を Euclid時空全体にしておく．次にフェルミ

オン場に関する Berezin径路積分を分離して

Z =

∫
d[∆]d[∆∗]ZF[∆,∆

∗] exp

(
−1

g
|∆|2

)
, ZF[∆,∆

∗] ≡
∫

d[ψ]d[ψ†]e−SF ,

SF ≡
∫

d3xdτ

{
2∑

α=1

ψ†
α

(
∂τ −

1

2m
∇2 − µ

)
ψα −∆∗ψ2ψ1 −∆ψ†

1ψ
†
2

}

=

∫
d3xdτ

(
ψ†
1, ψ2

)(∂τ − 1
2m∇2 − µ −∆
−∆∗ ∂τ +

1
2m∇2 + µ

)(
ψ1

ψ†
2

)
(14.47′)

と書く．ただしフェルミオン系の作用量 (14.47′)の最右辺における中央の行列について，右下の (α, β) = (2, 2)

成分では部分積分を行い，Grassmann場の反交換性に注意した．また教科書の式 (14.47)の非対角成分∆,∆∗

と比べて，負号を補った (この訂正は後で行列式に現れる |∆|2 に影響しない)．

さて，本稿では微分演算子を含む行列式を厳密に扱うための難解な数学を迂回するために，式 (14.47′)中央

の行列における微分演算子を単なる数に置き換えたい．そのためには Fourier展開

ψα(x) =

∫
d4k

(2π)4
eik·xψα(k), etc. (k · x = ωτ + k · xは Euclid空間での内積)

を行って，式 (14.47′)をあらかじめ運動量空間に移せば良い．その際，式 (14.47′)の行列における場 ∆,∆∗

の，位置 x依存性が問題になる．径路積分 (14.46)では古典的な制約 ∆ = gψ2ψ1 が課せられていないとは言

え，本来，式 (14.47′)のラグランジアン密度における ∆場はフェルミオン場と共通の時空点 xで評価されて

いる．しかしながら (全)ラグランジアン密度には ∆場の微分が導入されていないこともあり，ここでは一様

不変な場 ∆の平衡値に興味があると考えて，場 ∆,∆∗ は位置 xに依らないパラメーターと見なす．この注意
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のもとでフェルミオン場を Fourier展開すると，

SF =

∫
d4x

d4kd4k′

(2π)4·2

(
ψ†
1(k

′)e−ik
′·x, ψ2(k

′)eik
′·x
)(iω + k2

2m − µ −∆
−∆∗ iω − k2

2m + µ

)(
ψ1(k)e

ik·x

ψ†
2(k)e

−ik·x

)
=

∫
d4k

(2π)4

(
ψ†
1(k), ψ2(k)

)(iω + ε −∆
−∆∗ iω − ε

)(
ψ1(k)

ψ†
2(k)

)
,

(
∵ ε(k) ≡ k2

2m
− µ

)

∴ ZF[∆,∆
∗] =

∏
k

∫
dψ1(k)dψ

†
1(k)dψ2(k)dψ

†
2(k) exp

 d4k

(2π)4

∑
α,β

ψ†
α(k)Aαβ(k)ψβ(k)

 ,

A(k) ≡(Aαβ(k)) ≡ −
(
iω + ε −∆
−∆∗ iω − ε

)
となる．ここで後の式 (15.8)で行われているように，測度を

d[ψ(x)]d[ψ†(x)] → d[ψ(k)]d[ψ†(k)]

と運動量空間に移した．次いで便宜的に離散化した各 k に関する通常の Berezin積分に公式 (14.6)を適用す

ると，
ZF[∆,∆

∗] ∼
∏
k

detA(k) ∼
∏
k

(ω2 + |∆|2 + ε2).

したがって，もとの分配関数

Z =

∫
d[∆]d[∆∗]ZF[∆,∆

∗] exp

(
−1

g
|∆|2

)
における作用量 (指数の逆符号)への寄与

∼ lnZF[∆,∆
∗] ∼

∑
k

ln(ω2 + |∆|2 + ε2)

は，余計な係数を Z の規格化因子に吸収させると，

I ≡
∫

d3k

(2π)3
dω

2π
ln(ω2 + |∆|2 + ε2) =

∫
dερ(ε)

dω

2π
ln(ω2 + |∆|2 + ε2) (14.50–51)

となると考えられる．(この教科書の式もまた，対数を無次元化するのに必要な付加定数を捨てているという

点では，本稿と同様いくぶん乱暴である．)

そこで ∆場に対する有効ポテンシャルを Veff = |∆|2
g + I と同定し，最小性の条件

0 =
dVeff
d|∆|

=
|∆|
g

+
dI

d|∆|
,

dI

d|∆|
=

∫
dερ(ε)

dω

2π

|∆|
ω2 + |∆|2 + ε2

を満たす |∆| の値を調べれば良い (本稿では ∆ ではなく |∆| による微分としておいた)．また教科書の式

(14.52)ではこの段階で， dI
d|∆| の被積分関数における ρ(ε)を ρ(0)に置き換えている．しかしながら，その正

当性を見るには先に ω に関する積分を実行し，

dI

d|∆|
=

1

2

∫
dερ(ε)

|∆|√
|∆|2 + ε2

と書き換えておくのが好ましかろう．実際このとき右辺の被積分関数において，ρ(ε)に掛かる因子は「Fermi

面 ε = 0のところにピークを持つ」(p.203)ことがはっきりする．他方で状態数密度は，エネルギー E = µ+ ε
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を用いると，例えば自由粒子系に対して ρ(ε) ∼ E1/2 なので，Fermi面 E = µでは有限値をとる*51．そこで

ρ(ε)を積分にとって重要な Fermi面での値 ρ(0)に置き換えて，積分の外に出す．また有限の結果を得るため

に，積分範囲を切断しなければならない．(実際に以下の計算 (14.53′)から分かるように，考えている積分は

上限 ∼ εD に対して，対数的に発散する．) ところでフォノンが電子間引力を媒介する BCS 超伝導体では，

9.3節で見たように，電子のエネルギー |ε| ≲ εD で引力相互作用が生じる．そこで ±εD/2を切断の値とする．
ε < 0を積分範囲に含めるのは，Fourier展開において ω < 0を定義域に含めたことと整合する措置と考えら

れる*52．また本稿では教科書の式 (14.53)最右辺との辻褄を合わせるために，εD を 2で割っておいた．実際

このとき変数変換 ε = |∆| sinh θにより，

dI

d|∆|
=
ρ(0)

2

∫ εD/2

−εD/2

|∆|dε√
|∆|2 + ε2

= ρ(0)|∆|θmax ≃ ρ(0)|∆| ln
εD
|∆|

(14.53′)

を得る．ただし εD/2 = |∆| sinh θmax であり，最後の近似では εD/|∆| ≫ 1を想定して，

εD
2|∆|

= sinh θmax ≃
1

2
eθmax , ∴ θmax ≃ ln

εD
|∆|

とした．以上より

0 =
dVeff
d|∆|

=
|∆|
g

+ ρ(0)|∆| ln εD
|∆|

となるので，|∆|の式 (14.55)を得る．

*51 状態数分布 ρ(ε)を粒子数分布 (F-D分布)と混同しないように注意する．
*52 もっともこの措置は偶関数の積分の結果を 2倍にするだけである．
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第 15章　格子場の理論

序文を引用する：

相対論的な場の理論において Feynman ダイヤグラムを展開すると，短距離 (大きな運動量) におい

て発散する積分が現れる［紫外発散］．よく定義された理論を得るためには，これらの発散を“正則化”

する必要がある．これを行う方法はいろいろあるが，理論を時空内の離散的な格子の上に構築する方法

(格子正則化)が，概念的にも実践的にも有効である．本章では格子場の理論を扱う．

note p.66の訳註にもあるように，場の理論から現れる (紫外)発散を物理的な量と裸の量との観測不可能な

関係に繰り込むために，一時的に理論の形を修正して，発散を操作可能な有限の量にする措置を正則化

という．このときはじめて，発散を引き起こす因子を適当なパラメーターに吸収させることが可能にな

る．もちろん，その後で恣意的な正則化を解除して，もとの理論を回復させる必要がある．しかしなが

ら正則化は発散を抑えるための単なる人為的・数学的な技法であるに留まらず，より深遠な理論に基づ

き場の理論を修正する方法を示唆・反映したものとなっている可能性もある．格子正則化に関して言え

ば，ループ量子重力理論では時空が“実際に”Planck尺度のオーダーで離散化されていると考えられ

ている [21, pp.115–116]．

15.1　 Bose粒子場

整数の組 n = (n1, · · · , nd) ∈ Zd で指定される位置 anに格子点を持つ，格子間隔 aの d次元正方格子 (図

41参照)において定義された実スカラー場 φ(n)を考える．Euclid時空における作用量

S =

∫
ddx

{
1

2
(∂φ)2 +

1

2
m2φ2

}
(15.2)

を，素直に

S =
∑
n

ad

{
1

2

d∑
i=1

(
φ(n+ i)− φ(n)

a

)2

+
1

2
m2φ2(n)

}

と離散化 (差分化)しよう．ここに i = (· · · 1 · · · )は i番目の成分が 1である［方向単位］ベクトルを表す．径

路積分測度も d[φ] =
∏

n dφ(n)と離散化し，分配関数と Green関数

Z =

∫
d[φ]e−S , ⟨φ̂(n1) · · · φ̂(nn)⟩ =

1

Z

∫
d[φ]{φ(n1) · · ·φ(nn)}e−S (15.1/15.3)

を考える［式 (12.57–59)を参照］．簡単のため，以降しばらく a = 1と置く (いつでも次元解析によって aを

復元できる)．

格子が離散的なので，運動量 kの値は Brillouin領域 |ki| ≤ π の中 (以下 BZと表記，図 42参照)に制約さ

れる．［空間が有限のとき波数が離散化されるのに対し，空間を離散化すると波数が有限となる (1.1.1節も参

照)．実際，格子定数 a より短い波長を考えることに意味はなく，この時点で紫外発散は除去できている．］

そこで場の Fourier展開を

φ(n) =

∫
BZ

ddk

(2π)d
φ̃(k)ein·k (15.4)
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図 41 正方格子 図 42 Brillouin領域 (Brillouin zone)

と書くと，格子 Fourier変換における恒等式∫
BZ

ddk

(2π)d
ei(n−n′)·k = δnn′ , (15.5)∑

n

ein·(k−k′) =
∑
m

(2π)dδd(k − k′ + 2πm) (15.6)

により，Fourier係数は
φ̃(k) =

∑
n

e−in·kφ(n) (15.7)

で与えられる［本稿次節で補足］．

さて，分配関数 (15.1)を運動量空間に移すと，

Z =

∫
d[φ̃] exp

[
−
∫

ddk

(2π)d
1

2

{
m2 + 2

d∑
i=1

(1− cos ki)

}
|φ̃(k)|2

]
(15.8)

となる［本稿次節で確認］．2点［Green］関数は，指数の 2次形式を定義する行列の逆行列

⟨φ̃(k1)φ̃(k2)⟩ = δd(k1 − k2)
(2π)d

m2 + 2
d∑
i=1

(1− cos ki)

(15.9)

で与えられ，格子空間に戻すと

⟨φ̂(n1)φ̂(n2)⟩ =
∫

ddk

(2π)d
ei(n1−n2)·k

m2 + 2
d∑
i=1

(1− cos ki)

(15.10)

となる［本稿次節で補足］．式 (15.10)は k が小さいとき［つまり長波長極限で，期待されるように］被積分

関数の分母がm2 + k2 に近づき，連続な空間での結果［Green関数 (12.70′)］を再現する．

182



図 43 格子におけるループ線の交差

分配関数 (15.1)は

Z =

∫
d[φ] exp

∑
n,i

φ(n+ i)φ(n)−
∑
n

1

2
(2d+m2)φ2(n)

 (15.12)

→
∫

d

[
φ√
2π

]
exp

 1

2d+m2

∑
n,i

φ(n+ i)φ(n)−
∑
n

1

2
φ2(n)

 (15.13)

と書き換えられる (スケール変換
√
2d+m2φ→ φを行った)［本稿次節で補足］．こう書いておくと，m2 の

大きい極限は隣接格子点の項 φ(n + i)φ(n) ［Isingモデルの相互作用項にあたり，これが小さい極限は“高

温”(p.211，l.15)に対応］の指数の展開

Z =

∫
d

[
φ√
2π

]1 +
1

2d+m2

∑
n,i

φ(n+ i)φ(n) + · · ·

 exp

(
−1

2

∑
n

φ2(n)

)
(15.14)

によって扱える．展開の各項は Gauss型の積分公式∫
dφ√
2π
e−

1
2φ

2

= 1,

∫
dφ√
2π
φ2n+1e−

1
2φ

2

= 0,

∫
dφ√
2π
φ2e−

1
2φ

2

= 1,

∫
dφ√
2π
φ4e−

1
2φ

2

= 3, etc.

(15.15)

で評価できる［本稿次節で補足］．

note ところで格子場についても，分配関数はあらゆる真空ループ (Ouroborosグラフ)からの寄与として与

えられると期待される．(特に『13.1.1節「有効ポテンシャル」について』の項を参照．実際，15.2節

では改めて分配関数を，真空ループの和として計算し直す．)

［実に天下りに述べれば］分配関数 (15.14) の各項の Gauss 積分は，閉じたループのダイヤグラムに関係付

けて解釈できる．ここでは教科書と同様 (p.212)，その際の注意点について簡単に言及するに留める．例えば

φ4(n)の項は図 43 (a)のように［4本の線を点 nで繋いだ］，1つの交差を持つループを作る．［2本の世界線

の点接触型相互作用 (教科書 p.243)．Wick展開を考えれば良いか (13.2節の「注意」)．］ところが［連続的

な空間では“立体交差”を曖昧さなく描画できるのとは対照的に］，格子空間における図 43 (a)の交差は，図

43 (b–d)の 3通りに解釈できる［いずれも同じ図 43 (a)としてしか描きようがない (d ≥ 3次元でも)］．実は

［式 (15.15)における］φ4 の積分結果は，これら 3種類の線の接続方法に関する和として理解できる．
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15.1節について

■格子 Fourier変換の式 (15.4–7)について Fourier成分 (15.7)を逆変換すると式 (15.4)の φ(n)が得られる

ことを示すには，次のように式 (15.5)を用いれば充分である．∫
BZ

ddk

(2π)d
φ̃(k)ein·k =

∫
BZ

ddk

(2π)d

(∑
n′

e−in
′·kφ(n′)

)
ein·k =

∑
n′

φ(n′)

∫
BZ

ddk

(2π)d
ei(n−n′)·k

=φ(n). (∵ 式 (15.5))

格子 Fourier変換のもう 1つの公式 (15.6)は，デルタ関数の Fourier展開の公式における空間積分を格子点

にわたる和に移行させて

(2π)dδd(k − k′) =

∫
ddxei(k−k′)·x →

∑
n

adeian·(k−k′)

と書き，a = 1と置いたものになっている．ただし仮に k,k′ ∈ BZであっても，k− k′ /∈ BZとなる危険があ

る．そこで k-積分の範囲を BZに限定する場合には，上式最左辺のデルタ関数を
∑

m δd(k − k′ + 2πm) (こ

の 2π は 2π/aの意味) と書き換えて，等価な波数 k − k′ + 2πmがちょうど 1つ BZに含まれることを保証

しなければならない．

もっともこの目障りな 2πmの項は，積分変数を k′ − 2πm→ k′ と変更すれば，消すことができる．この

点を見る意味でも，公式 (15.6)を用いて Fourier展開 (15.4)から展開係数 (15.7)を取り出せることを確かめ

よう： ∑
n

e−in·kφ(n) =

∫
BZ

ddk′

(2π)d
φ̃(k′)

∑
n

ein·(k′−k)

=

∫
BZ

ddk′

���(2π)d
φ̃(k′)

∑
m

���(2π)dδd(k − k′ + 2πm) (∵ 式 (15.7))

=φ̃(k).

■運動量空間に移した Z の式 (15.8)の確認 作用量

S =
1

2

∑
n

{∑
i

(φ(n+ i)− φ(n))2 +m2φ2(n)

}

の微分の項を運動量空間に移すと，

1

2

∑
n,i

(φ(n+ i)− φ(n))2

=
1

2

∑
n,i

{∫
BZ

ddk

(2π)d
φ̃(k)(ei(n+i)·k − ein·k)

}2

(Fourier展開 (15.4))

=
1

2

∫
BZ

ddkddk′

(2π)2d
φ̃(k)φ̃(k′)

∑
n,i

{
ei(n+i)·(k+k′) − 2ei{(n+i)·k+n·k′} + ein·(k+k′)

}

=
1

2

∫
BZ

ddkddk′

(2π)2d
φ̃(k)φ̃(k′)

[∑
i

(ei(ki+k
′
i) − 2eiki + 1)

][∑
n

ein·(k+k′)

]
(ki ≡ k · iは方向成分)
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=
1

2

∫
BZ

ddk

(2π)d
φ̃(k)φ̃(−k)

∑
i

2(1− eiki) (∵ 式 (15.6))

=
1

2

∫
BZ

ddk

(2π)d
2
∑
i

(1− cos ki)|φ̃(k)|2

となる．ただし最後の等号では，理論の形 (15.2)において暗に φ(n)を実スカラー場と仮定していることを踏

まえ，実数条件 φ̃(−k) = φ̃∗(k)を用いた．また指数 eiki から現れる sin ki の項の寄与は，BZにわたる奇関

数の積分となって落ちることに注意した．同様に質量項は

m2

2

∑
n

φ2(n) =
m2

2

∑
n

∫
BZ

ddkddk′

(2π)2d
φ̃(k)φ̃(k′)ein·(k+k′) =

m2

2

∫
BZ

ddk

(2π)d
|φ̃(k)|2

と書き換えられる (第 2の等号で再び式 (15.6)を用いた)．よって式 (15.8)の指数の因子

S =

∫
ddk

(2π)d
1

2

{
m2 + 2

d∑
i=1

(1− cos ki)

}
|φ̃(k)|2

が得られる．

測度 d[φ] =
∏

n dφ(n)についても，場の分布のあらゆる時間発展 {φ(n)}からの寄与は，線形変換 (15.7)

を通じてあらゆる Fourier成分からの寄与を意味するから，d[φ̃]に置き換えて良いと考えられる (規格化の違

いはあり得るが)．こうして式 (15.8)を得る．

■式 (15.9),(15.10) の粗いスケッチ 式 (15.9) から式 (15.10) を導く際の根拠として，運動量空間の Green

関数は Fourier展開

⟨φ̂(n1)φ̂(n2)⟩ =
∫
BZ

ddkddk′

(2π)2d
ein1·kein2·k′

⟨φ̃(k)φ̃(k′)⟩

を通じて定義されていることに注意しよう*53．すると Green 関数の定義式 (15.3) を辺々 Fourier 変換すれ

ば，運動量空間の Green関数も同様の式

⟨φ̃(k1)φ̃(k2)⟩ =
1

Z

∫
d[φ̃]{φ̃(k1)φ̃(k2)}e−S

で表されると考えられる．このとき実空間で定義された場の理論の生成汎関数による定式化は，運動量空間で

定義された場に対してもそのままの形で流用できると考えられる．ここでは空間変数が離散的であるのに対し

運動量は連続変数なので，連続的な場の理論 (12.5節や 13.1節)との類推が成立するのは，むしろ運動量表示

においてだと期待される．すなわち式 (15.8)における運動量空間に移した作用量を

S =
1

2

∫
BZ

ddkddk′

(2π)2d
φ(k)A(k,k′)φ(k′)

と書いたときの積分核

A(k,k′) ≡ (2π)dδd(k + k′)

[
m2 + 2

∑
i

(1− cos ki)

]

に対して， ∫
BZ

ddk′

(2π)d
A(k,k′)G(k′,k′′) = (2π)dδd(k − k′′)

*53 ここで文献 [2, p.298] とは対照的に，ここでは式 (15.9) のようにエネルギー・運動量保存則を表すデルタ関数も含めて，運動量
空間の Green関数を定義している．
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を満たす“逆行列”G(k1,k2)は，式 (15.9)の右辺で与えられる (直接の代入で確認できる)．この G(k1,k2)

を用いて，φ̃(k)と結合する虚構的・古典的な外源場 J(k)を導入したときの生成汎関数は，式 (12.74):

[Z(J) =]
1

Z

∫
d[φ] exp

[
−
∫

ddx

{
1

2
φ(−∂2 +m2)φ+ iJφ

}]
= exp

{
∓1

2

∫
ddxddyJ(x)G(x, y)J(y)

}
(や文献 [2, pp.350–351]の式 (13.95),(13.105))と同様，

Z(J) ∼ exp

{
∓1

2

∫
ddkddk′J(k)G(k,k′)J(k)

}
と表される．よってこれを J で汎関数微分すると，2点 Green関数 (15.9):

⟨φ̃(k1)φ̃(k2)⟩ =
δ2Z(J)

δφ̃(k1)δφ̃(k2)

∣∣∣∣
J=0

= G(k1,k2) ≡ (式 (15.9)右辺)

を得る．

実空間の 2点 Green関数 (15.10)は，冒頭で言及したように式 (15.9)の Fourier逆変換によって得られる．

Green関数 (15.10)はやはり，式 (12.70):

(−∂2 +m2)−1
xy = G(x, y) =

∫
ddx

(2π)d
eik·(x−y)

k2 +m2

に対応する伝播関数と解釈できる．

■分配関数の書き換え (15.12),(15.13)について まず式 (15.12)を得るには，指数の作用量

S =
1

2

∑
n

{∑
i

(φ(n+ i)− φ(n))2 +m2φ2(n)

}
= −

∑
n,i

φ(n+i)φ(n)+
1

2

∑
n,i

(
φ2(n+ i) + φ2(n)

)
+m2

∑
n

φ2(n)


において，∑

n,i

φ2(n+ i) =
∑
i

∑
n

φ2(n+ i) =
∑
i

∑
n′

φ2(n′) = d
∑
n′

φ2(n′),
∑
n,i

φ2(n) = d
∑
n

φ2(n)

と書き換えれば良い．次いで
√
2d+m2φ→ φと再定義すれば，式 (15.12)の指数は式 (15.13)のそれにその

まま移行する．また式 (15.13)では「Jacobi行列式［
√
2d+m2］を測度に吸収させる」(p.211，l.12)だけで

なく，Gauss型の積分を容易にするために，測度 dφから 1/
√
2π の因子を括り出している．(これは分配関数

の規格化の任意性から許容される．)

■式 (15.14–15)について 分配関数の展開 (15.14):

Z =

∫
d

[
φ√
2π

]
exp

(
−1

2

∑
n

φ2(n)

)
+

1

2d+m2

∫
d

[
φ√
2π

]∑
m,i

φ(m+i)φ(m) exp

(
−1

2

∑
n

φ2(n)

)
+· · ·

の各項を，Gauss型の積分公式 (15.15)*54で評価する．まず最初の項は

Z0 ≡
∫

d

[
φ√
2π

]
exp

(
−1

2

∑
n

φ2(n)

)
=
∏
n

(∫
dφ(n)√

2π
e−

1
2φ

2(n)

)
= 1

*54 Gauss積分の公式∫
dφe−αφ2

=

√
π

α
,

∫
dφφ2e−αφ2

= −
d

dα

√
π

α
=

√
π

2
α−3/2,

∫
dφφ2e−αφ2

= −
d

dα

(√
π

2
α−3/2

)
=

3
√
π

4
α−5/2

において α = 1/2とおけば良い．
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である．次に 1次の項

Z1 ≡
1

2d+m2

∫
d

[
φ√
2π

]∑
m,i

φ(m+ i)φ(m) exp

(
−1

2

∑
n

φ2(n)

)

=
1

2d+m2

(∏
n

∫
dφ(n)√

2π
e−

1
2φ

2(n)

)∑
m,i

φ(m+ i)φ(m)


について，各方向単位ベクトル iはゼロでないことに注意すると，2つの格子点m,m+ iは常に互いに異な

る．すると Z1 は分離された奇関数の積分を生じ，ゼロになる：(∏
n

∫
dφ(n)√

2π
e−

1
2φ

2(n)

)∑
m,i

φ(m+ i)φ(m)


=
∑
m,i

 ∏
n( ̸=m,m+i)

∫
dφ(n)√

2π
e−

1
2φ

2(n)

(∫ dφ(m)√
2π

φ(m)e−
1
2φ

2(m)

)(∫
dφ(m+ i)√

2π
φ(m+ i)e−

1
2φ

2(m+i)

)
= 0.

なお展開の第 N 項は

ZN =
1

N !

1

(2d+m2)N

(∏
n

dφ(n)√
2π

e−
1
2φ

2(n)

) ∑
{na,ia}

φ(n1 + i1)φ(n1) · · ·φ(nN + iN )φ(nN )

と表される．被積分関数に現れた 2N 個の格子点 {na,na+ ia} (a = 1, · · · , N)のうち同一点がちょうど奇数

個ある場合，Z1 の計算で見たように奇関数の積分が分離される．よって積分への寄与がゼロでないのは，互

いに一致する格子点が偶数個ずつとなる格子点の配置 {na,na + ia}を持つ項に限られる．
例えば後続の項 Z2 を考えると，各単位ベクトル ia はゼロでないから，4つの格子点

n1, n1 + i1, n2, n2 + i2

が全て同一点を表すことはあり得ない．すると考慮しなければならないのは，4 つの格子点のうち 2 点が互

いに一致し，残りの 2点もまた，それとは異なる点に一致する場合のみである．ここで n1 = n2 か否かで場

合分けしてみよう．もし n1 = n2 であれば，残りの 2点が一致するのは i1 = i2 のときである (図 44 (a)参

照)．次に n1 ̸= n2 の場合を考える．再び na ̸= na + ia に注意すると，4点を互いに一致する 2点ずつの組

に分けるには，n1 を n2 + i2 に，n2 を n1 + i1 に一致させるしかない．このとき i1 + i2 = 0，つまり図 44

(b)のように i1 と i2 が互いに逆ベクトルであることになる．ところが方向単位ベクトル ia は必ずいずれかの

座標成分が増加する向きに進むから，ia 同士が逆ベクトルとなることはあり得ない．よって Z2 への寄与は第

1の格子点の配置
n1 = n2, i1 = i2

に限定され，

Z2 =
1

2!

1

(2d+m2)2

∑
m,i

 ∏
n(̸=m,m+i)

∫
dφ(n)√

2π
e−

1
2φ

2(n)


×
(∫

dφ(m)√
2π

φ2(m)e−
1
2φ

2(m)

)(∫
dφ(m+ i)√

2π
φ2(m+ i)e−

1
2φ

2(m+i)

)
=

1

2!

1

(2d+m2)2

∑
m,i

1 =
1

2!

Nd

(2d+m2)2
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図 44 分配関数 (15.14)の 2次の項に寄与する格子点の配置の候補

図 45 方向単位ベクトル ia の不可能な相対的配置の例

が得られる．ただし N ≡
∑

m 1は格子点の総数であり (15.2節)，ここでは ad = 1とおいているので，それ

は時空の体積 (Vol)でもある．いずれにせよ，その値は無限大である．

最後に，Z のさらに高次の項に寄与する格子点の配置を考察する際の注意点を書き留めておく．繰り返しに
なるが，各方向単位ベクトル ia は必ずいずれかの座標成分が増加する向きに進む．このことから直観的に理

解できるように，N(≥ 3) 個の ia を繋いで，図 45 (a)のような閉じた輪を形成することはできない．実際，

輪ができたとして
∑
a ia = 0を両辺 2乗し，ia · ib = δiaib ≥ 0に注意すると*55，

0 =

(
N∑
a=1

ia

)2

=

N∑
a=1

|ia|2 +
∑
a ̸=b

ia · ib ≥ N(≥ 3)

という矛盾を生じる．同様にして図 45 (b)のように閉ループの中で 1本のベクトル，例えば iN だけを逆転

させた相対位置ベクトル {ia}の配置

iN =
N−1∑
a=1

ia

も不可能であることが示される．

15.2　酔歩

式 (15.13)の箇所で行ったスケール変換
√
2d+m2φ → φで再定義した場に関して，2点 Green関数は式

(15.10)右辺の (2d+m2)倍

⟨φ̂(n1)φ̂(n2)⟩rescaled = (2d+m2)

∫
BZ

ddk

(2π)d
ei(n1−n2)·k

m2 + 2
d∑
i=1

(1− cos ki)

(41)

*55 たとえ a ̸= bであっても ia = ib となり得るので，内積を単に δab と書くことはできない．
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で与えられる．ここで始点 n1 と終点 n2 を結ぶ，tステップ分の長さを持つ径路の数

Γ(n2,n1, t) ≡ Γ(n2 − n1, 0, t) (15.15)

を定義すると［相対ベクトル n2 − n1 で決まることに注意］，伝播関数 (41)は

⟨φ̂(n1)φ̂(n2)⟩rescaled =
∞∑
t=0

(
1

m2 + 2d

)t
Γ(n, 0, t) (n = n2 − n1) (42)

と表される (証明は下記)．これは n1 から n2 に至る個々の径路に重み (m2 + 2d)−1 を与え，全ての径路につ

いて和をとると格子伝播関数が得られることを意味している．

上式 (42)の証明 まず tステップで n = (n1, n2, · · · , nd)だけ変位する径路の総数 Γ(n, 0, t)が，

(
x1 +

1

x1
+ x2 +

1

x2
+ · · ·+ xd +

1

xd

)t
=

(
d∑
i=1

xi +
1

xi

)t
(15.17)

を展開したときに現れる x n1
1 x n2

2 · · ·x nd

d の係数であることに注目する［本稿次節で補足］．xi = eiki

と置くと，Fourier積分によってこの係数を取り出せるので，

Γ(n, 0, t) =

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

(
d∑
i=1

2 cos ki

)t
. (15.18)

ここで

G(n, 0, µ) ≡
∞∑
t=0

e−µtΓ(n, 0, t) (15.19)

=

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

1− e−µ
d∑
i=1

(2 cos ki)

(15.20)

を定義して e−µ = (m2 + 2d)−1 とおくと，

G(n, 0, µ) = (2d+m2)

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

m2 + 2
d∑
i=1

(1− cos ki)

= (式 (41)右辺)
∣∣
(n2−n1)=n

(15.21)

が得られる［本稿次節で補足］．これをもとの定義式 (15.19)で e−µ = (m2 + 2d)−1 とおいた式と等置

すると
∞∑
t=0

(
1

m2 + 2d

)t
Γ(n, 0, t) = (式 (41)右辺)

∣∣
(n2−n1)=n

なので，伝播関数 (41)は式 (42)のように書ける．

note 径路数 (15.18)は歩数 t = 0に対して自動的にゼロになるので，Green関数 (15.19)には t = 0の項は

寄与しない．後の分配関数 (15.24)の導出過程では，分母 2tがゼロになるのが不都合なので，あらか

じめ tに関する和から t = 0の項を除いてある．
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次に［15.1節末尾の noteで予告したように］，分配関数を全ての真空ループ (Ouroborosグラフ)の和と考

えて計算し直すと，N を全格子点数として

Z = const× exp

(
−N

2

∫
BZ

ddk

(2π)d
ln

(
m2 + 2

d∑
i=1

(1− cos ki)

))
(15.24)

が得られる (導出は下記)．

note 式 (15.24)の指数は連続極限 a→ 0 (したがって引数 |kia| ≪ 1，積分範囲 |ki| ≤ π/a→∞)で，連結

した Ouroborosグラフの和として求めた自由 Bose粒子場の真空エネルギー密度 (5.35):

E(m2) =
1

2

∫
ddk

(2π)d
ln(k2 +m2) (d次元時空に一般化した)

と空間の体積 (Vol) ∼ N の積 (つまり真空のエネルギー)に移行する．よって指数が「格子場における，

結合した Ouroborosグラフを表すことは明らかである」(p.214，l.10–11)．また分配関数 (15.24)は非

相対論的自由 Bose粒子系の大分配関数 (11.3)とも比較される表式である．

分配関数の表式 (15.24)は 2点関数 (15.10)の形からある程度期待される結果であり，2点関数 (15.10)

と同様に導出し得る．教科書の式 (15.24)の下 2行「Gauss積分を実行して得られる式と全く同じ形に

なっている」というのは，式 (15.14–15)よりもむしろ，このことに言及していると考えられる．

式 (15.24)の導出 始・終点を nに固定した (歩数 tの)ダイヤグラムの総数

Γ(n,n, t) =

∫
BZ

ddk

(2π)d

(
d∑
i=1

2 cos ki

)t
(∵ 式 (15.18))

に重み e−µ = (m2 +2d)−1 を付けて，全ての真空ループ (Ouroborosダイヤグラム)からの寄与を足し

上げたい．その際，径路数 Γ(n,n, t)において［図 46のように］同一の真空泡ダイヤグラムを，

• ループ上のどの点に結節点 nが来るかで t通り

• ループをどちらの向きに周回するかで 2通り

重複して数えていることになる*56．そこで径路数を 2t で割っておく．［ここで並進によって重なる t

通りのグラフを区別した代わりに］次いで固定した点 nに関する和をとるには，単に格子点の総数 N

を掛ければ良い．こうして 1つの結合［連結］したループの和は，

W = N
∞∑
t=1

e−µt
Γ(n,n, t)

2t
=N

∫
BZ

ddk

(2π)d

∞∑
t=1

1

2t
e−µt

(
2

d∑
i=1

cos ki

)t

=− N

2

∫
BZ

ddk

(2π)d
ln

(
1− e−µ

d∑
i=1

(2 cos ki)

)

=const×

[
−N

2

∫
BZ

ddk

(2π)d
ln

(
m2 + 2

d∑
i=1

(1− cos ki)

)]
(15.23)

と表される［本稿次節で式変形を補足］．さらに n個の泡を含む非連結ダイヤグラムはWn で尽くされ

るものの，各ループを識別できないので n!による除算が必要である．こうして［式 (4.10–11)の箇所

と同じ論法で］分配関数を Z =
∑
n

1
n!W

n = eW とすると，式 (15.24)を得る．

*56 他方，荷電粒子を記述する複素場では結合線が向きを持つので，2通りの巡回方向は区別される．
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図 46 径路数 Γ(n,n, t)において重複して数えられている 2t通りのループの例

15.2節について

■径路数 Γ(n, 0, t)が多項式 (15.17)の展開係数であること 式 (15.17)を展開して積 x n1
1 x n2

2 · · ·x nd

d を得

るには，t個の (
x1 +

1

x1
+ x2 +

1

x2
+ · · ·+ xd +

1

xd

)
から，各 xiを 1/xiよりも ni個多く選べば良く，その方法の総数が展開係数となる．ところが s(= 1, 2, · · · , t)
番目の因子から x ±1

i を選ぶことを，sステップ目に xi 方向に ±1だけ進むことに対応付ければ，場合の数は
tステップにおける各 xi 方向の正味の変位が ni となる径路の総数 Γ(n, 0, t)に一致する．

■G(n, 0, µ)の式 (15.20–21)について まず式 (15.18–19)より

G(n, 0, µ) ≡
∞∑
t=0

e−µtΓ(n, 0, t) =

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

∞∑
t=0

e−µt

(
d∑
i=1

2 cos ki

)t
である．最右辺における t に関する和は，初項 1，公比 e−µ

∑
i 2 cos ki の無限等比級数である．よって

e−µ = (m2 + 2d)−1 とおくならば，級数が収束するには，分配関数の展開展開 (15.14)を考えたときと同様，

質量が十分大きい必要があると考えられる．この下で

∞∑
t=0

e−µt

(∑
i

2 cos ki

)t
=

1

1− e−µ
∑
i(2 cos ki)

=
1

1− (m2 + 2d)−1
∑
i(2 cos ki)

=(m2 + 2d)
1

(m2 + 2d)−
∑
i(2 cos ki)

= (m2 + 2d)
1

m2 + 2
∑
i(1− cos ki)

と書き換えられる．この第 2辺と最右辺がそれぞれ，式 (15.20),(15.21)の被積分関数に現れる因子となる．

■式 (15.23)の計算について 式 (15.23)の 2行目への書き換えでは，Green関数の導出過程 (15.20–21)に

引き続き r ≡ e−µ
∑
i 2 cos ki を (1に比べて)小さな量と仮定し，

∞∑
t=1

1

t
rt = r +

r2

2
+
r3

3
+ · · · = − ln(1− r)
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とすれば良い．

式 (15.23)の 3行目に移るには，式 (15.20–21)の導出過程で行ったように，真数を

1− e−µ
∑
i

(2 cos ki) = (m2 + 2d)−1

{
m2 + 2

∑
i

(1− cos ki)

}

と書き換えれば良い．

15.3　相互作用と Bose凝縮

ここは教科書と同様，“お話”程度にまとめておく．とは言え 15.3節のタイトルからすると，ここは続く小

節 (15.3.1項)よりも重要と考えられる．

自由スカラー場の分配関数や Green関数は，格子上の世界線に対応付けて解釈できることを見てきた．こ

れは高分子溶液のモデルとよく似ている．

note 高分子 (ポリマー)溶液の格子モデルでは，各格子点を溶媒分子またはモノマーが占める．隣接するモ

ノマーを線で結んで得られる鎖をポリマーと見なす (線の引き方は一意的ではない) [9, pp.227–228]．

次に λ > 0として［斥力］相互作用項 λφ4 を導入し，

Z =

∫
d[φ] exp

[
−
∑
n

ad

{
1

2

d∑
i=1

(φ(n+ i)− φ(n))2

a2
+

1

2
m2φ2(n) +

λ

4!
φ4(n)

}]
(15.25)

とする．実はこのとき，ループ内およびループ間に短距離の反発がもたらされる．

仮に λ < 0とおくと，積分 (15.25)は発散する．世界線の間には引力が働くと解釈でき，真空は世界線がも

つれた雑然とした状態になる．高分子溶液に関しても，要素間の実効的な力が引力であれば，高分子は溶液か

ら析出する．

λ > 0 であっても m2 < 0 (タキオン的) であれば，同様の描像が成り立つ．確かに一見すると，［Green

関数 (15.19)などにおいて］歩数 tの長い径路の寄与は因子 e−µt によって抑制されるように見える．しかし

m2 < 0は

e−{µ−(ln 2d)} = 2de−µ =
2d

2d+m2
> 1 (15.28)

を意味する．すると酔歩の各ステップでの，2d通りの方向が選択できることに伴う配位エントロピー (− ln 2d)

の効果が，ステップ毎のエネルギー代償 µの効果を上回ることになる．ここでも真空は，長い径路がもつれ

合った“スパゲッティ”で満たされる．この“スパゲッティ相”は，［11.2節末尾で言及した］世界線の描像

における Bose凝縮である．

note m2 < 0での Bose凝縮は，ポテンシャルが式 (10.42)のメキシコ帽子型となり，「自発的な対称性の破

れが生じ」(p.215，l.16)るからだと理解することもできる．

15.3.1　回転不変性

格子系は回転不変性を破っている．以下で見るように，実際このことを反映して，格子場の 2点関数は回転

不変性を持たない．しかしm2 が小さくなると，回転不変性が回復する．
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note このことは次のようにして，あらかじめ直観的に予期できる．すなわち連続的な空間における自由スカ

ラー場の球対称な Green関数 (3.46):

G(x,y) ∼ e−mr

r
(r ≡ |x− y|，湯川ポテンシャルの形)

によれば，場の相関長は Compton波長 1/m程度である．(Green関数 G(x,y) = ⟨φ̂(x)φ̂(y)⟩は相関
を表す．) これが格子間隔 aよりも充分長ければ (言い換えればmが 1/aに比べて極めて小さければ)，

実際の球対称な Green関数は格子場 Green関数でよく近似できると期待される．逆に mが大きくな

ると，空間の離散化に伴う回転対称性の欠如が著しく現れると考えられる．

以下では簡単のために，時空が 2次元の場合の 2点関数 (15.10):

G(n,m2) =

∫
BZ

d2k

(2π)2
e−ik·n

m2 + 2
2∑
i=1

(1− cos ki)

(15.29)

を，方向単位ベクトル e［座標軸方向に限らない］の方向に伸びるベクトル

n = re (e2 = 1) (15.30)

に対して考える．そして |r|が大きくなると，これが指数関数的に減衰することを説明し，

G(re,m2) ∼ e−κ(e)|r| (|r| ≫ 1) (15.31)

［近似記号 ≈を比例関係 ∼に置き換えた］で定義される相関長の逆数 κ(e)が，実際にm2 の大きいとき向き

eに依存すること (異方性)，m2 の小さいとき向き eに依らなくなること (等方性)を示す．

まず κ(e)がどのように決まるのかを調べておこう．準備として関数

f(ξ) =

∫ ∞

−∞
dre−irξG(re,m2) (15.32)

を定義する．

note これは G(re,m2)の“波数”ξ に関する Fourier成分であるものの，指数関数的減衰 (15.31)を予期し

ている時点で，波数 ξ は複素数になり得ると想定している．実際すぐ後の Fourier逆変換 (43)では ξ

に関する積分を実軸に沿って行うものの，複素 ξ 平面における解析から，複素数の波数 ξ = iζ0 が現

れる．

このとき rが大きい場合の G(re,m2)の漸近的な振舞いは，ξ の実軸に最も近い特異点によって決まる．この

特異点は，Gが振動しないならば虚軸上のどこか，例えば ξ = iζ0 にあり，このとき G ∝ e−ζ0r となる．

note 素朴にはこれは，単純に G ∼ eiξr に ξ = iζ0 を代入すると期待される結果である．(特異点 (極)が実部

αを持てば，Gには振動する因子 eiαr が掛かる．) この点を Fourier展開

G(re,m2) =

∫ ∞

−∞

dξ

2π
eiξrf(ξ) (43)

に基づいて丁寧に説明しよう．文献 [12, pp.202–203]で行ったように，形式的に ξ を複素変数と見な

す．そして f(ξ) は「ξ の実軸近傍で解析的でなければならず」(p.216，l.10) とあることを踏まえ，ξ
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図 47 ここでは概念図として，複素 ξ 平面上の適当な位置に 2つの特異点 ξ0, ξ1 を示した

の実軸上には特異点がないものと仮定して，積分路を実軸から ξ の上半面内または下半面内に移そう．

r > 0のときには Jordanの補助定理により (p.113)，積分路を ξ の上平面内に移すことができる．す

ると図 47 のように積分路は特異点に“ひっかかり”，積分は上平面内の全ての特異点に関する留数の

和として評価できる．実軸に最も近い特異点 ξ = iζ0 の寄与を調べよう．関数 eiξr/2π は ξ = iζ0 で

正則なので，iζ0 が f(ξ)の k 位の特異点ならば，iζ0 は積 F (ξ) ≡ f(ξ)eiξr/2π の k 位の特異点でもあ

る．ここで簡単のため，教科書の式 (15.33)で暗に仮定しているように，iζ0 を 1位の特異点と仮定し

て Laurent展開を
f(ξ) =

a−1

ξ − iζ0
+ a0 + a1(ξ − iζ0) + · · ·

と書けば，積分 (43)への寄与は

2πiRes[F (ξ), iζ0] = 2πi lim
ξ→iζ0

[(ξ − iζ0)F (ξ)] = i lim
ξ→iζ0

(a−1 + a0(ξ − iζ0) + · · · ) eiξr = ia−1e
−ζ0r

と求まる．他の特異点 (虚部 ζ1, ζ2, · · · )の寄与も同様に e−ζ1r, e−ζ2r, · · · のようになり，r > 0が大き

いとき，これらは e−ζ0r に比べてさらに指数関数的に小さい．よって r > 0が大きいときの主要な寄与

は e−ζ0r に比例する．

note すぐ後の f(ξ)の式 (15.34)から，ξ が f(ξ)の極ならば −ξ も極となることが見て取れる．よって極は
2箇所 ξ = ±iζ0 に現れる．すると r < 0では積分路を ξ の下半面に移して，極 ξ = −iζ0 の留数を拾
えば良い．その結果 G ∼ ei(−iζ0)r = eζ0r となるので，r > 0の場合と合わせて

G ∼ e−ζ0|r| (|r| ≫ 1)

とまとめられる．ここまでで κ(e)は与えられた eに対して，f(ξ)の極 (の虚部) ζ0 として求められる

という方針が立ったことになる．

これを踏まえ，f(ξ)の特異点の位置を調べよう．［式 (15.29)で積分変数を k→ −kと変更して，式 (15.32)

に代入すると］

f(ξ) =

∫
BZ

d2k

(2π)2

(∫ ∞

−∞
dre−ir(ξ−k·n)

)
1

D(k)
= 2π

∫
BZ

d2k

(2π)2
δ(k · e− ξ)

D(k)
, (15.34)

D(k) ≡m2 + 2
2∑
i=1

(1− cos ki) = 4 +m2 − 2(cos k1 + cos k2)
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となる［教科書では積分の前の係数 2π が π になっているが，それは極の位置を決める以降の議論に影響しな

い］．ここで洞察を得るために連続場を考える．このとき［方向成分 k · eに関する積分を実行し，eに垂直な

波数成分 k に関する積分を残すと，Fourier成分 (15.34)は］

f(ξ = iζ) ∼
∫

d2k
δ(k · e− iζ)
m2 + k2

=

∫
dk

1

m2 + k2 − ζ2
(15.35)

となる．被積分関数は実軸を挟む 2点 k = ±i
√
m2 − ζ2 に極を持つ．これらは ζ = ±mのとき実軸を締めつ

けるので，［特異点を回避できなくなり］積分 (15.35)に特異性を生じる［5.3.3節末尾］．よって f(ξ)の特異

点は ξ = ±imであり，伝播関数は e−m|r| にしたがって減衰する．

note この結果は冒頭で復習した湯川ポテンシャルの形を想起させる．格子場においても式 (15.34) の k-積

分に締めつけ特異性を生じる ξ = iζ の値が，f(ξ)の特異点となる．式 (15.34)において考えているの

は 2つの特異点 ξ = ±iζ0 の一方であり，k-空間の特異点による積分路の締めつけを，2点 ±iζ0 の接
近と誤解してはならない．議論を確定させるために，以降では虚部 ζ0 > 0を持つ特異点の位置 ξ = iζ0

を調べよう．

note さて，式 (15.34) におけるデルタ関数より f(ξ) に寄与するのは，与えられた ξ に対し k · e = ξ を満

たす kのみである．このうち被積分関数の分母 D(k)をゼロにする kが (あれば，それが) 特異点の値

ξ = k · eの候補となる．しかしながらD(k)の表式より，D(k)をゼロにする kは純虚数なので，それ

を実 k-空間に表示することはできない．

note そこで「k = iK と置いて k の積分を実軸から外してみる」(p.216下から 3,2行目)と，式 (15.34)は

f(ξ = iζ) ∝
∫

d2K

(2π)2
δ(K · e− ζ)

D(K)

と書き換えられる．ただし (任意の複素数 z に対して cos(iz) = cosh z, cosh(iz) = cos z に注意して)

D(ik) = 4 +m2 − 2(coshK1 + coshK2)→ D(K) (15.38)

と再定義した．またWick回転が可能であるとし (したがってK は実変数)*57，積分範囲も |ki| ≤ πか
らK-空間全体に拡げた*58．すると (K1,K2)平面における曲線 D(K) = 0と直線K · e = ζ0 の交点

が，特異点の虚部 ζ0 = K · eを与えるK の候補となる．

note 話の見通しを良くするために，ここで曲線 D(K) = 0の概形を調べてしまおう．しばらく図 48を参照

しつつ読み進めてほしい．D(K)の式 (15.38)は入れ替え Ki → −Ki や K1 ↔ Ki に対して不変なの

で，曲線D(K) = 0はK1 軸とK2 軸，直線K2 = K1 に関して対称である．そこで第 1象限の方位角

45度の範囲 (Ki ≥ 0,K2 ≤ K1)でグラフの概形を調べれば充分である．K2 = 0のときK1 は最大値

Km ≡ cosh−1

(
4 +m2

2
− 1

)
= cosh−1

(
1 +

m2

2

)
(44)

をとる．点 (Km, 0)から K2 が増大するに従って，曲線に沿って K1 は減少していき，斜め 45度の線

K2 = K1 との交点 P(K,K)に達する．その座標は

0 = D(K,K) = 4 +m2 − 4 coshK, ∴ K = cosh−1

(
1 +

m2

4

)
*57 5.3.1 節のWick 回転ではもとの積分路である実軸付近に極があったのに対し，ここでは虚軸上に D(k) = 0 の極 ki がある．そ
の場合にも極を虚軸から ϵずらせば，Wick回転に支障はないと考えられる．

*58 「k の積分が k = ±π に端を持っていても，締めつけの位置には関係がない」(p.216下から 2行目)とあることにも注意する．
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と求まるので，腕の長さは

KM ≡ OP =
√
2K =

√
2 cosh−1

(
1 +

m2

4

)
(45)

である．m2 の大きい場合を想定して，式 (14.53′)の箇所で見た近似式

y = coshx ≃ ex

2
, ∴ x ≃ ln 2y (x≫ 1，したがって y ≫ 1のとき) (46)

を利用すると，

Km → ln(2 +m2), KM → ln

{(
2 +

m2

2

)√
2
}

が見出される．(これは Km がm2 とともに対数的に (ゆっくりと)発散することを意味する．) すると

m2 の増大に伴って Km よりも KM の方が素早く増大するため，曲線は斜め 45度の方向に張り出して

いくと予想される．他方m2 が小さければ，D(K) = 0を満たす |Ki|も 1程度に小さいから，曲線は

Ki の 2次近似で円
K 2

1 +K 2
2 = m2 (47)

となる．よって逆にm2 が減少すると，曲線は丸みを帯び，回転対称性を増していくと想像される．実

際，さまざまなm2 の値に対する曲線 D(K) = 0の概形は図 49のようであり，m2 が大きいときグラ

フは正方形に近づく．ただしその辺の位置を式 (44)のKi = ±Km とは同定せず，あえて教科書 p.217

下から 5行目の記述に従い，曲線のすぐ外側の位置

K = ±Ke, Ke ≡ cosh−1

(
4 +m2

2

)
と見なす．(これは式 (15.38)の D(K) = 0において一方の coshKi をゼロとおき，もう一方の Ki に

ついて解いた位置である．実際には常に coshKi ≥ 1だから，Ke は曲線 D(K) = 0の外側に来る．)

この措置は後の式 (15.40)において，15.2節で得た正しい重み (m2 + 2d)−1 (ここでは d = 2)が再現

されることから正当化される．

他方で直線K · e = ζ は eに垂直で，原点からの距離が |ζ|の位置にある．その曲線 D(K) = 0との交点

K は最大で 2個のあり，これらがK-積分の 2つの極を与える．ζ = ζ0(> 0)での締めつけ特異性は，2つの

K が一致するときに生じる．それは直線K · e = ζ0 が曲線 D(K) = 0に接する場合に実現・対応する*59．

note この時点で本節の主要な目的として掲げていた，相関長 1/κ(e)の異方性を定性的に理解できる．すな

わち m2 が大きくなるほど，曲線 D(K) = 0は回転対称性を失っていくため，接点までの距離 ζ0 (し

たがって κ(e))は向き eに応じて大きく異なることになる．

m2 が大きいときの接点までの距離 ζ0 を求めよう．曲線D(K) = 0をKi = ±Ke の位置に辺を持つ正方形

と見なせば，図 50のように接点は正方形の頂点に一致し，その原点との距離は幾何学的に

ζ0 ≈ (cos θ + sin θ)Ke ≈ (cos θ + sin θ) ln(4 +m2) (15.39)

*59 したがって，この条件は

D(K) = 0,

∂D

∂K
= 0, on K · e = ζ0 (15.36)

と書ける．
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図 48 曲線 D(K) = 0とその典型的な長さ
図 49 内側から順に無次元化した質量 m =

1, 2, 3, · · · , 10に対する曲線 D(K) = 0

図 50 大きな m2 での“正方形”D(K) = 0 に直線K · e = ζ0 が接するとき，締めつけ特異性が生じ，

ζ0 は原点から接点までの距離となる

と表される．

note 本稿では教科書の図 15.4 (p.217)に加えて，eと K1 軸のなす角 θ の範囲が π/4 ≤ θ ≤ π/2の場合も

図示した (図 50 (b))．例えば π/2 ≤ θ ≤ 3π/4のときには，角度 θ′ ≡ θ − π/2に対して再び図 50 (a)

と同様に考えられるので，式 (15.39)で θを θ′ に置き換えた関係

ζ = Ke(sin θ − cos θ) (48)

が成り立つ．よって式 (15.39)は 0 ≤ θ ≤ π/2の範囲で有効と考えられる．上式 (48)もまた，考えて
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図 51 原点から n = (n1, n2)までの最短径路は，すべて |n1|+ |n2|の長さを持つ

いる範囲 π/2 ≤ θ ≤ 3π/4では r の掛かった因子

r(sin θ − cos θ) = |n1|+ |n2|

が後の式 (15.40)における最短距離を与えるので，理に適っている．

式 (15.39)の第 2の等号では，大きなm2 に対し再び公式 (46)を用いて，

4 +m2

2
= coshKe ≈

eKe

2
, ∴ Ke ≈ ln(4 +m2)

と近似した．

したがってm2 が大きいときの 2点関数は，近似的に

G(|r|r,m2) ∼e−ζ0|r| = exp
[
ln
{
(4 +m2)−(|n1|+|n2|)

}]
(∵ |r|(cos θ + sin θ) = |n1|+ |n2|)

=
1

(4 +m2)|n1|+|n2|
(15.40)

となる．ここで因子 |n1|+ |n2|は，原点から n = (n1, n2)までの最短径路の長さである (図 51参照)．

note ところで 2点関数はスケールの違いを除いて，式 (15.19):

G(n, 0, µ) =
∞∑
t=0

e−µtΓ(n, 0, t)

のようにも表されることを思い出そう．m2 が大きいと，径路の長さ tの大きい項の寄与が因子 e−µt に

よって抑制されるので，最短径路の項のみを残して，

G ∼ e−µt
∣∣
t=|n1|+|n2|

=
1

(4 +m2)|n1|+|n2|

と近似できる．このように考えれば，確かに式 (15.40) は「驚くべき結果ではない」(p.218 下から 3

行目)．
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K1,K2 軸に沿った 4方向と，軸に対して 45◦ の方向については，それぞれ

κ =ζ0 = cosh−1

(
1 +

1

2
m2

)
[∵ Kmの式 (44)] (15.41)

κ =ζ0 =
√
2 cosh−1

(
1 +

1

4
m2

)
[∵ KMの式 (45)] (15.42)

である．これらはm2 が小さいと，ともにmに近づく．

note 小さなm2，したがって小さな ζ0 に対して，上式 (15.41),(15.42)がそれぞれ

1 +
1

2
m2 = cosh ζ0 ≃ 1 +

1

2
ζ 2
0 , 1 +

1

4
m2 = cosh

(
ζ0√
2

)
≃ 1 +

1

2

(
ζ0√
2

)2

となることによる．この結果は既に同じ近似で導いた，半径mの円の式 (47)に整合している．

連続極限

格子間隔を a = 1とおいたため，我々が扱ってきた質量 mは本来の質量 m連続 を m = m連続aと無次元化

した値であることになる．したがって連続極限 a → 0 をとる際には，m連続 = m/a を一定に保って同時に

m→ 0としなければならない．ところがmを小さくすると回転不変性が回復するから，連続極限では正方格

子の痕跡が残らない．

15.4　格子フェルミオン

Dirac場を格子上に載せることは，今なお充分に納得のいく形で解決されていない問題も含んでいる．ひと

まず［Euclid時空における］Dirac場の作用

S =

∫
ddx{mψ̄ψ + ψ̄γi∂iψ} (15.45)

［本稿次節で補足］を離散化して，“単純”作用 (‘naive’ action)

S =
∑
n

ad

{
mψ̄(n)ψ(n) +

1

2a
ψ̄(n)

∑
i

γi (ψ(n+ i)− ψ(n− i))

}
(15.46)

を作る．ここでも以降，a = 1とおく．［次いで式 (15.13)と同様，隣接格子点への“ホッピング項”だけに独

立なパラメーター K が付くようにスケール変換を行おう．］m = 1/2K によってパラメーター K を導入し，

ψ/
√
2K → ψ とスケール変換すると，

S =
∑
n

{
ψ̄(n)ψ(n) +Kψ̄(n)

∑
i

γi (ψ(n+ i)− ψ(n− i))

}
(15.48)

と書き換えられる．K は［ホッピング項の係数となっているので］ホッピングパラメーターと呼べる．

Bose格子場の伝播関数 (15.10)と同様に，格子フェルミオンの伝播関数は

⟨ψ̄α(x)ψβ(x+ n)⟩ =
∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

(
1 +

∑
i γ

i2iK sin ki
)
αβ

1 +
∑

i 4K
2 sin2 ki

(49)

199



と求まる．小さな k［正確には連続極限 a→ 0 (積分範囲 π/a→∞，引数 kia→ 0)］に対しては［1次近似

sin ki ≃ ki により］

⟨ψ̄α(x)ψβ(x+ n)⟩ ≃ m
∫

ddk

(2π)d
e−ik·n

(m+ i/k)αβ
m2 + k2

(∵ 2K = 1/m)

となる［/k ≡
∑

i γ
iki と再定義した］．これは連続場の伝播関数 (7.66),(7.68):

iSαβ(x, y) ≡ ⟨0|T{ψα(x)ψ̄β(y)}|0⟩ = i

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)

(/k +m)αβ
k2 −m2 + iϵ

,

すなわち［Wick回転を施し，k2 → −k2, etc.のように Euclid空間での内積で書き直した式］

⟨ψ̄α(x)ψβ(y)⟩ =
∫

ddk

(2π)d
eik·(x−y) (m+ i/k)αβ

m2 + k2
(15.53′)

の m 倍となっている．［ただし時空を d 次元に拡張し，作用量 (15.45) の導出時に見出した置き換えの規則

/k → i/k を用いた．また ψ と ψ̄ を入れ替えて全体に掛かる負号を消化した．］このことは

m ⟨ψ̄α(x)ψβ(y)⟩ =
1

2K
⟨ψ̄α(x)ψβ(y)⟩ → ⟨ψ̄α(x)ψβ(y)⟩

とスケール変換されることを踏まえると，理に適っている．

しかしながら［Brillouin領域全体で見ると］，上式 (49)は問題を含んでいる．実際，例えば［行列要素 (49)

で n = 0とおいてトレースをとり，奇関数の積分が消えることに注意すると］，式 (49)からは

⟨ψ̄α(x)ψα(x)⟩ =
∫
BZ

ddk

(2π)d
tr(1)

1 +
∑

i 4K
2 sin2 ki

(15.54)

が得られる．すると積分への寄与は k = 0だけでなく，ki = ±π の近くでも大きくなる．そのような場所は
Brillouin領域内に 2d 箇所ある (図 52参照)．

したがって，正確な連続場の式の 2d 倍に相当する結果が出てきてしまう．すなわち，ひとつの“種

類”(species)の Fermi粒子から始めたはずの話が，あたかも“2d 種類の粒子”の話のようになってし

まっている．別の物理量を計算するときにも，同様の問題が起こる．これが悪名高い“Fermi粒子の重

複問題”(fermion doubling problem)である．

Fermi 粒子の重複問題を回避するために，いろいろなアプローチが試みられた．最も有名な方法は

“Wilson (ウィルソン) フェルミオン”および“Kogut (コガット)-Susskind (サスキント) フェルミオ

ン”(もしくは ‘staggered fermion’)の方法である［本稿では省略］．(p.222)

note Kogut と Susskind は格子ゲージ理論の文脈において，異なるスピン・ネットワーク状態が必ず互い

に線形独立であることを見出した (1975) [21, pp.107–108]．なお同訳者による文献 [21, p.108] での

Susskindの読みは「サスキンド」となっている (1冊の本の中で統一されていれば問題ない)．

最後に Bose 格子場の伝播関数 (15.19):G(n, 0, µ) =
∑

paths e
−µt と同様に格子フェルミオンの伝播関数

(49)が，与えられたベクトル nだけ隔たる始点と終点を結ぶあらゆる径路に関する和∑
paths

KL
∏

γi (15.49)

で書けることに言及しておく (証明は下記)．ここに各径路の担う重みにおいて，Lは径路の長さであり，また∏
γi では ±i方向のステップが因子 ±γi (複号同順)を伴うと考え，全ステップでの積をとる．
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図 52 Brillouin 領域において，式 (15.54) に対して k = 0 付近と同じ寄与を持つ領域 (1 つの黒丸●)

［は，2d 個の象限に 1個ずつある］

フェルミオン伝播関数の表式 (15.49)の証明

∑
paths

KL
∏

γi =
∑
L

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

(∑
i

γi2iK sin ki

)L

=

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

1

1−
∑

i γ
i2iK sin ki

=

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

1 +
∑

i γ
i2iK sin ki

1 +
∑

i 4K
2 sin2 ki

= (式 (49)). (15.52)

［本稿次節で補足する．］

参考：交差する径路について 伝播関数の径路展開 (15.49) において，「一見，径路を自分自身に重ならない

ものに限定しないと，Grassmann数の ψ2 = ψ̄2 = 0の条件から支障が生じるように思えるかもしれな

い」(p.220下から 5,4行目)．［と言うのも 15.1節でも補足したように，2本の線が交差する (4本の線

が 1点で交わる)グラフは，伝播関数の径路積分表式において作用 (15.48)をK で展開したときの，ψ̄

と ψ の 4次の項から現れると考えられる．］しかし実は図 53のように，伝播関数に寄与する (禁止され

た)グラフは，真空ループを伴うダイヤグラムと合わせると相殺される［8.2節の特筆事項を連想］．こ

のため和の対象となる径路に制約を課する必要はなくなる．

15.4.1　カイラル格子フェルミオンの欠如

現実の世界には“カイラルフェルミオン”が存在する．ニュートリノは左手型で，反ニュートリノ

は右手形である．右手型のニュートリノが存在していても，それは弱い相互作用に関与せず，我々が

その存在を検知することはできない．Nielsen (ニールセン) と Ninomiya (二宮) によって提唱され，

Friedan (フリーダン) によって拡張された定理によると，Dirac 方程式を周期格子上へ離散化した場

合，そのようなカイラルフェルミオンを表すことができなくなる．(中略)このような事情が弱い相互作

用の数値計算にもたらす現実的な困難はさて措いて，神学的な慰安を見いだすならば，我々の宇宙は

スーパーコンピューター上のシミュレーションとは違うので，研究助成金の満了のために計算が途中で

打ち切られるような心配はない．(pp.224–225)

201



図 53 伝播関数に寄与するグラフと，真空ダイヤグラムに寄与する閉じたグラフの競合効果

15.4節について

■Euclid時空における Dirac場の作用 (15.45)について 7.2.1節で言及した，

γMinkowski
a = iγEuclid

a , γMinkowski
0 = γEuclid

0 (a = 1, 2, · · · )

で与えられる Euclid時空の γ 行列 γEuclid
i ≡ γi (i = 0, 1, · · · )を用いると，∂0 = i∂τ とより

/∂ = (γ0)Minkowski∂0 + (γa)Minkowski∂a = iγi∂i

となる．同様に一般のベクトル Aµ に対しては

/A→ iγiAi(≡ i/Aと再定義)

と置き換わる．よってMinkowski時空における作用 S (の i倍)は

iS = i

∫
dd−1xdt ψ̄(i/∂ −m)ψ = −

∫
ddx ψ̄(γi∂i +m)ψ (ddx ≡ dd−1xdτ)

と書き換えられる．これまで通り最右辺を −S と書いて，Euclid時空における作用量 (15.45)を再定義する．

なお Euclid時空における γ 行列 γi はもともと，付録 D (本稿では省略)の反交換関係 (D.1):

{γn, γm} = 2δmn

で定義される (計量が Euclid時空のそれに置き換わる)．実際この γi を用いてはじめて，S は Euclid時空で

の直交変換に対して不変になると想像される．

■式 (15.52)について まず第 1の等号について，式 (15.52)第 2辺は

∑
L

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

(∑
i

γi2iK sin ki

)L

=
∑
L

KL

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

{
γ1eik1 + (−γ1)e−ik1 + · · ·+ γdeikd + (−γd)e−ikd

}L
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と書き換えられる．ここで 15.2節と似た考え方として，ステップ数 Lの酔歩において i番目のステップを ±i
方向に選ぶことを，i(= 1, · · · , L)番目の因子 {γ1eik1 + · · · }から ±γie±iki を選ぶことに対応付ける (複号同

順)．すると 1つの径路からは，各方向 iの正味の変位を ni として，積(∏
γi
)
ei(k1n1+···+kdnd)

が作られる．展開から現れる，指数の因子 ei(k1n1+···+kdnd) を持つ項はすべて，ちょうど変位 {ni}が同じ L

歩の径路から得られるものの，各々の径路は異なる係数
∏
γi を作る (γ 行列は交換しないことにも注意)．

よって ei(k1n1+···+kdnd) の展開係数は，これら Γ(n, 0, L)通りの径路に関する和
∑

Γ(n,0,L)

∏
γi で与えられ

る．この係数は上式の Fourier積分で取り出せる：

∑
L

KL

∫
BZ

ddk

(2π)d
e−ik·n

{
γ1eik1 + (−γ1)e−ik1 + · · ·+ γdeikd + (−γd)e−ikd

}L
=
∑
L

KL
∑

Γ(n,0,L)

∏
γi =

∑
paths

KL
∏

γi.

こうして式 (15.52)の最左辺に戻ることができるから，第 1の等号が成立している．

次に第 2の等号では，再びmが大きく (すなわちK = 1/2mが小さく)，それ故，公比 r ≡
∑

i γ
i2iK sin ki

が 1 に比べて小さいと仮定して，L = 1, 2, · · · に関する無限等比級数和の公式を用いる (15.2 節の note で

言及したように，L = 0 の項は和から外して良い)．無限等比級数和の公式はその導き方より，1/(1 − r) が
(1− r)の逆行列を意味するという理解の下で，行列に対してもそのまま成り立つ．
式 (15.52)第 3辺の分母は(

1−
∑
i

γi2iK sin ki

)(
1 +

∑
i

γi2iK sin ki

)
= 1−

(∑
i

γi2iK sin ki

)2

=1 + 4K2
∑
i,j

γiγj sin ki sin kj = 1 + 4K2

∑
i

(γi)2 sin2 ki +
∑
i>j

{γi, γj} sin ki sin kj


=1 + 4K2

∑
i

sin2 ki (Euclid時空でのγ行列の反交換関係 (D.1) : {γi, γj} = 2δij , ∴ (γi)2 = 1による)

とすると得られる．式 (15.52)第 3の等号は，連続的な場の伝播関数に対する変形

1

/k −m
=

/k +m

k2 −m2

と比較される．
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第 16章　繰り込み群

長くなるが，序文を全て引用する：

相対論的な場の理論における繰り込み群 (renormalization group)は，Stückleberg (シュテュッケル

ベルク) および Gell-Mannと Lowによって独立に発見された．後に Leo Kadanoff (カダノフ)は，場

の理論における繰り込み群と似たものが，臨界現象における普遍性の起源となっていることを見いだし

た．そして Ken Wilson (ウィルソン)は，1970年代初頭に出した一連の論文において，連続場の理論

と格子統計力学の視点を融合し，繰り込み群を実際の計算に役立つ道具に仕立て上げた．Kadanoffと

Wilson は，場の量子論に対する我々の姿勢を全面的に変えさせたと言えよう．彼らの仕事以前には，

場の理論は摂動展開を書き下す Feynman規則と，発散する Feynman積分から有限の答えを引き出す

ための繰り込み処方だけから構成されており，摂動論の適用範囲外にある場の理論について，明確な概

念は存在していなかった．摂動級数は漸近展開になる場合もあるが，一意的な結果を与えるとは限らな

いため，非摂動的な効果に対して，どのような計算方法が正当なのかという問題に関する統一的な考え

方はなかった．同等の計算技術と誠意を持った研究者が，全く別々の結論に到達することも有り得たの

である．しかし繰り込み群の概念が発達した今日では，そのような混乱は無くなった．

この章では，統計力学の文脈における繰り込み群を調べることにする．ここから引き出そうとし

ている教訓は，適正な理論において連続極限をとるためには，パラメーター空間において，相関長

(correlation length)が巨視的になる点を求めなければならないことである．これは連続的な相転移が

起こる“臨界点”(critical point)にあたる．そのような点に照準を合わせて，相関関数が有限に留まる

ように，場のスケールを変更することができる．連続的な相転移には“普遍性”(universality)がある

ので，結果として得られる連続な理論は，それを導くために用いた手続きの詳細には依存しない．

16.1　伝送行列

連続的な相転移を示す 1つの単純なモデルとして，強磁性体の Ising (イジング)模型を紹介する．格子上の

各点にスピンが配置されており，個々のスピンは「上向き」または「下向き」の 2状態をとり得る．i番目の

スピンを上向きのとき変数 σi = +1で，下向きのとき σi = −1で表す．隣接するスピンの対は，互いに逆向
き (σi が異符号)のときエネルギー I(> 0)を持ち，同じ向き (σi が同符号)のときエネルギー (−I)を持つと
する．また系に一様不変な“下向き”の外部磁場H が加えられているとすると，1個のスピンの磁気モーメン

トを µとして，系全体は磁場によるエネルギー +H
∑
i µσi を持つ．よって 1次元系でのエネルギーは

E = −I
∑
i

σiσi−1 + µH
∑
i

σi = −
∑
i

(
Iσiσi−1 −

1

2
µH(σi + σi−1)

)
と書ける [22, pp.437–439]．

β を逆温度として，分配関数は

Z =
∑
{σi}

e−βE =
∑
{σi}

exp

(
J
∑
i

σiσi−1 − h
∑
i

σi

)
=
∑
{σi}

∏
i

exp

(
Jσiσi−1 −

h

2
(σi + σi−1)

)
(16.1′)

と表される［ただし J ≡ βI, h ≡ βµH と無次元化］．
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参考 これは
Z =

∑
{σi}

∏
i

(cosh J + σiσi−1 sinh J)e
−h

2 σie−
h
2 σi−1 (16.2)

と書き換えることもできる．［指数の符号を訂正した．本稿次節で確認．］

ここで“伝送［転送］行列”(transfer matrix)を用いた分配関数の計算法を示す．式 (16.1′)最右辺の因子を

行列要素

⟨σi|T |σi−1⟩ = exp

(
Jσiσi−1 −

h

2
(σi + σi−1)

)
(50)

に持つ対称行列

T̂ =
(
⟨σi|T |σi−1⟩

)
=

(
⟨+1|T |+1⟩ ⟨+1|T | −1⟩
⟨−1|T |+1⟩ ⟨−1|T | −1⟩

)
=

(
eJ−h e−J

e−J eJ+h

)
=e−

h
2 σ̂z (eJ + σ̂xe

−J)e−
h
2 σ̂z (16.3)

として，伝送行列 T̂ を導入する．ここに σ̂x,z は Pauli行列である．［Pauli行列と表記を統一するために，伝

送行列 T̂ にハットを付けて対応する演算子 T と区別した．上式 (16.3)最右辺を本稿次節で確認する．］

参考 tanhΘ = e−2J なるパラメーター Θを用いて，伝送行列は

T̂ = e−
h
2 σ̂zeΘσ̂xe−

h
2 σ̂z
√
2 sinh 2J (16.5)

と書くこともできる［本稿次節で確認］．

さて定義式 (50)より，スピン i = 0, · · · , N に対して分配関数 (16.1′)は

Z =
∏
{σi}

⟨σN |T |σN−1⟩ ⟨σN−1|T |σN−2⟩ · · · ⟨σ1|T |σ0⟩ (16.6)

となる．ここで周期境界条件 σN = σ0 を課すと (したがってスピンは i = 1, · · · , N の N 個)，上式 (16.6)は

T̂N の対角和 (トレース)に他ならない．よって T̂ の 2つの固有値

λ± = eJ
(
coshh±

√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

)
(16.8)

を用いて，分配関数は
Z = Tr

(
T̂N
)
= λ N

+ + λ N
− (16.7)

と求まる［本稿次節で補足］．熱力学的な極限 N ≫ 1では，大きい方の固有値 λ+ が支配的になる．

ここで

Z = e−NF i.e. F = − 1

N
lnZ (16.9)

で定義される自由エネルギーを考えよう．［これは通常の自由エネルギー F̃ = − 1
β lnZ と F = βF̃

N の関係に

ある．つまり F は kBT を単位として自由エネルギーを測り，スピン 1個あたりの量に換算した値と解釈でき

る．］Z ≃ λ N
+ と近似すると，この自由エネルギーは

F ≃ − lnλ+ =− J − ln
(
coshh+

√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

)
(16.10a)

=− J − cosh−1

(
coshh√

2e−J
√
sinh 2J

)
+ const. (16.10b)
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となる．［式 (16.10b)において sinh 2J を根号に入れ，J のみにパラメーター的に依存する付加的な定数項を

補った．本稿次節の導出過程を参照．］自由エネルギーを“磁場”で微分すると，磁化

M(J, h) ∼ −⟨σi⟩ = −
∂F

∂h
=

sinhh√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

(16.11)

が得られる．［磁気モーメントやスピン数密度の違いを念頭に，第 1の等号を比例関係に置き換えた．また磁

場H と同様“下向き”を正とする磁化を表すため，第 2辺に負号を補った (このときはじめて第 3辺以降が得

られる)．本稿次節の導出過程を参照．］この 1次元模型では，有限の J［したがって有限温度］の下で自発的

な磁化［ノンゼロのM(J, h = 0)］は生じない．すなわちM は hに対して連続な関数［であって，h→ 0の

ときM → 0 (常磁性)］である．絶対零度 J ≡ βI →∞［同時に h ≡ βµH → ±∞］では，

− ⟨σi⟩ ≃ tanhh→ sgnh, (16.12′)

すなわち全てのスピンは磁場の向きにそろう．

周期境界条件の代わりに，例えば一端のサイトを上向きスピン，他端のサイトを下向きスピンに固定する

と，分配関数 (16.6)は

Z = ⟨↑|T̂N |↓⟩
= ⟨↑|+⟩λ N

+ ⟨+|↓⟩+ ⟨↑|−⟩λ N
− ⟨−|↓⟩

=
∑
±
φ∗
±(↑)φ±(↓)e−N(− lnλ±) (16.13)

となる［本稿次節で補足］．

上式はエネルギー固有値が − lnλ± の，2準位系量子力学系における伝播関数を思い起こさせる．伝

送行列は e−Ĥ の役割を担う．ここではハミルトニアン演算子と Hilbert空間の方法が，スピン配置に

関する和を調べる道具となる──径路積分による量子力学において，配置に関する和 (径路積分)がハ

ミルトニアンを調べる道具となるのとは反対である．(p.230，l.6–10)

スピン-スピン相関関数

⟨σiσi−m⟩ =
1

Z
∑
{σk}

σiσi−me
−βE (16.14)

は，“磁場”h = 0の場合には正確に評価することができ，

⟨σiσi−m⟩ =
(2 cosh J)N−|m|(2 sinh J)|m|

(2 cosh J)N
= (tanh J)|m| (16.20)

が得られる［ただしN ≫ |m|, 1，本稿次節で導出］．この結果は［格子場の 2点関数 (15.31)と同様］，相関が

⟨σiσi−m⟩ = e−|m|/ξ (16.21)

にしたがって指数関数的に減衰することを意味しており，上式 (16.21)における相関長 ξ は

ξ−1 = − ln(tanhJ)

と同定される (0 < tanhJ < 1なので ξ > 0)．［この相関長 ξ(J)は ξ(0) = 0から ξ(∞) = ∞まで単調増加
する．］
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16.1.1　連続極限

場の値 σi = ±1そのものは連続変数と見なすことはできない．しかし相関関数 (16.21):

⟨σiσj⟩ = e−|i−j|{− ln(tanh J)} (16.22)

に関しては，相関長 ξ がサイト間隔 aに比べて充分に長くなる場合として連続極限を想定できる．その際，空

間座標 x = ia, x′ = jaを導入して上式 (16.22)を

⟨σ(x)σ(x′)⟩ = e−m|x−x′| (16.23)

と書くと，“質量”mは

m = −1

a
ln(tanhJ) (16.24)

で与えられる．［式 (16.23)の mを質量と呼ぶ動機付けは，式 (3.46):G(x1,x2) = e−m|x1−x2|/4π|x1 − x2|
や 15.3節を参照．］その上で我々は連続極限を，mを一定に保ちながら a → 0 (したがって J → ∞)とする

操作と定義する．［このとき ξ(J)→∞となるので ξ(J)≫ aも満たされる．］この極限操作を行った後には，

xを連続変数と見なせる．

相関を J ではなく m によって決めてしまえば，連続極限の表式は J や a にあらわに依存しなくな

る．J が微小な長さ aによって定義された切断と関係する“裸の”パラメーターであるのに対し，mを

“繰り込まれた”(renormalized)量と見なすことができる．(p.231下から 8～5行目)

note つまり発散を引き起こす量 J は有限の質量mに繰り込まれて，連続極限には露骨に現れない．逆にサ

イト間隔 aを有限の値に設定すると，J の発散が解除される．この意味で aを切断因子と見なせる．

連続極限を念頭に大きな J を想定すると
ma ≈ 2e−2J (16.25)

であり［本稿次節で補足］，このとき J と aの変化に伴ってmが変化しない条件は，

0 = dm = −2e−2J

a2
(da+ 2adJ), ∴ a

∂J

∂a
= −1

2
(16.26)

と書ける［右辺 −2を逆数 −1/2に訂正した］．さらに温度 T = J−1 を導入すると，

a
∂T

∂a
=

1

2
T 2 ≡ β(T ) (16.27)

と書き換えられる［式 (16.26) に連動して T 2 の係数を 2 → 1/2 と訂正した］．これは“繰り込み群方程式”

(renormalization group equation)の一例であり，β(T )は“β 関数”と呼ばれる．

note 本稿の 16.1節冒頭で導入した逆温度 β = 1/kBT との混同に注意．

J ≡ Iβ より，本来の温度は T = 1/kBβ = I/kBJ(∼ J−1)と表される．

第 17章以降では場の理論の文脈で繰り込み群方程式を再論する．

β 関数 (16.27)は場の理論の式 (17.38)と比較される．

207



図 54 強磁性体の磁化曲線 (T ≪ Tc：Curie温度)．Ms = NµB は飽和磁化，±M0 は磁場 H = 0での

磁化 [9, p.251]．

16.1.2　 2次元 Ising模型

［磁化 (16.11)の箇所で見たように］1次元 Ising模型は，有限温度において 1種類の相しか持たない．他方

Onsagerの解によれば，2次元 Ising模型は自由エネルギーが解析的でなくなる臨界点

Jcrit = −
1

2
ln(
√
2− 1) ≈ 0.4406

を持つ．J を小さい方から徐々に増大させるとき［温度を下げることに対応］，J > Jcrit となると系は自発的

に磁化し，h = 0において +M から −M への不連続的な飛躍を持つようになる．［図 54参照．h = 0におい

て可能な“上向き”と“下向き”の磁化の 1方が選ばれているため，］これは σ → −σ の対称性が自発的に破
れていることを表す．また磁化M(J)は臨界点近傍で，非解析的な挙動

M(J) ∝ (J − Jcrit)β , β =
1

8
(16.29)

を示す．［β < 1よりM -J グラフは J が Jcrit を超えると，J = Jcrit での傾き無限大で急激に立ち上がる．］

J が Jcrit に近づくとき，Jcrit の上下どちら側でも，スピン-スピン相関

⟨σnσm⟩ ∝ e−|n−m|/ξ (16.33)

における相関長は
ξ ∝ |J − Jcrit|−ν , ν = 1

のように発散する．

note 高温極限 J = 0と絶対零度 J =∞では相関長は ξ = 0である．一見すると絶対零度ではすべてのスピ

ンがそろうので ξ =∞と考えたくなるが，繰り込み群では (平均の秩序周りの)ゆらぎの相関を考える

ので，完全な秩序状態でも相関長は 0となる [23, p.146] [24, p.117]．

したがって J → Jcrit で連続極限が達成される［16.1.1節］．実際，相関長 ξ が充分に伸びると，スピン-スピ

ン相関 (16.33)は回転対称に近づき，系の離散性は目立たなくなる．

2次元 Ising模型に限らず，実は一般的な原理として

(連続極限) = (臨界点)

が成り立つ．
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16.1節について

■分配関数の表式 (16.2)の確認 式 (16.1′)の最右辺の因子 eJσiσi−1e−
h
2 σie−

h
2 σi−1 において，

eJσiσi−1 =1 + Jσiσi−1 +
J2

2!
(σiσi−1)

2 +
J3

3!
(σiσi−1)

3 +
J4

4!
(σiσi−1)

4 +
J5

5!
(σiσi−1)

5 + · · ·

=

(
1 +

J2

2!
+
J4

4!
+ · · ·

)
+ σiσi−1

(
J +

J3

3!
+
J5

5!
+ · · ·

)
(∵ (σiσi−1)

2 = 1)

= cosh J + σiσi−1 sinhJ

と書き換えれば，式 (16.2)が得られる．

■伝送行列 (16.3)最右辺の確認 Pauli行列の具体的表式

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
と性質 {σ̂i, σ̂j} = 2δij , ∴ σ̂ 2

i = 1 (iで和をとらない) に注意すると，式 (16.3)最右辺の因子は

eJ + σ̂xe
−J =

(
eJ e−J

e−J eJ

)
, e−

h
2 σ̂z =cosh

h

2
− σ̂z sinh

h

2
(式 (16.2)の導出過程と同様)

=

(
e−h/2 0
0 e−h/2

)
と計算される．これらを代入して行列の積を直接計算すると，式 (16.3)最後の等号：

e−
h
2 σ̂z (eJ + σ̂xe

−J)e−
h
2 σ̂z =

(
eJ−h e−J

e−J eJ+h

)
を確かめられる．

■伝送行列の表式 (16.5)の確認 tanhΘ = e−2J のとき，

(1 ≤) coshΘ =
1√

1− tanh2 Θ
=

1√
1− e−4J

=
eJ√

2 sinh 2J
, ∴ sinhΘ =

e−J√
2 sinh 2J

である．よって

eΘσ̂x =coshΘ + σ̂x sinhΘ =

(
coshΘ sinhΘ
sinhΘ coshΘ

)
=

1√
2 sinh 2J

(
eJ e−J

e−J eJ

)
=

1√
2 sinh 2J

(eJ + σ̂xe
−J ) (∵ 式 (16.3)最右辺の確認過程)

となるので，式 (16.5)は伝送行列の式 (16.3)に戻る．

■分配関数 (16.7)最右辺と固有値 (16.8)について T̂ は対称行列なので，適当な直交行列 P̂ を用いて

P̂−1T̂ P̂ =

(
λ+ 0
0 λ−

)
≡ λ̂

と対角化できる．ここに λ± は T̂ の固有値であり，固有方程式

0 = λ2 − (eJ−h + eJ+h)λ+ (e2J − e−2J) = λ2 − 2(eJ coshh)λ+ 2 sinh 2J
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の根として式 (16.8)のように定まる．するとトレースの巡回対称性に注意して

Tr
(
T̂N
)
= Tr

(
P̂−1T̂N P̂

)
= Tr

(
(P̂−1T̂ P̂ )N

)
= Tr

(
λ̂N
)
= Tr

(
λ N
+ 0
0 λ N

−

)
= λ N

+ + λ N
−

を得る．ここでは T̂ を対角化する基底でトレースを評価していることになる．

なお固有値 (16.8)は“磁場”を h = 0とおくと，

λ± = eJ(1±
√
1− 2e−2J sinh 2J) = eJ ± e−J , ∴ λ+ = 2 cosh J, λ− = 2 sinh J

と簡略化されるため，分配関数 (16.7)は

Z = 2N (coshN J + sinhN J)

となる．

■伝送行列を用いない分配関数の導出 ここでは“磁場”h = 0の場合に限って，伝送行列を用いずに分配関

数 Z = 2N (coshN J + sinhN J)を導く方法を載せておく [9, p.254,p.292]．式 (16.2):

Z =
∑
{σi}

∏
i

(cosh J + σiσi−1 sinh J)

から始めよう．σ1 は i = 1, 2の項の積

(cosh J + σ2σ1 sinh J)(coshJ + σ1σ0 sinhJ) = cosh2 J + σ2σ0 sinh
2 J + (σ1の 1次の項)

にしか現れない．この σ1 = ±1に関する和をとると

2(cosh2 J + σ2σ0 sinh
2 J)

となる．次いで i = 3の項を掛けると

2(cosh J + σ3σ2 sinhJ)(cosh
2 J + σ2σ0 sinh

2 J) = 2(cosh3 J + σ3σ0 sinh
3 J) + (σ2の 1次の項)

であり，積において σ2 を含む因子は他に現れない．そこで σ2 = ±1に関する和をとると

22(cosh3 J + σ3σ0 sinh
3 J)

となる．同様に i = N までの因子を掛けて σ3, σ4, · · · , σN−1 = ±1で和をとると，帰納的に

2N−1(coshN J + σNσ0 sinh
N J)

を得る．最後に周期境界条件を考慮して σNσ0 = (σ0)
2 = 1とおき，残る σ0(= σN ) = ±1に関する和を実行

すると，再び
Z = 2N (coshN J + sinhN J)

を得る．この導出方法は伝送行列を用いる技法と比べて素朴でありながら，(少なくとも h = 0の場合には)決

して難しくない．
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■自由エネルギーの表式 (16.10b)について

u ≡ cosh−1

(
coshh√

2e−J
√
sinh 2J

)
とおくと，

coshh√
2e−J

√
sinh 2J

= coshu =
eu + e−u

2

と書き換えられる．これを改めて uについて解こう．与えられた coshuの値に対して 2つの解 u ≷ 0が得ら

れるはずである．ところが逆関数 cosh−1 の定義域は u ≥ 0 だから，大きい方の解を採らねばならない．そ

こで

e2u −
√
2 coshh

e−J
√
sinh 2J

eu + 1 = 0,

∴ eu =
1

2

 √
2 coshh

e−J
√
sinh 2J

±

√
2 cosh2 h

e−2J sinh 2J
− 4

 =
1√

2e−J
√
sinh 2J

(
coshh±

√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

)
として，複号 ±から正号を選ぶと，

u = ln
(
coshh+

√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

)
− 1

2
ln
(
2e−2J sinh 2J

)
が見出される．右辺第 1項は式 (16.10a)における対数に一致しているから，式 (16.10b)への書き換えが成立

する．

なお本稿のように式 (16.10b)の sinh 2J を根号に入れてはじめて，磁化 (16.11)を導くことができる (この

後の導出過程を参照)．

■磁化 (16.11)について まず ⟨σi⟩ = ∂F/∂hを確認する．

∂F

∂h
=− 1

N

∂

∂h
lnZ = − 1

NZ
∂Z
∂h

= − 1

NZ
∂

∂h

∑
{σi}

exp

(
−J

∑
i

σiσi−1 − h
∑
i

σi

)

=
1

NZ
∑
{σi}

(∑
i

σi

)
exp

(
同上

)
= ⟨σi⟩ .

次に表式 (16.10a)を用いて自由エネルギーの微分を計算すると，

∂F

∂h
=− 1

coshh+
√

cosh2 h− 2e−2J sinh 2J
×

(
sinhh+

coshh sinhh√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

)

=− coshh−
√

cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

2e−2J sinh 2J
× sinhh

coshh+
√

cosh2 h− 2e−2J sinh 2J√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

=− sinhh√
cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

が得られるので，式 (16.11)が示された．

もちろん，自由エネルギーの表式 (16.10b)を用いても同じ結果が得られる．

v ≡ coshh√
2e−J

√
sinh 2J
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とおいて自由エネルギー (16.10b)の hに依存する項を Fh ≡ − cosh−1 vと略記しよう．このとき v = coshFh

であり，J を固定して逆関数の微分法を適用すると，

∂F

∂h
=
∂Fh
∂h

=
∂Fh
∂v

∂v

∂h
=

1

∂v/∂Fh

∂v

∂h
=

1

sinhFh

∂v

∂h

となる．最右辺に

sinhFh = −
√

cosh2 Fh − 1 = −
√
v2 − 1 = −

√(
coshh√

2e−J
√
sinh 2J

)2

− 1,
∂v

∂h
=

sinhh√
2e−J

√
sinh 2J

を代入すると，再び
∂F

∂h
= − sinhh√

cosh2 h− 2e−2J sinh 2J

を得る．

■式 (16.13)について ここではスピンが上向きと下向きの状態 |σi = ±1⟩をそれぞれ，|↑⟩と |↓⟩で表してい
る．また T̂ を対角化する基底 |±⟩に関するこれらの“波動関数”を

φ±(↑↓) = ⟨±|↑↓⟩

で定義している．実際，このとき

⟨↑|T̂N |↓⟩ =
∑
a,b=±

⟨↑|a⟩ ⟨a|T̂N |b⟩ ⟨b|↓⟩

=
(
φ∗
+(↑) φ∗

−(↑)
)(λ N

+ 0
0 λ N

−

)(
φ+(↓)
φ−(↓)

)
=φ∗

+(↑)φ+(↓)λ N
+ + φ∗

−(↑)φ−(↓)λ N
−

=
∑
±
φ∗
±(↑)φ±(↓)e−N(− lnλ±) : (16.13)

となる．

■スピン-スピン相関関数 (16.20)の導出 相関関数 (16.14)における分母の分配関数は，式 (16.10):

Z = ⟨σN |T̂N |σ0⟩

で与えられる (与えられた両端の値 σN , σ0 に対して)．また伝送行列の定義 (50):e−βE =
∏
k ⟨σk|T |σk−1⟩に

さかのぼると，相関関数 (16.14)から規格化定数 1/Z を除いた因子は

(式 (16.14)分子) ≡
∑
{σk}

σiσi−me
−βE =

∑
{σk}

σiσi−m
∏
k

⟨σk|T |σk−1⟩

と書ける．例えば i = 5, i−m = 3, N = 7の場合 (したがってm = 2)，固定端の境界条件を想定すると

(式 (16.14)分子) =
∑

{σ1,··· ,σ6}

σ5σ3 ⟨σ7|T |σ6⟩ ⟨σ6|T |σ5⟩ ⟨σ5|T |σ4⟩ ⟨σ4|T |σ3⟩ ⟨σ3|T |σ2⟩ ⟨σ2|T |σ1⟩ ⟨σ1|T |σ0⟩

=
∑

σ3,σ5=±1

⟨σ7|T 2|σ5⟩σ5 ⟨σ5|T 2|σ3⟩σ3 ⟨σ3|T 3|σ0⟩

212



である．以降m ≥ 0を仮定すると，一般には

(式 (16.14)分子) =
∑

σi,σi−m=±1

⟨σN |TN−i|σi⟩σi ⟨σi|Tm|σi−m⟩σi−m ⟨σi−m|T i−m|σ0⟩

となる (m < 0の場合には計算結果でm→ −mと置き換えさえすれば良い)．

さて，伝送行列要素 (50)は h = 0のとき，式 (16.2)の確認と同様の手法により

⟨σ|T |σ′⟩ = eJσσ
′
= coshJ + σσ′ sinh J (16.18)

と表される．次いで ∑
σ=±1

σ = 0,
∑
σ=±1

σ2 = 2 (16.19)

に注意すると

⟨σ|T 2|σ′⟩ =
∑

σ′′=±1

⟨σ|T |σ′′⟩ ⟨σ′′|T |σ′⟩ =
∑

σ′′=±1

(cosh J + σσ′′ sinh J)(cosh J + σ′′σ′ sinh J)

=2(cosh2 J + σσ′ sinh2 J)

であり，同様の計算を繰り返すと，帰納的に

⟨σ|Tn|σ′⟩ = 2n−1(coshn J + σσ′ sinhn J)

が示される．これは既に紹介した，伝送行列を用いない分配関数の導出方法と同じ計算になっている．

すると

Z =2N−1(coshN J + σNσ0 sinh
N J),

(式 (16.14)分子) =
∑

σi,σi−m=±1

2N−i−1(coshN−i J + σNσi sinh
N−i J) · σi · 2m−1(coshm J + σiσi−m sinhm J)

× σi−m · 2i−m−1(coshi−m J + σi−mσ0 sinh
N J)

=
∑

σi,σi−m=±1

2N−3(sinhm J coshN−m J + σNσ0 cosh
m J sinhN−m J)

(和に寄与しないσi, σi−mの 1次の項を落とし，(σi)
2 = (σi−m)2 = 1を用いた)

=2N−1(sinhm J coshN−m J + σNσ0 cosh
m J sinhN−m J),

∴ ⟨σiσi−m⟩ =
(式 (16.14)分子)

Z
=

tanhm J + σNσ0 tanh
N−m J

1 + σNσ0 tanh
N J

≃ tanhm J

と計算できる．ただし最後の等号では恒等的に | tanhJ | < 1であることに注意して，N ≫ m, 1の極限をとっ

た．m < 0の場合と合わせると式 (16.20)を得る．

周期境界条件を課して σN = σ0 = ±1に関する和をとった場合にも，

Z = 2N (coshN J + sinhN J), (式 (16.14)分子) = 2N (sinhm J coshN−m J + coshm J sinhN−m J)

となって，同じ結果

⟨σiσi−m⟩ =
(式 (16.14)分子)

Z
=

tanhm J + tanhN−m J

1 + tanhN J
≃ tanhm J

が得られる．

213



図 55 2次元 Ising模型のブロック化

■式 (16.25)の確認 J ≫ 1に対して

tanhJ =
1− e−2J

1 + e−2J
≃ 1− 2e−2J , ∴ − ln(tanhJ) ≃ − ln(1− 2e−2J) ≃ 2e−2J

となることによる．

16.2　スピンのブロック化と繰り込み群

ここでは 2次元 Ising模型を例に繰り込み群の概念を導入する．図 55の緑の枠線で示した 3 × 3個のサイ

トから成るブロックに注目して，ブロック内で上向きスピンとした向きスピンの“多数決”をとり，各ブロッ

クを多数派の向きのスピン 1 個で代表させる．次いでそれぞれのブロックを相似比 1/3 で縮小してサイト 1

個の面積にすると，新しいスピンの配置が得られる (ブロック化)．これはスピンの配置に対する解像度を下げ

る“ぼかし”(blurring)，または“粗視化”(coarse graining)の操作と見なすことができ，ブロック化の過程

で長距離の物理は保持される．実際ブロック化は 16.1.1項で導入した“物理を変えずに切断 (cut-off)を変更

する操作”［連続極限での相関長 1/mを変えずに aを変更する操作］と等価である．［このことが「繰り込み」

という術語の所以と考えられる．］

note Ising系のブロック化による粗視化は画像のモザイク処理に通じるものがある．モザイク処理では複数

の画素を含む領域を代表的な単一の色で塗りつぶして粗い画像を得る．

note スピンの“多数決”が“引き分け”とならないためには，ブロックの含むサイトの個数 R2 (したがって

1辺に並ぶサイト数 R)が奇数であれば良い．よって意味のある結果を与える最小の Rは 3である．

さて，臨界温度［16.1.2節の Jcrit に対応する温度］を Tc と書こう．ブロック化を繰り返すと，

• Tc よりわすかでも温度の高い系は，スピンの完全にランダムな配置に移行していく．
• Tc よりわすかでも温度の低い系は，全スピンの向きが上下のいずれかに揃った状態に移行していく．
• 温度がちょうど Tc を持つ系のスピン分布の様子は変わらない．
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これは臨界点でのスピン分布がスケール不変なフラクタル (fractal)になっていることを意味する．

［16.1.2節末尾の「(連続極限) = (臨界点)」を思い出そう．］

こうしてブロック化を繰り返すと，臨界温度の状態からその近傍の状態を区別することができる．

ブロック化はハミルトニアンの変更として定式化できる．ここでは本稿での分配関数の表記 (16.1′):Z =∑
{σi} e

−βE を

Z =
∑
{σ}

e−H({σ}) (16.34)

と改めて，多スピン系のハミルトニアン H({σ})を定義しよう．このときスピン分布 {σ}の実現確率は

P (σ) =
1

Z
e−H({σ}) (16.35)

で与えられる．さらに元のスピン分布 {σ}を与えたときに，“ブロックスピン”の分布が {σ′}となる条件付
き確率

P ({σ′}|{σ}) =
∏
I

δ

(
σ′
I − sgn

∑
i∈I

(σi)

)
(I はブロック番号) (16.36)

［本稿次節で補足］を導入すると，［条件付き確率の常として］これは規格化条件∑
{σ′}

P ({σ′}|{σ}) = 1 (16.37)

を満たす．そこで分配関数 (16.34)を

Z =
∑
{σ′}

∑
{σ}

P ({σ′}|{σ})e−H({σ}) (∵ 式 (16.37))

≡
∑
{σ′}

e−H
′({σ′})+G (16.38)

と書いて新しいハミルトニアン H ′ を定義することができる*60．このとき (定数 Gの違いを除いて)分配関数

の形は変わらない．するとブロック化の操作 (ブロックの縮小を含む)の繰り返しは，離散的な繰り込み群の

流れ
H({σ}) → H ′({σ′}) → H ′′({σ′′}) → · · · (16.39)

で表される*61．

一般にあるハミルトニアン H∗ が
H∗ → H∗ (16.40)

を満たすとき，そのハミルトニアンは繰り込み群変換の“固定点”(fixed point)にあると言う．ひと組の演算

子 Oi を用いて，H∗ 付近のハミルトニアンを

H = H∗ +
∑
i

aiO
i (16.41)

*60 ただし H′ に関して［磁場がない系が満たすであろう関係
∑

{σ}H({σ}) = 0と同様の］条件
∑

{σ′}H
′({σ′}) = 0，もしくは

これに類する条件を課して，指数の H′ と Gの分割の仕方を決めねばならない．
*61 繰り込み“群”という術語を使うのが通例となっているが，この呼称は，ブロック化操作の“冪 (べき)”が，操作の繰り返しとし
て与えられることを強調するために採用されたものである．しかしブロック化の過程は非可逆なので，繰り込み群は本当は“群”
ではなく，“半群”(semigroup)であるにすぎない (教科書 p.235脚注 2)．
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と書くと，［H∗ は不変なので決まった Oi を用いることにすれば，］これは繰り込み群変換により

H → H∗ +
∑
i

a′iO
i (16.42)

のように，係数 ai が変化する．ところが H∗ の近くでは，この係数変換は

ai → a′i =
∑
j

Aijaj +O(a2)

のように，近似的に線形でなければならない．

note H∗ からのズレ ai の 1次近似である．アナロジーとして，連続変数の組 x = (x1, · · · )に対する流れ

ẋ = f(x)

を考えよう．すなわち動点 x(t)は与えられた速度場 f(x)に導かれて運動 (時間変化)する．f(x∗) = 0

となる固定点 x∗ の近くで，速度場 (変数 xの単位時間当たりの変化)は

fi(x) ≃
∑
j

(
∂fi
∂xj

)
x∗

(xj − x∗j )

と近似される (右辺の微分係数は固定点 x∗ で評価する)．

特殊な場合を除けば Aij は対角化が可能である．そこで Aij が対角化されて Λi と表されるように Oi を選ぶ

と，係数の流れは
ai → Λiai → Λ 2

i ai → · · · (16.44)

と書ける (iで和をとらない)．

• |Λi| < 1ならば係数 ai は減少 ↔ Oi は (赤外で)“無効 (irrelevant)な摂動”

note 粗視化の流れは長波長 (低エネルギー)の極限をとることに対応するため，「赤外で」と書いてい

ると考えられる．

• |Λi| > 1ならば係数 ai は増大 ↔ Oi は H∗ に対して“有効 (relevant)な摂動”

• |Λi| = 1 ↔ Oi は“境界的 (marginal)な摂動”

特に H∗ が質量のない自由場のハミルトニアンならば，これらの術語はそれぞれ

• “繰り込み不可能 (nonrenormalizable)な摂動”

• “超繰り込み可能 (superrenormalizable)な摂動”

• “繰り込み可能 (renormalizable)な摂動”

といった術語と等価である．関連して，教科書 pp.236–237にまたがる訳註を全文，引用する：

場の理論に繰り込み群の手法を導入するひとつの考え方は，まず a = 1の格子理論のような，連続で

はないけれども正則な理論をつくり (格子正則化．p.66訳註も参照［本稿では省略］)，適当な繰り込

み処方を施してから，本節に示されているような粗視化の流れを逆に“遡って”連続極限の理論を得る

(粗視化の結果，望ましい形の格子理論へと流れて来るような‘上流の’連続理論を見いだす)というも

のである．粗視化の流れの下流に影響を及ぼさない“無効な摂動”があると，下流側から正しく上流へ
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遡ることができない (半群の変換を逆に辿ろうとするのだから，当然このような事態も生じ得る)ので，

そのような摂動は“繰り込み不可能”ということになる．しかし一般に，繰り込み不可能な摂動は無視

しておいても，低エネルギー領域 (下流)の物理の議論に実質的な支障は生じない．1940年代に場の理

論における発散の困難を回避するための半経験的処方として開発された摂動的な繰り込み理論が成功を

収めた背景には，上述のように低エネルギー領域の物理は必然的に繰り込み可能 (および超繰り込み可

能)な摂動だけに支配されるという原理的な事情があったのだが，1970年代以降の繰り込み群理論の発

達によって，初めてこのような普遍的な事情が理解されるようになった．

相関長

繰り込み群変換のたびに系を R−1 倍に縮小するとき (先の例では R = 3)，相関長も

ξ → R−1ξ (16.45)

のように変換する．H の変わらない固定点では ξ も変わらないため，ξ = 0,∞のいずれかである．臨界点に
は ξ =∞が対応する．
一般にハミルトニアンを式 (16.41)の形

H = H∗ + aO (16.46)

におき，［臨界点を念頭に］O を有効な摂動と考える．係数変換 a→ Λaの変換係数が

Λ = Ry, y > 0［ ∵ 有効な摂動］

と表されるとき，相関長は aの変化に伴い

ξ = ξ0

(
a

a0

)−ν

, ν =
1

y
(16.47)

にしたがって変化する (証明は下記)．ただし a0, ξ0 はそれぞれ，繰り込み群変換の流れにおける a, ξ の初期

値である．ここで物理的に測定される指数 ν を決めるのは y であって，固有値 Λそのものではないことに注

意しよう．

スケーリング則 (16.47)の証明 仮定より a = a0，ξ = ξ0からN ステップ後の値は a = RNya0，ξ = R−Nξ0

なので，

Ny lnR = ln

(
a

a0

)
, −N lnR = ln

(
ξ

ξ0

)
, (16.48)

∴ − y ln
(
ξ

ξ0

)
= ln

(
a

a0

)
(16.49)

が得られる．これは式 (16.47)に他ならない．

note 1回の変換を考えて式 (16.47)に仮定 a/a0 = Λ = Ry を代入すると，式 (16.45):

ξ = R−1ξ0

が再現される．(証明にこのことを用いたのだから当然である．)

以上が典型的なスケーリングの議論の方法である．異なるブロック化の方法を用いても (例えば 2次元 Ising

模型に対し 5× 5のサイトをブロックに選んでも)，同じ ν の値が得られなければならない．
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図 56 全パラメーター空間における繰り込み群の流れ

2 次元 Ising 模型は 2 つのパラメーター J, h で特徴付けられる．［ところが繰り込み群変換 H({σ}) →
H ′({σ′})は J, hの値の変更と見なせるので，繰り込み群の流れは図 56のようなパラメーター空間上の流れ

を定義する．］図 56の Xは ξ = ∞の固定点を表しており，曲線 AX(Tc)Bはその上の全ての点が Xに流れ

込むような吸引的な多様体 (attractive manifold)である．ξ は繰り込み群の流れに沿って縮小するものの，X

において ξ = ∞なので，多様体上の全ての点で ξ = ∞でなければならない．したがって吸引的な多様体は
“臨界面”(critical surface) になっている*62．すると 1 つのパラメーター，例えば J を変えて得られるパラ

メーター空間上の線 (図 56のMN)は，臨界温度 Tc において多様体と交わることになる．2次元 Ising模型

に限らず，パラメーター空間と，固定点に付随する臨界面との交点によって臨界温度が決まるという上記の描

像は，“普遍性”(universality)を持つ．

16.2.1　相関関数

任意の演算子 O(r)の相関関数
G(r1 − r2) = ⟨O(r1)O(r2)⟩conn

は，ハミルトニアンを H → H −
∑

r h(r)O(r)とおいて，汎関数微分

G(r1 − r2;H,h) =
δ2 lnZ(H,h)
δh(r1)δh(r2)

(16.51)

から求めることができる．［13.1節参照．式 (16.51)で h(r) = 0とおくと G(r1 − r2)になる．］ここでは空

間的に一様な hに関して，繰り込み群変換を

H → H ′, h → h′ = ΛOh, ΛO = RyO

と仮定する．

note 一様な磁場 hの項はもとのハミルトニアンH に含まれており，h(r)は一様な磁場からのズレと見なせ

ば良い．相互作用ハミルトニアンにおける O(r) と h(r) は，それぞれ式 (16.41)の摂動 Oi と係数 ai

に対応する．

*62 固定点 Xでの H∗ と多様体上の Xから外れた点の H の違いは，無効な演算子だけである．臨界面以外にある点は，大抵の場合，
相関長がゼロになるような (温度が無限大もしくはゼロにあたる)他の固定点へと流れる．
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このとき

G

(
1

R
(r1 − r2);H

′, h′
)

= R2d−2yOG(r1 − r2;H,h) (16.56)

の関係が見出される［dは空間 (時空)次元］．

上式 (16.56)の導出 繰り込み群は分配関数 Z を保存するので［式 (16.38):Z(H ′, h′) = Z(H,h)］，

δ2 lnZ(H ′, h′)

δh′(r1)δh′(r2)
=

δ2 lnZ(H,h)
δh′(r1)δh′(r2)

(16.52)

が成立する．左辺は単なるブロックスピン理論の相関関数を表す．ところがブロック化によって長さス

ケールは R−1 倍に縮小するので，

(式 (16.52)左辺) = G

(
1

R
(r1 − r2);H

′, h′
)

(16.53)

である．

note ここで R−1 倍の縮小の有無に関わらず，ブロックスピン理論の相関関数が式 (16.52)の左辺で

与えられることに変わりはない．他方で相関関数 (16.52)は実際の長さ r1 − r2 を引数として定義

されていることに注意した．

一方，h′ = RyOhに注意すると

(式 (16.52)右辺) = R−2yO
∑

x∈block 1

∑
y∈block 2

G(x− y;H,h) (16.54)

となる［本稿次節で補足］．さらにブロックの中心 r1, r2 は充分に離れていて，ブロック内での位置の

違いは問題にならないとすると，

(式 (16.52)右辺) = R2d−2yOG(x− y;H,h) (16.55)

とできる．［ブロック内のサイト数は Rd なので，格子点 xと y の組合せは R2d 通りある．］最後に式

(16.53)と式 (16.55)を等置して，式 (16.56)を得る．

式 (16.56)で h = 0,H = H∗ とおくと

G
( r
R
;H∗, 0

)
= R2(d−yO)G(r;H∗, 0) (16.56′)

となるので，固定点の相関関数は
G(r;H∗, 0) ∼ |r|−2(d−yO) (16.57)

にしたがって冪 (べき)減衰する．

note：ベキ関数 実際，式 (16.56′) は相関関数の関数形が空間のスケールの変更に対して不変であることを

意味しており，この性質を満たす関数はベキ乗則 (16.57)に限られる (本稿次節で証明)．このベキ分布

(16.57)のスケール・フリー性は，既に 2次元 Ising模型に関して言及した，「臨界点における場の分布

が，自己相似なフラクタル性を持つこと」(p.240下 2行)と整合している．またベキ分布は広いすそ野

を持つので，G ∼ e−|r|/ξ における相関長 ξ が臨界点で発散することとも整合している．

固定点での相関関数 G(r1 − r2) = ⟨O(r1)O(r2)⟩conn の式 (16.57)は，それぞれの O が，ある意味で，あ

たかも［自然］次元 [O] =Md−yO を持つように振舞うことを示している．そこで d− yO を演算子 O の“ス

ケーリング次元”(scaling dimension)と呼ぶ．O が繰り込み可能な摂動である条件 yO > 0は，演算子のス

ケーリング次元が時空次元より小さいことを意味する．
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16.2節について

■条件付き確率 (16.36)について I 番目のブロックのスピン σi に対して，

σI ≡ sgn
∑
i∈I

(σi) =

{
+1 (多数派が上向きのとき)

−1 (多数派が下向きのとき)

は元のスピン分布 {σi}から作られる I 番目のブロックスピンである．これに対して Kroneckerのデルタ

δ (σ′
I − σI) ≡ δσ′

I , σI

は，σI が与えられたスピンブロックの値 σ′
I に一致するとき 1であり，一致しないとき 0となる．I につい

ての積をとると，結局，条件付き確率 (16.36)は，元のスピン分布 {σi}から作られるブロックスピンの分布
に {σ′}が一致するときだけ 1になり，それ以外の {σ′}に対しては 0となる．これは「ブロックスピンは元

のスピンから確定的に決まる関数である」(p.235，l.5,6)ことを表している．このとき条件確率一般に対する

規格化条件 (16.37)が満たされることも明らかである．もっとも以降の議論では，条件付き確率の具体的な表

式 (16.36)は重要ではない．

■式 (16.54)の導出 長さスケールを R−1 倍に縮小する前の系に対して，点 r を中心とするブロック内の各

サイトの位置を xで表そう．また格子場 h(x)の任意の汎関数W に対する汎関数微分 δW/δh(x)は，

δW =
∑
x

δW

δh(x)
δh(x)

と書いて定義すれば十分である．ここで通常の汎関数微分の定義と比べて，右辺において体積要素 ad を省略

したため，δW/δh(x)は通常の微分と同じ次元を持つことになる．このとき

δW =
∑
x

δW

δh(x)

(∑
r

δh(x)

δh′(r)
δh′(r)

)
=
∑
r

(∑
x

δW

δh(x)

δh(x)

δh′(r)

)
δh′(r)

となるので，ブロック系の磁場 h′(r)による汎関数微分は

δW

δh′(r)
=
∑
x

δW

δh(x)

δh(x)

δh′(r)

と同定される．これは式 (13.16)の導出過程 (35)で用いた汎関数微分の公式 δW
δφc(y)

=
∫
ddx δW

δJ(x)
δJ(x)
δφc(y)

の，

格子場に関する対応物である．

今の場合，x ∈ block r (点 r を中心とするブロック)に対して

h(x) = R−yOh′(r)

なので
δh(x)

δh′(r)
=

{
R−yO (x ∈ block r)

0 (x /∈ block r)
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と考えると*63，
δW

δh′(r)
= R−yO

∑
x∈block r

δW

δh(x)
.

この公式を繰り返し用いると，式 (16.52)右辺は

δ2 lnZ(H,h)
δh′(r1)δh′(r2)

= R−2yO
∑

x∈block 1

∑
y∈block 2

δ2 lnZ(H,h)
δh(x)δh(y)

= R−2yO
∑

x∈block 1

∑
y∈block 2

G(x−y;H,h) : (16.54)

と書き換えられる．

■ベキ乗則 (16.57)について 一般に引数のスケールの変更に際して

f(Rax) = Rbf(x)

のように関数形が不変に留まる関数 f(x) を求めよう．x に応じて Rax = c (x に依らない定数) を満たす

R =
(
c
x

)1/a
を選び，上式から xに依存する Rを消去すると

f(ca) Rbf(x) =
( c
x

)b/a
f(x), ∴ f(x) =

f(ca)

cb/a
xb/a ∼ xb/a：ベキ関数

を得る．固定点の相関関数 (16.56′–57)には a = −1, b = 2(d− yO)が対応する．

*63 実際，これを汎関数微分の定義式に代入すると

δh(x) =
∑
r

δh(x)

δh′(r)
δh′(r) = R−yOh′(r)

が得られる．
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第 17章　場と繰り込み

序文を引用する：

本章では，ブロックスピンの描像から得られた繰り込み群に対する洞察を応用して，連続な Feynman

ダイヤグラムの計算を理解するための指針を与える．

17.1　自由場固定点

自然単位系 (c = 1, ℏ = 1)では，あらゆる物理量 Qの次元が質量のベキ [Q] = My で表される．このとき

単に Qが次元 y を持つと言うこともある．d次元［Euclid］時空におけるスカラー場 φの次元は，作用積分

の表式

S[φ] =

∫
ddx

{
1

2
(∂φ)2 + V (φ)

}
(17.1)

から，
[φ] =M

d
2−1 (17.4)

であることが見て取れる．

V = 0の自由場は質量を持たないため，相関長が無限遠に及ぶ．このとき理論はスケール不変な臨界点──

“自由場固定点”(free-field fixed point)──に位置する．質量を持たない自由場の相関関数は，

⟨φ(x)φ(x′)⟩ =
Γ
(
d
2 − 1

)
4π

d
2

(
1

x2

) d
2−1

(17.5)

と計算される．［本稿次節で補足する．これはベキ関数であり，］ここから 16.2.1節で定義した φの“スケー

リング次元”は d
2 − 1であることが読み取れる．これは φの時空次元［自然次元 (17.4)のこと］に一致して

いる．(φの自然次元とスケーリング次元が一致するのは，あくまで自由場固定点の特徴である．) よって自由

場固定点において，単項 φn のスケーリング次元 (および自然次元)は n
(
d
2 − 1

)
である．ところで 16.2.1節

で示したように，演算子が“有効”である条件は，そのスケーリング次元が時空次元［= d］よりも小さいこ

とである．すると例えば相互作用項 λφ4 が有効となるのは，

2d− 4 < d, ∴ d < 4 (17.6)

の場合に限られる．

ちょうど 4次元では，この相互作用が“境界的”になる．4次元よりも次元が高くなると，この摂動

は無効になる．後者の声明は，自由場固定点の近傍で連続な λφ4 理論を構築する場合に，λφ4 相互作

用は粗視化の極限において効果を持たないことを意味している．伝統的な術語で言えば，このような無

効な相互作用は“繰り込み不可能”である．繰り込み不可能な相互作用は，簡単な方法で“有限に”，も

しくはエネルギー切断に依存しない形にすることができないので問題視される．現代的に表現すると，

無効な相互作用は，切断に比べて充分に低いエネルギー領域の物理には何の影響も及ぼさない．(中略

［この部分は本稿次節で批判的に考察］)これは単なる計算技術上の問題ということではなく，物理の在

り方が，まさにそうなっていると見なさなければならないのである．(p.242)
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他方，自由場の理論において質量項 1
2m

2φ2 が有効となる条件

2

(
d

2
− 1

)
= d− 2 < d (17.7)

は，任意の dに対して常に成立する．

d = 2次元では，
λαβ(φ)∂µφ

α∂µφ
β (17.8)

という形の相互作用密度に興味が持たれる (λαβ(φ) は場の組 φ = {φα} の任意の関数)．ところで d = 2 の

とき，φは無次元となる．よって［λαβ(φ)のスケーリング次元も無次元なので，自由場の理論に対する摂動

(17.8) のスケーリング次元は空間 (時空) 次元 d = 2 に一致する．このため］相互作用 (17.8) は境界的とな

る．我々は後で，いわゆる“非線形 σ 模型”において，δαβ + λαβ(φ)が N -球面の計量となる場合を扱う［式

(17.49–50)を見よ］．

17.1節について

■自由場の相関関数 (17.5)の導出 「質量を持たない自由場の相関関数 ⟨φ(x)φ(x′)⟩の計算方法を，付録 Cに

示してある」(p.242，l.1–2)とある．該当する式 (C.13)は，より一般的な計算となっている．式 (17.5)を導

くだけなら，それを次のように簡略化すれば充分である．

⟨φ(0)φ(x)⟩ =
∫

ddk

(2π)d
eik·x

k2
=

∫ ∞

0

ds

∫
ddk

(2π)d
e−sk

2+ik·x

=

∫ ∞

0

ds

∫
ddk

(2π)d
exp

{
−s
(
k − ix

2s

)2

− x2

4s

}

=
1

2dπd/2

∫ ∞

0

ds s−d/2e−x
2/4s

(
∵
∫

ddk

(2π)d
exp

{
−s
(
k − ix

2s

)2
}

=
(π
s

)d/2)

=
1

2dπd/2

(
4

x2

)d/2−1 ∫ ∞

0

ds′ s′
d/2−2

e−s
′

(
s′ ≡ x2

4s

)
=
Γ(d/2− 1)

4πd/2

(
1

x2

)d/2−1

: (17.5).

(
∵ Γ(x) ≡

∫ ∞

0

dt tx−1e−t
)

■p.242の繰り込み (不)可能性の説明について 一見すると粗視化は，場の長距離の様子 (ないし長波長成分)

を見ることを意味するため，繰り込み群変換の流れの下流へ行くことが連続極限をとることに対応すると考え

たくもなる．しかしながら 16.2節で引用した pp.236–237の訳註に「‘上流の’連続理論」とあるように，格

子間隔 a → 0 (したがってエネルギー切断 Λ = a−1 → ∞)の意味での連続極限はむしろ，繰り込み群変換の

流れを逆に遡ることである．実際，直観的にも場の分布の粗視化は，例えばより大きなサイズ aの格子の中で

場を平均することで達成される．これは切断 aの導入による系の離散化を意味する．

これを踏まえると，教科書 p.242における“無効”あるいは“繰り込み不可能”な摂動についての次の一節

には，疑義が生じる．

現代的に表現すると，無効な相互作用は，切断に比べて充分に低いエネルギー領域の物理には何の影

響も及ぼさない．つまり切断を無限に高いエネルギーまで引き上げると，無効な相互作用は消失してし

まう．したがって切断依存性をあらわに導入しなければ，無効な相互作用を扱うことはできない．
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なるほど，第 1 文は問題ない．しかし無効な相互作用が繰り込み群変換の下流で消失し，低エネルギーの物

理に影響しないのは，むしろ繰り込み群変換の下流ほどエネルギー切断 Λが低下し，摂動の高エネルギー領

域に対する寄与が大部分，無視されるからであると考えられる．そして繰り込み群変換の流れを逆に遡って

Λ → ∞としたときにこそ，(同じく p.242にあるように)無効な相互作用はよく定義されなくなるため，「切

断依存性をあらわに導入しなければ，無効な相互作用を扱うことはできない」と言える．

■繰り込み可能性 (まとめ) 繰り込み可能性は，摂動論の次数を上げるにつれて理論から現れる発散が際限な

く増えることがなく，それ故それらを有限個の物理定数に吸収できることとして理解できる．以下ではまず，

この点を説明する．

運動量空間における Feynmanダイヤグラムを考えよう．対応する運動量空間の積分が
∫
dν1p/pν2 のよう

に振舞うとき，K = ν1 − ν2 によって発散次数を定義する．単純な次元の議論では K > 0に対して，積分は

pK のように発散する恐れがある (K = 0の積分 (∼
∫
dp/p)は対数発散)．

さて，結合 gi (iは結合の種類の指標)の摂動を次数 ni まで考慮すると，グラフには因子 gi を充てられる結

節点が ni 個導入される．gi の自然次元 (自然単位系での次元を (質量)α と表したときの指数 α)を [gi]で表そ

う．すると摂動次数を∆ni 変更すれば，グラフから外線を除いた結節部分の自然次元への寄与は +∆ni[gi]だ

け変化する．ところが結節部分の自然次元は摂動の次数に依らず一定でなければならない．今，グラフの外線

を固定していることを踏まえると，結節部分の自然次元を不変に保つには，内部運動量の因子の数が−∆ni[gi]
変化しなければならない．よって一般に，発散次数は

K = K0(be, fe)−
∑
i

ni[gi]

であれば良い．ここに be, fe はそれぞれボゾンとフェルミオンの外線の本数であり，K0(be, fe)は摂動次数に

依存しない．このときある結合定数の次元が [gi] < 0となる理論では，発散次数K は摂動次数 ni とともに増

大することになり，繰り込み不可能となる [2, pp.284–287]．

他方で我々は繰り込み可能性を，異なる観点 (繰り込み群の見地)から検討してきたことになる．ここで第

16章から続く，ここまでの議論を振り返っておこう．

例えば 2次元 Ising模型では，自発磁化を生じる臨界温度において，スピンの空間配置はフラクタルとなる．

このときスピン-スピン相関関数は距離のベキ関数で表される．実際，ベキ分布はスケール不変である (フラク

タル性に整合)．またベキ分布は広いすそ野を持つため，相関長がサイト間隔に比べて長距離に及ぶ．よって

臨界点は格子場の理論の連続極限に対応すると言える．一般に相関長が巨視的となるパラメーター空間の“臨

界点”において，場 φ(x)の典型的な空間分布はフラクタル性を持つ．

フラクタルな場の分布は解像度を下げて見ても──粗視化を施しても──様子が変わらない．再び 2 次元

Ising模型を考えれば，粗視化の方法の 1例として，16.2節の図 55に示したスピンのブロック化を採用するこ

とができる．ところで場の分布の粗視化は長距離 (したがって長波長・低エネルギー)の物理を見ることに対

応している．また粗視化の操作は繰り返し行うことができ，“繰り込み群”を成す*64．一般に 1回の繰り込み

群変換 (粗視化)はハミルトニアン H を変更することに相当し，臨界点では例外的に H は不変に留まる．そ

こで不変なハミルトニアン H∗ に対する摂動を V として

H = H∗ + V

*64 ここで“群”という術語は操作の繰り返しという意味を強調しているに過ぎない．また粗視化の過程は非可逆なので，繰り込み群
は正確には“半群”である．
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と書くと，繰り込み群変換のたびに

• |V |が減少するとき，V は H∗ に対して (赤外で)“無効 (irrelevant)な摂動”

• |V |が増大するとき，V は H∗ に対して (赤外で)“有効 (relevant)な摂動”

と言われる．特に質量mを持つ場は相関長が 1/mで表されるため (Compton波長に対応)，質量ゼロの自由

場は相関長が無限遠に及ぶ臨界点にある．そこで V (φ)を自由場に対する摂動と見なした場合には，

• V が“無効 (irrelevant)な摂動” ↔ V は“繰り込み不可能 (nonrenormalizable)な摂動”

• V が“有効 (relevant)な摂動” ↔ V は“繰り込み可能 (renormalizable)な摂動”

と言い換えられる．実際，例えば格子正則化を採用すれば (第 15章)，繰り込み処方を施した後に，粗視化の

流れを逆に“遡って”，“上流の”連続理論を回復する必要がある．ところが“無効な摂動”は定義により，粗

視化の流れの下流に影響を及ぼさないため，上流の理論へ遡ることができなくなり，そのような摂動は“繰り

込み不可能”ということになる．実際このことは繰り込み不可能な相互作用が，格子間隔 a→ 0，エネルギー

切断 Λ = a−1 → ∞の連続極限に対応する上流でよく定義されず，切断依存性をあらわに導入しなければ扱
えないという，伝統的な理解に整合している．もっとも“無効な摂動”が下流に影響しないことは，裏を返せ

ば低エネルギー領域 (下流)の物理を考える際には，繰り込み不可能な摂動を無視しても差し支えないことを

意味してもいる．

“有効”または“繰り込み可能”な摂動 O(x)の相関関数は，臨界点においてベキ関数

⟨O(x)O(x′)⟩ ∼ |x− x′|−2(d−y) (y > 0)

に従う．ここに dは考えている空間 (時空)の次元であり，y は摂動 O に応じて決まる．ここでは場 O(x)が

あたかも自然次元 [M ]d−y を持つように振舞っていることから，(d− y)を Oの“スケーリング次元”と呼ぶ．

すると摂動が“有効”である条件は

(スケーリング次元) < (時空次元)

と表されることになる．これは発散次数の議論と似たところがある．

なお 17.3節以降で再論する「繰り込み群方程式」にも，「繰り込み群」という用語が含まれてはいる．もっ

ともこれから見るように，これはもとの裸の相関関数が，繰り込みの際に導入される質量尺度 µに依存しない

ことから，繰り込まれた場の相関関数の µ依存性を規定する方程式である．

■λφ4 相互作用が d > 4次元で無効になることの直観的・発見的説明 (pp.242–243)について 多様体の交わ

りの一般的な次元を与える公式D1 +D2− d (p.242下から 4行目)に，Euclid時空における粒子の世界線 (酔

歩の軌跡)のフラクタル次元 D1 = D2 = 2を代入すると，

D1 +D2 − d = 4− d

であり，これは d > 4では負となる．このことは d > 4次元時空において，世界線同士が交わらないことを意

味している．よって 2本の世界線同士の点接触型相互作用に他ならない λφ4 項は，d > 4次元で無効になる

ということ．
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17.2　 Gauss模型

2次元の空間において，絶対値が 1に固定されている複素［スカラー］場を考えると［φの自然次元 (17.4)

は d = 2で無次元］，分配関数は

Z =

∫
d[φ]d[φ∗]δ(|φ|2 − 1)e

− 1
2g2

∫
d2x|∂φ|2

(17.9)

という形をとる．
φ(x) = eiθ(x), φ∗(x) = e−iθ(x) (17.10)

とおくと，

Z =

∫
d[θ]e

− 1
2g2

∫
d2x(∂θ)2

(17.11)

と簡略化される［タイトル「Gauss模型」の所以と推察される］．このとき

⟨eiθ(x1)eiθ(x2) · · ·⟩ (17.12)

のような相関関数を計算するには，Gauss積分の恒等式 (12.74′):⟨
ei

∫
d2xJ(x)θ(x)

⟩
= e−

1
2

∫
d2xd2yJ(x)G(x,y)J(y) (17.13)

において，J(x)を適当なデルタ関数の和に設定すれば良い．右辺の伝播関数 G(x, y)を考えるにあたり，便

宜的に式 (17.11)の指数に質量項を補って，作用を

S =
1

g2

∫
d2x

{
1

2
(∂θ)2 +

1

2
m 2

0 θ
2

}
(17.14)

としよう．このとき θ場の伝播関数は

G(x,m 2
0 ) =g2

∫
d2k

(2π)2
eik·x

k2 +m 2
0

=g2
(
− 1

2π
lnm0|x|+ const.+O(m0|x|)

)
(17.15)

となり［最右辺を本稿次節で補足］，m0 → 0とすると対数的に発散する．［m0 = 0での伝播関数の表式 (17.5)

も d = 2とおくと (ガンマ関数が)発散する．］この発散は式 (17.15)の 1行目の k-積分に戻ると，小さい kに

起因している (赤外発散)．そこで我々は赤外切断として，小さい質量m0 をゼロと置かずに計算を進める．

相関関数 ⟨φ(x1)φ∗(x2)⟩ = ⟨eiθ(x1)e−iθ(x2)⟩を得るには，式 (17.13)の左辺で J(x) = δ(x−x1)− δ(x−x2)
とおけば良い．このとき右辺を計算すると

⟨φ(x1)φ∗(x2)⟩ = exp (−G(0) +G(|x1 − x2|)) (17.16)

となる［式 (17.13),(17.19)と整合するよう，指数の符号を入れ替えた］．ところが G(0)は［式 (17.15)最右

辺より］∝ ln 0のように発散する．［m0 = 0の伝播関数 (17.5)も x = 0で発散することは分かる．］今度の無

限大は“短距離”の，したがって“紫外”の発散である．紫外発散を取り除くために，φ(x1) = exp{iθ(x1)}
を不鮮明化した場

φa(x) = ei
∫
d2xρa(x−x1)θ(x) (17.17)
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に置き換える．ここに ρa(x)は x = 0を中心に a程度の拡がりを持ち，∫
d2xρa(x) = 1 (17.18)

を満たす“不鮮明化関数”である．［ここでは特に a→ 0でデルタ関数に移行する不鮮明化関数が想定されて

いると考えられる [21, p.100,p.111]．］これには aを短距離切断として，発散する lnm00を有限の lnm0aに

置き換える意味がある*65．このとき伝播関数は

⟨φ(x1)φ∗(x2)⟩ =exp

(
g2

2π
(ln am0 − lnm0|x1 − x2|)

)

=

(
a

|x1 − x2|

) g2

2π

(17.19)

となる．［本稿次節で補足する．最左辺では場 φの添字 aを省略してある．］ここで赤外切断 m0 が相殺した

ため，結果はm0 に依らないことに注意しよう (短距離切断 aは残る)．

“繰り込み点”(renormalization point)ないし“繰り込み質量”(renormalization mass) µ を導入して a依

存性を (
a

|x1 − x2|

) g2

2π

=

(
1

µ|x1 − x2|

) g2

2π

(aµ)
g2

2π (17.20)

と分離し，右辺のはじめの aに依存しない因子を“繰り込まれた場”(renormalizad field) φ(R)(x)の相関関数

⟨φ(R)(x1)φ
∗(R)(x2)⟩ =

(
1

µ|x1 − x2|

) g2

2π

(17.23)

と見なす［µを導入して初めて相関関数 (17.23)もまた無次元であることが保証されている］．これは a → 0

で発散しない．

ここで教科書 p.245の訳注を一部抜粋する：

時空間に切断 a を導入すると理論は連続な性質を欠くことになるが，切断の役割を“波数”のパラ

メーター［µのこと］に移し替え，同時に時空間内で連続な取り扱いができる関数をつくるという意図

で µを導入するのである (式 (17.35)参照)．µを導入した関数において“波長”が 1/µ以下の紫外成分

は，切断されるかわりに繰り込まれているという扱いになる．［17.4.2節では漸近的に自由な理論にお

いて，|x| < 1/µのとき繰り込まれた相関関数 GR を摂動論で計算できることが説明される．µは次元

正則化を採用した場合には，式の自然次元を合わせるために必然的に導入される質量尺度である (18.1

節も参照)．］

さて，φ(R)(x)と“裸の (bare)場”φ(x)の関係を

φ(x) =
√
Zφ(R)(x) (17.21)

と書くと，上式 (17.20)より
√
Z = (aµ)

g2

4π = e
g2

4π lnµa (17.22)

*65 等価的に aを格子定数として格子正則化を行っても，同じ結果が得られる．［直観的には伝播関数の引数は格子間隔 aより小さく
なり得ないと解釈できよう．］
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と同定される．
√
Z が相関関数全体にではなく，個々の φ(x)に付随することを明示するために［式 (17.28)の箇所を見よ］，

一般的な相関関数

G
(n,m)
bare (x1, · · · , xn; y1, · · · , ym) ≡ ⟨φ(x1) · · ·φ(xn)φ∗(y1) · · ·φ∗(ym)⟩ (17.24)

を調べる．相関関数 (17.19)の導出と同様にして，

G
(n,m)
bare (x1, · · · , xn; y1, · · · , ym) ∝ (m0)

g2

4π (n−m)2(a)
g2

4π (n+m)

(∏n
i̸=j |xi − xj |1/2

∏m
i′ ̸=j′ |yi′ − yj′ |1/2∏

i,j |xi − yj |

) g2

2π

(17.25)

が得られる．［m0, |xi − xj |, |yi′ − yj′ |の指数を訂正した．本稿次節の導出を参照．上式のように訂正して初
めて，後の式 (17.27)が成立する．］

n = mに対する相関関数 ⟨eiθ(x1) · · · eiθ(xn)e−iθ(y1) · · · e−iθ(yn)⟩は大域的な O(2)回転

eiθ(x) → eiαeiθ(x), e−iθ(x) → e−iαe−iθ(x) (17.26)

の下で不変である．ただし n = mの場合は特殊であり，一般には質量項 1
2m

2
0 θ

2［ポテンシャル密度］はこの

対称性を破って，向きを θ = 0に揃わせる傾向を持つ．ところが n ̸= mのとき，相関関数 (17.25)はm0 → 0

とするとゼロになることが見て取れる．O(2)対称性が自発的に破れないことを意味する［自発的対称性の破

れは相関関数の長距離秩序で特徴付けられるから (10.2節)］．

そこでm0 → 0のときゼロにならない，n = mの相関関数を考えると，式全体を変えずに，すべての aと

相対距離のところに因子 µを持ち込んで，

G
(n,n)
bare ∝ (µa)

g2

4π (2n)

(∏n
i̸=j(µ|xi − xj |)1/2

∏n
i′ ̸=j′(µ|yi′ − yj′ |)1/2∏

i,j(µ|xi − yj |)

) g2

2π

(17.27)

とできる．再び式 (17.21–22)の関係を通じて繰り込まれた場 φ(R)(x)を導入すると，その相関関数は

G
(n,n)
R ≡⟨φ(R)(x1) · · ·φ(R)(xn)φ

∗(R)(y1) · · ·φ∗(R)(yn)⟩

∝

(∏n
i ̸=j(µ|xi − xj |)1/2

∏n
i′ ̸=j′(µ|yi′ − yj′ |)1/2∏

i,j(µ|xi − yj |)

) g2

2π

(17.28)

となって，切断 aに依存しない．

繰り込まれた場 φ(R)(x) は［式 (17.21–22) より］繰り込み点 µ に依存し，自然次元は M0 である．また

φ(R)(x)のスケーリング次元はM
g2

4π である［2点関数 (17.23)と式 (16.57)を比較せよ］．

繰り込まれた相関関数の µ依存性は，“裸の場”の相関関数が µに依存しないこと

0 = µ
∂

∂µ
G

(n,n)
bare = µ

∂

∂µ

(
(
√
Z)2nG

(n,n)
R

)
= Zn

(
µ
∂

∂µ
+ 2nµ

∂ ln
√
Z

∂µ

)
G

(n,n)
R (17.29)[

∵ µ
∂

∂µ
(
√
Z)2n = 2nµ(

√
Z)2n−1 ∂

√
Z

∂µ
= Zn · 2nµ 1√

Z

∂
√
Z

∂µ
= Zn · 2nµ∂ ln

√
Z

∂µ

]
を用いて求めることができる．上式 (17.29)最右辺において［式 (17.22)より］

γ(g2) ≡ µ∂ ln
√
Z

∂µ
=
g2

4π
: 場の“異常次元”(スケーリング次元と自然次元の差 (ずれ)) (17.30/17.32)
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なので， (
µ
∂

∂µ
+ 2nµ

∂ ln
√
Z

∂µ

)
G

(n,n)
R = 0 (17.31)

を得る．

上式は，素粒子物理学で用いられる繰り込み群方程式の一例である．これは前章の繰り込み群方程式

(16.27)とは異なり，裸の場の理論を一定に保ちながら，繰り込み点を変えたときの，繰り込まれた量

の変化を表している．統計物理学では，逆に繰り込まれた量を一定に保ちながら切断 aを変える方が普

通であるが，これらの 2種類の操作は互いに等価なものである．(pp.247–248)

17.2節について

■式 (17.9)を「スピン系の分配関数」(17.2節の l.2,3)と見なすことついて 複素場 φを実部と虚部に分けて

φ1 + iφ2 と書くと，単位長さのベクトル (φ1, φ2)に対応付けられる．よって「φを x-y 平面内の古典的スピ

ン場と考えることができる」(17.2節の l.1,2)．J を「交換係数」，T を温度として 1/g2 = J/T とおけば (教

科書 17.2節の l.5と分母・分子が逆)，分配関数 (17.9)において系のエネルギーを

E ∼ J

2

∫
d2x|∂φ|2

と同定できる．このときスピン場 φが空間的に急激に変化するほど，エネルギー的に損をすることになる．言

い換えれば，これは近くのスピン同士の向きがそろった方がエネルギー的に得となることを表している．

φ(x) = eiθ(x):(17.10)と書き分配関数 (17.11)から作用量を読み取ると，この理論の場の方程式は Laplace

方程式 ∂2θ = 0である．

■伝播関数 (17.15)の最右辺について m0 → mと略記し d次元の空間を仮定すると，伝播関数 (17.15)の 1

行目における k-積分は付録 Cの式 (C.16):∫
ddk

(2π)d
eik·x

k2 +m2
=

∫
ddk

(2π)d
eik·x

∫ ∞

0

dse−(k2+m2)s

=

∫ ∞

0

ds

∫
ddk

(2π)d
exp

{
−s
(
k − ix

2s

)2

− x2

4s
−m2s

}

=
1

2dπd/2

∫ ∞

0

ds s−d/2e−x
2/4s−m2s

に一致する．ここで s = et|x|/2mとおくと

ds = sdt, ∴ s−d/2ds = s1−d/2dt =
∣∣∣ x
2m

∣∣∣1− d
2

e(1−
d
2 )tdt,

x2

4s
+m2s = m|x|e

t + e−t

2
= m|x| cosh t

より， ∫
ddk

(2π)d
eik·x

k2 +m2
=

1

2dπd/2

∣∣∣ x
2m

∣∣∣1− d
2

∫ ∞

−∞
dte(1−

d
2 )t−m|x| cosh t (C.17)
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と書き換えられる．改めて d = 2,m = m0 と置いて我々の問題に戻ると∫
d2k

(2π)2
eik·x

k2 +m 2
0

=
1

2π

∫ ∞

0

dte−m0|x| cosh t =
1

2π
K0(m0|x|)

であり (式 (C.18)に対応)，小さな引数m0|x|に対してゼロ次の修正 Bessel関数はK0(m0|x|) ≃ − lnm0|x|+
const.と近似されるので，式 (17.15)の最右辺を得る．

■最終的な結果が赤外切断 m0 に依存しないこと (p.245)について QEDの文脈でも，軟光子の制動放射と

弾性散乱の人為的な区別から赤外発散が現れること，繰り込みの手法を用いずとも，弾性散乱といくらかの制

動放射散乱を合わせた過程の断面積は有限になることを見た [1, p.181]．

■紫外切断 aを導入した伝播関数 (17.19)について 式 (17.17)は θ場を

θa(x1) ≡
∫

d2xρa(x− x1)θ(x)

と不鮮明化することを意味する．このとき伝播関数は

Ga(ξ) ≡⟨θa(ξ)θa(0)⟩

=

∫
d2xd2yρa(x− ξ)ρa(y) ⟨θ(x)θ(y)⟩

=

∫
d2xd2zρa(x− ξ)ρa(x− z)G(z) (z = x− y, G(z) = ⟨θ(x)θ(y)⟩)

に置き換わる．これは a → 0として 2つの不鮮明化関数をともにデルタ関数にすると，短距離の発散を引き

起こす式 (17.15)の伝播関数 G(ξ)に戻る．そこで一方の不鮮明化関数だけを近似的に ρa(x− ξ)→ δ(x− ξ)
と置き換えて x-積分を実行し，式を簡単にすると

Ga(ξ) ≃
∫

d2zρa(z − ξ)G(z) ≃
∫

d2zρa(z − ξ)× g2
(
− 1

2π
lnm0|z|+ const.

)
=− g2

2π

∫
d2zρa(z − ξ) lnm0|z|+ const.

となる．第 2 辺において不鮮明化関数 ρa(z − ξ) は与えられた点 ξ の周りに a 程度の拡がりを持ち，

G(z) ∼ lnm0|z|の真数における |z|を |ξ|から a程度ずらす働きをすると期待される．よって ξ → 0として

も対数の因子は有限の値 lnm0aに留まる．(そのような ρa の関数形を選ぶと言った方が正確である．) 他方

で式 (17.16)第 2の伝播関数 G(|x1 − x2|)では，短距離の発散の恐れがないので，この aをゼロとおいて差

し支えない．さらに上式より，式 (17.16)の 2つの伝播関数 G(0), G(|x1 − x2|)における定数項「const.」の

値は共通なので，差をとると相殺する．以上より式 (17.19)の第 2辺が得られる．

■一般的な相関関数 (17.25)の導出 相関関数 (17.24):

⟨φ(x1) · · ·φ(xn)φ∗(y1) · · ·φ∗(ym)⟩ = ⟨eiθ(x1) · · · eiθ(xn)e−iθ(y1) · · · e−iθ(ym)⟩

は，式 (17.13)の左辺において

J(x) =
n∑
i=1

δ(x− xi)−
m∑
j=1

δ(x− yj)
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と設定すると得られる．このとき式 (17.13)右辺の指数部分は

−1

2
[JGJ ] ≡− 1

2

∫
d2xd2yJ(x)G(x, y)J(y)

=− 1

2

∫
d2xd2y

 n∑
i=1

δ(x− xi)−
m∑
j=1

δ(x− yj)

( n∑
k=1

δ(y − xk)−
m∑
l=1

δ(y − yl)

)
G(x, y)

=− 1

2


n∑
i=1

n∑
k=1

G(xi, xk)−
n∑
i=1

m∑
l=1

G(xi, yl)−
m∑
j=1

n∑
k=1

G(yj , xk) +

m∑
j=1

m∑
l=1

G(yj , yl)


=− n+m

2
G(0)− 1

2

n∑
i ̸=j

G(|xi − xj |)−
1

2

m∑
i ̸=j

G(|yi − yj |) +
∑
i,j

G(|xi − yj |)

と計算される．各項に伝播関数 Gの式 (17.15)を代入し，ここでも G(0)は紫外切断 aを導入して G(a)に置

き換えると，

−1

2
[JGJ ]→ g2

2π

n+m

2
lnm0a+

1

2

n∑
i ̸=j

lnm0|xi − xj |+
1

2

m∑
i ̸=j

lnm0|yi − yj | −
∑
i,j

lnm0|xi − yj |

+ const.

=
g2

2π

{(
n+m

2
+
n(n− 1)

2
+
m(m− 1)

2
− nm

)
lnm0 +

n+m

2
ln a

+
1

2

n∑
i ̸=j

ln |xi − xj |+
1

2

m∑
i ̸=j

ln |yi − yj | −
∑
i,j

ln |xi − yj |

}
+ const. (真数が次元を持つ形を許容)

を得る．最右辺における lnm0 の係数は (· · · ) = (n−m)2/2とまとめられる．よって上式を指数の肩に乗せ

ると，式 (17.25)が得られる．ただし式 (17.16)の場合とは対照的に，ここでは伝播関数 (17.15)の定数項は

各 Gから合計
n2 +m2 − 2nm = (n−m)2個

現れ，n ̸= mの限り相殺しない．よって上式のように指数において，無次元の定数が付加的に現れる．これ

は相関関数に乗法的に寄与することを踏まえ，本稿の式 (17.25)ではこの定数係数を無視する代わりに，比例

記号「∝」を明示した．
場 φ(x)は無次元だから，相関関数 (17.24)もまた無次元でなければならない．実際，本稿の式 (17.25)右

辺の次元My は

y =
g2

4π
[(n−m)2︸ ︷︷ ︸
m0の寄与

−(n+m)︸ ︷︷ ︸
a の寄与

−{n(n− 1) +m(m− 1)− 2nm}︸ ︷︷ ︸
相対距離の寄与

] = 0

となっている．他方で教科書の式 (17.25)の次元は，同様に計算すると

g2

4π
(n+m− 2nm)

であり，これは (n,m)の選び方によってはノンゼロとなる．

17.3　一般的な方法

繰り込みの一般的な手続きでは，まず，ある大きな運動量 Λ = a−1 における切断を導入する．［17.2節の具

体例の赤外切断に対応 (以下のように繰り込み点 µは別途，導入する)．］その上で，裸 (添字 Bで表す)の場
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に関する相関関数
G = G

(n)
B (x, gB,Λ) (x ≡ {x1, · · · , xn}) (17.33)

［具体例 (17.27)に対応］を，裸の結合定数 gB の冪 (べき)級数展開として計算する．自由場固定点において

“有効”で，理論が持つべき対称性を満たす結合を，すべて計算に含めなければならない．さて，ある繰り込

み点 µにおける理論のパラメーター計算から，繰り込まれた結合 gR が決まる．このとき裸の相関関数は，gR

と繰り込まれた場を含む相関関数 G
(n)
R と

G
(n)
B (x, gB,Λ) = Z

n
2

(
gB,

µ

Λ

)
G

(n)
R (x, gR, µ,Λ) (17.34)

のように関係付けられる．［G(n)
B は裸の場を n個含み，各々に

√
Z が充てられると考えれば良い．式 (17.22)

の例でも
√
Z には切断が µa = µ/Λの組合せでのみ含まれている．］

もし x≫ Λ−1 であれば，裸の理論における“無効な”結合の効果をすべて無視することができるので，G(n)
R

は Λに依存しない．
G

(n)
B (x, gB,Λ) = Z

n
2

(
gB,

µ

Λ

)
G

(n)
R (x, gR, µ). (17.35)

［ここで「切断を無限に高いエネルギーまで引き上げると，無効な相互作用は消えてしまう．したがって切断

依存性をあらわに導入しなければ，無効な相互作用は扱うことができない」(17.1 節 p.242) ことを思い出そ

う．上式 (17.35)はまた，切断 Λを場と結合定数に繰り込んだ関係式となっている．］

再び G
(n)
B に対する自明な恒等式

µ
∂G

(n)
B

∂µ

∣∣∣∣∣
gB,Λ

= 0 (17.36)

から，G(n)
R に対する繰り込み群方程式(

µ
∂

∂µ
+ β(gR)

∂

∂gR
+ nγ(gR)

)
G

(n)
R (x, gR, µ) = 0, (17.37)

β(gR) ≡ µ
∂gR
∂µ

∣∣∣∣
gB,Λ

, γ(gR) ≡ µ
∂ ln
√
Z

∂µ

∣∣∣∣∣
gB,Λ

(17.38)

が得られる［本稿次節で補足］．これらの β と γ は明らかに xに依存せず，また［式 (17.37)における G
(n)
R

と同様］，Λにも依存しない．［ところが式 (17.37)において β, γ は無次元であることが見て取れるので，］こ

のとき β, γ は µにも依存しない (µを含んだ無次元量［µ/Λ］を作ることはできない)．したがって β, γ は無

次元の結合定数 gR の単純な冪級数で表される［具体例 (17.32)も参照］．

他方で G
(n)
R が Λに依存しないことを要求すると，式 (17.36–38)と類似の関係

Λ
∂G

(n)
R

∂Λ

∣∣∣∣∣
gR,µ

= 0 →
(
Λ
∂

∂Λ
+ β̃(gB)

∂

∂gB
− nγ̃(gB)

)
G

(n)
B (x, gB,Λ) = 0, (17.39–40)

β̃(gB) ≡ Λ
∂gB
∂Λ

∣∣∣∣
gR

, γ̃(gB) ≡ Λ
∂ ln
√
Z

∂Λ

∣∣∣∣∣
gR

(17.41)

が見出される．

後者の G
(n)
R を一定にして G

(n)
B の変化を見る方法は，式 (16.27)の方法に近いものであり，統計力学

的な文脈において，しばしばこの方法が用いられる．(p.249，l.6–7)

232



17.3節について

■繰り込み群方程式 (17.37)の導出

µ
∂

∂µ
G

(n)
R (x, gR, µ)

∣∣∣∣
gB,Λ

=µ

(
∂

∂µ
+
∂gR
∂µ

∣∣∣∣
gB,Λ

∂

∂gR

)
G

(n)
R =

(
µ
∂

∂µ
+ β(gR)

∂

∂gR

)
G

(n)
R

(第 2辺以降の∂/∂µは G
(n)
R に陽に含まれるµの微分),

µ
∂

∂µ

√
Z
n
∣∣∣∣
gB,Λ

=µn
√
Z
n ∂ ln

√
Z

∂µ

∣∣∣∣∣
gB,Λ

=
√
Z
n
· nγ(gR) (式 (17.29)と同様の計算)

より，

0 = µ
∂G

(n)
B

∂µ

∣∣∣∣∣
gB,Λ

= µ
∂

∂µ

(√
Z
n
G

(n)
B

)∣∣∣∣
gB,Λ

=
√
Z
n
(
µ
∂

∂µ
+ β(gR)

∂

∂gR
+ nγ(gR)

)
G

(n)
R (x, gR, µ) : (17.37)

を得る．

17.4　非線形 σ 模型

繰り込み群が役立つ具体例として，d = 2次元の O(N)非線形 σ 模型を考察する．“σ 模型”(σ model)と

いう呼称は，3つの軽い π 中間子 π±, π0 を自発的なカイラル対称性の破れに伴う Goldstoneボゾン［13.2.1

節］と捉える，素粒子物理の枠組みに因む．まずは N 成分実場 φ = (φ1, · · · , φN )に対する O(N)対称な相

互作用ポテンシャル

V (φi) =
λ

4!

(
|φ|2 − 1

)2
(17.42)

で定義される，O(N)“線形”σ模型を導入しよう．［ここに |φ|2 ≡
∑N
i 1 φ

2
i である (p.249訳註)．場 φi が無

次元量として扱われているのは，空間次元 d = 2を仮定したためである (17.1節)．］“σ 模型”の名は，対称性

を破った場 φ0 = (1, 0, · · · )からのズレ (励起場)を

φ = (σ, π1, · · · , πN−1)

と書く習慣に由来しており，

• (N − 1)個の π 場 → Goldstoneボゾン (π 中間子)

• σ 場 → 質量を持つ，残された放射状モード［13.2.1節の図 40を参照］

となる．“非線形”σ 模型は，λ→∞と置き，条件 |φ|2 = 1を課した模型である．［λ→∞とするとポテン
シャル (17.42) の谷 |φ| = 1 は無限に深くなるので，場の絶対値は実効的に |φ| = 1 に固定されると考えら

れる．］

そこで“非線形”σ 模型の場を改めて n = (n1, · · · , nN )と書くと (n2 = 1)，これは球面 SN−1 上の座標

と見なせる．［例えば S2 は N = 3次元空間における通常の球面．場の成分数 N と空間次元 d = 2の混同に

注意．］

分配関数は

Z =

∫
d[n]δ(n2 − 1)e

− 1
2g2

∫
d2x(∂µn)·(∂µn)

(17.43)
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で与えられる．［ポテンシャル (17.42) とは別に，Gauss 模型 (17.9) と同じ形の相互作用を仮定した．式

(17.9)との違いは，nが N 成分実場であることだけである．］結合定数 g2 は無次元であることが見て取れる．

［上式 (17.43)で d2x → ddxと置き換え，他方で nは依然 n2 = 1を満たす無次元の場と見なせば，］d次元

では [g2] =M2−d である．

note 作用 (17.1) と違って式 (17.43) の指数には 1/g2 が掛かっているから，自由場の次元は式 (17.4) と異

なって良い．実際ここでは nが無次元である代わりに，場の 2乗の次元Md−2 を因子 1/g2 が担って

いるのである．

［式 (17.8)の箇所で言及したように，］d = 2のとき相互作用は自由場固定点での境界的摂動となる．

摂動級数を導くには，n/g → nと置き換えると都合がよい．すると分配関数は

Z =

∫
d[n]δ

(
n2 − 1

g2

)
e−

1
2

∫
d2x(∂µn)·(∂µn) (17.44)

となる．また半径 1/g の SN−1 上の座標は

ni = πi, (i = 2, · · · , N)

n1 =

√
1

g2
− π2 =

1

g

√
1− g2π2 ［π2 ≡ πiπi(≤ 1/g2)］ (17.45)

とおける．［つまり (N − 1)個の座標 πi でパラメトライズできる．］場の一様分布からの小さな摂動を扱うの

で，上式 (17.45)が球面の［点 (1/g, 0, · · · )を中心とする n1 ≥ 0側の］半分しか表さないことは問題になら

ない．［場の非一様性が著しく，空間の異なる 2点での場 nの値が，球面 SN−1 の異なる半球に位置する場合

は考えなくて良い．］このとき分配関数は

Z =

∫
d[π]e

− 1
2

∫
d2x

{(
δij+g

2 πiπj

1−g2π2

)
∂πi∂πj+δ2(0) ln(1−g2π2)

}
(17.50)

と書き換えられる (導出は下記)．ただし［∂πi∂πj ≡ ∂µπi∂µπj であり］，指数における因子

gij = δij + g2
πiπj

1− g2π2
(17.47)

は，SN−1 上の座標 πi に関する計量テンソルである［導出過程にて補足］．第 1項 δij は指数において自由な

π場の項を作り，第 2項が結合定数 g2 で展開される相互作用項を作る．指数における後続のデルタ関数 δ2(0)

の項は，実はWard恒等式［13.2節］を保つために必要な，余分の点接触型相互作用を与えている．

分配関数 (17.50)の導出 教科書を補足しつつ導出過程をまとめる．式 (17.45)を分配関数 (17.44)の指数に

代入すると，

∂µn =

(
− g√

1− g2π2
πk∂µπ

k, ∂µπ
i

)
, ∴ (∂µn)

2 =

(
δij + g2

πiπj

1− g2π2

)
(∂µπ

i)(∂µπ
j)

となる．これは球面上のベクトル ∂µnの内積 (∂µn)
2 (ただし µでも和をとる)を，球面上の座標 πi で

表した式となっており，ここから係数 (17.47)を計量テンソルに同定できる．条件 n2 = 1/g2 を満たす

座標 (17.45)を用いると，nに関する汎関数積分 (17.44)は，デルタ関数が不要になり，π 場に関する

径路積分にできると考えられる．ただし与えられた位置 xでの変数 πi(x)に関する積分は Jacobi行列

234



式
√

det (gij(x))を伴い，積分要素として固有体積
√
det (gij(x))dπ

i(x)を用いなければならない．こ

こで gij の式 (17.47)より √
det (gij) =

1√
1− g2π2

(17.48)

である．

note 微小量 g2/(1− g2π2)の 1次近似で良ければ，

det (gij) = det

(
δij + g2

πiπj

1− g2π2

)
≃ 1+

g2

1− g2π2
tr(πiπj) =

1

1− g2π2
: (17.48) (∵ tr(πiπj) = π2)

とできる (しかし後でこの結果を基に g2 による冪展開を行う)．

なお g ≡ det (gij)という表記は，結合定数 g との混同の恐れがあるので，本稿では避ける．

よって ∏
x

√
det (gij(x))dπ

i(x) =
∏
x

dπ(x)√
1− g2π2(x)

≡ d[π]√
1− g2π2

を径路積分要素として，分配関数は

Z =

∫
d[π]√

1− g2π2
e
− 1

2

∫
d2x

(
δij+g

2 πiπj

1−g2π2

)
∂πi∂πj

(17.49)

と書ける．さらに

(Vol中の状態数) =

∫
(Vol)d2k

(2π)2
→ (R2中の点密度) =

∫
d2k

(2π)2
=

∫
d2k

(2π)2
eik·0 = δ2(0)

に注意すると

− 1

2

∫
d2xδ2(0) ln(1− g2π2) =

∫
d2xδ2(0)︸ ︷︷ ︸
状態数

ln
1√

1− g2π2
=
∑
x

ln
1√

1− g2π2
,

∴ exp

(
−1

2

∫
d2xδ2(0) ln(1− g2π2)

)
=
∏
x

1√
1− g2π2

が成り立つので，分配関数 (17.49)は式 (17.50)へと書き換えられる．

次に O(N)不変な相関関数 ⟨n(x) · n(y)⟩を考えよう．結合定数 g2 による展開√
1− g2π2 = 1− 1

2
g2π2 − 1

8
g4(π2)2 − 1

16
g6(π2)3 + · · · (17.55)

を利用する．

note g6 の項の符号を訂正した．もっとも，ひとまず必要なのは g4 の項までの表式である．なお π2 におけ

る 2乗は内積を表すため，(π2)2 を安直に π4 と書くわけにはいかない．(π4 ≡ (π2)2, etc.と書くにし

ても，それは速記術と理解しなければならない．)
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すると

⟨n(x) · n(y)⟩ = ⟨πi(x)πi(y)⟩+ 1

g2

⟨√
1− g2π2(x)

√
1− g2π2(y)

⟩
(∵ 式 (17.45)) (17.51)

= ⟨πi(x)πi(y)⟩+ 1

g2

{
1− g2

2

(
⟨π2(x)⟩+ ⟨π2(y)⟩

)
(17.52)

+ g4
(
1

4
⟨π2(x)π2(y)⟩ − 1

8
⟨(π2(x))2⟩ − 1

8
⟨(π2(y))2⟩

)
+O(g6)

}
(17.56)

となる．式 (17.56)は O(g2)の項であり，最低次の近似では式 (17.52)だけを残せば充分である．同じ近似で

［式 (17.50)の指数における O(g2)の相互作用項を無視すると］，各 ⟨πi(x)πj(y)⟩は［自由場伝播関数］

⟨πi(x)πj(y)⟩ = δij

∫
d2k

(2π)2
eik·(x−y)

k2 +m 2
0

≃ δij
(
− 1

2π
lnm0|x− y|+ const.

)
≡ δijG(x− y) (17.53)

として評価すれば良い．

note 式 (17.44)の箇所でスケール変換 n
(new)
i = n

(old)
i /g を行ったことを念頭に，

⟨πi(new)(x)πi(new)(y)⟩ = 1

g2
⟨πi(old)(x)πi(old)(y)⟩ (iで和をとらない)

を自由場伝播関数 G(x, y) の式 (17.15) の 1/g2 倍で与えた．最右辺ではこれを G(x − y) と再定義し
ている．また第 3 辺では式 (17.15) と同様に，教科書の真数 m0(x − y) を絶対値に訂正し，定数項
「+const.」を補っておいた．

ここでも赤外切断m0 を導入した．ただしm0 は，やはり最終的な結果には現れない．実際，例えば最低次の

相関関数 (17.52)に式 (17.53)を代入すると

g2 × (式 (17.52)) = 1 + (N − 1)g2 (G(x− y)−G(0)) (17.54)

であり，2つの Gにおけるm0 は相殺する［定数項も相殺］．

相関関数の O(g2)の項 (17.56)に進もう．同じ近似で，式 (17.50)における相互作用項

g2

2

πiπj

1− g2π2
∂πi∂πj =

g2

2
πiπj∂πi∂πj +O(g4), (17.61)

1

2
δ2(0) ln(1− g2π2) =− g2

2
δ2(0)π2 +O(g4) (17.62)

の取り扱いが始まる．

note 実際，このとき相互作用項 (17.61–62)に基づき，⟨πi(x)πj(y)⟩にも自由場伝播関数 (17.53)に対する

補正を導入しなければならないと考えられる．ただし式 (17.56)には既に全体に 1
g2 · g

4 = g2 が掛かっ

ているので，O(g2)までの近似では各 π 場の相関関数を自由場の理論で評価して良い．

このとき式 (17.56)の g4 の項は

g4
(
1

4
⟨π2(x)π2(y)⟩ − 1

8
⟨(π2(x))2⟩ − 1

8
⟨(π2(y))2⟩

)
=g4 × 1

2
(N − 1)

{
G2(x− y)−G2(0)

}
(17.57)

となる［ここでも Gは式 (17.53)における自由場伝播関数を表す］．
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上式 (17.57)の導出 Wickの定理を適用して，全ての π 場が縮約された項だけを残すと，

⟨π2(x)π2(y)⟩ = ⟨πi(x)πi(x)πj(y)πj(y)⟩
= ⟨πi(x)πi(x)⟩ ⟨πj(y)πj(y)⟩+ 2 ⟨πi(x)πj(y)⟩ ⟨πi(x)πj(y)⟩
=(N − 1)2G2(0) + 2(N − 1)G2(x− y),

⟨(π2(x))2⟩ = ⟨πi(x)πi(x)πj(x)πj(x)⟩
= ⟨πi(x)πi(x)⟩ ⟨πj(x)πj(x)⟩+ 2 ⟨πi(x)πj(x)⟩ ⟨πi(x)πj(x)⟩
=(N − 1)2G2(0) + 2(N − 1)G2(0)

= ⟨(π2(y))2⟩

が得られる (教科書の式 (17.58–60)に対応)．これらを代入すれば良い．

次に相互作用項
V (x) ≡ (式 (17.61)) + (式 (17.62))

による伝播関数 ⟨πi(x)πj(y)⟩への補正を調べると，

⟨πi(x)πi(y)⟩ = (N − 1)G(x− y)(1 + g2G(0)) +O(g4) (51)

となる (導出は下記)．

note 13.1節の「注意」に書いたように，自由場 Green関数 ⟨· · ·⟩0 への置き換え

⟨πi(x)πj(y)⟩ →
⟨
exp

{
−
∫

d2zV (z)

}
πi(x)πj(y)

⟩
0

= ⟨πi(x)πj(y)⟩0 −
∫

d2z ⟨V (z)πi(x)πj(y)⟩0 +O(g4)

を行い，各摂動次数の項にWickの定理を適用すれば良い．ただしその際，非連結の真空ダイヤグラム

は省かねばならない．自由場伝播関数 ⟨πi(x)πj(y)⟩0 は式 (17.53)で与えられており，次に計算したい

のは O(g2)の補正項

−
∫

d2z ⟨V (z)πi(x)πj(y)⟩0 =− g2

2

∫
d2z ⟨πk(z)πl(z)∂πk(z)∂πl(z)πi(x)πj(y)⟩

+
g2

2
δ2(0)

∫
d2z ⟨πk(z)πk(z)πi(x)πj(y)⟩ (52)

である．連結ダイヤグラムを得るには，Wickの定理を適用する際，πi(x)と πj(y)をそれぞれ引数 z

の場と縮約しなければならない．すると

⟨πk(z)πl(z)∂πk(z)∂πl(z)πi(x)πj(y)⟩ → {2 ⟨πi(x)πk(z)⟩0 ⟨π
j(y)∂πk(z)⟩0 ⟨π

l(z)∂πl(z)⟩0
+ 2 ⟨πi(x)πk(z)⟩0 ⟨π

j(y)∂πl(z)⟩0 ⟨π
k(z)∂πl(z)⟩0}

+ {x↔ y} (a)

+ 2 ⟨πi(x)πk(z)⟩0 ⟨π
j(y)πl(z)⟩0 ⟨∂π

k(z)∂πl(z)⟩0 (b)

+ 2 ⟨πi(x)∂πk(z)⟩0 ⟨π
j(y)∂πl(z)⟩0 ⟨π

k(z)πl(z)⟩0 , (c)

⟨πk(z)πk(z)πi(x)πj(y)⟩ → 2 ⟨πi(x)πk(z)⟩0 ⟨π
j(y)πk(z)⟩0 (d)
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図 57 a)–d) は式 (a–d) に対応する実空間のダイヤグラムであり，短線の印は微分する伝播関数を表す．

下段に運動量空間のダイヤグラムも描き加えておいた．

とでき，上式 (a–d)はそれぞれ図 57の a)から d)のダイヤグラムに対応付けられる．ここでダイヤグ

ラム d)は相互作用項 (17.62)に由来しており，分配関数 (17.50)の導出過程まで遡れば「測度から生じ

るダイヤグラム」(p.252下から 2行目)と呼べる．

式 (51)の導出 以上を踏まえて，教科書の説明を (補足しつつ)まとめる．図 57のダイヤグラム a)を運動量

空間に移すと，［図に示したように］

kµ
k2

(∫
d2q

(2π)2
qµ
q2

)
1

k2
(17.63)

となる．これは q に関する奇関数の積分を含むためゼロになる．ダイヤグラム b)は

1

k2

(∫
d2q

(2π)2
q2

q2

)
1

k2
=

1

k2
δ2(0)

1

k2
(17.64)

となり，ダイヤグラム d) と相殺する［上式 (52) において式 (b),(d) の寄与が逆符号となることに注

意］．残る
(式 (c)) = 2δij∂zG(z − y) · ∂zG(x− z)G(0)

の式 (52)への寄与は，

−g
2

2

∫
d2z(式 (c)) =− δijg2

∫
d2z∂zG(z − y) · ∂zG(x− z)G(0) (17.65′)

=δijg
2

∫
d2z∂ 2

z G(z − y) ·G(x− z)G(0)

=δijg
2G(x− y)G(0) (∵ ∂ 2

z G(z − y) = δ2(z − y)) (17.66′)

と計算される．そこで

⟨πi(x)πj(y)⟩ = (式 (17.53)) + (式 (17.66′)) +O(g4)

の添字を i = j と置いて，i = 2, · · · , N で和をとると式 (51)を得る．
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ここまでの結果をまとめよう．相関関数

⟨n(x) · n(y)⟩ = (式 (17.52)) + (式 (17.56)) = (式 (17.52)) + (式 (17.57)) +O(g6)

の最低次の項 (17.52)に，O(g2)まで正確に求めた ⟨πi(x)πi(y)⟩の式 (51)を代入すると，

g2 ⟨n(x) · n(y)⟩ =1 + g2(N − 1){G(x− y)−G(0)}

+
g4

2
(N − 1){G(x− y)−G(0)}2 +O(g6) (17.67)

となる．［最低次の結果 (17.54)と同様，］ここでも差 {G(x − y) − G(0)}において，Gに含まれる赤外切断
m0［と定数項のそれぞれ］が相殺する．

note 上式 (17.67)左辺に g2 を掛けた動機は，左辺をスケール変換する前の場 n(old) = gnに関する相関関

数と見なせることにある．条件 n(old) · n(old) = 1を思い出せば，右辺の初項が 1であるのは期待され

る結果である．

［17.2節の式 (17.19),(17.25)で紫外切断 Λ = a−1 を導入して G(0)→ G(a)と置き換えたのと同様に，］相関

関数 (17.67)において G(0) → G(Λ−1)とし，また式 (17.53):G(x− y) = − 1
2π lnm0|x− y|+ const.を代入

すると

g2 ⟨n(x) · n(y)⟩ =1− g2

2π
(N − 1) lnΛ|x− y|

+
1

2

(
g2

2π

)2

(N − 1) ln2 Λ|x− y|+ · · · (17.68)

が得られる．洞察を得るために上式 (17.67–68)で N = 2とおくと，少なくとも展開の初めの数項までは

g2 ⟨n(x) · n(y)⟩ = exp
{
g2 (G(x− y)−G(0))

}
= exp

(
− g

2

2π
lnΛ|x− y|

)
=

1

(Λ|x− y|)g
2/2π

(17.69)

と同じ結果を与える．ここから場のスケーリング次元は［17.2節と同じく］Mg2/4π であることが読み取れる．

なるほど，典型的な場の分布が持つフラクタルな性質は相関関数の冪則 (17.69)に反映されており［16.2.1節

の noteも参照］，これが切断 Λ→∞における相関関数 (17.68)の対数的な発散の起源にもなっている．

17.4.1　繰り込み

［一般論 (17.35) のように］切断運動量 Λ を，繰り込まれた場 nR と結合定数 gR に吸収させよう (n =
√
ZnR)．gn→ nとおいて nをスケール変換する前の場に戻すと，裸の相関関数は最低次で

GB(x− y) ≡⟨n(x) · n(y)⟩

=1− g2

2π
(N − 1) lnΛ|x− y|+O(g4) ［ ∵ 式 (17.68)］ (17.70a)

=

(
1 +

g 2
R

2π
(N − 1) ln

(µ
Λ

))(
1− g 2

R

2π
(N − 1) lnµ|x− y|

)
+O(g4) (17.70b)

となる (ただし g2 = g 2
R +O(g 4

R ))．

note 逐次代入により g 2
R = g2 +O(g 4

R ) = g2 +O(g4)なので，

(式 (17.70b)) = 1− g2

2π
(N − 1)

{
lnµ|x− y| − ln

(µ
Λ

)}
+O(g4) = (式 (17.70a))
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と戻る．式 (17.70b)の第 2の因子

GR(x− y) ≡
(
1− g 2

R

2π
(N − 1) lnµ|x− y|

)
は式 (17.70a)と同じ形であることに注意すると，これを繰り込まれた場の相関関数に同定することが

動機付けられる．このとき，その係数が Z となる (一般式 (17.35)の関数形とも整合)．

そこで

Z = 1 +
g 2
R

2π
(N − 1) ln

(µ
Λ

)
+O(g 4

R ) (17.71)

とおく．ここまでの近似では GR(x) = Z−1GB(x)が |x| = µ−1 で 1になること，および

∂GR(x)

∂ ln |x|

∣∣∣∣
|x|=µ−1

= −(N − 1)
g 2
R

2π
(17.73)

の関係が自動的に成り立っている．高い近似に進んでもこれらが成り立つことを要求すると，

g 2
R =

(
1 + (N − 2)

g 2
B

2π
ln

(
Λ

µ

))
g 2
B +O(g 6

B ), (17.75)

Z =1− (N − 1)
g 2
R

2π
ln

(
Λ

µ

)
+ (N − 1)

(
N − 3

2

)
g 4
R

(2π)2
ln2
(
Λ

µ

)
+O(g 6

R ), (17.78)

GR =1− (N − 1)
g 2
R

2π
lnµ|x|+ 1

2
(N − 1)

g 4
R

(2π)2
ln2 µ|x|+O(g 6

R ) (17.81)

と定義できる (導出は下記)．ただし g が裸の結合定数であることを明確にするため，g → gB と表記を改め

た．［式 (17.70)に関して言及したように］O(g 4
R )まで正確な式 (17.81)もまた，［GB = (式 (17.68))と比べ

ると］単に
g 2
B → g 2

R , Λ → µ

と置き換わったに過ぎず，繰り込みを行うと意気込んだ割には，大山鳴動 (montes parturiunt, nascetur

ridiculus mus)の感がある．しかしながら，これはあくまで我々が選んだ g 2
R の定義による結果であり，高次

で同様の置き換えは成立しない．

証明 教科書の説明・計算を多少，補足しつつまとめる．Z が座標 xに依らないことに注意すると，|x| = µ−1

において GR(x) = Z−1GB(x)が 1になることは，Z = GB||x|=µ−1 を意味する．そこで式 (17.68)の

GB に |x| = µ−1 を代入すると，

Z(g 2
B ) = GB||x|=µ−1 = 1− (N − 1)

g 2
B

2π
ln

(
Λ

µ

)
+

(N − 1)

2

g 4
B

(2π)2
ln2
(
Λ

µ

)
(17.72)

を得る．このとき式 (17.73)の左辺は

∂GR(x)

∂ ln |x|

∣∣∣∣
|x|=µ−1

=Z−1(g 2
B )

∂GB(x)

∂ ln |x|

∣∣∣∣
|x|=µ−1

=− (N − 1)
g 2
B

2π
Z−1(g 2

B )

{
1− g 2

B

2π
ln

(
Λ

µ

)}
+O(g 6

B ) (17.74)
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と計算される．これと式 (17.73)の右辺を等置して

g 2
R =Z−1(g 2

B )

{
1− g 2

B

2π
ln

(
Λ

µ

)}
g 2
B +O(g 6

B )

=

(
1 + (N − 1)

g 2
B

2π
ln

(
Λ

µ

)){
1− g 2

B

2π
ln

(
Λ

µ

)}
g 2
B +O(g 6

B ) (∵ 式 (17.72))

=

(
1 + (N − 2)

g 2
B

2π
ln

(
Λ

µ

))
g 2
B +O(g 6

B ) : (17.75)

を得る．

上式 (17.75)を g 2
B について逆に解くと，逐次代入により

g 2
B =g 2

R − (N − 2)
g 4
B

2π
ln

(
Λ

µ

)
+O(g 6

B )

=g 2
R − (N − 2)

g 4
R

2π
ln

(
Λ

µ

)
+O(g 6

B , g 4
B g 2

R )

=

(
1− (N − 2)

g 2
R

2π
ln

(
Λ

µ

))
g 2
R +O(g 6

R ) (17.76)

となる．これを式 (17.72)に代入して O(g 4
R )の項まで拾うと，Z の式 (17.78)を得る．

最後に GR = Z−1GB を求めよう．恒等式

(1 + ax+ bx2 + · · · )−1 =1− (ax+ bx2 + · · · ) + (ax+ bx2 + · · · )2 + · · ·
=1− ax+ (a2 − b)x2 + · · · (17.79)

(ただし |x|は小)を

x→ g 2
R

2π
ln

(
Λ

µ

)
, a→ −(N − 1), b→ (N − 1)

(
N − 3

2

)
とおいて利用すると，式 (17.78)の Z の逆数は

Z−1 = 1 + (N − 1)
g 2
R

2π
ln

(
Λ

µ

)
+

1

2
(N − 1)

g 4
R

(2π)2
ln2
(
Λ

µ

)
+O(g 6

R ) (17.80a)

と計算される．他方，式 (17.68)の GB に g 2
B の式 (17.76)を代入すると

GB(x) =1− (N − 1)
g 2
R

2π
ln Λ|x|+ 1

2
(N − 1)

g 4
R

(2π)2
ln2 Λ|x|

+ (N − 1)(N − 2)
g 4
R

(2π)2
(lnΛ|x|) ln

(
Λ

µ

)
+O(g 6

R ) (17.80b)

を得る．これらを掛けて O(g 4
R )の項まで拾うと，GR(x)の式 (17.81)が導かれる．

このとき繰り込み群方程式 (17.37):(
µ
∂

∂µ
+ β(g 2

R )
∂

∂g 2
R

+ 2γ(g 2
R )

)
GR(µ, x, g

2
R ) = 0 (17.82)

の係数は

β(g 2
R ) = −(N − 2)

g 4
R

2π
+O(g 6

R ), γ(g 2
R ) = (N − 1)

g 2
R

2π
+O(g 6

R ) (17.88)

と同定される．
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上式 (17.88)の導出 このことは定義式 (17.38):

β(g 2
R ) = µ

∂g 2
R

∂µ

∣∣∣∣
g 2
B ,Λ

, γ(g 2
R ) = µ

∂ ln
√
Z

∂µ

∣∣∣∣∣
g 2
B ,Λ

(53)

の右辺に，g 2
R の式 (17.75)や Z(g 2

B )の式 (17.72)を代入すれば直接確かめられる．(最後に式 (17.76)

を代入して g 2
B を消去する．) 教科書には (珍しく)その式変形も詳細に書いてある．しかしここでは

計算を簡単に済ませるために，あらかじめ

β(g 2
R ) = bg 4

R +O(g 6
R ), γ(g 2

R ) = ag 2
R +O(g 6

R ) (17.83′)

を仮定し，繰り込み群方程式 (17.82)が満たされるように展開係数 a, bを定めると，式 (17.88)が得ら

れることを示して満足しよう*66．式 (17.81),(17.83′)を繰り込み群方程式 (17.82)に代入すると

0 =

(
µ
∂

∂µ
+ β(g 2

R )
∂

∂g 2
R

+ 2γ(g 2
R )

)
GR(µ, x, g

2
R )

=

(
−N − 1

2π
+ 2a

)
g 2
R +

N − 1

2π

(
1

2π
− b− 2a

)
g 4
R lnµ|x|

となる．そこで g 2
R , g 4

R の係数の各々がゼロになることを要求すると，

a =
N − 1

4π
, b = −N − 2

2π

と定まる．これらを式 (17.83′)に戻して，式 (17.88)を得る．

17.4.2　繰り込み群方程式の解

［具体例 (17.81)で見たように］GR(x)の摂動展開における第 n項は (g 2
R )2 (lnµ|x|)n のような因子を含む．

結合定数 g 2
R が小さくとも，|x| ≫ µ−1 でこの対数は大きくなり，高次補正を無視できなくなる．繰り込み群

の重要性は，このような対数因子を，少なくともある xの範囲において制御可能にすることにある．

この点を見るために，繰り込み群方程式 (17.82):(
µ
∂

∂µ
+ β(g 2

R )
∂

∂g 2
R

+ 2γ(g 2
R )

)
GR(µx, g

2
R ) = 0 (17.96)

の解を“特性曲線の方法”で調べよう．［上式 (17.96)では式 (17.81)と同様，GR が積 µ|x|の形でのみ µと

xに依存すると仮定しており (p.259)，以降，単に |x| → xと書いてしまう．］

dµ(t)

dt
= µ(t),

dg 2
R (t)

dt
= β(g 2

R (t)) (17.98)

を満たすように µ と g 2
R をパラメトライズする．こうして得られる曲線 (µ(t), g 2

R (t)) を，偏微分方程式の

“特性曲線”(characteristic)と呼ぶ．すると特性曲線の方法 (17.96)は[
d

dt
+ 2γ(g 2

R (t))

]
GR(µ(t)x, g

2
R (t)) = 0 (17.97)

*66 実際，証明としてはそれで充分である．g 2
R によるベキ展開 (17.83′)で全ての係数をゼロとおかなければ，一般性は失われない．
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図 58 漸近的に自由な理論に対する繰り込み群方程式の特性曲線［xは |x|の意味］

と書き直せる．これは直ちに特性曲線に沿って［t0 から t まで］積分でき，［与えられた x = x0 と初期値

µ(t0) ≡ µに対して］解は

GR(µx0e
t−t0 , g 2

R (t)) = GR(µx0, g
2

R (t0))e
−2

∫ t
t0
γ(g 2

R (t′))dt′
, (17.99)

ただし tと g 2
R (t)の関係 t− t0 =

∫ g 2
R (t)

g 2
R (t0)

dg2

β(g2)
(17.100)

と表される［線形微分方程式の一般的な解法に従う [25, p.14]］．

結果を解釈するには，解の表式 (17.99)そのものよりも，むしろ解法を視覚的・定性的に把握することが役

に立つ．β 関数が負の場合の µ-g 2
R 平面上の特性曲線を図 58に示す．［β(g 2

R ) < 0のとき，式 (17.98)より

tの増大に伴って µは増加し，g 2
R は減少するため，右肩下がりな曲線が得られることに注意する．］縦軸を

µx と無次元化して，µ の代わりに x を変化させても良い．x = µ−1 のときに GR = 1 となるよう GR を定

めたので［17.4.1節］，µx = 1の水平な破線上で GR の初期値が与えられる．このとき与えられた g 2
R の値

(図 58の縦の破線)に対する GR(µx, g
2

R )を求めるには，点 (g 2
R , µx)を通る特性曲線に沿って，その水平線

µx = 1との交点 (図 58の x0)から積分を行わねばならない．すると積分 (17.99)における γ(g 2
R )を評価す

るために必要な積分路 (図 58の x0 と xを結ぶ太線)上での g 2
R (t′)の値は，xが増加するにつれて大きくな

ることが読み取れる．ところが摂動論では小さな g 2
R に対する γ(g 2

R )を近似的に求めることしかできないた

め，大きな xに対する GR(µx)を計算することはできない．他方，x < µ−1 を満たす x (x′ とする)に対する

積分路は，図 58の x′0 と x′ を結ぶ太線であり，その上での g 2
R (t′)は小さな値に限られる．このため小さい

xでは GR(µx)を正確に求めることができる．このように β 関数が負であり，それ故，短距離における振舞

いが［自由場の周りの］摂動論で扱える理論のことを，短距離において“漸近的に自由 (asymptotically free)

な”理論と言う．

note 文献 [2]の第 15章では，まず QEDの文脈で繰り込み群方程式を導入し，質量尺度 µを増大させるこ

とが短距離の相互作用を考えることに対応することを示した．また QCDでは繰り込まれた結合 gr(µ)

が µに対して減少するため，強い相互作用は短距離ほど弱まること (漸近的自由性)が示された．
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図 59 λφ4 理論における 1ループまでの伝播関数 (式 (17.104′))

17.5　 λφ4 の繰り込み

作用

S =

∫
d4x

{
1

2
(∂φB)

2 +
1

2
m 2

B φ 2
B +

1

4!
λBφ

4
B

}
(17.101)

で記述される λφ4 理論において，“無限大”もしくは［それを正則化によって有限にした］切断 Λに依存する

項を，
λB = Z1

(µ
Λ
, λR

)
λR, φB =

√
Z
(µ
Λ
, λR

)
φR, m 2

B = Λ2Z2

(µ
Λ
, λR

)
(17.103)

の形に繰り込もう．これは繰り込まれた質量 mR を定義する代わりに，繰り込み点 µを導入するアプローチ

となっている．

まず裸の質量を

m 2
B = −λB

2

∫
d4p

(2π)4
1

p2
(17.105)

とおくと，図 59に示した 1ループまでの伝播関数は

1

p2 +m 2
B

− λB
2

(
1

p2 +m 2
B

)2 ∫
d4k

(2π)4
1

k2 +m 2
B

［自由場伝播関数に質量項を補った］ (17.104′)

≃ 1

p2

(
1 +

1

p2
· λB
2

∫
d4k

(2π)4
1

k2

)
−

(
λB
2

(
1

p2

)2 ∫
d4k

(2π)4
1

k2

)
=

1

p2
(O(λB)まで考慮)

となって，この次数までで質量は現れない．［冒頭で述べたように，我々の目標は質量によらない理論を得る

ことである．］またこの次数 (1ループ)まででは，波動関数［場］の繰り込みが不要なので Z = 1である．

次に結合定数 λR を定義する指針として，図 60に示した 1ループまでの 4点結節部分関数を考える．例え

ば図 61に示した 1つの結節部分ダイヤグラム①は，実空間において∫
d4xG2(x, y)eip·(x−y) =

1

(4π2)2

∫
d4xeip·x

1

|x2|2
(17.106)

と評価される［式 (17.5)を用いた］．振動する因子 eip·x は積分を長距離 |x| ≈ |p|−1 で切断する役割を果たす

と見なせる．また短距離切断 |x| = a = Λ−1 も導入すると，∫
d4xG2(x, y)eip·(x−y) ≈ 1

(4π2)2

∫ |x|=|p|−1

|x|=a
d4x

1

|x2|2

=
1

(4π2)2

∫ |p|−1

a

1

r4
· 2π2r3dr =

1

8π2
ln

(
Λ

|p|

)
(17.107–108)

244



図 60 1ループまでの 4点結節部分関数［青字で運動量変数を書き添えた］

となる［2π2r3 は半径 r の 3次元球面の体積 [26, pp.50–52]］．したがって裸の 4点結節部分関数は

Γ(4)(s, t, u) = λB + λ 2
B

1

16π2

(
ln

√
s

Λ
+ ln

√
t

Λ
+ ln

√
u

Λ

)
+O(λ 3

B ) (17.109)

となる．ここに
s ≡ (p1 + p2)

2, t ≡ (p1 − p′1)2, u ≡ (p1 − p′2)2

は運動学的不変量 (4.18)である．

note：上式 (17.109)について 図 60 のように 1 ループを持つダイヤグラム①, ②, ③に，入射する運動量

p1, p2 と射出する運動量 p′1, p
′
2 を添えると，我々が調べてきたダイヤグラム①の式 (17.106–108)にお

いて，
p = p1 + p2, ∴ |p| =

√
s

と同定される．次に②,③の式は，①のグラフと比べると，それぞれ式 (17.108)で

p = p1 − p′1, p1 − p′2 i.e. |p| =
√
t,
√
u

とおけば得られると考えられる*67．ところで 3つのダイヤグラム①,②,③はいずれも対称性因子 1/2

を持つ．さらに「裸の結節点は −λB に等しい」(p.260，l.12)ことに注意すると，図 60の結節部分の

総和は

−λB +
1

2
(−λB)2

∑
(式 (17.108))

(∑
は |p| =

√
s,
√
t,
√
uに関する和

)
と表されることになり，これを −Γ(4)(s, t, u)に同定しなければならない (最低次で Γ(4) = λB)．こう

して上式 (17.109)を得る．

改めて内向きの運動量 p3 = −p′1, p4 = −p′2 を定義し (p1 + p2 + p3 + p4 = 0)，

(pi + pj)
2 = µ2

*67 ただし③のグラフの左側における運動量 p1, p′1 の交点は結節点 (黒丸)ではなく，実際には“立体交差”になっていることに注意
する．また図 60で時間を上向きではなく右向きと解釈してしまうと，③のグラフは①と区別されない．
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図 61 図 60の 1ループダイヤグラムの 1つ［矢印の p2 は始状態 (ここでは左側)の全運動量の自乗，］

を満たす 4つの運動量 p1, p2, p3, p4 の対称的な組を選ぶ*68．このときの 4点結節部分関数 (17.109)を λR と

定義しよう．すなわち［t = (p1 + p3)
2 = µ2, u = (p1 + p4)

2 = µ2 に注意すると］，

λR = λB + λ 2
B

3

16π2
ln
(µ
Λ

)
+ · · · . (17.110)

［ただし真数の分子・分母を入れ替えて訂正した (式 (17.112) も同様)．実際，このとき初めて以下の式

(17.111),(17.113)が成立する．］このとき β 関数は

β(λR) = µ
∂λR
∂µ

∣∣∣∣
Λ,λB

=
3

16π2
λ 2
B + · · · ≃ 3

16π2
λ 2
R (17.111)

となる．最右辺は正なので，λφ4 理論は漸近的に自由な理論ではない．

式 (17.110)を λB について逆に解くと，1ループの次数まででは［逐次代入により］

λB = λR − λ 2
R

3

16π2
ln
(µ
Λ

)
+O(λ 3

R ) (17.112)

となる．これを 4点関数 (17.109)に代入すると，発散を引き起こす因子 Λを含まない“有限”な表式

Γ(4)(s, t, u) = λR

{
1 +

1

16π2
λR

(
ln

√
s

µ
+ ln

√
t

µ
+ ln

√
u

µ

)}
+O(λ 3

R ) (17.113)

が得られる．

note Z = 1と式 (17.105),(17.112)で以って，冒頭の目標 (17.103)が達成されたことになる．非線形 σ模型

の相関関数 (17.81)のときと同様，ここでも 1ループの次数まででは 4点結節部分関数 (17.113)が，も

との式 (17.109)で単に λB → λR,Λ→ µと置き換えただけとなるように，繰り込まれた量を定義する

ことに成功している．

*68 そのためには pi · pj = µ2

4
(4δij − 1)であれば良い (直接の代入により確認できる)．
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第 18章　 1/N展開法

序文を引用する：

この章では，線形および非線形の O(N) σ 模型における臨界現象を調べる．内部空間次元 N が大き

い条件下での近似［訳註：“large N expansions”は慣例に従い“1/N展開 (法)”と訳す］を利用して，

2つの模型がその形式的な違いにもかかわらず，同じ物理を記述していることを示す．これは普遍性の

一例である．

本章では次元正則化の手法を利用して，計算を簡略化する．しかしこの簡略化は，ある種の犠牲を伴

う．次元正則化は発散を効果的に敷物の下に隠してしまうので，ともすると理論を定義するときの切断

の役割を見失う恐れがある．

18.1　 O(N)線形 σ 模型

結論にあたる式だけを簡単にまとめる．線形 σ模型の O(N)対称な相互作用ポテンシャル (17.42)を，改め

て λφ4 理論の形

V (φ) =
λB
4!

(
N∑
a=1

(φa)
2

)2

(18.1)

に書くことができる．次元正則化を採用して d = 4− ϵ次元の空間 (時空)を考えよう．このとき，µを繰り込

み点の役割を担う質量尺度として

λB = µ4−dλR

{
1 + λR

N + 8

48π2

1

4− d
+O(λ 2

R )

}
(18.10)

とおくと，β 関数は

β(λR) ≡ µ
∂λR
∂µ

∣∣∣∣
λB

= (d− 4)λR +
N + 8

48π2
λ 2
R +O(λ 3

R ) (18.15)

と求まる．

18.2　 1/N展開

N が大きい極限に関するここでの議論は，E. Brèzin, J. Zinn-Justin, Physical Review B14 (1976)

pp.3110-3120 に基づいている．(教科書 p.267脚注 2)
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