
沙川貴大『非平衡統計力学』
ゆらぎの熱力学から情報熱力学まで



本稿はゆらぎの熱力学と情報熱力学の教科書

沙川貴大，2022，非平衡統計力学──ゆらぎの熱力学から情報熱力学まで──，

共立出版株式会社，東京

の，テキストとしても読み得る自己完結的なまとめノートであり，ある程度，要点と途中計算の分離した見通

しの良い構成を心掛けた．ただし本稿は教科書の内容をほぼ網羅しているものの，内容を多少，取捨選択して

ある．さらに本稿には筆者の誤りや勘違いが潜んでいるかもしれないことをあらかじめ断っておく．言うまで

もなく，原著を当たるに越したことはない．

なお本稿の他にも理論物理の各種ノートを以下のページで公開している．

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

目次

第 1章　イントロダクション 3

第 2章　非平衡系の熱力学第二法則 8

第 3章　ゆらぎの熱力学 19

第 4章　情報熱力学 70

付録 A　情報理論入門 100

付録 B　ランジュバン系 121

■「まえがき」から抜粋

本書で扱う内容のいくつかには，背後に美しい情報理論的・数学的構造がある．しかし本書ではそこ

までは立ち入らず，できるだけ初等的な定式化を採用することにした．また，本書では扱う対象を古典

系に限定し，量子系には触れていない．

■要約 教科書全体のハイライトの要約を試みる．

熱力学は非平衡状態にも適用できる一般的な枠組みへと拡張されつつあり，その際エントロピー S として

「Shannon情報量」が採用される (少なくとも平衡状態 (カノニカル分布)では Shannon情報量は平衡系で定

義されるエントロピーに一致する)．Shannonエントロピー S は「自己情報量」のアンサンブル平均であり，

自己情報量は確率的にゆらぐ量としての系のエントロピー ŝにあたる．そして熱浴も含めた孤立系全体の確率

的なエントロピー生成 σ̂ は，負の値も取り得る．その確率を特徴付けるのが「ゆらぎの定理」である．ゆらぎ

の定理には様々な派生的な表現があり，それらの出発点を「詳細ゆらぎの定理」にとることができる．詳細ゆ

らぎの定理が成り立つことは，Hamilton系で (そして Markovジャンプ過程と Langevin系に対しても個別

的に)証明できる．しかしながら直観的に意味を捉えやすいのは派生形の「Crooksのゆらぎの定理」であり，

大まかにはエントロピー生成のある正の値 σ̂ = aが得られる確率と比べて，逆符号の値 −aをとる確率が e−a
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倍も小さいことを意味する (エントロピー生成 aは kB を単位として無次元化した値)．また詳細ゆらぎの定理

から，エントロピー生成のアンサンブル平均は第二法則 σ ≡ ⟨σ̂⟩ ≥ 0を満たすことが導かれる．

さて，Shannonエントロピーを考えることは，情報熱力学において「Maxwellのデーモン」のパラドックス

を解決する足掛かりとなる．まずは仕事の観点から考えよう．σ ≥ 0に基づくと，デーモンが系の測定により

得た情報 (相互情報量 I)を用いてフィードバックを行うとき，kBTI までの仕事を取り出すことができる (T

は熱浴の温度)．これは一見すると，単一の熱浴と接する系からサイクルで仕事を取り出すことはできないと

いう，Kelvinの原理 (第二法則)に反している．しかしデーモンに対しても「測定」と「初期化 (情報消去)」

を合わせた過程で，kBTI 以上の仕事をしなければならず，パラドックスは解消される．(なお測定と消去の一

方の仕事は個別的にゼロにできるため，測定と消去に要する仕事にはトレード・オフの関係がある．) 次にエ

ントロピーの観点から考えると，デーモンも熱力学系と見なしたとき，系とデーモン (と熱浴)の全エントロ

ピー生成は非負であり，はじめから第二法則は満たされている．しかし系だけの「エントロピー生成」に注目

すると，それはフィードバックの過程で −kBTI まで負になり得るので，あたかも第二法則が破れているよう
に見えていたにすぎない．以上の仕事とエントロピーの観点は等価であることを式の上で見て取ることがで

き，これらをもってMaxwellのデーモンのパラドックスは完全に理解されたと言える．
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第 1章　イントロダクション

note 第 1章は教科書全体のダイジェストに当たる．初見で理解が困難な箇所はひとまず読み飛ばし，全体を

通読した上で，最後に総まとめとして第 1章に戻って来るのも一手だろう．

近年，熱ゆらぎの効果が顕著なミクロ系にも適用できる一般的な枠組みとして，平衡から遠く離れた非線

形・非平衡領域の熱力学の現代的な理論が確立しつつある．

• 理論
–「ゆらぎの熱力学」· · · · · · 「ゆらぎの定理」→エントロピー生成の普遍的な性質

↓
– 情報熱力学→「Maxwellのデーモン」を現代的な観点から定式化

• 実験 · · · · · ·ミクロな熱力学系を熱ゆらぎのレベルで測定・制御できる技術が確立

1.1　ゆらぎの熱力学

ミクロ系の典型例として，水中にある単一の RNA分子を考える．RNA分子の両端にコロイド粒子を付け，

それをレーザーピンセットで動かすと，RNA 分子を両方向に伸ばすことができる．平衡状態から出発して

RNA分子を伸ばすとき，系に対してする仕事をW，RNA分子の平衡自由エネルギー変化を ∆Feq とする．

W と ∆Feq の値は実験的に計測・推定できる［Jarzynski等式 (3.25)の箇所を参照］．ここで RNA分子とコ

ロイド粒子は周囲の水分子からランダムな力を受けて確率的にふるまうため，レーザーピンセットを決定論的

に動かしたとしても，W は図 1のように確率的に分布する［実験のたびに異なるW が得られる］．

ところでマクロ系に対する平衡熱力学の第二法則は，W ≥ ∆Feq で表される［式 (2.24),(2.33)を参照］．

特にサイクルの場合 (すなわち最初と最後が同じ熱平衡状態の場合)，∆Feq = 0なので，−W ≤ 0が

成り立つ．−W がシステムから取り出した仕事であることに注意すると，これは「単一の熱浴からサイ

クルで正の仕事をとり出すことはできない」あるいは「第二種永久機関は不可能である」というケルビ

ン (Kelvin)の原理を表している (pp.3–4)．

図 1 RNA分子を伸ばす仕事W の確率分布
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図 2 生体分子モーター「F1-ATPase」の模式図 図 3 量子ドットを用いたナノ熱電デバイス

これが第二法則の含意である．

すると図 1の実験結果は，アンサンブル平均 ⟨W ⟩に対して第二法則 ⟨W ⟩ ≥ ∆Feq が成り立つものの，ゆら

ぎの効果により小さな確率でW < ∆Feq となり，第二法則が確率的に破れることを意味している．

ここで σ ≡ (W −∆Feq)/kBT という量を導入すると，これは［無次元化した］エントロピー生成と呼べる

［式 (2.24)を参照］．ゆらぎの定理の 1つの表現によれば

P (−σ)
P (σ)

= e−σ

であり (正確な定式化や証明は第 3章［式 (3.7),(3.11)］)，これは第二法則の破れ σ < 0の確率が σ ≥ 0とな

る確率に比べて，指数関数的に小さいことを含意している．ゆらぎの定理は普遍的な関係式であり，量子系も

含めたすべての熱力学系で成立すると言ってよい．

ゆらぎの定理 →

{
アンサンブル平均 ⟨σ⟩ ≥ 0

［小さなゆらぎに対する］線形応答理論の主要な関係式

より複雑な，ミクロな熱力学系の例：

• F1-ATPase (分子モーター)

– ATPを加水分解して得られるエネルギーで中央のシャフトが回転する (図 2参照)．

外力をかけてシャフトを逆回転させると，ATPを合成できる (F1-ATPaseは可逆)．

［3.2.2節のコラムも参照．］

• 量子ドットを用いたナノ熱電デバイス (図 3，3.2.3節，3.4.4節参照)

– 電子浴 ν = H,Lの温度と化学ポテンシャルは Tν , µν (TH > TL)，量子ドットのエネルギー準位は

εであり，ドットには電子が 1個まで入る．温度差が大きければ化学ポテンシャルの差に逆らって

電子を輸送し，熱流を電流に変換することができる (熱電効果)．

1.2　情報熱力学

ゆらぎの熱力学の考え方を用いて，情報量を熱力学量 (熱や仕事)と対等に扱う熱力学の枠組みが確立してき

ている．とりわけ，非平衡状態へと一般化された熱力学第二法則を満たすエントロピーの役割を演じるのが，

情報エントロピー (Shannon (シャノン) エントロピー，付録 A) であることが確立してきた．また Maxwell
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図 4 Szilardエンジンの模式図．測定で ln 2の情報を得てフィードバックを行うことで，kBT ln 2の仕事

を取り出すことができる．

のデーモンはもはや思考実験上の存在ではなく，今日では多くの系でデーモンの実験が実現している．そして

デーモンが測定で取得した情報エントロピーと，熱力学エントロピーの両方を考慮してはじめて，デーモン

と第二法則の整合性が理解できる．第 4 章では古典系に焦点をしぼって情報熱力学の基本的な考え方を解説

する．

1.3　シラード・エンジンと情報熱機関

ここで Maxwell のデーモンの単純で定量的なモデルとして，Szilard (シラード) エンジンを取り上げる．

Szilardエンジンは図 4のような温度 T の熱浴と接する体積 V の箱に入った，古典的な単一粒子 (質点)に対

するサイクルで定義される．

• (ii)の仕切りの挿入では，箱を体積 V/2の 2つの箱に分けている．

– 仕切りが十分薄ければ，仕切りによる粒子に対する仕事は無視できる．

• (iii)の測定では粒子が左右どちらの箱に入っているかをデーモンが測定する．

– 測定に誤差はないとする．

– 古典的には測定による粒子への物理的な影響は無視できる．

– 理想的には，測定による系に対する仕事もない．

• (iv)の過程では粒子が左側の箱に入っていれば何もせず，粒子が右側の箱に入っている場合には，箱を

準静的に左側に平行移動する．これは測定結果に応じたフィードバックと言える．

– 箱の移動の際，箱の左右の圧力は常につり合っているので，仕事は必要ない．

また自由エネルギーも変化しない［粒子入りの箱の状態が不変だから］．

– フィードバックの後，粒子入りの箱は確率 1で左側にある．

– 箱を左側に寄せる過程を飛ばしたとしても，系を初期状態に戻すには，粒子の左右に応じて仕切り

を右または左に移動させるというフィードバックを要する (p.10脚注 12)．
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さて，理想気体の状態方程式 pV = kBT［粒子数 N = 1に注意した］より，(v)の等温準静膨張では外部へ

の正の仕事

Wext =

∫ V

V/2

pdV ′ = kBT

∫ V

V/2

dV ′

V ′ = kBT ln 2

が取り出され，初期状態に戻る．このため一見するとこのサイクルは，Kelvinの原理［1.1節で復習］に反し

ているように見える．

ところで［(iii)の測定前と (iv)のフィードバック後とで Shannon情報量は ln 2から 0に減少している (式

(A.5) の箇所を参照)．よって非平衡状態へと拡張されたエントロピーを Shannon 情報量で定義すると (2.2

節)］，測定前からフィードバック後までに気体のエントロピーは ln 2だけ減少していることに注目する．この

過程でデーモンは仕事をしておらず，気体は熱を放出していないので，従来の熱力学とは異なる機構で系のエ

ントロピーが減少したことになる．［「通常の熱力学においては，熱を捨てることによってのみシステムのエン

トロピーを減らすことができる」(p.25，l.9–10)．］そして ln 2のエントロピーの減少は kBT ln 2の自由エネ

ルギーの増加を意味し［非平衡状態でも F = E − β−1S と定義される (式 (2.30))］，それが最終的に (v)で仕

事として取り出されていることになる．なお気体が失った情報量 (情報エントロピー) ln 2は測定でデーモン

が得た［相互］情報量に他ならない［4.1.1節］．

一般に情報熱機関に対するサイクルから取り出せる仕事Wext には，測定で得た相互情報量を I として，上

限に関する制約
Wext ≤ kBTI

があり［式 (4.11)で ∆Feq = 0とおく］，Szilardエンジンでは等号Wext = kBTI(= kBT ln 2)が達成されて

いる．

情報熱力学と第二法則の整合性を理解するには，デーモン (測定で得た情報を蓄える「メモリ」)自身も (熱

浴と接した)熱力学系と考える必要がある．メモリの情報処理のサイクル (測定と初期化)には仕事

Wdemon ≥ kBTI

が必要である［式 (4.25)］．よってデーモンと熱機関の全体から取り出せる仕事は

Wext −Wdemon ≤ 0

を満たし［式 (4.26)］，第二法則［Kelvinの原理 (1.1節)］と整合する．このことは，模式的には以下のよう

にまとめられる［Wext の上限とWdemon の下限を示した］．

仕事 kBTI ← [システム (熱機関)] −−−→
情報 I

[メモリ (デーモン)] ← 仕事 kBTI

このように情報熱機関は全体としては第二法則と整合するものの，デーモンと熱機関の間でエネルギー (仕事)

のやり取りがなくとも，純粋に情報をやり取りするだけで熱機関から仕事を取り出せるという点で，伝統的な

熱機関とは異なっている．

■(コラム)マクスウェルのデーモンの歴史 Shannonによる情報理論の創始に 20年近く先立って，Szilard

は 1929年の論文でMaxwellのデーモンを初めて定量的に情報と関係付けて論じた．その後も，どのような物

理的メカニズム・プロセスでデーモン自身への仕事が必要なのか，という論争が行われてきた．

• Brillouinは光で粒子の位置を測定する場合を考え，測定にエネルギーが必要であると考えた．

6



– しかし Bennett (ベネット)は，測定に要する仕事をゼロにできる，

磁性体を用いたメモリのモデルを構成した．

• メモリから 1ビットの情報を消去するには kBT ln 2の仕事が必要である (Landauer (ランダウア)原理

［4.4.1節］)．これに基づき Bennettは，メモリの初期化 (情報消去)で仕事が必要だと論じた．

– しかし沙川 (著者)と上田は，

非対称メモリを用いれば仕事なしで情報消去が可能になることを指摘した［4.4.3節］．

• 測定と消去の仕事にはトレードオフがあり，それらの合計に対して

Wdemon ≥ kBTI ［式 (4.25), (4.55)］

が成り立つことを，沙川と上田はゆらぎの熱力学などに基づいて示した．

［ただし式 (4.25),(4.55)の導出ではゆらぎの熱力学をあからさまには用いていない．

しかし基になる第二法則 (2.25):⟨σ⟩ ≥ 0はゆらぎの定理から導かれる (式 (3.18))．］

– 仕事の下限 kBTI は測定で得た相互情報量 I に由来しているのに対し，

Landauer原理は Shannon情報量の消去に要する仕事に対する制約である．

1.3節について

■エントロピーの減少 ln 2 について 平衡統計力学による理想気体のエントロピーの表式 (Sackur-Tetrode

の式) [1, p.140] [2, p.140]

Seq =
5

2
N +N ln

{
V

N

(
4πmE

3h2N

)3/2
}

(kB を単位として無次元化した，ここでは粒子数 N = 1)に基づけば，エントロピー変化 ∆Seq = − ln 2は仕

切りの挿入 (ii)に伴う体積変化 V → V/2の際に起こることになる．しかし気体の体積が V/2であるという

とき，暗に粒子がどちらの箱に入っているかが確定していると仮定していることになると考えられる．実際に

は仕切りを入れた直後の左右の確率はまだ 1/2ずつであり，それは仕切りを入れる前，そして測定直後と変わ

らない．このため Shannonエントロピーの観点からは，エントロピーの減少は (ii)の仕切りの挿入 (や (iii)

のデーモンによる測定)ではなく，(iv)のフィードバックの過程で起きる．
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第 2章　非平衡系の熱力学第二法則

序文を引用する：

本章では，非平衡系に熱力学第二法則がどう拡張されるかを議論する．特に，情報エントロピー

（シャノン・エントロピー）が非平衡系における熱力学エントロピーの役割を果たすことを見る．シャ

ノン・エントロピーになじみのない読者は，まず付録 A.1をご覧いただきたい．

2.1　ゆらぐ熱力学系の定式化

本稿の議論の舞台設定として，ゆらぎの熱力学を定式化する．単一の巨大な熱浴 (温度 T )に接した熱力学

系 (ミクロ系に限定しない)を考え，システム X と呼ぼう．システムの状態は相空間の点 xで表される (xは

一般には多変数であるが，ベクトルの記法は用いない)．我々は古典系を考えるので，xは古典的な変数であ

り，議論を確定させるため主に xが離散的な値をとる場合を論じることにする．さて，熱浴の影響でシステム

X の状態 xは確率的にゆらいでいる．そこで変数の値 xの出現確率 P (x)を導入する (P (x)もしばしば「状

態」と呼ばれる)．

状態 xでのエネルギーを Ex，分配関数を Z とすると，β = 1/kBT として (kB は Boltzmann定数) 平衡状

態での状態 xの出現確率 P (x)は，カノニカル分布

Pcan(x) =
e−βEx

Z
(2.2)

で与えられる．Helmholtzの自由エネルギー

Feq = −kBT lnZ (2.4)

［平衡状態で定義されることを添字 eqで明示］を用いると，これは

Pcan(x) = eβ(Feq−Ex) (2.5)

と書き換えられる．［実際，上式 (2.5)に式 (2.4)を代入すると式 (2.2)に戻る．］

2.1節について

■2準位系の確率分布 (2.6)の確認 2状態のエネルギー差を∆E = E1 − E0 とおくと，カノニカル分布は

P (0) =
e−βE0

e−βE0 + e−βE1
=

1

1 + e−β∆E
, P (1) =

e−βE1

e−βE0 + e−βE1
=

e−β∆E

1 + e−β∆E
. (2.6)

(いずれも第 2の等号では分母・分子を e−βE0 で割った．) 確率の比は P (1)/P (0) = e−β∆E となっている．

なお，カノニカル分布はその定義式により，エネルギーの基準のとり方に依らない．そこでエネルギーの基

準を E0 = 0と選ぶと，直ちに上式 (2.6)の最右辺を書き下せる．

■「オーバーダンプな (overdamped)状況」(p.17，l.6)について 付録 B.1.1の式 (B.6)の箇所に説明がある．
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2.2　熱力学エントロピーと情報エントロピー

平衡 (状態における)エントロピー Seq は

平衡熱力学の現象論の範囲では ∆Seq ≡
∫
βd′Q, (d′Qは準静過程における吸熱)

平衡統計力学では Seq ≡ lnN (N はミクロカノニカル集団の状態数)

によって定義される．［通常，エントロピーは上式の kB 倍で定義され，kB がエントロピーの次元を担うが，］

後述の記法と次元を合わせるため kB を省いた．これを非平衡状態に拡張することを考える．

現代のゆらぎの熱力学では非平衡エントロピーとして，情報エントロピーを採用するのが一般的である．具

体的には標準的な情報エントロピーとして，Shannon情報量 (Shannonエントロピー)

S ≡ −
∑
x

P (x) lnP (x) (2.7)

を考える (付録 A)．その 1つの動機は，平衡統計力学で学んだように，カノニカル分布に対して平衡エントロ

ピーが式 (2.7)の形をとることにある．

確認 実際，カノニカル分布 (2.5)に対して Shannonエントロピー (2.7)は

S = −
∑
x

P (x)β(Feq − Ex) = β(E − Feq)

となる［規格化条件
∑
x P (x) = 1と内部エネルギーの定義 E =

∑
x P (x)Ex を用いた］．これを熱力

学的関係式 Feq = E − T (kBSeq)と比較すると，S = Seq と同定される．

ただし式 (2.7)において P (x)は任意の確率分布なので，Shannonエントロピーは非平衡状態に対しても定義

できることに注意する．非平衡エントロピーを上式 (2.7)で与える措置は，非平衡状態へと一般化された熱力

学第二法則が成り立つことから正当化される (2.4節)．

Shannonエントロピーが最大となる分布 P (x)は，

• 与えられた平均エネルギー E ［と規格化条件
∑
x P (x) = 1］の下で，カノニカル分布である．

［xはカノニカル集団］．

– Lagrangeの未定乗数法で証明できる［本稿次節］．

– 付録 A.3.1［の末尾］で KL情報量を用いた証明を行う．

• 平均エネルギーの拘束条件を外すと，［規格化条件
∑
x P (x) = 1の下で］一様分布

P (x) =
1

N
(xによらない)

である．

–［同様に Lagrangeの未定乗数法で証明できる (付録 A.1)．

KL情報量を用いた証明は付録 A.3.1(式 (A.33)の箇所)．］

– このとき

S = −
∑
x

1

N
ln

1

N
= lnN (Boltzmannエントロピー)

となる［xはミクロカノニカル集団］．
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■(コラム)熱平衡状態とは何か 特筆：熱浴と接触していない孤立した熱力学系では，熱平衡状態は古典相空

間の 1点だけ，あるいは量子系の単一のエネルギー固有状態に対応する可能性がある．このとき情報エントロ

ピーはゼロであって［ある xでのみ P (x) = 1だから (A.1節)］，熱力学エントロピーに一致しない．

2.2節について

■カノニカル分布が Shannonエントロピーを最大にすることの，未定乗数による証明 [3, pp.249–250] 拘束

条件
∑
x P (x) = 1, E =

∑
x P (x)Ex を考慮し，未定乗数 α, β を導入して

f(P (x), α, β) = −
∑
x

P (x) lnP (x)− α

(∑
x

P (x)− 1

)
− β

(∑
x

P (x)Ex − E

)
を考える．するとエントロピーの最大条件 (平衡条件)は，変分 δP (x) (すべて独立と見なせる)に対して

0 = δf = −
∑
x

(lnP (x) + 1 + α+ βEx) δP (x), P (x) = e−(1+α+βEx) = Ce−βEx (Cは xによらない定数)

となる．未定乗数 β を逆温度と見なせば，得られた分布はカノニカル分布に他ならない (規格化条件より

C = 1/Z)．

2.3　非平衡ダイナミクス

熱浴の影響でシステムの状態 x は確率的に時間発展するだけでなく，非平衡状態では一般に確率 P (x) も

時間変化する．そこで x→ x(t), P (x)→ P (x, t)のように，ここまで省略してきた時間依存性を明示する*1．

ここでは具体的な時間発展方程式を指定することなく，熱力学系の非平衡な時間発展を考える．

p.20脚注 5 : Markov過程

{
状態が離散的 → Markovジャンプ過程 (マスター方程式，3.4節)

状態が連続的 → Langevin方程式 (付録 B)

規格化条件より ∑
x

P (x, t) = 1 →
∑
x

∂P (x, t)

∂t
= 0 (all t)

となることに注意すると，Shannonエントロピー

S(t) ≡ −
∑
x

P (x, t) lnP (x, t)

の時間変化率は
dS(t)

dt
= −

∑
x

∂P (x, t)

∂t
lnP (x, t) (2.12)

と計算される．これは正にも負にもなり得る．

次に熱力学系の非平衡な時間発展に対して，熱や仕事を定義する．外部座標 λ (外場やポテンシャルの形に

対応，一般には多変数)が時間変化するとき，各エネルギー準位は λを通して時間に依存する：Ex = Ex(λ(t))．

これを簡単に Ex(t)と書くと，時刻 tにおける平均エネルギーは

E(t) =
∑
x

P (x, t)Ex(t)

*1 教科書では 2.1節冒頭 (p.15)でこの点を断っている
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であり，その時間変化率は

dE(t)

dt
=
∑
x

∂P (x, t)

∂t
Ex(t) +

∑
x

P (x, t)
∂Ex(t)

∂t
(2.19)

と表される．右辺第 1項は仮にエネルギー準位の変化 Ex(t)の変化がないとしたときのエネルギー変化であ

り，単位時間当たりの吸熱 Q̇に同定できる．実際，熱とは熱浴の影響による分布 P (x, t)の変化に伴うエネル

ギー変化である．他方，第 2項は外部座標の操作によるエネルギー準位の変化 ∂Ex(t)
∂t = ∂Ex(λ)

∂λ
dλ
dt の寄与を

表すので，単位時間にシステムのされた仕事 Ẇ と解釈できる．このとき上式 (2.19)は熱力学第一法則

dE

dt
= Q̇(t) + Ẇ (t) (2.22)

を表す．

2.3節について

■仕事の定義 (2.21):Ẇ (t) =
∑
x P (x, t)

∂Ex(t)
∂t について 外部座標として気体の体積 V を考えると，体積が

準静的に変化するとき，分布 P (x, t)は平衡分布 (カノニカル分布)で与えられる．そこで一般公式 (2.21)に

従って単位時間当たりに系のされる仕事を計算すると，

Ẇ =
∑
x

e−βEx

Z

(
∂Ex
∂V

V̇

)
= −V̇ 1

βZ

∂

∂V

∑
x

e−βEx = −V̇ 1

β

∂Z/∂V

Z
= −V̇ 1

β

∂

∂V
lnZ = V̇

(
∂F

∂V

)
T

= −pV̇

と表される．よって少なくともこの場合には，公式 (2.21)は正しい仕事を与えることが納得できる．

2.4　エントロピー生成と熱力学第二法則

2.4.1　平衡熱力学の第二法則

熱浴 (逆温度 β)に接したシステムの平衡状態間の変化における，［システムの］熱力学エントロピーの変化

を∆Seq，システムが吸収した熱量を Qとする．このとき［熱浴のエントロピー変化は −βQであり，熱浴を
含めた全体系は孤立系だから，全体系のエントロピー変化について］

∆Seq − βQ ≥ 0 (2.23)

が成立する (平衡熱力学の第二法則)．準静的過程では［システムの熱浴との温度差が無限小で，熱浴の逆温度

を用いて∆Seq = +βQと書けるので］上式 (2.23)における等号が成立する．系のエントロピー変化∆Seq 自

体は負になっても良い．実際，システムから熱浴に熱を捨てるとき (Q < 0)，［準静過程で ∆Seq = βQ < 0

より］システムのエントロピーは減少する．

この過程でシステムにされた仕事をW とすると，第一法則∆E = Q+W と［Feqの定義式］Seq = β(E−Feq)

［係数 β は熱浴の逆温度より一定］を用いて上式 (2.23)は，

0 ≤ ∆Seq − βQ = β(∆E −∆Feq −Q) = β(W −∆Feq), ∴W ≥ ∆Feq (2.24)

と書き換えられる．
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2.4.2　非平衡系の熱力学第二法則

非平衡過程においても，∆S を Shannonエントロピーの変化，Qを 2.3節で導入したシステムの吸熱とし

て，式 (2.23)と同じ形の不等式
∆S − βQ ≥ 0 (2.25)

が成り立つ (非平衡系の熱力学第二法則)．これは情報理論的な量 ∆S とエネルギー的な量 Qを関係付けてお

り，例えば∆S < 0ならば Q < 0となることが読み取れる．すなわちシステムの Shannonエントロピーを減

少させるには，熱を放出する必要がある (Landauer原理，詳しくは 4.4節)［熱力学エントロピーの場合 (2.4.1

節)と同じ］．式 (2.25)の左辺
σ ≡ ∆S − βQ (2.26)

は熱浴を含む全体系のエントロピー変化となっているので［平衡熱力学の式 (2.23)の箇所と同じ理由による］，

Prigogineにならって，それをエントロピー生成と呼ぶ．

• 式 (2.25):σ ≥ 0はMarkov過程で成立する．

– Markov過程の場合は，

σ̇ ≡ dS

dt
− βQ̇ ≥ 0 (2.28)

も成立する．

– 式 (2.28)を含め，Markovジャンプ系での証明は 3.4節，Langevin系での証明は付録 B.2．

• 式 (2.25):σ ≥ 0は全体系を Hamilton系として扱う場合でも成立する (3.1節［式 (3.18)］)．

– これはシステムが非Markov過程に従う場合も含んでいる．

– 非Markov過程では瞬間的には σ̇ < 0となり得る．

• 式 (2.25):σ ≥ 0は等号も実現できる (2.5節)．

★ 確率的にゆらぐ量としてのエントロピー生成 σ̂は負の値もとり，その確率はゆらぎの定理によって特徴

付けられる．他方，上式 (2.26)のエントロピー生成 σ はアンサンブル平均 ⟨σ̂⟩であり (教科書第 3章

の第 1文)，これは非負となることがゆらぎの定理から導かれる (式 (3.18))．

次に第二法則を仕事と自由エネルギーで表そう．Shannonエントロピー S を用いて非平衡自由エネルギー

F = E − β−1S (2.30)

を定義する．(カノニカル分布では S = Seq なので F = Feq となる．) また非平衡系に対して定義した Q,W

(2.3 節) に対して，第一法則 (式 (2.22) の時間積分) ∆E = Q + W が成り立つので，エントロピー生成

(2.26)は

σ ≡∆S − βQ = ∆S − β(∆E −W ) = β{W − (∆E − β−1)∆S}
=β(W −∆F )

と書き換えられる．よって第二法則 σ ≥ 0は平衡熱力学の式 (2.24)と同じ形

W ≥ ∆F (2.29)

に表される．
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図 5 2準位系の熱機関の模式図

なお一般の非平衡状態に対して
F ≥ Feq (2.32)

が成り立つ (等号成立は平衡状態のとき，証明は付録 A.3［式 (A.35)の箇所を参照］)．ここで初期状態 (平衡

状態，F = Feq)から終状態 (一般に非平衡，F = F ′)への自由エネルギー変化

∆F ≡ F ′ − Feq

を考える．また終時刻のエネルギー準位に対して計算した Z を用いて F ′
eq = −kBT lnZ を定義する［終時

刻のエネルギー準位のまま，平衡状態に緩和するまで待つことを想定すればよい (3.1.3節)］．ここで

∆Feq ≡ F ′
eq − Feq

とすると，式 (2.32)より［F ′ ≥ F ′
eq なので (それが式 (2.32)の意味である)］∆F ≥ ∆Feq となる．これを

第二法則 (2.29)と合わせると，
W ≥ ∆Feq (2.33)

が得られる．［これは第二法則 (2.29) と類似の関係であり，平衡熱力学の第二法則 (2.24) と整合している．］

上式 (2.33)は後述の Jarzynski (ジャルジンスキー)等式 (3.25)からも導かれる［式 (3.25)の直後を見よ］．

2.4.3　具体例：2準位系

熱力学第二法則 (2.25)の一般的な証明に先立ち，第二法則が成り立つことを直接確認できるようなトイモ

デルを紹介する．具体的には温度 T の熱浴と接した，x = 0, 1の 2状態を持つ系に対して，図 5に示すよう

な非平衡状態を含む過程を考える．
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note • 初期状態 (i)は，確率 p ̸= 1/2ならば非平衡分布である．

このことは対偶「カノニカル分布ならば p = 1/2」から分かる．

• (ii)の「クエンチ」とは，エネルギー準位を瞬間的に変化させることであり，教科書の初出は p.23

(2.3 節)．クエンチでは確率分布は変わらない (熱の定義より「瞬間的な熱の吸収はゼロとみなせ

る」(p.23)ことに対応)．

• カノニカル分布における状態 x = 0の確率

p′ ≡ 1

1 + e−β∆E
(2.3.4節 10行目)

は式 (2.6)による．

さて，2.3節の熱と仕事の定義に基づくと，熱は確率分布の変化に，仕事はエネルギー準位の変化に対応する

ので，各過程で系が吸収した熱とされた仕事は図 5のようにまとめられる．ただし，ここに

H(p) ≡ −p ln p− (1− p) ln(1− p)(= H(1− p)) (2.35)

は 2状態の Shannonエントロピーである．特に

Q1 =(p− p′)∆E,

Q2 = · · · = β−1(H(1/2)−H(p′)) = β−1 ln
2

1 + e−β∆E
− e−β∆E

1 + e−β∆E
∆E (2.34)

W2 = · · · = [−β−1 ln 2]− [−β−1 ln(1 + e−β∆E)] = −β−1 ln
2

1 + e−β∆E
(2.36)

については，本稿次節で教科書の計算を補足しつつまとめる．式 (2.34)において Shannonエントロピー変化

H(1/2)−H(p)は βQ2 に一致しており，これは平衡熱力学の正しい関係を与えている．また式 (2.36)は自由

エネルギー［F = −β−1 lnZ］の変化が，仕事W2 に一致することを意味している．これも期待される結果で

ある［準静過程では式 (2.24)の等号が成立］．

するとプロセス全体での熱と Shannonエントロピー変化はそれぞれ

Q =Q1 +Q2 = (p− p′)∆E + β−1(H(1/2)−H(p))

∆S ={H(1/2)−H(p)}+ {H(p′)−H(p)} = H(1/2)−H(p) (始・終状態の差)

となるので，エントロピー生成は

σ =∆S − βQ
=H(p′)−H(p)− (p− p′)β∆E

=p ln
p

p′
+ (1− p) ln 1− p

1− p′
≥0 (2.38)

と計算される［第 3の等号を本稿次節で確認］．ただし最後の不等号は，下から 2行目が確率分布 (p, 1− p)と
(p′, 1−p′)の間のKL情報量であり，一般にKL情報量は非負であることによる (付録A.3［式 (A.31),(A.32)］

を参照)．こうして少なくとも我々の具体例では，第二法則が成り立っていることを直接，確認できる．なお

等号 σ = 0が成り立つのは p = p′ のとき，すなわち初期分布 (p, 1 − p)がクエンチ後のカノニカル分布にな
るように ∆E を選んだ場合である (2.5節の一般論に整合)．
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プロセス全体での (系がされた)仕事は

W =W1 +W2 = (1− p)∆E − β−1 ln
2

1 + e−β∆E
= −Q (2.39)

であり［第 3の等号を本稿次節で確認］，第一法則 0 = ∆ ⟨E⟩ = Q+W が満たされている［準位の変化 ∆E

と区別するため，平均エネルギー変化を ∆ ⟨E⟩と書いた (始・終状態で ⟨E⟩ = E0)］．非平衡自由エネルギー

の変化は
∆F = ∆ ⟨E⟩ − β−1∆S = −β−1∆S.

2.4.3節について

■Q1 の式 (p.28下から 4行目)について 熱は平均エネルギー変化への確率分布の変化の寄与として定義さ

れるので (2.3節)，E0 を明示すれば

Q1 = (p′ − p)E0 + {(1− p′)− (1− p)}︸ ︷︷ ︸
p−p′

(E0 +∆E) = (p− p′)∆E

となる．このように E0 = 0と置かずとも E0 の項は相殺し，結果はエネルギーを測る基準によらない．

■Q2 の式 (2.34) について 準静過程 (iv) は無限に長い時間を要するので，その終状態 (v) は理論的に時刻

t = ∞ に設定される．他方，過程 (iv) の始状態を時刻 t = 0 に選ぶ．このとき途中の任意の時刻 t におけ

る 2準位のエネルギー差を E(t)とおくと，これは E(0) = ∆E から E(∞) = 0へと変化する．また 2状態

x = 0, 1の確率は式 (2.6)より，それぞれ順に

P (0) =
1

1 + e−βE
≡ 1− p̃, P (1) =

e−βE

1 + e−βE
≡ p̃

とおける．すると過程 (iv)での吸熱は，2.3節の定義に基づき

Q2 =

∫ ∞

0

{(
d

dt
(1− p̃)

)
E0 +

dp̃

dt
(E0 + E)

}
dt

と表される (E0 を明示した)．ここでも期待されるように，E0 の項が相殺することが見て取れる．ここから簡

単のために，エネルギーの基準を E0 = 0に選ぶことが正当化される．いずれにせよ

Q2 =

∫ ∞

0

dp̃

dt
Edt =

∫ ∞

0

(
d

dt

e−βE

1 + e−βE

)
Edt (2.34–1)

=

∫ 0

∆E

(
d

dE

e−βE

1 + e−βE

)
EdE

(
∵ d

dt
=

dE

dt

d

dE

)
(2.34–2)

となる．これを p̃に関する積分に書き換えよう．p̃の定義式を E について逆に解くと，

p̃ ≡ e−βE

1 + e−βE
= 1− 1

1 + e−βE
, ∴ e−βE =

1

1− p̃
− 1 =

p̃

1− p̃
, ∴ E = β−1 ln

1− p̃
p̃
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となるので，

(上式 (2.34-2)) =

∫ 0

∆E

(
dp̃
HHdE�

��
d

dp̃
p̃

)
β−1 ln

1− p̃
p̃

HHdE =

∫ 1/2

1−p′
β−1 ln

1− p̃
p̃

dp̃ (2.34–3)

=β−1

∫ 1/2

1−p′
{ln(1− p̃)− ln p̃}p̃

=− β−1

(∫ 1/2

p′
ln q̃dq̃ +

∫ 1/2

1−p′
ln p̃dp̃

)
(q̃ = 1− p̃)

=β−1
(
[q̃ ln q̃ − q̃]1/2p′ + [p̃ ln p̃− p̃]1/21−p′

)
= β−1{H(1/2)−H(p′)} (2.34–4)

を得る．式 (2.34)の最右辺を得るには，E に関する積分 (2.34–2)にまで戻って，部分積分を行えば良い：

(上式 (2.34-2)) =

[
e−βE

1 + e−βE
E

]0
∆E

−
∫ 0

∆E

e−βE

1 + e−βE
dE

=β−1

∫ 2

1+e−β∆E

du

u
− e−β∆E

1 + e−β∆E
∆E (u = 1 + e−βE)

=β−1 ln
2

1 + e−β∆E
− e−β∆E

1 + e−β∆E
∆E. (2.34–5)

■W2 の式 (2.36)について Q2 の計算 (2.34)と似た手順で，

W2 =

∫ ∞

0

{
(1− p̃)dE0

dt
+ p̃

d

dt
(E0 + E)

}
dt (E0を明示した)

=

∫ ∞

0

p̃
dE

dt
dt (E0によらない)

=

∫ 0

∆E

e−βE

1 + e−βE
dE =

[
−β−1 lnu

]2
1+e−β∆E (式 (2.34-2)と同じ積分)

による．

■エントロピー生成 (2.38)第 3の等号の確認

p′ =
1

1 + e−β∆E
, ∴ β∆E = ln

p′

1− p′

を用いて β∆E を消去すると，

H(p′)−H(p)− (p− p′)β∆E

=
XXXX−p′ ln p′−(1��−p′) ln(1− p′) ← H(p′)

+p ln p+(1− p) ln(1− p) ← −H(p)

−(pZZ−p
′) ln p′+(p��−p′) ln(1− p′) ← −(p− p′)β∆E

=p ln
p

p′
+(1− p) ln 1− p

1− p′

と書き換えられる．
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■仕事 (2.39)第 3の等号の確認 Q2 の式 (2.34)最右辺の表式を採用すると，

Q =(p− p′)∆E︸ ︷︷ ︸
Q1

+β−1 ln
2

1 + e−β∆E
−

1−p′︷ ︸︸ ︷
e−β∆E

1 + e−β∆E
∆E︸ ︷︷ ︸

Q2

=−
{
(1− p)β∆E − β−1 ln

2

1 + e−β∆E

}
となることによる．

2.4.4　複数の熱浴の場合

ν でラベルされた複数の熱浴 (温度 Tν，逆温度 βν ≡ 1/kBTν)がある場合，その各々からのシステムの吸熱

を Qν として，第一法則と第二法則はそれぞれ

W +
∑
ν

Qν = ∆E, σ ≡ ∆S −
∑
ν

βνQν ≥ 0 (2.40–41)

と一般化される (W,∆E はシステムのされる仕事とエネルギー変化)．

特に 2つの熱浴 ν = H,L (TH > TL)の間で働くサイクルを考えると，システムのした仕事をWext = −W
として第二法則は

Wext

QH
≤ 1− TL

TH
(2.42)

を与える［本稿次節で導出］．これは熱機関の効率 (左辺)の上限が，Carnot効率 (右辺)で与えられることを

示している．

2.4.4節について

■熱効率に対する不等式 (2.42) について もとの式 (2.40–41) において ∆S,Qν ,W が非平衡状態でも定

義できる量へ拡張されている点を除けば，導出は平衡熱力学の場合と変わらない．すなわちサイクルでは

∆E = 0,∆S = 0より，第一法則と第二法則はそれぞれ 0 = ∆E = QH +QL −Wext および

0 ≤��∆S −
QH

kBTH
− QL

kBTL
, ∴ QL

QH
≤ −TL

TH

となる．これらを組合せると式 (2.42):

Wext

QH
= 1 +

QL

QH
≤ 1− TL

TH

が得られる．

2.5　熱力学的可逆性

平衡熱力学において，熱力学的可逆性は次のように定義される．

ある平衡状態から別の平衡状態への遷移が熱力学的に可逆であるとは，外界に何ら影響を残すことな

く，その終状態を初期状態に戻せることを言う．
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これに対し非平衡状態は確率分布で特徴付けられることに対応して，非平衡の場合の熱力学的可逆性は確率分

布のレベルで定義される：

ある（一般には非平衡の）分布から別の分布への遷移が熱力学的に可逆であるとは，外界に何ら影響

を残すことなく，その終分布を初期分布に戻せることを言う．

このとき非平衡において熱力学的可逆性を実現するプロトコルは，単なる「ゆっくり」した操作 (平衡熱力学

での準静過程に対応)だけでなく，以下で見るように一般にクエンチを含む．簡単のため，温度 T の熱浴が 1

つだけある場合を考えよう (β ≡ 1/kBT )．今，

• 初期分布 P (x)，初期エネルギー準位 Ex

• 終分布 P ′(x)，終エネルギー準位 E′
x

が与えられたとすると，これらを繋ぐ可逆なプロトコルは以下のように構成できる．すなわちクエンチでは確

率分布では不変であり，そこで初期状態からのクエンチにより，初期分布がカノニカル分布 P (x) ∝ e−βẼx と

なるようなエネルギー準位 Ẽx を定義できる．同様に P ′(x) ∝ e−βẼ
′
x となるエネルギー準位 Ẽ′

x を定義す

ると，

Ex, P (x) −−−−−−→
(i) クエンチ

Ẽx, P (x) ∝ e−βẼx −−−−−−−→
(ii) 準静過程

Ẽ′
x, P

′(x) ∝ e−βẼ
′
x −−−−−−−→

(iii) クエンチ
E′

x, P
′(x)

は可逆である．実際，クエンチによってエネルギー準位の方を変化させるとこで，分布が常にカノニカル分布

になるようにしたため，平衡分布への不可逆な緩和が起きることはない．［そして手順を逆にたどれば，シス

テムの分布がもとに戻り，熱浴にも熱が戻されるので，非平衡での可逆の定義を満たしている．］

またこのプロセスでエントロピー生成 (2.26):σ = ∆S − βQがゼロであることも，次のように納得できる．
まずクエンチの過程 (i),(iii)では確率分布は不変なので，これに伴う熱の移動と Shannonエントロピーの変

化はともにゼロである．また準静過程 (ii)では∆S は平衡熱力学より∆Seq = βQに等しい．よってプロトコ

ル全体を通して σ = 0である．

note：可逆過程で σ = 0であること (非平衡状態も含めて)第二法則 σ ≥ 0を要求する．可逆過程で σ > 0

を仮定すると，全体系のエントロピーは状態量なので，逆の仮定で σ < 0 となる．これは第二法則

σ ≥ 0に矛盾するから，可逆過程では σ = 0．

■(コラム)熱力学と統計力学の関係 特筆：

この意味で，現代の非平衡系の研究においては，熱力学と統計力学は一体のものとして捉えるべきで

ある．(中略)したがって本書でも，熱力学と統計力学の言葉を特段に使い分けることはしない．

［ゆらぎの熱力学・非平衡統計力学は，平衡熱力学・平衡統計力学を特別な場合として含み，そのいずれとも

異なるような“何か”であるから，熱力学とも統計力学とも言い切れない．］
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第 3章　ゆらぎの熱力学

序文から抜粋：

なお，第 4章の情報熱力学の議論には，本章の内容は基本的に必要ない (脚注 1：ただし 4.5節では

3.4節の内容を用いる)．情報熱力学に主な興味がある読者は本章を飛ばし，第 4章に進まれたい．

なお本章においては，3.1節と 3.3節を飛ばして，3.2節と 3.4節から必要箇所を読んだ後に，3.5節

（非平衡定常熱力学）または 3.6節（熱力学不確定性関係）へと進むことも可能である．

3.1　ゆらぎの定理

序文を引用する：

本節ではまず，ゆらぐ熱やエントロピー生成を定式化し，ゆらぎの定理のもっとも基本的な形である

「詳細ゆらぎの定理」のステートメントを述べる．そこからいろいろな形のゆらぎの定理を導く．また，

システムと熱浴の全系をハミルトン系として扱うという設定のもとで，ゆらぎの定理を証明する．

3.1.1　ゆらぐ熱力学量

ν でラベルされた複数の熱浴 (逆温度 βν，化学ポテンシャルは考えない)に接したシステムを考える．ゆら

ぎの定理の定式化では，時刻 t = 0から τ までにシステムの状態 x(t)が通ってきた経路

xτ ≡ {x(t)}τt=0

が重要である［ベクトル表記は時系列 x(t1), x(t2), · · · の並びに対応か］．また操作パラメーター λの時間依

存性 (操作プロトコル)に対しても，同様の記法

λτ ≡ {λ(t)}τt=0

を適用する (決定論的な操作を考える限り，λτ は確率変数ではない)．ここでエネルギー準位は λ を通して

時間に依存することも思い出しておこう (Ex = Ex(λ(t)))．さらに操作プロトコル λτ の下でシステムの経

路 xτ が実現する確率密度 (経路確率)を P [xτ |λτ ]と書く．［その意味は本稿次節ですぐ後の式 (3.3)と合わ

せて考察する．また縦棒による条件つき確率の記法が踏襲されている (p.41脚注 8)．］次に経路 xτ と操作プ

ロトコル λτ に依存する物理量 Â[xτ ,λτ ]を考えると，［(決定論的な操作プロトコル λτ の下でさえ)経路 xτ

が確率的に振舞うので，］Â[xτ ,λτ ]は確率的な量となる (以降ハットは確率的な量を表す)．そこで経路確率

P [xτ |λτ ]を用い，物理量 Â[xτ ,λτ ]のアンサンブル平均を経路積分

⟨Â⟩ =
∫
DxτP [xτ |λτ ]Â[xτ ,λτ ] (3.3)

で定義する (左辺の λτ 依存性は省略，時間 τ を N 等分したときの離散時間 tk = k τN に対し Dxτ ∼

lim
N→∞

N∏
k=0

dx(tk))．［ここでは暗に連続変数 x が想定されていると考えられる (さもなくば経路積分が意味を

成さない)．離散変数 xの取扱いはMarkovジャンプ過程 (3.4節)に見られる．］
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さて，熱 Q̂ν [xτ ,λτ ]や仕事 Ŵ [xτ ,λτ ]は経路 xτ と操作プロトコル λτ に依存し，例えば仕事は操作パラ

メータを通したエネルギー変化

Ŵ [xτ ,λτ ] ≡
∫ τ

0

∂Ex(t)(λ)

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ(t)

dλ(t)

dt
dt (3.2)

として表される (熱の表式はMarkovジャンプ過程に対して 3.4.3節，Langevin系に対して付録 B.2)．［繰り

返しになるが，このように右辺は与えられた xτ ,λτ に対して一意的に定まるのに対し，xτ (や λτ ) が確率的

であるため，Ŵ [xτ ,λτ ]は確率的となる．］これらを式 (3.3)に従って平均した量 Qν = ⟨Q̂ν⟩ ,W = ⟨Ŵ ⟩が，
2.3節で定義した熱と仕事に当たる［本稿次節で補足］．また［経路 xτ を指定すれば始・終状態の系がとるエ

ネルギーが定まり］，経路レベルで熱力学第一法則 (エネルギー保存則)

Ex(τ)(λ(τ))− Ex(0)(λ(0)) =
∑
ν

Q̂ν [xτ ,λτ ] + Ŵ [xτ ,λτ ] (3.1)

が成り立つ［第一法則 (2.22)はこれを経路ごとの確率分布で平均した関係に当たる］．

ここで時刻 tにおける確率的な Shannonエントロピーを［自己情報量 (A.2)］

ŝ(x, t) ≡ − lnP (x, t) (3.4)

で定義すると，そのアンサンブル平均

⟨ŝ⟩ = −
∑
x

P (x, t) lnP (x, t)

は Shannonエントロピーとなる．［経路確率と終分布による平均は等しい (本稿次節の式 (1))．ここでは離散

的な xに対する表記が用いられている (連続変数 xに対しては式 (A.7)を用いる)．］よって時間 0 ≤ t ≤ τ で
の確率的なエントロピー生成を

σ̂[xτ ,λτ ] ≡ ŝ(x(τ), τ)− ŝ(x(0), 0)−
∑
ν

βνQ̂ν [xτ ,λτ ] (3.5)

で定義すると，このアンサンブル平均はエントロピー生成 (2.40)に一致する：⟨σ̂⟩ = σ［本稿次節で考察］．

3.1.1節について

■経路確率とアンサンブル平均 (3.3)について 経路積分 (3.3)には図 6のようなあらゆる経路が寄与する [3,

p.157]．

一般の物理量 Ax(τ, λ(τ)) = Â[xτ ,λτ ]の経路積分 (3.3)による平均と，第 2章における確率密度 P (x, τ)に

よる平均の関係を調べよう．煩わしい操作パラメータ λを省略して書けば，離散時間 tk = k τN に対し 3.1.2節

で導入される条件つきの経路確率 P [xτ |x(0)]は，式 (B.24)の箇所にあるように，遷移確率 P (xk|xk−1; tk−1)

を用いて

P [xτ |x(0)] =
N∏
k=1

P (xk|xk−1; tk−1)

と表される (Marlov 過程を仮定)．これに初期分布 P (x(0), 0) を掛けると，経路確率 P [xτ ] になる (教科書
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図 6 各時刻 tk = k∆t (k = 0, · · · , N)における系の状態 xk を指定して得られる経路

p.43，l.3–4)．このとき経路積分 (3.3)は

⟨Â⟩ ≡
∫
DxτP [xτ ]Â[xτ ] = lim

N→∞

∫ ( N∏
k=0

dxk

)(
N∏
k=1

P (xk|xk−1; tk−1)

)
P (x(0), 0)Â[xτ ]

= lim
N→∞

∫
dx0

(
N∏
k=1

∫
dxkP (xk|xk−1; tk−1)

)
P (x(0), 0)Â[xτ ]

となる．ただしあらゆる確率分布は適切に規格化されているとして，全ての式を比例関係「∼」ではなく厳密
な等号で結んだ．ここで速記術的に P (x(tk), tk)→ P (k), P (xk|xk−1; tk)→ P (k|k − 1)とおけば，

⟨Â⟩ = lim
N→∞

∫
dx0 · · · dxNP (N |N − 1) · · ·P (1|0)P (0)Â[xτ ].

次に Chapman-Kolmogorov方程式を利用して [4, p.75]，途中の時刻の値 xk = x(tk)に関する積分を実行す

ると，その結果は始・終状態に関する積分になる：

⟨Â⟩ = lim
N→∞

∫
dx0dxNP (N |0)P (0)Â[xτ ]. (1)

このように経路積分 (3.3)では始・終分布の両方についても平均をとっていることになる．

特に終状態のみに関する物理量 Â[xτ ] = Ax(τ) に対して，上式 (1) は最終的な時刻 τ における確率分布

P (x, τ)による平均

⟨Â⟩ = lim
N→∞

∫
dxN

(∫
dx0P (N |0)P (0)

)
︸ ︷︷ ︸

P (N)

Ax(τ) =

∫
dxP (x, τ)Ax(τ) (2)

と変わらないことになる．また上式 (1)は見かけ上，初期分布と終分布に関して非対称である．しかし Bayes

の定理 (4.2)(あるいは等価的に式 (A.12)):

P (N |0)P (0) = P (0|N)P (N)
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を用いると，始状態のみに関する物理量 Â[xτ ] = Ax(0)に対して，上式 (1)は同様に，初期分布 P (x0, 0)に

よる平均

⟨Â⟩ = lim
N→∞

∫
dx0

(∫
dxNP (0|N)P (N)

)
︸ ︷︷ ︸

P (0)

Ax(0) =

∫
dx0P (x0, 0)Ax(0) (3)

に書き換えられる．

以上の 2式 (2),(3)より，エントロピー生成 (3.5)の右辺第 1項 ŝ(x(τ), τ)と第 2項 ŝ(x(0), 0)の経路積分

(3.3)による平均はそれぞれ，Shannonエントロピー

S(τ) ∼ −
∑
x

P (x, τ) lnP (x, τ), S(0) ∼ −
∑
x

P (x, 0) lnP (x, 0)

であることになり，確かに式 (3.5)の「アンサンブル平均は，式 (2.40)で導入したエントロピー生成と一致す

る」(pp.40–41)．

しかし同じ論法を仕事 (3.2):Ŵ [xτ ] = Ex(τ)− Ex(0)にも適用すれば，その平均は

⟨Ŵ ⟩ 仮=
∫
P (x, τ)Ex(τ)dx−

∫
P (x, 0)Ex(0)dx

と表されることになる．ところがこれは平均エネルギー変化であって，正しくは仕事は 2.3節より

W =

∫ τ

0

dt

∫
dxP (x, t)

∂Ex
∂t

=

∫
dx{P (x, τ)Ex(τ)− P (x, 0)Ex(0)}︸ ︷︷ ︸

平均エネルギー変化

−
∫ τ

0

dt

∫
dx
∂P (x, t)

∂t
Ex︸ ︷︷ ︸

Q̇

(部分積分した)

である．この不条理は仕事 (3.2)が途中の経路に依る量であるにも関わらず，操作プロトコル λτ を省略して

Ŵ [xτ ] = Ex(τ)− Ex(0)

と書き，あたかも始・終状態だけで決まる量であるかのように扱ったことに起因していると考えられる．公式

(2),(3)自体も λτ 依存性をあからさまには考慮していない．

仕事 (3.2)の (時刻 t = τ における)瞬間的な時間変化率

ˆ̇W (τ) = Ėx(λ(τ))

に対して式 (2)を適用する分には問題なく，このとき

⟨ ˆ̇W ⟩ =
∫

dxP (x, τ) ˆ̇W (τ)

となる．これは 2.3節の仕事の定義 Ẇ =
∑
x P (x, t)

∂Ex(t)
∂t と整合している．

3.1.2　詳細ゆらぎの定理

準備として時間反転の概念を明確化する．x が時間反転で符号を反転させる変数を含んでいる場合，そ

の符号を反転させた変数を x∗ と書く．例えば位置 r と運動量 p に対して連続変数 x = (r, p) を考えると，

x∗ = (r,−p)である．これを用いて経路 x(t)の時間反転を

x†(t) = x∗(τ − t)

で定義する．
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図 7 一様不変な磁場H 中の荷電粒子の円運動 x = (r,p)とその時間反転 x†(t)．ここではベクトル量を

太字で表した．

note これはもとの運動 x(t)の“逆再生”となっていることが，図 7から見て取れる．

また操作パラメータ λについても同様に，操作プロトコルの時間反転

λ†(t) = λ(τ − t)

を定義できる．例えば磁場 λ = H に対しては H∗ = −H である．

note 荷電粒子の運動方程式 ṗ = e
(
E + v

c ×H
)
は入れ替え t→ −t,H → −H の下で不変である (電場 E

はそのまま)．よってある電磁場の下での荷電粒子の運動が運動方程式に従って実現可能ならば，反転

した磁場の下で時間を巻き戻した運動も可能である [5, p.55]．再び図 7の具体例も参照．

• 初期状態 x(0)と操作プロトコル λτ ≡ {λ(t)}τt=0 の下での経路 xτ ≡ {x(t)}τt=0 を順過程と呼び，

それが実現する (条件つき)確率密度を P [xτ |x(0),λτ ]と書く．
• 初期状態 x†(0)と操作プロトコル λ†

τ ≡ {λ†(t)}τt=0 の下での経路 x†
τ ≡ {x†(t)}τt=0 を逆過程と呼び，

それが実現する (条件つき)確率密度を P [x†
τ |x†(0),λ†

τ ]と書く．

dx = dx∗ なので，経路積分要素は Dxτ = Dx†
τ を満たす．

• xと λの時間反転に対する，システムのエネルギー (ハミルトニアン)の不変性

Ex(λ) = Ex∗(λ∗)

を仮定する．このときエネルギーの変化は

Ex(τ)(λ(τ))− Ex(0)(λ(0)) = −[Ex†(τ)(λ
†(τ))− Ex†(0)(λ

†(0))]

となり［左辺第 1,2項と右辺第 2,1項が等しい］，時間反転で符号が変わる．

• 熱も経路の時間反転に対して符号を変えると仮定する：Q̂ν [x†
τ ,λ

†
τ ] = −Q̂ν [xτ ,λτ ].

すると

• 第一法則 (3.1)より，仕事も符号を変える：Ŵ [x†
τ ,λ

†
τ ] = −Ŵ [xτ ,λτ ].
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• シャノン・エントロピー変化［ŝ(x(τ), τ)− ŝ(x(0), 0)］も［エネルギー変化と同様に］
符号を変えるので，エントロピー生成 (3.5)も符号を変える：σ̂[x†

τ ,λ
†
τ ] = −σ̂[xτ ,λτ ].

さて，局所詳細つり合い (local detailed balance)は順過程と逆過程の (条件つき)経路確率の比が

P [x†
τ |x†(0),λ†

τ ]

P [xτ |x(0),λτ ]
= e

∑
ν βνQ̂ν [xτ ,λτ ] (3.6)

のように，熱で与えられることを主張する*2．局所詳細つり合い (3.6)はいわゆる［平衡状態における］詳細

つり合いよりもはるかに一般的な関係式である［通常の詳細つり合い (3.90)との類似性に注意］．

順過程と逆過程の確率分布は，各々の初期分布を P (x, 0), PB(x, 0)として

P [xτ |λτ ] = P [xτ |x(0),λτ ]P (x(0), 0), P [x†
τ |λ†

τ ] = P [x†
τ |x†(0),λ†

τ ]PB(x
†(0), 0)

と書ける．ここで順過程が終了してから，ただちに x(τ)を x∗(τ)に反転させて逆過程を始める場合を想定す

るならば，PB の関数形を PB(x, 0) = P (x∗, τ)と選べば良い．実際，このとき

PB(x
†(0), 0) = PB(x

∗(τ), 0) = P (x(τ), τ)

となって，逆過程の初期分布は順過程の終分布に一致する．この設定の下で式 (3.6)は詳細ゆらぎの定理

P [x†
τ |λ†

τ ]

P [xτ |λτ ]
= e−σ̂[xτ ,λτ ] (3.7)

を与える［本稿次節で確認］*3．これは逆過程の起こる確率が順過程のそれに比べてエントロピー生成の指数

関数だけ小さいことを意味しており，不可逆性を定量化している．

3.1.2節について

■「マルコフジャンプ過程の場合は，熱浴ごとの詳細つり合いの直接の帰結と理解できる」(p.42，l.10–11)に

ついて (局所詳細つり合い (3.6)と等価な)詳細ゆらぎの定理 (3.7)は，Markovジャンプ過程では式 (3.109)

において示され，その第 2の等号では熱浴ごとの詳細つり合い (3.98)を用いることになる．

■「全体として (の)詳細つり合い」(p.42，l.12)について 式 (3.114)下 4行の記述より，式 (3.118)の和の

中身がゼロとなる条件
R(x′|x; t)PSS(x; t) = R(x|x′; t)PSS(x

′; t) (4)

を指すと考えられる．単一の熱浴 (逆温度 β)に対しては定常分布 PSS をカノニカル分布 Pcan(x) ∼ e−βEx に

置き換えた式 (3.90–92)が通常の詳細つり合いを表すのに対し，温度の異なる複数の熱浴と接したシステムで

はそもそもカノニカル分布を定義できず，また熱浴ごとの詳細つり合い (3.98):

R(x′|x; t)e−βνEx(t) = R(x|x′; t)e−βνEx′ (t)

の熱浴 ν にわたる和をとっても上式 (4)は得られないと考えられる．よって「異なる温度の熱浴が複数あ」る

場合には，「全体として詳細つり合いは破れていてもよい」(p.42，l.11–12)．さらに上式 (4)は，式 (3.86)で

定義した確率流 J(x′|x; t) ̸= 0を意味する．

*2 左辺の引数の確率変数は，xの遷移がどの熱浴 ν で生じたかの履歴を含んでいると見なさなければならない (後述の詳細ゆらぎの
定理 (3.7)も同様)．

*3 これを便宜的に σ̂ の定義式のように見なすこともあるが，両辺は異なる物理的な意味を持つ．
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■詳細ゆらぎの定理 (3.7)の導出 局所詳細つり合い (3.6)と PB(x
†(0), 0) = P (x(τ), τ)より，

P [x†
τ |λ†

τ ]

P [xτ |λτ ]
=
P [x†

τ |x†(0),λ†
τ ]

P [xτ |x(0),λτ ]
· P (x(τ), τ)
P (x(0), 0)

= e
∑

ν βνQ̂ν [xτ ,λτ ]
P (x(τ), τ)

P (x(0), 0)

である．ここで最右辺第 2の因子の対数をとって，定義式 (3.4),(3.5)を考慮すると，

ln
P (x(τ), τ)

P (x(0), 0)
=− ŝ(x(τ), τ) + ŝ(x(0), 0) = −

∑
ν

βνQ̂ν [xτ ,λτ ]− σ̂[xτ ,λτ ],

∴ P (x(τ), τ)

P (x(0), 0)
=e−

∑
ν βνQ̂ν [xτ ,λτ ]−σ̂[xτ ,λτ ]

となる．これを上式に代入して式 (3.7)を得る．

3.1.3　いろいろなゆらぎの定理

やや羅列的になるが，詳細ゆらぎの定理から派生するいろいろな関係式を導く．

まず順過程と逆過程とで，エントロピー生成が特定の値 aをとる確率をそれぞれ

P (σ̂ = a) ≡
∫
DxτP [xτ |λτ ]δ(σ̂[xτ ,λτ ]− a), PB(σ̂ = a) ≡

∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]δ(σ̂[x
†
τ ,λ

†
τ ]− a) (3.8–9)

とする (δ(· · · )はデルタ関数)と［本稿次節で補足］，詳細ゆらぎの定理 (3.7)はCrooks (クルックス)のゆら

ぎの定理
P (σ̂ = a)

PB(σ̂ = −a)
= ea (3.11)

を与える．これはエントロピー生成が順過程で正となる得られる確率が，逆過程で負となる確率よりも指数関

数的に大きいことを，式 (3.7)よりも直接的に示している．

上式 (3.11)の導出

P (σ̂ = a) ≡
∫
DxτP [xτ |λτ ]δ(σ̂[xτ ,λτ ]− a) (式 (3.8))

=

∫
DxτP [x

†
τ |λ†

τ ]e
σ̂[xτ ,λτ ]δ(σ̂[xτ ,λτ ]− a) (∵ 式 (3.7))

=

∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]e
−σ̂[x†

τ ,λ
†
τ ]δ(−σ̂[x†

τ ,λ
†
τ ]− a)

(∵ Dxτ = Dx†
τ , σ̂[xτ ,λτ ] = −σ̂[x†

τ ,λ
†
τ ] (3.1.2節))

=eaPB(σ̂ = −a). ［式 (3.9)同様，もっともらしい］ (3.10)

これは式 (3.11)に他ならない．

また積分型ゆらぎの定理 (integral fluctuation theorem)

⟨e−σ̂⟩ = 1 (3.12)

も成立する．

上式 (3.12)の導出 Crooksのゆらぎの定理 (3.11)より

⟨e−σ̂⟩ ≡
∫

daP (σ̂ = a)e−a =

∫
daPB(σ̂ = −a) = 1 : (3.12)
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を得る［最後の等号は確率の規格化条件による］．あるいは詳細ゆらぎの定理 (3.7)に立ち戻って，

⟨e−σ̂⟩ ≡
∫
DxτP [xτ |λτ ]e−σ̂[xτ ,λτ ] =

∫
DxτP [xτ |λτ ]

P [x†
τ |λ†

τ ]

P [xτ |λτ ]
=

∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ] = 1 (3.13)

とすることもできる (最後の等号が成り立たない場合 (絶対不可逆性)に関する教科書 p.44の脚注を省

略)．［これら 2通りの ⟨e−σ̂⟩の定義の等価性を本稿次節で確認する．］

ここで一般に任意の物理量 Â[xτ ]に対して，川崎表現と呼ばれる公式

⟨Âe−σ̂⟩ ≡
∫
DxτP [xτ |λτ ]Â[xτ ]e−σ̂[xτ ,λτ ] =

∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]Â[xτ ] ≡ ⟨Â⟩
†

(3.15–16)

が成り立つことに注目する［第 2の等号は Dxτ = Dx†
τ と式 (3.7)による］．これは 3.3.2節で久保公式の導

出に用いる．積分型ゆらぎの定理 (3.12)は Â = 1の場合にあたる．また Âが終状態だけで決まる量 Â(x(τ))

であり，しかも時間反転対称性 Â(x) = Â(x∗)を満たす場合，上式 (3.15–16)の右辺は

⟨Â⟩
†
=

∫
dx†(0)PB(x

†(0), 0)Â(x†(0)) (3.17)

と書ける［本稿次節で確認］．

また平均 ⟨σ⟩に対しては第二法則 ⟨σ⟩ ≥ 0が成り立つ．

第二法則の導出 積分型ゆらぎの定理 (3.12):⟨e−σ̂⟩ = 1 と凸不等式 (Jensen (イェンセン) 不等式) ⟨e−σ̂⟩ ≥
e−⟨σ̂⟩ ［本稿次節で補足］を組合せれば得られる．

あるいは詳細ゆらぎの定理 (3.7)に立ち戻って，

⟨e−σ̂⟩ ≡
∫
DxτP [xτ |λτ ]e−σ̂[xτ ,λτ ] =

∫
DxτP [xτ |λτ ]

P [x†
τ |λ†

τ ]

P [xτ |λτ ]
≥ 0 (3.18)

としても良い．最後の不等号は第 3辺が KL情報量に他ならず (A.3節の式 (A.31)参照)，非負である

ことによる．このことはまた，エントロピー生成 ⟨σ̂⟩が順過程と逆過程の経路確率間の「距離」と解釈
できることを意味しており［A.3節］，やはり ⟨σ̂⟩は［式 (3.7)における σ̂と同様］，不可逆性の指標と言

える．なお，上式 (3.18)は河合-Parrondo (パロンド)-Broeck (ブロック)の式と呼ばれることがある．

エントロピー生成 σ̂ のキュムラント生成関数

Φ(χ) ≡ − ln ⟨e−χσ̂⟩ (3.20)

(χは実変数，付録 A.5)を導入すると，積分型ゆらぎの定理 (3.12)は Φ(1) = 0と書ける．また Φ(χ)のキュ

ムラント展開 (χによる展開 (A.50))で χ = 1とおくと

0 = Φ(1) = ⟨σ̂⟩ − 1

2
(⟨σ̂2⟩ − ⟨σ̂⟩2) + · · ·

となる［A.5節］．これは Φ(1) = − ln ⟨e−σ̂⟩の σ̂ による展開ともなっており，展開を 2次で打ち切ると

⟨σ̂⟩ ≃ 1

2
(⟨σ̂2⟩ − ⟨σ̂⟩2) (3.19)

が得られる (σ̂が Gauss分布に従うとき，これは厳密に正しい［A.5節］)．これはエントロピー生成の期待値

(散逸)とその分散 (ゆらぎ)を関係付けているため，ある種の揺動散逸定理と見なされる．［右辺の分散が非負

であることは，先に示した第二法則 ⟨σ̂⟩ ≥ 0より左辺も非負であることと整合している．］
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さらに逆過程のキュムラント生成関数

Φ†(χ) ≡ − ln

∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]e
−χσ̂[x†

τ ,λ
†
τ ]

を導入すると，ゆらぎの定理はキュムラント生成関数の対称性

Φ(χ) = Φ†(1− χ) (3.22)

として表すことができる．

上式 (3.22)の導出 川崎表現 (3.15–16)［ゆらぎの定理 (3.12)を含む］に Â[xτ ] ≡ e(−χ+1)σ̂[x†
τ ,λ

†
τ ] を代入す

ると

⟨e−χσ̂⟩ =
∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]e
(−χ+1)σ̂[xτ ,λτ ]

=

∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]e
−(1−χ)σ̂[x†

τ ,λ
†
τ ] (∵ σ̂[xτ ,λτ ] = −σ̂[x†

τ ,λ
†
τ ])

となる．両辺の対数をと (り負号を付け)ると，式 (3.22)が得られる．

特に磁場のような時間反転で符号を変えるパラメータがなければ，定常状態 (操作パラメータと確率分布が

時間依存しない) では順過程と逆過程の区別がないので，Φ(χ) = Φ(1 − χ) が成り立つ．これは 3.3.1 節で

Onsager (オンサーガ―)の相反定理の証明に用いる．

さて，詳細ゆらぎの定理 (3.7)を導く際には，順過程を終了してから直ちに逆過程を始めることを想定した．

それに対し，ここでは異なる逆過程の初期分布の選び方をしてみる．熱浴は 1 つだけと仮定し，［3.1.2 節に

引き続き］エネルギー準位の時間反転対称性 Ex(λ) = Ex∗(λ∗)を仮定する．また順過程の初期分布をカノニ

カル分布 P (x(0), 0) ≡ Pcan(x(0);λ(0))とする．このとき終分布 P (x(τ), τ)はカノニカル分布とは限らない．

そこで終分布が平衡状態に緩和するまで待ってから逆過程を始める場合を想定して，逆過程の初期分布をカノ

ニカル分布 PB(x
†(0), 0) ≡ Pcan(x

†(0);λ†(0)) に設定する．このときエントロピー生成

σ̂W ≡− lnPB(x
†(0), 0) + lnP (x(0), 0)− βQ̂[xτ ,λτ ]

=β(Ŵ [xτ ,λτ ]−∆Feq), (3.23)

with ∆Feq ≡Feq(λ(τ))− Feq(λ(0))

を定義すると，これは順過程の終状態もカノニカル分布であれば σ̂W = σ̂ となる［以上，本稿次節で補足］．

また詳細ゆらぎの定理 (3.7)は
P [x†

τ |λ†
τ ]

P [xτ |λτ ]
= e−σ̂W[xτ ,λτ ] (3.24)

に置き換わる［本稿次節で導出］．ここから σ̂W についても，これまで紹介した派生的ゆらぎの定理が成り立

つことになる．［実際，式 (3.23)の σ̂W も σ̂ と同様，時間反転に対して符号を変えることに注意すると，これ

までの式 (3.8–13),(3.15–16),(3.18–20),(3.22) において単に σ̂ → σ̂W と置き換えただけの式がそのまま成り

立つことが納得できる．］特に積分型ゆらぎの定理 (3.12)は

1 = ⟨e−σ̂W⟩ = ⟨e−βŴ ⟩ eβ∆Feq (∵ ∆Feqは途中の経路によらない)

∴ ⟨e−βŴ ⟩ = e−β∆Feq (3.25)
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に置き換わる．上式 (3.25)は Jarzynski (ジャルジンスキー)等式と呼ばれる．［積分型ゆらぎの定理 (3.12)

と指数関数の凸性から第二法則 ⟨σ̂⟩ ≥ 0が導かれたのと同様，］Jarzynski等式 (3.25)と指数関数の凸性から

0 ≤ ⟨σ̂W⟩ = β(W −∆Feq), ∴W ≥ ∆Feq

が得られる (ただしW ≡ ⟨Ŵ ⟩)．これは既に導いた式 (2.33)に他ならない．Jarzynski等式 (3.25)は仕事か

ら自由エネルギー変化を推定するのに用いられる．

3.1.3節について

■定義式 (3.8–9)について 直観的にはもっともらしい．場に関する経路積分からゲージ条件を満たす場の時

間変化だけを選び出すのにも，デルタ (汎)関数を組み込む同様の技法を用いた [6, p.366]．

■式 (3.12)導出時における 2通りの ⟨e−σ̂⟩の定義の等価性 定義式 (3.8)を代入すると直接，確かめられる：∫
daP (σ̂ = a)e−a =

∫
da

(∫
DxτP [xτ |λτ ]δ(σ̂[xτ ,λτ ]− a)

)
e−a

=

∫
DxτP [xτ |λτ ]

(∫
daδ(σ̂[xτ ,λτ ]− a)e−a

)
=

∫
DxτP [xτ |λτ ]e−σ̂[xτ ,λτ ].

■式 (3.17)の導出 仮定より Â[xτ ] = Â(x(τ)) = Â(x∗(τ)) = Â(x†(0))なので，

⟨Â⟩
†
=

∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]Â(x
†(0)).

ここに 3.1.1節のノートで示しておいた公式 (3)を適用すると，式 (3.17)を得る．

■凸不等式を利用した第二法則の導出について 凸不等式 (Jensen不等式)そのものを用いずとも，その基本

的なアイデアに立ち戻って次のようにすれば十分である．すなわち指数関数 y = ex のグラフは下に凸なので，

接線との上下関係 ex ≥ 1 + xが成り立つ．ここで x = −σ̂ とおき，積分型ゆらぎの定理 (3.12)を用いると，

1 = ⟨e−σ̂⟩ ≥ 1− ⟨σ̂⟩ , ∴ ⟨σ̂⟩ ≥ 0

を得る．

■「Pcan(x;λ) = Pcan(x
∗;λ∗)」(p.47，l.3) の確認 3.1.2 節と同様のエネルギー準位の時間反転対称性

Ex(λ) = Ex∗(λ∗) (p.47，l.2)の下で，カノニカル分布 (2.5):

Pcan(x;λ) = eβ(Feq(λ)−Ex(λ))

における自由エネルギー
Feq(λ) = −β−1 lnZ(λ) = −β−1

∑
x

e−βEx(λ)

も時間反転 (x, λ)→ (x∗, λ∗)に関して対称になっていることによる．

■「PB(x
†(0), 0) = Pcan(x(τ);λ(τ))」(p.47，l.10)の確認

PB(x
†(0), 0) =Pcan(x

†(0);λ†(0)) (∵ カノニカル分布の仮定 (p.47, l.7))

=Pcan(x
∗(τ), λ∗(τ)) (∵ 3.1.2節の定義)

=Pcan(x(τ), λ(τ)). (∵ p.47, l.3の式 Pcan(x;λ) = Pcan(x
∗;λ∗))
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■式 (3.23)の σ̂W について 式 (3.23)の 1行目

σ̂W ≡ − lnPB(x
†(0), 0) + lnP (x(0), 0)− βQ̂[xτ ,λτ ]

は大まかにはエントロピー生成の定義式 (3.5):

σ̂ ≡ − lnP (x(τ), τ) + lnP (x(0), 0)− βQ̂[xτ ,λτ ]

と同じ形をしている．しかしシステムのエントロピー変化の項が順過程の終状態から平衡状態への緩和過程を

含んでいるのに対し，Q̂[xτ ,λτ ]は順過程の終状態までの吸熱となっている．「もしも順過程の終状態もカノニ

カル分布であるとしたら」(p.47，l.14–15)，

PB(x
†(0), 0) =Pcan(x(τ);λ(τ)) (p.47, l.10)

=P (x(τ), τ)

より「σ̂W = σ̂ となる」(p.47，l.15)．また平衡状態への緩和過程では分布の変化に伴い，システムはゼロで

ない熱量 ∆Qを得るので，緩和過程も含めたエントロピー生成は

σ̂(緩和まで) = − lnPB(x
†(0), 0) + lnP (x(0), 0)− β(Q̂[xτ ,λτ ] +∆Q) = σ̂W − β∆Q

と表されると考えられる．

式 (3.23)第 2の等号の確認に移ろう．式 (3.23)の 1行目の表式にカノニカル分布

P (x(0), 0) = eβ(Feq(λ(0))−Ex(0)(λ(0))), etc.

を代入する．さらに第一法則 (3.1)を用いて，順過程の終状態までの吸熱 Q̂[xτ ,λτ ]を消去すると，

σ̂W =− β{Feq(λ(τ))− Ex(τ)(λ(τ))}+ β{Feq(λ(0))− Ex(0)(λ(0))} − β{Ex(τ)(λ(τ))− Ex(0)(λ(0))− Ŵ [xτ ,λτ ]}

=β[Ŵ [xτ ,λτ ]− {Feq(λ(τ))− Feq(λ(0))}]

を得る．

■式 (3.24)の導出 改めて詳細ゆらぎの定理 (3.7)の導出と同様の手順を踏むと，まず

P [x†
τ |λ†

τ ]

P [xτ |λτ ]
=
P [x†

τ |x†(0),λ†
τ ]

P [xτ |x(0),λτ ]
· PB(x

†(0), 0)

P (x(0), 0)

である．右辺第 1 の因子は順過程と逆過程に関する終状態までの経路確率の比であって，局所詳細つり合い

(3.6)により eβQ̂ と書き換えられる (Q̂[xτ ,λτ ]の引数を省略した)．指数に緩和過程の吸熱 ∆Qを含めてはな

らない．ここまでは詳細ゆらぎの定理 (3.7)の導出過程と同じである．ところが第 2の因子に関しては，σ̂W

の定義式 (3.23)により

ln
PB(x

†(0), 0)

P (x(0), 0)
= −(σ̂W + βQ̂), ∴ PB(x

†(0), 0)

P (x(0), 0)
= e−(σ̂W+βQ̂)

と表されるので，式 (3.24)を得る．
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3.1.4　ハミルトン系でのゆらぎの定理の導出

本節では［教科書の説明を補足しつつ］，Hamilton系における詳細ゆらぎの定理の証明を概説する．［詳細

ゆらぎの定理はもとの局所詳細つり合い (3.6)と等価である (3.1.2節の状況設定の下で)．］証明において本質

的な仮定は

• Hamilton系の性質 (可逆性と Liouvilleの定理)

• 順過程と逆過程とで，熱浴の初期状態がカノニカル分布であること
(初期分布以外はカノニカル分布でなくても良い)

の 2点である．詳細ゆらぎの定理のMarkovジャンプ過程に対する証明は 3.4.3節で，Langevin系に対する証

明は B.2.2節で改めて個別的に与える．ところで実はいろいろな確率過程 (Markovジャンプ過程，Langevin

系，非Markov過程)もまた，システムと熱浴の全系を Hamilton系とするモデルから導き得る．詳細ゆらぎ

の定理がこれらの確率過程においても広く成立するのは，このことに関係していると考えられる．

さて，システムの状態を x，操作パラメータを λで表す．また各熱浴 ν (逆温度 βν)の状態を zν で表し，こ

れらをまとめて z ≡ (z1, z2, · · · )と書く．また［3.1.2節と同様，］全系のハミルトニアンの時間反転対称性

H(x, z, λ) = H(x∗, z∗, λ∗)

を仮定する．ただし熱浴のハミルトニアンは λに依存しないものとする．

note これは熱浴 ν のエネルギー準位に対する仮定

E(ν)
zν = E

(ν)
z∗ν

(p.49，l.3)

と整合している．また熱浴のハミルトニアンは操作パラメータ λを通した時間依存性を持たないため，

熱浴のエネルギー準位は状態の時間発展 zν(0)→ zν(τ)に伴って変化しないと考えられる：

E
(ν)
zν(τ)

= E
(ν)
zν(0)

. (5)

これら 2式を組合せると，順過程と逆過程の始状態のエネルギーに関する関係

E
(ν)
z∗ν(τ)

= E
(ν)
zν(0)

(6)

が見出される．

順過程の熱浴の初期分布をカノニカル分布

PB,can(z(0)) ≡
∏
ν

e
βν(Feq,ν−E(ν)

zν (0)
)

と仮定する (本節では分布の時間に関する引数は省略)．

note 熱浴どうしが独立であることを考慮した．添字 Bは bathの頭文字と考えられる．3.1.2節で導入した，

逆過程 (backward process) におけるシステムの分布 PB にも同じ添字が (違う意味で) 用いられてお

り，混同に注意する．

またシステムの初期分布を P (x(0))とし，熱浴とは独立とすると，全系の初期状態は

P (x(0))PB,can(z(0))
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図 8 体積 dx(tk)dz(tk)を保存したまま時間方向に伸びるチューブ

で与えられる．ここで Hamilton系の時間発展は決定論的であり，微小区間 dx(0)dz(0)に含まれる初期状態

の代表点は図 8のように，Liouvilleの定理に従ってその体積を変えることなく，各時刻 tk の区間

dx(0)dz(0), dx(t1)dz(t1), dx(t2)dz(t2), · · · , dx(τ)dz(τ) (7)

を通る (dx(tk)dz(tk) = dx(0)dz(0))．

note これは物理量が確率的であっても，全系の確率分布そのものは決定論的に時間発展することを意味す

る．ちょうど量子力学において確率分布 (波動関数)の従う Schrödinger方程式が，決定論的な時間発

展方程式であるのと同じ事情である．

このときシステムと熱浴の経路 xτ , zτ が (操作プロトコル λτ の下で)上式 (7)の各区間を通る確率は，式 (7)

の全要素の積 DxτDzτ を用いて
P [xτ ,zτ |λτ ]DxτDzτ

と表される．ところが経路が各区間 (7)を通過するには，初期状態が区間 dx(0)dz(0)に含まれていれば良い

から，
P [xτ , zτ |λτ ]DxτDzτ = P (x(0))PB,can(z(0))dx(0)dz(0) (3.26)

が成立する．

次に逆過程の初期値を
x†(0)(= x∗(τ)), z†(0)(= z∗(τ))

に選ぶと，Hamilton系の可逆性より逆過程は順過程を時間反転した経路 x†
τ , z

†
τ をとる．(ただし運動量変数

は符号を変えるため，逆過程は図 8に示した順過程の経路を単に逆向きにたどる経路とはならないことに注意

する．) また［初期値 z†(0)に対して熱浴のカノニカル分布 PB,can(z
†(0))を定義でき］，逆過程についても熱

浴の初期分布をカノニカル分布 PB,can(z
†(0))と仮定する．このとき式 (3.26)と同様に，逆過程に対しても

P [x†
τ , z

†
τ |λ†

τ ]Dx†
τDz†

τ = PB(x
†(0))PB,can(z

†(0))dx†(0)dz†(0) (3.28)

が成立する．ここで逆過程の初期値の範囲 dx†(0)dz†(0)を，順過程の終状態の範囲 dx(0)dz(0) (Liouvilleの

定理を考慮した)に一致するように選ぶと，再び Liouvilleの定理より

Dx†
τDz†

τ = DxτDzτ

31



が成立する．よって式 (3.26),(3.28)を辺々割ると，

P [x†
τ ,z

†
τ |λ†

τ ]

P [xτ ,zτ |λτ ]
= e−σ̂, (3.29)

σ̂ ≡ − lnPB(x
†(0)) + lnP (x(0))−

∑
ν

βνQ̂ν (8)

が導かれる．

note：上式 (3.29)の確認 式 (3.26),(3.28)両辺の比の対数をとると

ln
P [x†

τ , z
†
τ |λ†

τ ]

P [xτ , zτ |λτ ]
= ln

PB(x
†(0))PB,can(z

∗(0))

P (x(0))PB,can(z(0))

= lnPB(x
†(0))− lnP (x(0)) +

∑
ν

βν

{
(Feq,ν [z

†(0)]− E(ν)
zν(τ)

)− (Feq,ν [z(0)]− E(ν)
zν(0)

)
}

となる．ここで上記の考察における式 (6)より，準過程と逆過程の始状態における熱浴の分配関数は変

わらないため，上式最右辺において自由エネルギーの項は相殺すると考えられる．また熱浴はエネル

ギー準位が不変だから (式 (5))，仕事をしないと考えられる．すると熱浴 ν に対する第一法則は，シス

テムに奪われた熱を Q̂ν として
Q̂ν = E

(ν)
zν(0)

− E(ν)
zν(τ)

(p.50，l.3)

として良い．(ただし「厳密には，相互作用エネルギーの変化は無視できるとした」(p.50 脚注 20)．)

以上より式 (3.29)が得られる．

note：σ̂ の式 (8)について (p.50脚注 19の補足) 我々は熱浴の初期分布がカノニカル分布であることを仮定

したのに対し，システムの初期分布については何の仮定も設けていない．ここでシステムの逆過程にお

ける初期分布を
PB(x

†(0)) = P (x∗(τ))

と選ぶと，エントロピー生成 (8)は式 (3.5)で表される．詳細ゆらぎの定理が式 (3.7)の形をとるのは，

このときである (3.1.2節)．他方，初期分布を

PB(x
†(0)) = Pcan(x

∗(τ))

に選ぶと，エントロピー生成 (8)は式 (3.23)の σ̂W を与える．この設定の下では，詳細ゆらぎの定理

は式 (3.24)の形をとる (3.1.3節)．

最後に上式 (3.29)右辺におけるシステムの吸熱はシステムの経路 xτ だけに依存すると仮定すると，左辺にお

いても引数から zτ , z
†
τ 依存性を除くことができ，詳細ゆらぎの定理 (3.7)が得られる［ただし上記のように逆

過程の初期分布 PB(x
†(0)) = P (x∗(τ))を選ぶ］．

■(コラム)ゆらぎの定理の歴史 特筆：

ゆらぎの定理は，量子系においても同じ形で成立する．特に本節で述べた古典ハミルトン系の設定に

対応するのは，システムと熱浴をあわせてユニタリ時間発展する場合を考え，熱浴の初期状態をカノニ

カル分布と仮定する場合である．(pp.50–51)

32



3.2　不可逆熱力学の枠組み

序文 (p.51)を引用する：

本節では，ゆらぎの定理と（次節で述べる）線形応答理論の橋渡し的な位置づけとして，いわゆる不

可逆過程の熱力学の枠組みについて述べる．不可逆熱力学は，エントロピー生成をカレント（熱流な

ど，何らかの物理量の流れ）とアフィニティ（温度差など，何らかの熱力学的駆動力）の積で書くとい

う定式化である．特に線形領域においてオンサーガー係数を定義し，相反定理について述べる．

また本節は単なる橋渡しにとどまらず，線形不可逆熱力学の応用として，線形領域における熱機関の

パワーと効率の関係を議論する．強結合条件や性能指数 ZT など，熱機関の効率を議論するうえで重要

な概念についても述べる．

なお本節では，典型例として熱電効果のような設定を念頭に置いて話を進める．しかし不可逆熱力学

の枠組みはこれに限定されることなく，非常に一般的である．

3.2.1　化学ポテンシャル

熱浴が粒子浴の役割も果たしており，システムとの間に熱流と粒子流がある場合を考える (全体のエネル

ギーと粒子数は保存)．熱浴 ν (逆温度 βν，化学ポテンシャル µν)からシステムが得たエネルギーと粒子数を

それぞれ ∆Eν ,∆Nν とすると，熱浴 ν のエントロピー変化は

−βν(∆Eν − µν∆Nν)

と表される［本稿次節で補足］．するとシステムの Shannonエントロピー変化を ∆S として，全系のエント

ロピー生成は
σ ≡ ∆S −

∑
ν

βν(∆Eν − µν∆Nν) (3.30)

で与えられる．［3.1節までは粒子流 (化学ポテンシャル)を考えてこなかったが，］上式 (3.30)のエントロピー

生成に対しても多くの設定で第二法則 σ ≥ 0が成り立つことが知られている．

次に熱浴 ν ごとの第一法則は［「dE = dQ− pdV + µdN」より］，

(−∆Eν) = (−Qν) + µν(−∆Nν), i.e. Qν = ∆Eν − µν∆Nν (3.32)

と書ける (Qν は熱浴 ν の放熱)．このように系の吸収したエネルギー ∆Eν は吸熱 Qν には一致しない (p.52，

l.10–12)．ここで熱浴のエネルギー変化への寄与 µν(−∆Nν)をシステムにされた仕事と見なすと，全ての熱
浴がシステムにした仕事は

W =
∑
ν

µν∆Nν(= −Wext) (3.31)

と定義できる (Wext はシステムが外部にした仕事)．この定義は操作パラメータが時間に依存せず，それ故，

システムのエネルギー準位が変化しないとき正しい［エネルギー準位の変化は仕事に寄与する (2.3節)］．す

ると上式 (3.32)はシステムに関する第一法則

∆E = Q+W

(
∆E ≡

∑
ν

∆Eν , Q ≡
∑
ν

Qν

)

33



を意味する．

H (高温)と L (低温)の 2つの熱浴だけがあり (βH < βL)，システムは定常状態にある場合，単位時間あた

りにシステムに流入するエネルギーと粒子数 (カレント)はそれぞれ

JE ≡ ĖH = −ĖL, JN ≡ ṄH = −ṄL

とおける．対応する共役なアフィニティ (熱力学的力)は

FE ≡ βL − βH, F̃N ≡ βHµH − βLµL

であり［本稿次節で補足］，エントロピー生成速度 (単位時間当たりのエントロピー生成)は

σ̇ = JEFE + JN F̃N (3.33)

と表される．第二法則 σ̇ ≥ 0はMarkov過程で示すことができる．［σ̇ が上式 (3.33)のように表されるより簡

単な状況設定としては，定常状態のシステムを介さず，2つの系 H,Lが直接エネルギーと粒子をやり取りして

いる場合を考えれば良い [1, pp.255–256]．］

高温の熱浴 Hからの熱流は，熱量 (3.32)を単位時間で評価すると

JQ = JE − µHJN

と表される．そこでエネルギー流 JE の代わりに熱流 JQ を用いて，エントロピー生成速度を

σ̇ = JQFQ + JNFN (3.34)

と書くこともできる［本稿次節で確認］．ここで改めてアフィニティ

FQ ≡ FE , FN ≡ βL(µH − µL)

を定義した．このように σ̇ をカレントとアフィニティの積で表す方法は一意的でない．

熱効率は単位時間にシステムが高温側から得た熱 JQ と，外部にした仕事 P ≡ Ẇext (仕事率)の比として定

義され，

η ≡ P

JQ
= −JNFN

JQβL
(3.35)

と表される．

上式 (3.35)の導出 JN ≡ ṄH = −ṄL に注意すると，仕事の式 (3.31)に基づき，仕事率は

P ≡ Ẇext = (µL − µH)JN = −JNFN
βL

と表される．これを JQ で割って熱効率 (3.35)を得る．

note 上式 P = (µL − µH)JN は化学ポテンシャルの差に逆らって粒子を運ぶ仕事になっていることが見て取

れる．3.2.3節の対応関係

化学ポテンシャル → 電位， 粒子流 → 電流

の下で，これは見慣れた Joule熱の表式と同じ形になる．
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すると第二法則 σ̇ ≥ 0より，Carnot限界

η ≤ 1− βH
βL

(3.36)

が得られる (等号成立 σ̇ = 0のとき)［本稿次節で確認］．

最後に 1.1 節の図 3 に示した量子ドット熱機関を考える．ドットにある電子のエネルギーを ε とすると，

［熱浴 ν から電子が 1個ドットに移ったときに熱浴が失うエネルギーは］∆Eν = ε∆Nν なので，エネルギー

流と粒子流の比例関係 (強結合条件)
JE = εJN

が成り立つ．また JQ = (ε− µH)JN であ［り，JQ と JN の比例関係も満たされてい］る．

3.2.1節について

■「2.4節の脚注 10)と同様にして，熱浴 ν のエントロピー変化は −βν(∆Eν − µν∆Nν)とみなせる」(p.52，

l.12–14)について 熱浴は常に平衡状態 (したがってグランド・カノニカル分布)に近く，熱浴 ν のエントロ

ピー Sν の平衡値 Sν,eq からのズレは，熱浴の内部エネルギー Eν と粒子数 Nν の変化によってもたらされる

と仮定すると，1次近似では

∆Sν ≡ Sν − Sν,eq =

(
∂Sν
∂Eν

)
eq

(−∆Eν) +
(
∂Sν
∂Nν

)
eq

(−∆Nν)

となる．ここで平衡熱力学の関係式「dE = Td(kBS)− pdV + µdN」より，係数を(
∂Sν
∂Eν

)
eq

= βν ,

(
∂Sν
∂Nν

)
eq

= −βνµν

と書き換え，
∆Sν = −βν(∆Eν − µν∆Nν)

とすれば良い．

■「対応するアフィニティを，それぞれ FE := βr − βl, F̃N := βlµl − βrµr とする」(p.53，l.11–12)について

一般に熱力学的変数の平衡値からのズレ a = {aα}を用いて，平衡分布からのズレが小さいときの系のエント
ロピー S(a) = S(0) +∆S の変化速度は

Ṡ =
∑
α

∂∆S

∂aα
ȧα =

∑
α

FαJα,

Fα ≡
∂∆S

∂aα
:熱力学的な力 (アフィニティ), Jα ≡ ȧα :変化速度 (Fαと共役なカレント)

と表される．

さて，平衡状態への緩和に比べて流れはゆっくり起こり，それ故，各々の熱浴 ν = H,Lは常に平衡状態を

保っていると仮定する．すると再び

∂Sν
∂Eν

= βν ,
∂Sν
∂Nν

= −βνµν

が成り立つ．ここで微小時間 ∆tのうちに熱浴 Hからシステムに，そしてシステムから熱浴 Lに移ったエネ

ルギーと粒子数はいずれもそれぞれ∆EH,∆NH とおけるので，系全体のエントロピーの変化量は

∆σ =

(
∂SH

∂EH
(−∆EH) +

∂SH

∂NH
(−∆NH)

)
+

(
∂SL

∂EL
∆EH +

∂SL

∂NL
∆NH

)
+∆S

=(βL − βH)∆EH + (βHµH − βLµL)∆NH
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と書ける (システムは定常状態にあるので，そのエントロピー変化は ∆S = 0)．よってエントロピー生成速

度は
σ̇ = (βL − βH)ĖH + (βHµH − βLµL)ṄH

と表され，アフィニティは
FE ≡ βL − βH, F̃N ≡ βHµH − βLµL

と同定される．

■エントロピー生成速度の式 (3.34)の確認

σ̇ =JEFE + JN F̃N : (3.33)

=(JQ + µHJN )FE + JN F̃N

=JQFE + JN (µHFE + F̃N )

であり，最右辺において JE = JQ および

µHFE + F̃N = µH(βL − βH) + (βHµH − βLµL) = βL(µH − µL) ≡ FN

とおくと式 (3.34)が得られる．

■Carnot限界の式 (3.36)の確認

0 ≤ σ̇ = JQFQ + JNFN ⇔ −JNFN
JQ

≤ FQ = βL − βH ⇔ η = −JNFN
JQβL

≤ 1− βH
βL

: (3.36).

3.2.2　線形不可逆熱力学

カレント JQ, JN を駆動するアフィニティ FQ, FN が十分小さく，システムが平衡の近くにあるとき，カレ

ントは近似的にアフィニティの 1次式

JQ =LQQFQ + LQNFN ,

JN =LNQFQ + LNNFN (3.38)

へと線形化される［Fα = 0のとき Jα = 0］．各係数 Lαα′ を Onsager (オンサーガー)係数という．以降，磁

場のように時間反転に対して符号を変えるアフィニティはないとすると，Onsagerの相反定理

LQN = LNQ

が成り立つ．(磁場 H があれば相反定理は Lα′α(H) = Lαα′(−H)という形をとる (p.55脚注 24)．)これは

線形熱力学において，時間反転対称性から導かれたことを思い出そう．我々は 3.3.1節で相反定理を，ゆらぎ

の定理に基づいて示す［なるほど，ゆらぎの定理も時間反転に関係している］．

線形近似 (3.38)の下で，エントロピー生成は Fα の 2次形式

σ̇ =
∑
α

JαFα =
∑
α

(∑
α′

Lαα′Fα′

)
Fα =

∑
α,α′

Lαα′FαFα′ (3.40)

となる．このとき正値性 σ̇ ≥ 0の条件は

LQQ ≥ 0, LNN ≥ 0, LQQLNN − L 2
QN ≥ 0 (3.41)
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で与えられる［本稿次節で補足］．

特に行列式が
LQQLNN − L 2

QN = 0 (3.42)

となるときを考える．［このとき条件 (3.41)の導出過程より，アフィニティの適当な値 (具体的には以下の式

(3.46))に対して等号 σ̇ = 0が成立する．］するとカレントは

JQ = LQQ

(
FQ +

LQN
LQQ

FN

)
, JN = LQN

(
FQ +

LNN
LQN

FN

)
= LQN

(
FQ +

LQN
LQQ

FN

)
(3.43)

と表される (JN の式における第 2 の等号で式 (3.42) を用いた)．また式 (3.42) より LQN ≷ 0 に応じて

LQN = ±
√
LQQLNN となる (以下，複号同順)．よってこのとき 2つのカレントの比例関係 (強結合条件)

JQ =
LQQ
LQN

JN = ±
√
LQQ
LNN

JN (3.44)

が成り立つ．他方，エントロピー生成 (3.40):

σ̇ = LQQF
2

Q + 2LQNFQFN + LNNF
2

N

は，式 (3.42)を用いて第 3項の LNN を消去すれば

σ̇ = LQQ

(
FQ +

LQN
LQQ

FN

)2

, (3.45a)

第 2項の LQN を消去すれば

σ̇ =
(√

LQQFQ ±
√
LNNFN

)2
(3.45b)

と表される．よって σ̇ = 0となるのは

FQ = −LQN
LQQ

FN = ∓

√
LNN
LQQ

FN (3.46)

のときであり，このときカレント (3.43)はゼロになることが見て取れる．(3.2.1節の設定では σ̇ = 0におい

て Carnot効率が達成される［単に FQ = βL − βH, FN = βL(µH − µL)とおきさえすれば良く，以上の議論

はそのまま成立する］．)ただしアフィニティ FQ, FN 自体はゼロでなくても良く，つり合い (3.46)を満たし

さえすれば良いことに注意する．

なお熱電効果の文脈では，しばしば性能指数 (figure of merit)

ZT ≡
L 2
QN

LQQLNN − L 2
QN

［ ≥ 0］

(左辺から温度 T を括り出した (式 (3.58)参照))が導入される．強結合条件は式 (3.42)より ZT →∞で与え
られる．

■(コラム)分子モーター 1.1節の図 2に示した分子モーター，F1-ATPase (以下，F1)では，

• ATPの分解/合成と，モーターの回転の 2つをカレント

• ATP分解前後の環境の化学ポテンシャル差，シャフトに作用する力学的な力を対応するアフィニティ
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と見なせる．このとき強結合条件の下で力が式 (3.46)の意味でつり合っていれば，エントロピー生成はゼロ

となり，F1 は可逆となる．［これは F1 が可逆性の必要条件として，強結合条件 (3.42)を満たしていることを

意味する．］外力をつり合い条件よりも強めて F1 を逆回転させると，ATPが合成される．

他方「キネシン」は ATPを消費しながら直線的に「二足歩行」する分子モーターであり，外力を作用させ

て進行方向と逆向きに移動させても，ATPを合成することなく消費し続ける．これはキネシンが強結合条件

を満たしていないことを意味する．

3.2.2節について

■σ̇ ≥ 0の条件 (3.41)について 2変数 x, y の 2次形式

f(x, y) = axxx
2 + 2axyxy + ayyy

2

に対しては，f(x, y) ≥ 0の条件を直接的に調べることは容易である．実際 f(x, y)を xのみ (または y のみ)

の関数と見ると，常に f(x, y) ≥ 0であるためには

axx ≥ 0, ayy ≥ 0 (9)

が必要である (さもなくば u = f(x, y)は上に凸な放物線を表す)．axx > 0のとき，f(x, y) ≥ 0となるための

必要十分条件は

0 ≥ (判別式)

4
= a 2

xy − axxayy, i.e. det(a) ≡ axxayy − a 2
xy ≥ 0 (10)

である．他方 axx = 0のときには u = f(x, y)は直線を表すから (y は任意に固定)，f(x, y) ≥ 0となるため

の必要十分条件は axy = 0となる．これは axx = 0の下で上式 (10)と等価だから，axx ≥ 0のときの条件は

式 (10)の 1本にまとめられる．xと y に関する対称性より，ayy ≥ 0のときも同じ式 (10)が得られるから，

常に f(x, y) ≥ 0となる条件は式 (9)かつ式 (10)で与えられる．エントロピー生成 (3.40)に関して，この条

件は式 (3.41)に他ならない．

3.2.3　パワーと効率

以上の枠組みの応用として，熱機関のパワーと効率を考える．はじめに動機として，第 3章冒頭 (p.38)の

脚注 2)を引用する：

パワー（power）とは，単位時間あたりの仕事，すなわち仕事率のことである．パワーと効率のトレー

ドオフは熱力学の重要なトピックである．準静過程でカルノー効率が達成されるときは無限の時間を要

するので，単位時間あたりの仕事であるパワーはゼロになる．これは実用的に有用であるとは言えな

いだろう．一方で有限時間で散逸がある場合は，パワーはノンゼロになるが効率は下がる．つまり，パ

ワーと効率にはトレードオフがあることになる．そこで，いかにしてパワーと効率の両方をできるだけ

大きくするかが問題になる．3.6節で述べる熱力学不確定性関係も，背後にそのような問題意識がある．

熱電効果を念頭に置き，

化学ポテンシャル → 電位， 粒子流 → 電流

と対応付ける［節末のコラムを参照］．また

kB = 1, T ≡ TH, ∆T ≡ TH − TL > 0, ∆µ ≡ µH − µL < 0
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とおき，JQ > 0, JN > 0とする．［これは 1.1節の図 3のように，化学ポテンシャルの差に逆らって電子を輸

送する場合に対応する．］アフィニティは弱く，近似的に

FQ ≡βL − βH =
1

TL
− 1

TH
=
TH − TL
TH − TL

=
∆T

T (T −∆T )
≃ ∆T

T 2
,

FN ≡βL(µH − µL) =
∆µ

T −∆T
≃ ∆µ

T

と書ける．また Carnot効率は

ηc ≡ 1− TL
TH

=
∆T

T
= TFQ

と表されることにも注意する．

このとき

k ≡ FN
FQ

= T
∆µ

∆T
(< 0)

とおくと，熱効率 (3.35)は

η = −ηck
kLNN + LQN
kLQN + LQQ

(3.48)

となる［本稿次節で確認］．温度差 ∆T を固定して電位差 ∆µ を，したがって k を変化させるとき，熱効率

(3.48)は

k =
LQQ
LQN

−1 +
√
LQQLNN − L 2

QN

LQQLNN

 (3.49)

に対して最大値

ηmax = ηc

√
ZT + 1− 1√
ZT + 1 + 1

(3.50)

をとる［本稿次節で確認］．これは強結合極限 ZT → ∞ で ηmax → ηc (Carnot 効率) となることが見て取

れる．

次にパワー
P = −JNFNT = −TFN (LNNFN + LQNFQ)

の最大値を調べる．［再び∆T (したがって FQ = ∆T/T (> 0))を固定し，∆µ (したがって FN = ∆µ/T (< 0))

を変化させて考えると，］これは FN = − LQN

2LNN
FQ(< 0)に対して最大値

Pmax =
T

4

L 2
QN

LNN
F 2
Q =

L 2
QN

4T 3LNN
∆T 2 (3.51)

をとる．このときの効率は

η(Pmax) =
ηc
2

ZT

ZT + 2
(3.52)

と計算される［本稿次節で確認］．これは強結合極限 ZT →∞で η(Pmax)→ ηc/2となることが見て取れる．

note まとめると，温度差 ∆T (したがって FQ) を固定して電位差 ∆µ (したがって FN ) を変化させたと

き，FN = FQ × (式 (3.49)) に対して最大効率 (3.50) が達成されるのに対し，最大パワーを与える

FN = − LQN

2LNN
FQ に対する効率は (3.52) で与えられる．これらは強結合極限 ZT → ∞ でそれぞれ

ηc, ηc/2となる．
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図 9 パワーと効率のトレードオフ関係 (3.54)

参考 証明抜きに述べると，一般に P/Pmax ≤ 2η/ηc のとき，パワーと効率のトレードオフ関係

P

Pmax
≤ 4

η

ηc

(
1− η

ηc

)
(3.54)

が成り立つ．

note つまり図 9のように効率 η が ηc/2から増大するにつれ，パワー P の上限は Pmax から減少し，「カル

ノー効率 η = ηc が達成できるのは，準静極限 P = 0のときのみ」(p.59，l.6)となる．なお η = ηc/2

のとき P の上限が Pmax となるのは，上式 (3.52)の箇所で得た結果と整合している．

■(コラム)熱電係数 素電荷 eを用いて電流［密度］は J = (−e)JN，電位差は ∆ϕ = ∆µ/(−e)と表される
ことに注意すると，電気伝導度と熱伝導率はそれぞれ

σe ≡
(
−eJN

∆µ/(−e)

)
∆T=0

=
e2LNN
T

, (3.55)

κ ≡
(
JQ
∆T

)
JN=0

=
LQQ
T 2

(
1−

L 2
QN

LNNLQQ

)
(3.56)

で与えられる［本稿次節で補足］．また Seebeck (ゼーベック)係数 Ssb は，温度差から電位差が生じるときの

係数

Ssb ≡
(
∆µ/(−e)
∆T

)
JN=0

=
LQN
eTLNN

(3.57)

として定義される［第 2 の等号は本稿次節の式 (11) による］．以上より性能指数は熱電係数 (3.55–57) を用

いて

ZT =
σeS

2
sb

κ
T (3.58)

と表される［右辺に式 (3.55–57) を代入して直接確かめられる］．なお式 (3.51) の最右辺における因子

L 2
QN /(T 3LNN )はパワー・ファクターと呼ばれ，σeS 2

sb と表される．
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3.2.3節について

■熱効率の式 (3.48)の導出 熱効率 (3.35):

η ≡ P

JQ
= −JNFN

JQβL
≃ −TFN ·

JN
JQ

の最右辺において，

TFN =TFQ ·
FN
FQ

= ηck,

JN
JQ

=
LQNFQ + LNNFN
LQQFQ + LQNFN

=
kLNN + LQN
kLQN + LQQ

(分母・分子を FQで割った)

と書き換えれば良い．

なお FQ = ∆T/T 2 > 0と JQ > 0, JN > 0の仮定より，分母・分子の因子の符号は

kLNN + LQN =
JN
FQ

> 0, kLQN + LQQ =
JQ
FQ

> 0

である．

■最大効率を与える k の値 (3.49)の確認 熱効率 (3.48)が最大になるのは，

f(k) ≡ kkLNN + LQN
kLQN + LQQ

(< 0)

が最小になるときである．f(k)を正直に微分すると

f ′(k) =
(分子)

(kLQN + LQQ)2
,

(分子) =LNNLQNk
2 + 2LNNLQQk + LQNLQQ = LNNLQN (k − k+)(k − k−),

k± ≡
−LNNLQQ ±

√
LQQLNN (LQQLNN − L 2

QN )

LNNLQN
=
LQQ
LQN

−1±
√
LQQLNN − L 2

QN

LQQLNN


となる．ここで不等式 (3.41)より k±の表式における根号の中身は非負であり，最右辺の表式より k− < k+ <

0となっていることが見て取れる．(つまり k± はいずれも定義域 k < 0に含まれている．) また我々の仮定の

下で熱効率 (3.48)の分子・分母の因子が非負であることを既に確認した．ここから

LQN ≥ −kLNN ≥ 0

が見出される．すると f ′(k)の分子における k2 の係数は非負 (一般には正)となる．よって f(k)の最小 (η の

最大)を与える k は式 (3.49)の k+ である．

■最大効率 (3.50)の導出 おそらく後知恵として，

ZT + 1 =
LQQLNN

LQQLNN − L 2
QN

となることを踏まえ，あらかじめ式 (3.49)の k の値を

k+ =
LQQ
LNN

(
−1 + 1√

ZT + 1

)
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と書き換えておくのが賢い．これを熱効率 (3.48)の因子 f(k)に代入すると，

f(k+) =���LQQ
LQN

(
−1 + 1√

ZT + 1

) LQQLNN

LQN

(
−1 + 1√

ZT+1

)
+ LQN

���LQQ

(
HH−1 + 1√

ZT+1

)
XXX+LQQ

=
1

LQN
(−
√
ZT + 1 + 1)

(
−
LQQLNN − L 2

QN

LQN
+

LQQLNN

LQN
√
ZT + 1

)

=(−
√
ZT + 1 + 1)

(
− 1

ZT
+

LQQLNN

L 2
QN

√
ZT + 1

)
となる．最右辺において

LQQLNN
L 2
QN

=
ZT + 1

ZT

であることに気付けば，

f(k+) =(−
√
ZT + 1 + 1)

(
− 1

ZT
+

√
ZT + 1

ZT

)
= − 1

ZT
(
√
ZT + 1− 1)2

=−
√
ZT + 1− 1√
ZT + 1 + 1

(有理化すると 1行上の表式に戻る)

と書き換えられる．よって最大効率 (3.50)を得る．

■パワーが最大のときの効率 (3.52)の導出 最大のパワーを与える FN = − LQN

2LNN
FQ に対して

JQ =LQQFQ + LQNFN =
FQ

2LNN
(2LQQLNN − L 2

QN ) =
FQ

2LNN

(
LQQLNN +

L 2
QN

ZT

)

=
FQ

2LNN

ZTLQQLNN + L 2
QN

ZT

なので，

η(Pmax) =
Pmax

JQ
=
T

4

L 2
QN

LNN
F 2
Q × 2LNN

FQ

ZT

ZTLQQLNN + L 2
QN

=
TFQ
2

ZT

ZT
LQQLNN

L 2
QN

+ 1

となる．ここで最右辺において

TFQ = ηc,
LQQLNN
L 2
QN

=
ZT + 1

ZT

と書き換えると，式 (3.52)が得られる．

■電気伝導度 (3.55) と熱伝導率 (3.56) について 2 つの電子浴が x 軸に沿って ∆x ≡ xL − xH > 0 だけ隔

たっているとすると，電気伝導度 σe と熱伝導率 κはそれぞれ，Ohmの法則と Fourierの法則

J = −σe
∂ϕ

∂x
, Jq = −κ

∂T

∂x

を通して定義されるので，∆xを単位長さに選べば式 (3.55),(3.56)第 1の等号が成り立つ．

次に第 2の等号を考える．∆T = 0のとき FQ = ∆T/T 2 なので，線形関係 (3.38)は

JN = LNNFN = LNN
∆µ

T
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となる．よって式 (3.55)第 2の等号が成り立つ．

また熱伝導率

κ ≡
(
JQ
∆T

)
JN=0

=
1

∆T

(
LQQ

∆T

T 2
+ LQN

∆µ

T

)
JN=0

=
LQQ
T 2

(
1 +

LQN
LQQ

T
∆µ

∆T

)
JN=0

の最右辺において，条件

0 = JN = LQN
∆T

T 2
+ LNN

∆µ

∆T
, ∴ T

∆µ

∆T
= −LQN

LNN
(11)

を用いると，式 (3.56)第 2の等号が確かめられる．

3.3　ゆらぎの定理から線形応答理論へ

本節では線形応答理論の基本的な結果が，ゆらぎの定理から再現できることを見る．

3.3.1　オンサーガーの相反定理

一般にアフィニティの組 F⃗ ≡ {Fα} (ただし時間反転に対して符号を変えないとする)によって非平衡に駆

動されているシステムを考え (F⃗ = 0のとき平衡状態)，その時間幅 −τ/2 ≤ t ≤ τ/2における経路を xτ で表

す．以下では時間に依存しない操作パラメータの下で，システムの確率分布 P (x(t))が時間に［陽に］依存し

ない定常状態を仮定する．

単位時間当たりの確率的カレント ˆ̇Jα に対して，時間についての積算

Ĵα[xτ ] =
∫ τ/2

−τ/2
dt ˆ̇Jα(t) (12)

および，アフィニティが F⃗ のときの期待値

Jα(F⃗ ) ≡ ⟨ ˆ̇Jα(t)⟩ =
1

τ
⟨Ĵα⟩ (3.60)

を導入する (第 2辺以降では F⃗ 依存性を省略)［本稿次節で補足］．これらを用いて，確率的なエントロピー生

成と単位時間当たりの平均エントロピー生成は，それぞれ

σ[xτ ] = ln
P (x(−τ/2))
P (x(τ/2))

+
∑
α

Ĵα[xτ ]Fα, (3.59)

σ̇ =
∑
α

Jα(F⃗ )Fα (13)

と表される［各種カレントの意味と合わせて本稿次節で考察］．
(p.61脚注 29を引用)たとえばハミルトン系の場合は，3.1.4項の証明を，3.2.1項で議論したような化学ポテン

シャルなどを含めた形に拡張できる．マルコフジャンプ系でも 3.4節の議論の拡張で示すことができる．

実変数の組 χ⃗ ≡ {χα}を用いてカレントに対するキュムラント関数を

Φ(χ⃗; F⃗ ) ≡ lim
τ→∞

−1

τ
ln ⟨e−

∑
α χαĴα⟩

で定義する．ここで［付録 A.5と比べて因子 1/τ を補ってあり］，定常状態を念頭に長時間平均をとった．式

(3.22)の箇所と同様に，ゆらぎの定理［を含意する川崎表現］から，キュムラント生成関数の対称性

Φ(χ⃗; F⃗ ) = Φ(F⃗ − χ⃗; F⃗ ) (3.62)
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が得られる［本稿次節で導出］*4．また定義より，キュムラント生成関数を微分すると，

∂Φ

∂χα
(0; F⃗ ) = lim

τ→∞

1

τ
⟨Ĵα⟩ = Jα(F⃗ ), (3.63)

∂2Φ

∂χα∂χα′
(0; 0) = lim

τ→∞

1

τ
(⟨ĴαĴα′⟩eq − ⟨Ĵα⟩eq ⟨Ĵα′⟩eq) ≡ Cαα′ (3.64)

=Cα′α : 平衡状態における相関関数

が得られる (⟨· · ·⟩eq は平衡状態 F⃗ = 0での期待値，付録 A.5［のノート］を参照)．

さて，ゆらぎの定理の帰結 (3.62)より

Lαα′ =
1

2
Cαα′ (3.71)

が導かれる (導出は下記)．

式 (3.71)は，線形非平衡状態におけるカレント（散逸）を特徴づけるオンサーガー係数と，平衡状態

におけるカレントの相関（ゆらぎ）を結びつけているので，第一種揺動散逸定理と呼ばれる［強調は本

稿筆者］．(p.63)

式 (3.71)から直ちに，Onsagerの相反定理 Lαα′ = Lα′α が得られる．

■上式 (3.71)の導出 式 (3.63)に注意すると，Onsager係数は

Lαα′ ≡ ∂Jα(F⃗ )

∂Fα′

∣∣∣∣∣
F⃗=0

=
∂2Φ

∂Fα′∂χα
(0; 0) (3.67)

と表される．ところでゆらぎの定理の対称性 (3.62)より

∂Φ

∂χα
(χ⃗; F⃗ ) =

∂Φ

∂χα
(F⃗ − χ⃗; F⃗ ) = − ∂

∂ψα
Φ(ψ⃗; F⃗ )

∣∣∣∣
ψ⃗=F⃗−χ⃗

(3.68′)

である．(教科書の式 (3.69)ではこの最右辺を − ∂Φ
∂χα

(F⃗ − χ⃗; F⃗ )と表記している．) 上式 (3.68′)の第 2辺ま

でを見て，これを Fα′ で微分すると

∂2Φ

∂Fα′∂χα
(χ⃗; F⃗ ) =

∂ψβ
∂Fα′

∂2Φ

∂ψβ∂χα
(χ⃗; F⃗ )

∣∣∣∣
ψ⃗=F⃗−χ⃗

+
∂2Φ

∂Fα′∂χα
(F⃗ − χ⃗; F⃗ )

=
∂2Φ

∂ψα′∂χα
(χ⃗; F⃗ )

∣∣∣∣
ψ⃗=F⃗−χ⃗

+
∂2Φ

∂Fα′∂χα
(F⃗ − χ⃗; F⃗ )

が得られる (教科書の式 (3.69) に対応)．ただし第 2 項の Fα′ による微分は Φ に陽に含まれる F⃗ (第 2 の引

数)に対してのみ作用する．ここに χ⃗ = 0, F⃗ = 0を代入すると

∂2Φ

∂Fα′∂χα
(0; 0) = −1

2

∂2Φ

∂χα′∂χα
(0; 0) (3.70)

が見出される．式 (3.64),(3.67),(3.70)を組合せると，式 (3.71):Lαα′ = 1
2Cαα′ が得られる．

*4 ただし Langevin 系では，キュムラント生成関数の特異性に由来して，この形のゆらぎの定理は破れうることが知られている
(p.61脚注 30)．
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3.3.1節について

■式 (3.60)第 2の等号について 時間に依存しない操作パラメータを仮定しているので，アフィニティ F⃗ も

一定と考えられる．(3.2節の例では一定の∆T,∆µに対して FQ, FN は一定となる．) また確率 P (x(t))が時

間に依存しないので，アフィニティの与えられた一定値 F⃗ に対する平均 ⟨ ˆ̇Jα(t)⟩は時間に依存しないと考え
られる．これを踏まえて式 (12):Ĵα =

∫ τ/2
−τ/2 dt

ˆ̇Jα(t)の両辺の平均をとると

⟨Ĵα⟩ = τ ⟨ ˆ̇Jα(t)⟩

となるので，式 (3.60)第 2の等号が成り立つ．

■確率的なエントロピー生成 (3.59)について 系全体のエントロピー (3.30)における，システムのエントロ

ピー変化は

∆S = [− lnP (x(τ/2))]− [− lnP (x(−τ/2))] = ln
P (x(−τ/2))
P (x(τ/2))

と書ける．他方，熱浴 ν からの寄与は，3.2.1節のノートと同様に考えると

σν =
∑
α

∂Sν

∂a
(ν)
α

δa(ν)α =
∑
α

F (ν)
α δa(ν)α (14)

のように置き換わると考えられる．この導出では微分係数 F
(ν)
α は平衡値として評価されているのに対し，

我々の状況設定では操作パラメータが時間に依存しないと仮定していることからも，F (ν)
α は時間 τ のあいだ

一定と考えられる．また熱力学量 a
(ν)
α は常に平衡値に近く，それ故 δa

(ν)
α は微小でありさえすれば，有限の

(長)時間 τ における変化量であって構わない．再び F
(ν)
α が一定であることに注意して上式 (14)の時間微分

の時間平均をとると，「単位時間あたりの平均エントロピー生成」(p.61，l.6–7)は

σ̇ =
∑
ν

⟨σ̇ν⟩ =
∑
ν,α

F (ν)
α ⟨ȧ(ν)α ⟩

と表される．(ただし教科書と表記を統一するため最左辺には ⟨· · ·⟩を付けておらず，またシステムは定常状態
にあるためエントロピー生成 σ̇ に寄与しないことを考慮した．) するとカレントを

J (ν)
α = ⟨ȧ(ν)α ⟩ (15)

と同定すれば，通常の線形熱力学の関係
σ̇ =

∑
ν,α

F (ν)
α J (ν)

α (16)

を再現できる．ところで有限時間での変化量 δa
(ν)
α は，上式 (15)から平均操作を除いた量の時間積分なので，

式 (12),(3.60)と合わせると
Ĵ (ν)
α = δa(ν)α (17)

と対応付けられる．(このように δa
(ν)
α もまた確率的な量であるが，ハットは省略してきた．) 式 (12)で定義

したカレント Ĵα[xτ ]の意味は式 (17)の中に含まれており，これを冒頭の式 (14)に戻すと，有限時間での熱

浴のエントロピー生成は
σB ≡

∑
ν

σν =
∑
ν,α

F (ν)
α Ĵ (ν)

α (18)
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と表される．最後にシステムが定常状態にあるとき，カレントの間には 3.2.1節の例で見た

JE ≡ ĖH = −ĖL, JN ≡ ṄH = −ṄL

のような一定の関係が生じ，全てのカレントが独立ではなくなる．そこでカレントと共役なアフィニティをそ

れぞれ適当に再定義すれば，式 (16),(18)から熱浴のラベルを省いた関係

σ̇ =
∑
α

FαJα : (13), σB =
∑
α

FαĴα :式 (3.59)第 2項

が得られると予想される．

■「Ĵα[x†
τ ] = −Ĵα[xτ ]」(p.61，l.11)について これは上式 (17):Ĵ (ν)

α = δa
(ν)
α の対応付けから期待される．

このとき式 (3.59)で定義したエントロピー生成もまた，3.1.2節の σ̂[x†
τ ] = −σ̂[xτ ] (p.42，l.4)のように符号

を変えることになる．このことを以下の式 (3.62)の導出で用いる．

■キュムラント生成関数の対称性 (3.62) の導出 川崎表現 (3.15–16) に Â[xτ ] = e−
∑

α χαĴα[xτ ]+σ̂[xτ ] を代

入すると，

⟨e−
∑

α χαĴα⟩ =
∫
Dx†

τP [x
†
τ ]e

−
∑

α χαĴα[xτ ]+σ̂[xτ ]

=

∫
Dx†

τP [x
†
τ ]e

∑
α χαĴα[xτ ]−σ̂[xτ ] (∵ Ĵα[x†

τ ] = −Ĵα[xτ ], σ̂[x†
τ ] = −σ̂[xτ ])

=

∫
DxτP [xτ ]e

∑
α χαĴα[xτ ]−σ̂[xτ ]

= ⟨e−
∑

α(Fα−χα)Ĵα⟩+ ⟨P (x(τ/2))⟩ − ⟨P (x(−τ/2))⟩ (∵式 (3.59))

を得る．ただし第 3の等号では「時間反転で符号を変える操作パラメータがなく，順過程と逆過程が区別でき

ないという仮定を用いた」(p.61，l.14–15)．ここで両辺を −1/τ 倍して τ → ∞ の極限をとる．その際，最
右辺において Shannonエントロピーに由来する項 ⟨P (x(±τ/2))⟩を第 1項に比べて無視できると仮定すると

(p.61，l.15–17)，式 (3.62)を得る．確かに ⟨P (x(t))⟩を時間の有界な関数とすれば，少なくとも Shannonエ

ントロピーの項は

lim
τ→∞

⟨P (x(τ/2))⟩ − ⟨P (x(−τ/2))⟩
τ

= 0

となる．

■相関関数の別表現 (3.65)について まず相関関数 (3.64)の第 1項

lim
τ→∞

1

τ
⟨ĴαĴα′⟩ = lim

τ→∞

1

τ

∫ τ/2

−τ/2
dt

∫ τ/2

−τ/2
dt′ ⟨ ˆ̇Jα(t) ˆ̇Jα′(t′)⟩

= lim
τ→∞

1

τ

∫ τ/2

−τ/2
dt′
∫ τ/2−t′

−τ/2−t′
ds ⟨ ˆ̇Jα(t′ + s) ˆ̇Jα′(t′)⟩

を考える (添字 eqは省略)．「平衡状態の定常性」(p.62，l.3)より最右辺の被積分関数は“初期時刻”t′ によ

らず

⟨ ˆ̇Jα(t′ + s) ˆ̇Jα′(t′)⟩ = ⟨ ˆ̇Jα(s) ˆ̇Jα′(0)⟩
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とでき (時間並進対称性)，また sに関する積分範囲も時間幅 τ の区間 −τ/2 ≤ s ≤ τ/2に改められると考え

ると，

lim
τ→∞

1

τ
⟨ĴαĴα′⟩ = lim

τ→∞

1

τ

∫ τ/2

−τ/2
dt′︸ ︷︷ ︸

=1

∫ τ/2

−τ/2
ds ⟨ ˆ̇Jα(s) ˆ̇Jα′(0)⟩ =

∫ ∞

−∞
ds ⟨ ˆ̇Jα(s) ˆ̇Jα′(0)⟩ .

これは式 (3.65)の右辺第 1項に一致している．第 2項も同様に変形すれば，式 (3.65):

Cαα′ =

∫ ∞

−∞
dt
(
⟨ ˆ̇Jα(t) ˆ̇Jα′(0)⟩eq − ⟨

ˆ̇Jα(t)⟩eq ⟨
ˆ̇Jα′(0)⟩eq

)
を得る．

3.3.2　久保公式

次に非定常な遷移過程も含めた第一種揺動散逸定理 (久保公式)を導く．熱源は 1つとし，その逆温度を β

とする．有限時間 0 ≤ t ≤ τ においてのみゼロでない値をとる摂動 λ(t)を操作パラメータとして，エネルギー

準位が
E′

x(t) = Ex −Bxλ(t)

と書ける場合を考える (Bx(≡ B̂)は任意の物理量)．このとき別の物理量 Ax(≡ Â)の時間変化を λの 1次ま

で求めるのが線形応答理論の目標である．簡単のため，

• Ex, Ax, Bx の時間反転対称性 (Ex = Ex∗ , etc.)を仮定する．

• 操作パラメータ λは時間反転で符号を変えないとする．

この操作でシステムになされる仕事は，式 (3.2)に基づき

Ŵ [xτ ,λτ ] = −
∫ τ

0

Bx(t)
dλ(t)

dt
dt =

∫ τ

0

ˆ̇B(t)λ(t)dt (3.74)

と表される ( ˆ̇B(t) ≡ dBx(t)/dt)．［λ(0) = λ(τ) = 0より，第 2の等号での部分積分における境界項は落ちる．］

さて，ここからは教科書の記述を補足しつつ，久保公式の導出を行う．順・逆過程の初期状態としてカノニ

カル分布を想定し，川崎表現 (3.15–16)におけるエントロピー生成として式 (3.23):

σ̂W[xτ ,λτ ] = β(Ŵ [xτ ,λτ ]−∆Feq)

を採用して良い (3.1.3節)．特にここでは λ(0) = λ(τ) = 0より始・終状態のエネルギー準位 {Ex}は共通な
ので，

∆Feq = 0, ∴ σ̂W[xτ ,λτ ] = βŴ [xτ ,λτ ]

となる．さらに終状態だけで決まる量 Â(τ) ≡ Ax(τ) を考えると，川崎表現 (3.15–16)の右辺は

⟨Â⟩
†
≡
∫
Dx†

τP [x
†
τ |λ†

τ ]Ax(τ)

=

∫
Dx†(0)PB(x

†(0))Ax†(0) (∵ Ax(τ) = Ax∗(τ) = Ax†(0)，3.1.1節のノートの式 (3))　

= ⟨Â⟩eq
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と書き換えられる．ここで 2 行目は逆過程の初期分布による平均となっており，それ故，始・終状態に共

通のエネルギー準位 {Ex} に関して定義されたカノニカル分布による平均 ⟨· · ·⟩eq を表す．他方，川崎表現
(3.15–16)の左辺は，λの 1次までの近似で

⟨Â(τ)e−σ̂W⟩ = ⟨Â(τ)e−βŴ ⟩ ≃
⟨
Â(τ)

(
1− β

∫ τ

0

ˆ̇B(t)λ(t)dt

)⟩
(∵ 式 (3.74))

≃⟨Â(τ)⟩ −
∫ τ

0

β ⟨Â ˆ̇B(t)⟩eq λ(t)dt

と計算される．ただし最後の等号では，λについて 1次の項の経路 (非平衡状態)による期待値を平衡期待値

で置き換えたときの誤差が，高位の微小量 o(λ)となることを考慮した．以上の 2式を等置すると

⟨Â(τ)⟩ − ⟨Â⟩eq =

∫ τ

0

β ⟨Â(τ) ˆ̇B(t)⟩eq λ(t)dt (3.75′)

が得られる．この右辺を
∫ τ
0
ϕAB(τ − t)λ(t)dtと書いて応答関数 ϕAB(τ − t) ［Green関数に相当］を定義す

ると，ϕAB(τ − t) = β ⟨Â(τ) ˆ̇B(t)⟩eq と同定される．ここで t = 0とおくと，ϕAB(t)の引数 t ≥ 0に対しては

ϕAB(t) = β ⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩eq . (3.77)

(t < 0では因果律より ϕAB(t) = 0と見なす．) 上式 (3.77)は平衡からずれるときの応答 (散逸に関係)と平

衡状態における相関 (ゆらぎ)を関係付けており，第一種揺動散逸定理 (久保公式)と呼ばれる［B.1.1節のノー

トも参照］．

久保公式 (3.77)から次が従う［本稿次節で教科書を補足しつつ導出］．

• 応答関数についての相反定理
ϕAB(t) = ϕBA(t). (3.78)

• 周波数表示の久保公式
2i Im[ϕ̃AB(ω)] = βC̃AB(ω). (3.79)

3.3.2節について

以降しばらく，平衡状態での期待値 ⟨· · ·⟩eq における添字の eqを省略する．

■応答関数についての相反定理 (3.78)の導出 平衡状態の相関関数 ΦAB(t − t′) ≡ ⟨Â(t)B̂(t′)⟩は，［時間並
進対称性より］時間差 t− t′ だけの関数であり，時間の原点を適当に再定義して

ΦAB(t− t′) = ⟨Â(t− t′)B̂(0)⟩ = ⟨Â(0)B̂(−(t− t′))⟩

などと書くこともできる．さらに時間反転で符号を変える操作パラメータがないと仮定しているので，対称性

ΦAB(t− t′) = ΦAB(t
′ − t), i.e. ⟨Â(t)B̂(t′)⟩ = ⟨Â(t′)B̂(t)⟩ = ⟨B̂(t)Â(t′)⟩

が成り立つ．これを t′ で微分して t′ = 0とおくと，

⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩ = ⟨B̂(t) ˆ̇A(0)⟩

が導かれる．これは式 (3.78)に他ならない．
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■「時間反転対称性より ⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩eq = −⟨Â(−t) ˆ̇B(0)⟩eq である」(p.65，l.3,4)について

ΦAB(−t) = ΦAB(t) i.e. ⟨Â(0)B̂(t)⟩ = ⟨Â(0)B̂(−t)⟩

を tで微分すると，

⟨Â(0) ˆ̇B(t)⟩ = −⟨Â(0) ˆ̇B(−t)⟩ i.e. ⟨Â(−t) ˆ̇B(0)⟩ = −⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩

となる．このように ΦAB(−t) = ΦAB(t)であっても，ϕAB(−t) = ϕAB(t)とはならないことに注意する．

■周波数表示の久保公式 (3.79)の導出 久保公式 (3.77)左辺の Fourier成分は

ϕ̃AB(ω) ≡
∫ ∞

−∞
ϕAB(t)e

iωtdt =

∫ ∞

0

ϕAB(t)e
iωtdt

と定義できる．ここで第 2の等号において，t < 0では ϕAB(t) = 0であることを考慮した．他方，式 (3.77)

右辺から因子 β を除いた相関関数の Fourier成分では，このことをあからさまには用いず，

C̃AḂ(ω) ≡
(∫ ∞

0

+

∫ 0

−∞

)
⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩ eiωtdt

と書いておく．ここで先ほど確認した関係式 ⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩ = −⟨Â(−t) ˆ̇B(0)⟩を用いて∫ 0

−∞
⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩ eiωtdt = −

∫ 0

−∞
⟨Â(−t) ˆ̇B(0)⟩ eiωtdt = −

∫ ∞

0

⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩ e−iωtdt

と変形すると (第 2の等号では −t→ tと変数変換した)，

βC̃AḂ(ω) = β

∫ ∞

0

⟨Â(t) ˆ̇B(0)⟩ (eiωt − e−iωt)dt =

∫ ∞

0

ϕAB(t)(e
iωt − e−iωt)dt = 2i Im[ϕ̃AB(ω)] : (3.79)

が得られる．ただし最後の等号では物理量 Â, B̂ が，したがってその相関関数 ϕAB(t)が実であることを利用

した．

3.4　マルコフジャンプ過程

序文を引用する：

これまでは，確率過程の具体的な時間発展方程式は指定せず，一般的な枠組みについて考えていた．

本節では，時間発展方程式を書き下すことで，これまでの議論を具体的に実装できるマルコフジャンプ

過程を考えよう．マルコフジャンプ過程とは，とりうる状態が有限個であり，それらの状態の間を，各

時刻ごとに独立に確率的に飛び移って（ジャンプして）いくような確率過程である．

3.4.1　マスター方程式

システムの状態 xは離散変数であるとし，3.4.5節を除き，時間反転対称性 x∗ = x, λ∗ = λ (ただし λは操

作パラメータ)を仮定する．時刻 tの状態が xであるという条件の下で，時刻 t+ dtの状態が x′(̸= x)となる

確率 (それは dtに比例する)を R(x′|x; t)dtと書いて，遷移レート R(x′|x; t)を定義する．ここで遷移は各時
間ステップごとに独立に起こる［それ故，遷移確率は時刻 tより前の系の経歴に依らない］という，Markov
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性を考慮した．遷移レート R(x′|x; t)は操作パラメータ λを通して時間に依存し，正確には R(x′|x;λ(t))と
書ける．このとき時刻 tでの確率分布 P (x, t)に対する時間発展方程式 (マスター方程式)は

∂P (x′, t)

∂t
=
∑
x( ̸=x′)

[R(x′|x; t)P (x, t)−R(x|x′; t)P (x′, t)] (3.80)

と定まる (導出は下記)．右辺の第 1項は状態 x′ への流入に，第 2項は状態 x′ からの流出に対応しており，こ

れは納得のいく結果となっていることが見て取れる．なお第 2項における因子
∑
x(̸=x′)

R(x|x′; t) ≡ γ(x′; t)を

エスケープ・レートという．また式 (3.80)の両辺の x′ に関する和をとると，確率の保存 d
dt

∑
x′ P (x′, t) = 0

が自動的に満たされていることが確認できる．

マスター方程式 (3.80)の導出 式 (A.36):P ′(x′) =
∑
x′ T (x′|x)P (x)の箇所で導入した確率遷移行列 T (x′|x)

を考え，これは規格化条件
∑
x′ T (x′|x) = 1を満たすことを思い出す．ここで微小時間 ∆tでの遷移を

念頭に置き，遷移レート R(x′|x; t)の定義より，x ̸= x′ に対して T (x′|x) = R(x′|x)∆tとおく (時刻 t

依存性は省略)．すると規格化条件より，対角成分 T (x|x)は

1 =
∑
x′

T (x′|x) = T (x|x) +
∑
x′( ̸=x)

R(x′|x)∆t, ∴ T (x|x) = 1−
∑
x′ (̸=x)

R(x′|x)∆t

と定まる．このとき式 (A.36)は，左辺 P ′(x′)を微小時間後の確率分布 P (x′, t+∆t)と見て時間依存

性を明記すると，

����P (x′, t) +
∂P (x′, t)

∂t
∆t =

∑
x(̸=x′)

R(x′|x; t)∆t · P (x, t) +

�1−
∑
x(̸=x′)

R(x|x′; t)∆t


︸ ︷︷ ︸

T (x′|x′;t)

P (x′, t)

を与える．両辺を ∆tで割ると，マスター方程式 (3.80)が得られる．

note 文献 [4, pp.75–76]では連続変数 xに関して，対応するマスター方程式の導出を行った．

マスター方程式 (3.80)から直接，見て取ることはできないが，導出過程ではもとの状態に留まる確率

T (x|x)も考慮されていることに注意する．

式 (3.80)右辺の和の中身

J(x′|x; t) ≡ R(x′|x; t)P (x, t)−R(x|x′; t)P (x′, t) (3.86)

は状態 xから x′ への確率流と解釈でき，定義より反対称性 J(x′|x; t) = −J(x|x′; t)を満たすことが見て取れ
る．［そこで x = x′ に対しても J(x′|x; t) = 0と定義できるのに対し，遷移レート R(x′|x; t)は x = x′ に対

しては定義されていないことに注意する．］ここで任意の静的な (tに依らない)物理量 Ax に対して，期待値

A(t) ≡
∑
x P (x, t)Ax の時間変化率を計算すると

dA(t)

dt
=
∑
x′

∂P (x′, t)

∂t
Ax′ =

∑
x,x′ (̸=x)

J(x′|x; t)Ax′ =
∑

x,x′ (̸=x)

[R(x′|x; t)P (x, t)−R(x|x′; t)P (x′, t)]Ax′

=
∑

x,x′ (̸=x)

R(x′|x; t)P (x, t)(Ax′ −Ax) (第 2項で x↔ x′とした) (3.88)
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となる．そこで最右辺における差 Ax′ −Ax を一般の反対称な量 Dx′,x(= −Dx,x′)に置き換えた量∑
x,x′ (̸=x)

R(x′|x; t)P (x, t)Dx′,x =
∑
x′>x

{R(x′|x; t)P (x, t)Dx′,x + (x↔ x′)}

=
∑
x′>x

{R(x′|x; t)P (x, t)− (x↔ x′)}Dx′,x

=
∑
x′≥x

J(x′|x; t)Dx′,x ≡ JD (3.87)

を定義する．このとき特に Dx′,x = Ax′ − Ax とおくと JD は期待値の時間変化率
dA(t)
dt となること，また確

率流 (3.86)は反対称であることを踏まえ，JD をある種の「流れ」を表す物理量 Dx′,x の期待値と見なす．

遷移レートが時間に依存しないときに実現される定常分布 PSS(x)は，マスター方程式 (3.80)より∑
x(̸=x′)

J(x|x′) ≡
∑
x(̸=x′)

[R(x′|x)PSS(x)−R(x|x′)PSS(x
′)] = 0 (3.89)

を満たさねばならない．逆温度 β の熱浴と接している系のカノニカル分布 PSS(x) = Pcan(x)に対して，詳細

つり合い
R(x′|x)Pcan(x) = R(x|x′)Pcan(x

′) (3.92)

(ただし x ̸= x′)は確率流 J(x′|x) = 0を意味するため，上式 (3.89)の十分条件となっている．ただし逆に，一

般には定常状態はカノニカル分布とは限らない．なお Pcan(x) ∼ e−βEx より，詳細つり合いの条件 (3.92)は

R(x′|x)e−βEx = R(x|x′)e−βEx′ , ∴ R(x′|x)
R(x|x′)

= e−β(Ex′−Ex) (3.90–91)

と書き換えられる．

3.4.1節について

■「式 (3.80)の右辺の和を x′ についてとると 0になる」(p.66，l.11–12)について マスター方程式 (3.80)の

導出過程より

(式 (3.80)右辺) =
1

∆t

(∑
x

T (x′|x; t)P (x, t)− P (x′, t)

)

なので，規格化条件
∑
x′ T (x′|x) = 1を考慮すると

∑
x′

(式 (3.80)右辺) =
1

∆t

(∑
x

P (x, t)−
∑
x′

P (x′, t)

)
= 0.

■2準位系の解 (3.85)の確認 式 (3.84):dpdt = R(0|1)− R̄pを変数分離して解くと，

t+const =

∫
dp

R(0|1)− R̄p
= − 1

R̄

∫
dp

p− R(0|1)
R̄

= − 1

R̄
ln

∣∣∣∣p− R(0|1)
R̄

∣∣∣∣ , ∴ p(t) =
R(0|1)
R̄

+const×e−R̄t.

与えられた初期値 p(0)に対して積分定数を定めると，式 (3.85)が得られる．
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3.4.2　熱力学第二法則

複数の熱浴 ν (逆温度 βν) がある場合を考える．ここでは化学ポテンシャルを考えないが，拡張は直接的

にできる．熱浴 ν によって引き起こされるシステムの遷移のレート Rν(x
′|x; t) を導入すると，R(x′|x; t) =∑

ν Rν(x
′|x; t)である．また確率流 (3.86)において R(x′|x; t)→ Rν(x

′|x; t)と置き換えた式

Jν(x
′|x; t) ≡ Rν(x′|x; t)P (x, t)−Rν(x|x′; t)P (x′, t)

で，熱浴ごとの確率流［確率流への熱浴 ν の寄与］を定義できる．このとき J(x′|x; t) =
∑
ν Jν(x

′|x; t) で
ある．

さて，2.3節の定義に従うと，システムの単位時間あたりの吸熱は

Q̇(t) =
∑
x′

∂P (x′, t)

∂t
Ex′(t) =

∑
x,x′ (̸=x)

J(x′|x; t)Ex′(t) (3.95a)

=
∑
x≥x′

{J(x′|x; t)Ex′(t) + (x↔ x′)}

=
∑
x≥x′

J(x′|x; t)(Ex′(t)− Ex(t)) (3.95b)

と表される．最右辺 (3.95b)は
∑
ν

∑
x≥x′ Jν(x

′|x; t)(Ex′(t)− Ex(t))となっていることを踏まえると，熱浴
ν からの吸熱を

Q̇ν(t) =
∑
x≥x′

Jν(x
′|x; t)(Ex′(t)− Ex(t)) (3.94a)

=
∑

x,x′ (̸=x)

Rν(x
′|x; t)P (x, t)(Ex′(t)− Ex(t)) (3.94b)

と同定するのが自然である．実際，このとき Q̇ =
∑
ν Q̇ν が満たされる．

note 式 (3.94a)から式 (3.94b)への書き換えは式 (3.87)と同様である．

また式 (3.95a)から式 (3.94b)の形への書き換えも，既に式 (3.88)で行っている．

さらに仕事の定義

Ẇ ≡
∑
x

P (x, t)
∂Ex(t)

∂t
(3.96)

と合わせると熱力学第一法則 Ė = Q̇+ Ẇ が再現されることは，2.3節で見た通りである．

ここで各時刻ごとに，熱浴ごとの詳細つり合い

Rν(x
′|x; t)

Rν(x|x′; t)
= e−βν(Ex′ (t)−Ex(t)) (3.98)

が成り立っていると仮定する．

note これは詳細つり合い (3.90–92)と同じ形であり，

Rν(x
′|x; t)e−βνEx(t) = Rν(x|x′; t)e−βνEx′ (t)

と書き換えれば，熱浴 ν のみと接している平衡状態のシステムが，状態 xから x′ に遷移する確率と逆

過程の確率が等しいことを意味していることが見て取れる．そもそも Rν(x
′|x; t)を定義する際に「熱
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浴 ν によって引き起こされるシステムの変化」(p.68下から 5行目)と言った時点で，遷移の瞬間には

システムが特定の熱浴 ν のみと接している状況が想定されていると考えられる．ただし p.42脚注 9に

は「どの熱浴で遷移が起きるかは確率的である」とある (3.4.3節，l.11–12にもある)．これを踏まえる

と，むしろ複数の熱浴と同時に接していながら，ある瞬間には特定の熱浴 ν のみから確率的な熱 Q̂ν が

システムに移るという描像へ促される．

このとき熱力学第二法則

σ̇ ≡ dS(t)

dt
−
∑
ν

βνQ̇ν(t) ≥ 0

が成り立つことを証明できる (下記参照，S(t) ≡ −
∑
x P (x, t) lnP (x, t) はシステムの Shannon エント

ロピー)．

■第二法則の導出 熱の定義式 (3.94)と熱浴ごとの詳細つり合い (3.98)より，エントロピー生成 σ̇ において

− βνQ̇ν(t) = −βν
∑
x′≥x

Jν(x
′|x; t)(Ex′(t)− Ex(t)) =

∑
x′≥x

Jν(x
′|x; t) ln Rν(x

′|x; t)
Rν(x|x′; t)

(3.99)

となる．また Shannonエントロピーの時間変化率は

dS(t)

dt
= −

∑
x

∂P (x, t)

∂t
lnP (x, t) =

∑
x′≥x

J(x′|x; t) ln P (x, t)

P (x′, t)
(3.100)

と表される．［第 1の等号は式 (2.12)による．第 2の等号では式 (3.95)と同様の手順で式変形すればよい．］

2式 (3.99),(3.100)より，第二法則

σ̇ ≡dS(t)

dt
−
∑
ν

βνQ̇ν(t)

=
∑
x′≥x,ν

Jν(x
′|x; t) ln Rν(x

′|x; t)P (x, t)
Rν(x|x′; t)P (x′, t)

=
∑
x̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)P (x, t)
Rν(x|x′; t)P (x′, t)

≥0 (3.101)

が成り立つ［第 3の等号では式 (3.87)と同様の変形を行えば良い］．ただし第 4の不等号では，3行目の和の

中身が状態 xから x′ への遷移の確率 Rν(x
′|x; t)P (x, t)と逆過程の確率 Rν(x|x′; t)P (x′, t)の間のKL情報量

となっており［定義式 (A.31)］，また一般にKL情報量は非負であること (式 (A.32))を考慮した．等号成立は

Rν(x
′|x; t)P (x, t) = Rν(x|x′; t)P (x′, t), i.e. Jν(x

′|x; t) = 0

のとき．

3.4.3　ゆらぎの定理

Markovジャンプ過程では時間 0 ≤ t ≤ τ におけるシステムの経路 xτ は，図 10のように

• 初期状態 x0

• 遷移が起きた時刻 tk (ただし 0 < tk < τ，k = 1, 2, · · · ,K)
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図 10 Markov ジャンプ過程での経路の概念図．図では x = 0, 1, 2 の 3 状態から成る系を仮定した．な

お便宜的に t0 ≡ 0, tK+1 ≡ τ とおく．

• 時間 tk ≤ t ≤ tk+1 での状態 xk

で指定される．また時刻 tk における遷移を引き起こした熱浴を νk と書く．

さて，時刻 tk に状態 xk へと遷移したシステムが，次の遷移の時刻 tk+1 まで状態 xk に留まり続ける確率は

exp

(
−
∫ tk+1

tk

γ(xk; t)dt

)
で与えられる［本稿次節で教科書を補足しつつ導出］．また時刻 tk に熱浴 νk による遷移が起きる確率は

Rνk(xk|xk−1; tk)dtなので，経路確率は

P [xτ |λτ ] ∝

[
K∏
k=1

Rνk(xk|xk−1; tk)

][
K∏
k=0

exp

(
−
∫ tk+1

tk

γ(xk; t)dt

)]
P (x0, 0) (3.105)

と表される．ただし因子 dtK を落とした［dtK は最終的な詳細ゆらぎの定理 (3.109)において経路確率の比

をとる際に共通因子として相殺するので，あらかじめ捨てて良い］．操作パラメータを通した遷移レートの時

間依存性がない場合，上式 (3.105)は

P [xτ ] ∝

[
K∏
k=1

Rνk(xk|xk−1)

][
K∏
k=0

e−γ(xk)(tk+1−tk)

]
P (x0, 0) (3.104)

と簡略化される．いずれにせよ経路確率 P [xτ |λτ ], P [xτ ] は，遷移を引き起こした熱浴の履歴 ντ ≡
(ν1, ν2, · · · , νK)にも依存していると見なす．

3.1.1節で予告したように，Markowジャンプ過程に対して確率的な熱を定義する．熱浴 ν からの吸熱は状

態遷移に伴うエネルギーの変化

Q̂ν [xτ ,λτ ] =

K∑
k=1

(Exk
(tk)− Exk−1

(tk))δν,νk (3.106)

である［因子 δν,νk により，他の熱浴 νk( ̸= ν)による遷移は寄与しないことが保証される］．実際この判断は，

仕事の一般的な定義 (3.2):

Ŵ [xτ ,λτ ] =

∫ τ

0

∂Ex(t)

∂t

∣∣∣∣
x=x(t)

dt (3.107)
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と合わせて経路レベルの熱力学第一法則 (3.1):

Ex(τ)(τ)− Ex(0)(0) =
∑
ν

Q̂ν [xτ ,λτ ] + Ŵ [xτ ,λτ ]

が満たされることから正当化される［本稿次節で確認］．また確率的な熱 (3.106)と仕事 (3.107)のアンサンブ

ル平均をとると，式 (3.94)と (3.96)が再現される［本稿次節で補足］．

以上より，順過程と逆過程の経路確率の比をとると，詳細ゆらぎの定理 (3.7):

P [x†
τ ,λ

†
τ ]

P [xτ ,λτ ]
=

[
K∏
k=1

Rνk(xk−1|xk; tk)
Rνk(xk|xk−1; tk)

]
P (xτ , τ)

P (x0, 0)
= e−σ̂[xτ ,λτ ] (3.109)

が得られる［本稿次節で教科書を補足しつつ導出］．

3.4.3節について

■時間 tk ≤ t ≤ tk+1 で状態 xk に留まる確率について 微小時間 ∆t における確率遷移行列の対角要素は，

3.4.1節で見たように
T (x|x) = 1−

∑
x′ (̸=x)

R(x′|x)∆t = 1− γ(x)∆t

で与えられる．よって簡単のために遷移レートが時間に依存しない場合を考えると，教科書 p.71脚注 35にあ

るように ∆t = t1/N として，時刻 t1 まで初期状態 x0 に留まり続ける確率は

p(t1) = lim
N→∞

(
1− γ(x0)

t1
N

)N
= e−γ(x0)t1

と表される．

第 2の等号について X が値か演算子かに関わらず N →∞のとき(
1 +

X

N

)N
=

N∑
n=0

Xn

n!

N !

(N − n)!Nn
→

∞∑
n=0

Xn

n!

(
∵ N !

(N − n)!Nn
=
N

N
· N − 1

N
· · · N − n+ 1

N
→ 1

)
となる．演算子 X に対しても exp(X)は級数展開で定義されるため(

1 +
X

N

)N
→ eX

である．X = 1とすると，これは eの定義式になる．直観的には

eX =
(
e

X
N

)N
≃
(
1 +

X

N

)N
(N ≫ 1)

である．

あるいは等価的に，p(t)に対する微分方程式

p(t+ dt) = [1− γ(x0)dt]p(t), ∴ dp

dt
= −γ(x0)p

を初期条件 p(0) = 1の下で解いて，p(t) = e−γ(x0)t としても良い．こうすれば遷移レートが，したがってエ

スケープ・レート γ(x0; t)が時刻に依存するとき，

dp

p
= −γ(x0; t)dt, ∴ p(t1) = exp

(
−
∫ t1

0

γ(x0; t)dt

)
と一般化されることは見やすい．
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■熱 (3.106)と仕事 (3.107)が経路レベルの熱力学第一法則を満たすことの確認 吸熱 (3.106)の熱浴にわた

る和をとると ∑
ν

Q̂ν =
K∑
k=1

(
Exk

(tk)− Exk−1
(tk)

)
�
�

�
�∑

ν

δν,νk

となる．他方，仕事 (3.107):

Ŵ =
K∑
k=0

∫ tk+1

tk

∂Exk
(t)

∂t
dt =

K∑
k=0

(
Exk+1

(tk)− Exk
(tk)

)
は操作パラメータを通したエネルギー Ex(t)(λ(t))である．よってこれらを足すと

∑
ν

Q̂ν + Ŵ =Ex0(t1)− Ex0(t0) +
K∑
k=1

{(
����Exk

(tk)− Exk−1
(tk)

)
+
(
Exk+1

(tk)�����−Exk
(tk)

)}
=XXXXEx0(t1)− Ex0(t0)

+XXXXEx1(t2)
XXXXX−Ex0(t1) ← k = 1

+XXXXEx2(t3)
XXXXX−Ex1(t2) ← k = 2

+ · · ·
+ExK (tK+1)

hhhhhh−ExK−1(tK) ← k = K

=Ex(τ)(τ)− Ex(0)(0)

となって，経路レベルの熱力学第一法則が再現される．

■確率的な熱 (3.106)と仕事 (3.107)の「アンサンブル平均が式 (3.94)と (3.96)を再現すること」(p.72下 2

行)の確認 仕事についてはほぼ自明である．そこで熱について，pp.72–73の説明を補足しつつ確認する．ま

ず確率的な熱 (3.106)における和の中身

(Exk
(tk)− Exk−1

(tk))δν,νk

のアンサンブル平均をとることを考える．各時刻 tk における無限小時間 dtで，熱浴 νk により状態 xk−1 か

ら xk( ̸= xk−1)への遷移が起きる確率は

Rνk(xk|xk−1; tk)P (xk−1, tk)dt

である．これを掛けて νk, xk−1, xk (̸= xk−1)で和をとると，アンサンブル平均

⟨(Exk
(tk)− Exk−1

(tk))δν,νk⟩ =
∑

xk ̸=xk−1

Rν(xk|xk−1; tk)P (xk−1, tk)(Exk
(tk)− Exk−1

(tk))dt

=Q̇ν(tk)dt (∵ 式 (3.94))

を得る．次いで式 (3.106)における時刻のラベル k に関する和をとる．その際，微小時間 dt刻みに時刻 tk を

設定すれば
∑
k dt →

∫ τ
0
dt として良いので (同時に状態 xk に有限時間，留まる確率を考える必要もなくな

る*5)，確率的な熱 (3.106)のアンサンブル平均は

⟨Q̂ν [xτ ,λτ ]⟩ =
K∑
k=1

⟨(Exk
(tk)− Exk−1

(tk))δν,νk⟩ =
∫ τ

0

Q̇ν(t)dt

となる．

*5 Langevin系の経路確率 (B.24)も無限小時間ごとの遷移確率の積のみに比例している．
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■ゆらぎの定理 (3.109) の導出 3.4.1 節冒頭で時間反転対称性 x∗ = x, λ∗ = λ を仮定したことを思い出そ

う．このとき特に遷移レートについて Rν(x
′|x;λ†(τ − t)) = Rν(x

′|x;λ(t))となることに注意する．これを踏
まえて逆過程の経路確率を考える．ここで説明のため時間の向きを反転した時間座標 s = τ − tを導入する．
すると時刻 s = sk ≡ τ − tk (すなわち t = tk，k = 1, · · · ,K)で状態 x∗k(= xk)から x∗k−1(= xk−1)に遷移す

る確率は
Rνk(xk−1|xk; t = tk)ds

である (つまり引数における遷移の向きが順過程と逆になる)．また時間 τ−tk+1 ≤ s ≤ τ−tk (k = 0, · · · ,K)

で状態 x∗k(= xk)に留まり続ける確率

exp

(
−
∫ τ−tk

τ−tk+1

γ(xk; t = τ − s)ds

)
= exp

(
−
∫ tk+1

tk

γ(xk; t)dt

)
は，時間 tk ≤ t ≤ tk+1 で状態 xk に留まり続ける確率と変わらない (これは直観的にも納得できる)．さらに

ゆらぎの定理 (3.7)の前提と同じ状況設定として，時刻 t = τ に達した直後に逆過程を開始する場合を考える

と，逆過程の初期分布は P (xτ , τ)で与えられる．以上より逆過程の経路確率は

P [x†
τ |λ†

τ ] ∝

[
K∏
k=1

Rνk(xk−1|xk; tk)

][
K∏
k=0

exp

(
−
∫ tk+1

tk

γ(xk; t)dt

)]
P (xτ , τ) (3.108)

と表される．

上式 (3.108)と順過程の経路確率 (3.105)の比をとると，式 (3.109)第 1の等号

P [x†
τ ,λ

†
τ ]

P [xτ ,λτ ]
=

[
K∏
k=1

Rνk(xk−1|xk; tk)
Rνk(xk|xk−1; tk)

]
P (xτ , τ)

P (x0, 0)

が得られる．第 2 の等号の確認に移ろう．まず遷移レートの因子について，熱浴ごとの詳細つり合い (3.98)

を用いて評価すると，

K∏
k=1

Rνk(xk−1|xk; tk)
Rνk(xk|xk−1; tk)

= exp

(
−

K∑
k=1

βνk(Exk−1
(tk)− Exk

(tk))

)

=exp

(∑
ν

βν

K∑
k=1

(Exk
(tk)− Exk−1

(tk))δν,νk

)

=exp

(∑
ν

βνQ̂ν [xτ ,λτ ]

)
(∵ 熱の定義式 (3.106))

となる．よってエントロピー生成の定義式 (3.5):

σ̂[xτ ,λτ ] = − lnP (xτ , τ) + lnP (x0, 0)−
∑
ν

βνQ̂ν [xτ ,λτ ]

を思い出すと，第 2の等号 [
K∏
k=1

Rνk(xk−1|xk; tk)
Rνk(xk|xk−1; tk)

]
P (xτ , τ)

P (x0, 0)
= e−σ̂[xτ ,λτ ]

が示される．
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3.4.4　具体例：量子ドット熱機関

1.1節の図 3に示した量子ドットについて天下りに述べると，操作パラメータは時間に依存せず，また電子

浴が Fermi分布に従うとき，

• 電子浴ごとの詳細つり合い
Rν(1|0)
Rν(0|1)

= e−βν(ε−µν)

が成り立つ (x = 0, 1はドットを占める電子数)．

よって第二法則とゆらぎの定理も成り立つことになる．

• 単一の量子ドットに対する定常状態では強結合条件が満たされ，したがって Carnot効率を実現できる．

3.4.5　時間反転対称でない変数

3.4節冒頭で仮定した時間反転対称性 x = x∗, λ = λ∗ が成り立たない場合を考える．その際にも

• システムのエネルギーの時間反転対称性 Ex(λ) = Ex∗(λ∗)

• 熱浴ごとのエスケープ・レート γν(x
′;λ) ≡

∑
x(̸=x′)Rν(x|x′;λ) の時間反転対称性 γν(x

′;λ) =

γν(x
′∗;λ∗)

が仮定されるものの，熱浴ごとの詳細つり合い (3.98)は「時間反転対称性」

Rν(x
′|x;λ)

Rν(x∗|x′∗;λ∗)
= e−βν(Ex′ (λ)−Ex(λ)) (3.115)

へと修正される．このとき式 (3.101) と同様にして熱力学第二法則 σ̇ ≥ 0 が得られることには変わりない．

［また 3.4.3 節と同様にゆらぎの定理を導出できると考えられる (式 (3.109) 第 2 辺の遷移レートの比を上式

(3.115)で評価し直すだけで良い)．］

3.5　非平衡定常熱力学

非平衡定常状態においても，一般に異なる温度の熱浴が複数ある場合や非保存力がある場合には，全体と

して詳細つり合いが破れているためカレントがあり［3.1.2 節のノート参照］，正のエントロピー生成が生じ

る［カレントは散逸を意味し，線形熱力学 (3.2節)ではエントロピー生成はカレントとアフィニティの積であ

る］．これを維持 (housekeeping)エントロピー生成と呼び，σhk で表す．他方，外部駆動によって余分に生じ

たエントロピー生成として過剰 (excess)エントロピー生成 σex を定義し，σ = σhk + σex と分けることを考え

る．ただし全エントロピー生成は依然として式 (3.101)の 3行目における KL情報量の形

σ̇ =
∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)P (x, t)
Rν(x|x′; t)P (x′, t)

(3.101′)

で定義される．このとき σex がノンゼロであることによって，非平衡定常状態からのずれを特徴付けることが

可能となる．以下ではMarkovジャンプ過程において，x = x∗ を仮定する*6．

*6 以下の議論は，x ̸= x∗ となる変数があると上手くいかないことが知られている (p.76，脚注 42)．
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準備として，各瞬間の遷移レート R(x′|x; t) =
∑
ν Rν(x

′|x; t)に対して条件 (3.89):∑
x(̸=x′)

[R(x′|x; t)PSS(x; t)−R(x|x′; t)PSS(x
′; t)] = 0 (3.118)

で定常状態 PSS(x; t)［t に依存して良い］を定義し，これを用いて x ̸= x′ に対し，Rν(x′|x; t) に「双対な
(dual)」遷移レート

R̃ν(x
′|x; t) ≡ Rν(x|x′; t)PSS(x

′; t)

PSS(x; t)
(3.119)

および R̃(x′|x; t) ≡
∑
ν R̃ν(x

′|x; t)を定義する．上式 (3.119)の ν に関する和は全体としての詳細つり合い

R(x′|x; t)PSS(x; t) = R(x|x′; t)PSS(x
′; t)

［3.1.2節のノート参照］の左辺において R(x′|x; t)→ R̃(x′|x; t)と置き換えた関係式に他ならないものの，一
般には全体としての詳細つり合いは破れているので，双対なレート R(x′|x; t)と R̃(x′|x; t)は互いに異なって
いる．ところで双対レートの定義より，次の性質が従う．

• R(x′|x; t)と R̃(x′|x; t)は共通のエスケープ・レートを持つ：∑
x′ (̸=x)

R̃(x′|x; t) = 1

PSS(x; t)

∑
x′ (̸=x)

R(x|x′; t)PSS(x
′; t) (∵ R̃の定義式 (3.119))

=
∑
x′( ̸=x)

R(x′|x; t). (∵ 式 (3.118)で x↔ x′と入れ替えた関係) (3.120)

• R(x′|x; t)と R̃(x′|x; t)は共通の定常状態を持つ：∑
x(̸=x′)

[R̃(x′|x; t)PSS(x; t)− R̃(x|x′; t)PSS(x
′; t)]

=
∑
x(̸=x′)

[R(x|x′; t)PSS(x
′; t)−R(x′|x; t)PSS(x; t)] (R̃の定義式 (3.119)を代入した)

=0. (∵ PSSの定義式 (3.118)) (3.121)

さて，双対レートを用いて過剰・維持エントロピー生成をそれぞれ

σ̇ex(t) ≡
∑
x̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)P (x, t)
R̃ν(x|x′; t)P (x′, t)

=
dS(t)

dt
+
∑
x̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln PSS(x

′; t)

PSS(x′; t)
, (3.122)

σ̇hk(t) ≡
∑
x̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)
R̃ν(x|x′; t)

=
∑
x̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)PSS(x; t)

Rν(x|x′; t)PSS(x′; t)
(3.123)

で定義する (その動機付けは下記)．［式 (3.122)第 2の等号は本稿次節で確認する．式 (3.123)第 2の等号で

は R̃の定義式 (3.119)を代入した．］これらの和は全エントロピー生成

σ̇(t) = σ̇ex(t) + σ̇hk(t) (3.124)
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になる［本稿次節で確認］．

Rν(x
′|x)が tに依存せず，システムが定常状態 PSS(x)にあるときには，σ̇ex = 0となる［式 (3.122)の 1

行目に R̃の定義式 (3.119)を代入すると真数が 1になるから］．他方，熱浴が 1つしかなく，各時刻ごとの詳

細つり合いが満たされているときには，σ̇hk = 0となる［式 (3.123)最右辺の真数が 1になるから］．ここから

過剰・維持エントロピー生成をそれぞれ式 (3.122),(3.123)のように同定したことが正当化される．

過剰・維持エントロピー生成の各々は非負である．実際，まず σ̇ex(t)について，エレガントには式 (3.122)

の 1行目の表式より

σ̇ex(t) = −
∂

∂t′
S(P (t′)∥PSS(t))

∣∣∣∣
t′=t

≥ 0 (3.126)

であることが分かる．［ただし P (t′) ≡ P (x, t′), etc.であり，第 1の等号は本稿次節で確認する．第 2の不等

号は KL情報量の性質 (A.40)による．］また σ̇hk(t)についても，式 (3.123)1行目の真数を t(> 0)とおいて

不等式 ln(t−1) ≥ 1− t［本稿 A.3.1節の図 29を参照］を適用すると

σ̇hk(t) ≥
∑
x ̸=x′,ν

(
Rν(x

′|x; t)P (x, t)− R̃ν(x′|x; t)P (x, t)
)

=
∑
x


 ∑
x′ (̸=x)

R(x′|x; t)

−
 ∑
x′ (̸=x)

R̃(x′|x; t)

P (x, t)

=0 (∵ 式 (3.120)) (3.127)

となる (σ̇ex(t) ≥ 0も同様の手法で改めて証明できる)．

なお，以上のようなエントロピー生成の分解は経路レベルで行うこともできる．

3.5節について

■σ̇ex の式 (3.122)第 2の等号の確認 R̃の定義式 (3.119)を代入すると，式 (3.122)第 2辺は

∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)P (x, t)
R̃ν(x|x′; t)P (x′, t)

=
∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln�����Rν(x

′|x; t)PSS(x
′; t)P (x, t)

�����Rν(x
′|x; t)PSS(x; t)P (x′, t)

=
∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln P (x, t)

P (x′, t)
+
∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln PSS(x

′; t)

PSS(x; t)

と書き換えられる．さらに最右辺の第 1項を∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln P (x, t)

P (x′, t)
=
∑
x ̸=x′

R(x′|x; t)P (x, t) ln P (x, t)

P (x′, t)

=
∑
x′>x

{
R(x′|x; t)P (x, t) ln P (x, t)

P (x′, t)
+ (x↔ x′)

}
=
∑
x′>x

{R(x′|x; t)P (x, t)− (x↔ x′)} ln P (x, t)

P (x′, t)

=
∑
x′≥x

J(x′|x; t) ln P (x, t)

P (x′, t)
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=
dS(t)

dt
(19)

(最後の等号では式 (3.100)による)と書き換えると，式 (3.122)第 2の等号が確かめられる．

■式 (3.124)の確認 σ̇ex, σ̇hk の式 (3.122),(3.123)の最右辺を足すと

σ̇ex(t) + σ̇hk(t) =
dS(t)

dt
+
∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)
Rν(x|x′; t)

=
∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t)

(
ln
P (x, t)

P (x′, t)
+ ln

Rν(x
′|x; t)

Rν(x|x′; t)

)
(∵ 上式 (19))

=
∑
x ̸=x′,ν

Rν(x
′|x; t)P (x, t) ln Rν(x

′|x; t)P (x, t)
Rν(x|x′; t)P (x′, t)

=σ̇(t) (∵ 本節冒頭の式 (3.101′))

となる．

■「なお，式 (3.122) の 2 行目の第 2 項を −βQ̇ex とおくと，Q̇ex は過剰熱と呼ばれることがある」(p.78，

l.9,10)について ここでは逆温度 β を持つ単一の熱浴を想定していると考えられる．

■式 (3.126)第 1の等号の確認 KL情報量の定義式 (A.31)より

− ∂

∂t′
S(P (t′)∥PSS(t))

∣∣∣∣
t′=t

= − ∂

∂t′

∑
x

P (x, t′){lnP (x, t′)− lnPSS(x; t)}

∣∣∣∣∣
t′=t

=
∑
x

∂P (x, t)

∂t
{lnP (x, t)− lnPSS(x; t)} −

∑
x

∂P (x, t)

∂t

=
dS(t)

dt
+
∑
x

∂P (x, t)

∂t
lnPSS(x; t)

となる．ただし最後の等号では式 (2.12)と，全確率の保存
∑
x
∂P (x,t)
∂t = 0を考慮した．よって最右辺の第 2

項が，σ̇ex の式 (3.122)最右辺の第 2項に一致していれば良い．ところが実際，

(式 (3.122)最右辺の第 2項) =
∑
x ̸=x′

R(x′|x; t)P (x, t){lnPSS(x
′; t)− lnPSS(x; t)}

=
∑
x ̸=x′

{R(x|x′; t)P (x′, t)− (x↔ x′)} lnPSS(x; t) (第 1項で x↔ x′と入れ替えた)

=
∑
x

 ∑
x′( ̸=x)

J(x|x′; t)

 lnPSS(x; t) =
∑
x

∂P (x, t)

∂t
lnPSS(x; t)

と書き換えられるから，示された．

3.6　熱力学不確定性関係

近年発見された熱力学不確定性関は，パワーと効率の関係の原理的な制約を与え，非線形領域でも普遍的に

成り立つ*7．

*7 量子力学の不確定性関係とはまったく関係ない (p.81脚注 45)．
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以下では熱力学不確定性関係の定式化と証明，そしてパワーと効率のトレードオフへの応用を述べよ

う．本節ではマルコフジャンプ過程の場合について議論するが，同様の議論はランジュバン系でも成り

立つ（付録 B.2を参照）．なお熱浴は複数あってよく，3.2.1節で議論したような化学ポテンシャルの効

果を含めることもできる．(p.81，l.4–8)

3.6.1　熱力学不確定性関係の一般形

熱浴 ν への依存性を持ち得る反対称な物理量Dν
x,x′ = −Dν

x′,x に対応するカレントの，時刻 0から τ までの

積算を式 (3.106)と同じ形

ĴD[xτ ] ≡
K∑
k=1

Dνk
xk,xk−1

で定義する．［左辺は 3.3.1節の式 (12)と同じ表記であり，そこでDνk
xk,xk−1

を単位時間あたりのカレント ˆ̇JD
のように見なすと，］瞬間的なカレント ˆ̇JD の，その時刻 tにおけるアンサンブル平均は［「期待値」(3.87)と

同じ形］

JD(t) ≡ ⟨ ˆ̇JD⟩ =
∑
x′≥x,ν

Jν(x
′|x; t)Dν

x′,x =
∑
x′ ̸=x,ν

Kν(x
′, x; t)Dν

x′,x, (3.130)

ただし Kν(x
′, x; t) ≡ Rν(x′|x; t)P (x, t)

で与えられる［第 1の等号は式 (3.60)の表記に整合］．また ĴD[xτ ]の分散を ⟨∆Ĵ 2
D⟩と書く．

外部操作が，したがって遷移レートの時間依存性がなく，確率分布も定常的であるとき，

σ ≥ 2
⟨ĴD⟩

2

⟨∆Ĵ 2
D⟩

(3.131)

が成り立つ*8．これが定常状態・有限時間の熱力学不確定性関係であり，その情報理論的な方法での証明を

3.6.4節で行う．上式 (3.131)よりエントロピー生成が σ = 0となるには，カレントの平均 ⟨ĴD⟩がゼロにな
るか，分散 ⟨∆Ĵ 2

D⟩が発散している必要がある．

参考：一般的な形での熱力学不確定性関係 遷移レートが Rν(x
′|x;λ(vt))という形で操作パラメータ λを通

して時間に依存し (vは操作速度を特徴付けるパラメータ)，確率分布も非定常的であるときには，JD(τ)

を終時刻 τ における瞬間的なカレントとして

σ ≥ 2

(
τJD(τ)− v ∂

∂v ⟨ĴD⟩
)2

⟨∆Ĵ 2
D⟩

(3.132)

が成り立つ (熱力学不確定性関係)．外部操作がなく確率分布が定常的なときには，［式 (3.60)と同様］

τJD(τ) = ⟨ĴD⟩となるので，これは不等式 (3.131)に帰着する．

*8 磁場などの時間反転で符号を変える変数があるときは，この不等式は修正を要する (p.81脚注 46)．
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3.6.2　短時間の熱力学不確定性関係

熱力学不確定性関係 (3.131)の短時間極限 τ → 0を考えよう．このとき τ の 1次までの近似で，各項は

σ ≃ σ̇τ, ⟨ĴD⟩ = JDτ,［式 (3.60)同様］

⟨∆Ĵ 2
D⟩ = ⟨Ĵ 2

D⟩ − ⟨ĴD⟩
2
= ⟨Ĵ 2

D⟩+O(τ2) ≃
∑
x′ ̸=x,ν

Kν(x
′, x; t)(Dν

x′,x)
2τ ≡ ∆Dτ,

∆D ≡
∑
x′ ̸=x,ν

Kν(x
′, x; t)(Dν

x′,x)
2

となるので，短時間の熱力学不確定性関係

σ̇ ≥ 2
J 2
D

∆D
(3.134)

が得られる．短時間極限を考えているので，上式 (3.134)は分布が非定常的である場合や外部操作がある場合

にも各瞬間ごとに成り立つ［短時間極限では一般的な不等式 (3.132)における v の項を高次の項として落とせ

ると考えれば，辻褄が合う］．

式 (3.134)は次のように直接，証明できる．

式 (3.134)の証明 　

小定理 ［正数］a, bに対して
a− b
2

ln
a

b
≥ (a− b)2

a+ b
(3.136)

が成り立つ．
式 (3.136)の証明 a = bの場合は両辺が 0となって等号が成立する．そこでまず a > bの場合を考えて u ≡ b/a

とおくと 0 < u < 1であり，与式 (3.136)は

−1

2
lnu ≥ a− b

a+ b
=

1− u

1 + u
i.e. g(u) ≡ − lnu− 2

1− u

1 + u
≥ 0

と等価である．実際，g(1) = 0および

g′(u) = · · · = − (u− 1)2

u(u+ 1)2
≤ 0

より，これは成り立っている．［以下，補足．］最後に a < bの場合を考える．このとき a′ = b, b′ = aとおく

と a′ > b′ であり，与式 (3.136)は
a′ − b′

2
ln

a′

b′
≥ (a′ − b′)2

a′ + b′

となって形を変えないので，a > b の場合と全く同様に証明される．

さて，式 (3.136)の証明に移ろう．エントロピー生成は式 (3.101)より

σ̇ =
∑
x ̸=x′,ν

Kν(x
′, x; t) ln

Kν(x
′, x; t)

Kν(x, x′; t)
=

1

2
{(第 2辺) + (x↔ x′)}

=
1

2

∑
x̸=x′,ν

(Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t)) ln
Kν(x

′, x; t)

Kν(x, x′; t)
(3.135)

と表される．ここに式 (3.136)を適用すると，

σ̇ ≥
∑
x ̸=x′,ν

(Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t))2

Kν(x′, x; t) +Kν(x, x′; t)
≡ ˙̃σ (3.137)
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が見出される．次いで Cauchy-Schwarzの不等式
(∑

i a
2
i

) (∑
i b

2
i

)
≥ (
∑
i aibi)

2
(ai, bi は実数) を用

いると

∆D
˙̃σ

2
=
1

4

 ∑
x ̸=x′,ν

(Dν
x′,x)

2(Kν(x
′, x; t) +Kν(x, x

′; t))

 ∑
x ̸=x′,ν

(Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t))2

Kν(x′, x; t) +Kν(x, x′; t)


≥1

4

 ∑
x ̸=x′,ν

Dν
x′,x(Kν(x

′, x; t)−Kν(x, x
′; t))

2

= J 2
D (3.138)

となり，式 (3.134)が得られる．

なお上式 (3.138)の等号成立条件は［ai ∝ bi すなわち］，

Dν
x′,x = c

Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t)

Kν(x′, x; t) +Kν(x, x′; t)
(cは任意の比例定数)

であり，このとき JD = c ˙̃σ/2が成り立つ．他方，式 (3.137)の等号はMarkovジャンプ過程では一般

には達成できない (詳細つり合い［Kν(x
′, x; t) = Kν(x, x

′; t)］が成り立ち，それ故 σ̇ = 0, ˙̃σ = 0とな

る自明な場合を除けば)．これに対し Langevin系では式 (3.137)の，したがって不確定性関係 (3.134)

の等号を実現できる (付録 B.2)．

なお非定常な場合や外部操作がある場合にも，有限時間 τ における平均

σ̄ ≡ 1

τ

∫ τ

0

dtσ̇［ = σ/τ］, J̄D ≡
1

τ

∫ τ

0

dtJD, ∆̄D ≡
1

τ

∫ τ

0

dt∆D

に対して式 (3.134)と同じ形の不等式

σ̄ ≥ 2
J̄ 2
D

∆̄D
(3.141)

が成り立つ．

式 (3.141)の証明 式 (3.137),(3.138)より，非定常な場合や外部操作がある場合も含めて，各瞬間ごとに

JD ≤
√

˙̃σ
√
∆D/2 ≤

√
σ̇
√
∆D/2

が成り立つ．これと Cauchy-Schwarzの不等式
(∫

dtAB
)2 ≤ (∫ dtA2

) (∫
dtB2

)
(A,B は実関数) を

併せて用いると，(∫ τ

0

dtJD

)2

≤
(∫ τ

0

dt
√
σ̇
√
∆D/2

)2

≤
(∫ τ

0

dtσ̇

)(∫ τ

0

dt(∆D/2)

)
,

∴ 1

2

(
1

τ

∫ τ

0

dtσ̇

)(
1

τ

∫ τ

0

dt∆D

)
≥
(
1

τ

∫ τ

0

dtJD

)2

, ∴ 1

2
σ̄∆̄D ≥ J̄ 2

D

が得られる．これは式 (3.141)に他ならない．

■(コラム)エントロピー生成の推定 熱力学不確定性関係 (3.131)の右辺はカレントの平均と分散だけ (すな

わち 2次までのキュムラントだけ)を含んでいるため，測定が容易である．そこで式 (3.131)右辺をエントロ

ピー生成の値の推定に応用することが考えられる．
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3.6.3　パワーと効率のトレードオフ

3.2.1節の設定 (特に時間反転で符号を変えるパラメータはないとする［3.2.2節］)の下で，熱力学不確定性

関係 (3.134) からパワーと効率のトレードオフを導く．カレントとしてパワー P = −JNFNTL を考えると，
式 (3.134)の両辺はそれぞれ

σ̇ =JQFQ + JNFN = JQ(βL − βH)− βLP =
P

TL

{
JQ
P

(
1− TL

TH

)
− 1

}
=
P

TL

(
ηc
η
− 1

)
,

(
∵ η ≡ JQ

P
: (3.35), ηc = 1− TL

TH

)
(3.142)

および 2
J 2
D

∆D
= 2

P 2

∆P
となるので，

η

ηc
≤ 1

1 + 2PTL/∆P
(3.143)

を得る．［これは効率 η の上限を増すには，パワー P を減少させる (または単位時間あたりのカレント (パ

ワー)の分散 ∆P を増大させる)必要があるというトレードオフを表す．特に，］TL ̸= 0である限り，Carnot

効率 η = ηc を達成するには P = 0となるか，∆P が発散している必要がある．

なお先駆的な研究として，白石・齊藤・田崎 (2016)は式 (3.134),(3.141)に相当する熱力学不確定性関係を

導出し，そこから非線形領域でも成り立つトレードオフ関係

P̄ ≤ Θ̄η(ηc − η)

を導いた (Θ̄はエネルギーのゆらぎに関係した量)．これは線形応答理論におけるトレードオフ関係 (3.54)と

似た形をしており，やはり (Θ̄の発散がない限り) Carnot効率 η = ηc と有限パワー P > 0の両立は不可能で

あることを意味している．

最後にシステムのサイズ nに対する依存性について簡単に言及する．分散 ∆D が加法的であり O(n)のス

ケールであると仮定する［実際しばしば標準偏差 (ゆらぎ) は O(n1/2) のオーダーである (教科書 p.1 脚注 2

も参照)］．このとき 1つの可能な状況として，式 (3.134)より

• エントロピー生成 σ̇ = O(1)はミクロな量であって，

• カレント (パワー) JD(= P ) = O(n1/2)はマクロな (オーダー O(n)の)量ではない

というスケーリングが許される．

3.6.4　熱力学不確定性関係の証明

第 1段落を引用する：

マルコフジャンプ過程の場合について，情報理論的な方法で式 (3.131)を証明してみよう［参考文献

は略］．より一般の場合，式 (3.132)も本質的に同じ方法で証明が可能である．重要なアイデアは，パ

ラメータ付けられた経路確率に対して，付録 A.4で述べる一般化クラメール・ラオ (Cramer-Rao)不等

式を適用することである．
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［熱力学不確定性関係 (3.131) の前提として，遷移レート Rν(x
′|x) は時間に依存しない．］遷移レート

Rν(x
′|x)の下での定常分布を P (x)と書く．また実数パラメータ θ で特徴付けられる遷移レート

Rν,θ(x
′|x) ≡ Rν(x′|x)(1 + θZν(x

′, x)), (3.146)

with Zν ≡
Kν(x

′, x)−Kν(x, x
′)

Kν(x′, x) +Kν(x, x′)
, Kν(x

′, x) ≡ Rν(x′|x)P (x)

の下での定常分布を Pθ(x)，確率流を Jν,θ(x
′|x) とする*9．さらに定常分布における経路確率 Pθ[xτ ] に関

する平均と Fisher 情報量 (式 (A.43) 参照) をそれぞれ ⟨· · ·⟩θ , fθ と書くと，カレント ĴD に対して一般化
Cramer-Rao不等式 (A.44):

⟨∆Ĵ 2
D ⟩θ fθ ≥

(
∂θ ⟨ĴD⟩θ

)2
(3.147)

が成り立つ．

まずは上式 (3.147)右辺を評価しよう．準備として

Kν(x
′, x)Zν(x

′, x)−Kν(x, x
′)Zν(x, x

′)

=
Kν(x

′, x){Kν(x
′, x)�����−Kν(x, x

′)} −Kν(x, x
′){Kν(x, x

′)�����−Kν(x
′, x)}

Kν(x′, x) +Kν(x, x′)

=Kν(x
′, x)−Kν(x, x

′) (3.148)

が成り立つことに注目する．ここから，定常分布は θに依存せず Pθ(x) = P (x)であり，確率流は Jν,θ(x
′|x) =

(1 + θ)Jν(x
′|x)となることが分かる［本稿次節で補足］．さて経路確率 Pθ[xτ ]による平均 ⟨ĴD⟩θ は，定常状

態において［式 (3.60)と同様］⟨ĴD⟩θ = τJD,θ となることから評価できる．ここで右辺の JD,θ は θ = 0での

期待値 (3.130)と同様，

JD,θ ≡
∑
x′≥x,ν

Jν,θ(x
′|x)Dν

x′,x = (1 + θ)
∑
x′≥x,ν

Jν(x
′|x)Dν

x′,x = (1 + θ)JD

と定義されるので，結局

∂θ ⟨ĴD⟩θ = τ∂θJD,θ = τ∂θ(1 + θ)JD = τJD = ⟨ĴD⟩ (3.151)

となる．一般化 Cramer-Rao不等式 (3.147)右辺に上式 (3.151)を代入して θ = 0とおくと，

⟨∆Ĵ 2
D ⟩ fθ=0 ≥ ⟨ĴD⟩

2
(3.147′)

が得られる．

次に式 (3.147)における Fisher情報量 fθ を，式 (A.43)の最右辺 fθ = −⟨∂ 2
θ (lnPθ[xτ ])⟩θ に基づいて計

算する．経路確率は式 (3.104)と同様に

Pθ[xτ ] ∝

[
K∏
k=1

Rνk,θ(xk|xk−1)

][
K∏
k=0

e−γθ(xk)(tk+1−tk)

]
P (x0) (3.152)

*9 すべての遷移レート (3.146)が非負となるように，|θ|は十分に小さいと仮定しておく．最後に θ → 0とおく予定なので，小さい
|θ|を考えれば十分である (p.87脚注 56)．
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と表される．よって

∂ 2
θ (lnPθ[xτ ]) =∂

2
θ

[
K∑
k=1

lnRνk,θ(xk|xk−1)−
K∑
k=0

γθ(xk)(tk+1 − tk) + lnP (x0)

]

=

K∑
k=1

∂ 2
θ (lnRνk,θ(xk|xk−1))

∵ γθ(x
′) ≡

∑
x(̸=x′),ν

Rν,θ(x|x′)は θの 1次関数


=

K∑
k=1

∂θ
Rνk(xk|xk−1)Zνk(xk, xk−1)

Rνk,θ(xk|xk−1)
(∵ ∂θRνk,θ(xk|xk−1) = Rνk(xk|xk−1)Zνk(xk, xk−1))

=−
K∑
k=1

[
Rνk(xk|xk−1)Zνk(xk, xk−1)

Rνk,θ(xk|xk−1)

]2
(3.153)

である．fθ=0 は上式 (3.153)(で符号を入れ替えたもの)の θ = 0での期待値だから，

fθ=0 =

⟨
K∑
k=1

[
(((((((
Rνk(xk|xk−1)Zνk(xk, xk−1)

(((((((
Rνk(xk|xk−1)

]2⟩
=
τ

2

∑
x̸=x′,ν

(Kν(x
′, x)−Kν(x, x

′))2

Kν(x′, x) +Kν(x, x′)
(3.154)

と計算される［第 2の等号を本稿次節で確認］．不等式 (3.137)を用いて最右辺を上から押さえると

fθ=0 ≤
τ

2
σ̇ =

σ

2
(3.155)

を得る［第 2の等号では仮定より式 (3.135)の σ̇が時間に依らないことを考慮した］．最後にこれを式 (3.147′)

と組合せると，

⟨∆Ĵ 2
D ⟩

σ

2
≥ ⟨ĴD⟩

2
, ∴ σ ≥ 2

⟨ĴD⟩
2

⟨∆Ĵ 2
D ⟩

: (3.131)

が得られる．

3.6.4節について

■「ここから……Pθ(x) = P (x)であり，……Jν,θ(x′|x) = (1 + θ)Jν(x
′|x)が成り立つ」(p.87下から 3,2行

目)について 遷移レート Rν,θ(x
′|x)に対しても

Kν,θ(x
′, x) = Rν,θ(x

′|x)Pθ(x) = Rν(x
′|x)(1 + θZν(x

′, x))Pθ(x)

を定義すると，マスター方程式 (3.80)より定常分布 Pθ(x)は∑
x(̸=x′),ν

Jν,θ(x
′|x) =

∑
x(̸=x′),ν

[Kν,θ(x
′, x)−Kν,θ(x, x

′)] = 0

を満たす．ところが

Jν,θ(x
′|x) =Kν,θ(x

′, x)−Kν,θ(x, x
′)

=[Rν(x
′|x)Pθ(x)−Rν(x|x′)Pθ(x′)] + θ[Rν(x

′|x)Pθ(x)Zν(x′, x)−Rν(x|x′)Pθ(x′)Zν(x, x′)]
= [Kν(x

′, x)−Kν(x, x
′)]|P=Pθ

+ θ[Kν(x
′, x)Zν(x

′, x)−Kν(x, x
′)Zν(x, x

′)]|P=Pθ

= (1 + θ)[Kν(x
′, x)−Kν(x, x

′)]|P=Pθ
(∵ 式 (3.148))

= (1 + θ)Jν(x
′|x)|P=Pθ
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なので，Pθ(x)は θ = 0での定常分布 P (x)が満たす式∑
x( ̸=x′),ν

Jν(x
′|x) = 0

の解でもある．よって Pθ(x) = P (x)であり，これを上式に代入すると

Jν,θ(x
′|x) = (1 + θ)Jν(x

′|x)

が得られる．

■式 (3.154)第 2の等号の確認 経路確率 P [xτ ]による平均 ⟨· · ·⟩も，Zνk(xk|xk−1)
2 が時刻 tk における遷移

xk−1 → xk にのみ関係しているので，その確率 Rνk(xk|xk−1)P (xk)dt = Kνk(xk, xk−1)dtを用いて

K∑
k=1

⟨
Zνk(xk, xk−1)

2
⟩
=

K∑
k=1

∑
xk,xk−1( ̸=xk),νk

Kνk(xk, xk−1)dt · Zνk(xk, xk−1)
2

=
K∑
k=1

dt
∑

x,x′( ̸=x),ν

Kν(x
′, x)Zν(x

′, x)2

=
1

2

K∑
k=1

dt
∑

x,x′ (̸=x),ν

{Kν(x
′, x)Zν(x

′, x)2 + (x↔ x′)}

=
1

2

K∑
k=1

dt
∑

x,x′ (̸=x),ν

(Kν(x
′, x) +Kν(x, x

′))Zν(x
′, x)2

=
1

2

K∑
k=1

dt
∑

x,x′ (̸=x),ν

(Kν(x
′, x)−Kν(x, x

′))2

Kν(x′, x) +Kν(x, x′)

と計算すれば良い．ここで 3.4.3節のノートで ⟨Q̂ν⟩ =
∫ τ
0
Q̇ν(t)dtを示したときと同様に，dt刻みで各時刻

tk を設定すれば
∑
k dt→

∫ τ
0
dt = τ として良いから，式 (3.154)の最右辺に到達する．

3.6.5　熱力学的速度制限

Markovジャンプ過程において，初期分布 P (x, 0)から終分布 P (x, τ) (τ > 0)への変化の「大きさ」

L ≡
∑
x

|P (x, τ)− P (x, 0)|

を定義し，また［3.6.2節と同様の表記で］

∆̄1 ≡
1

τ

∫ τ

0

dt∆1, ∆1 ≡
∑
x′ ̸=x,ν

Kν(x
′, x; t)

と書くと，不等式
L2

2∆̄1σ
≤ τ (3.157)

が成立する．これは熱力学的速度制限と呼ばれ，「与えられた大きさ Lだけ分布が変化するために要する時間

τ の下限は，エントロピー生成に反比例する」ことを意味する．［教科書では 2.5節末尾で予告していたよう

に，エントロピー生成を σ → 0とするには無限時間 τ →∞を要する (パワー P → 0に対応)．］熱力学的速

度制限 (3.157)は熱力学的不確定性関係 (3.141)と類似しており，実際，式 (3.141)と似た方法で証明できる．
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■熱力学的速度制限 (3.157)の証明 まず式 (3.138)の箇所と同様に

2∆1σ̇ ≥2∆1
˙̃σ = 2

 ∑
x′ ̸=x,ν

Kν(x
′, x; t)

 ∑
x′ ̸=x,ν

(Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t))2

Kν(x′, x; t) +Kν(x, x′; t)

 (∵ 式 (3.137))

=

 ∑
x′ ̸=x,ν

(Kν(x
′, x; t) +Kν(x, x

′; t))

 ∑
x′ ̸=x,ν

(Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t))2

Kν(x′, x; t) +Kν(x, x′; t)


≥

 ∑
x′ ̸=x,ν

|Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t)|

2

(∵ Cauchy-Schwarzの不等式)

≥

∑
x′

∣∣∣∣∣∣
∑

x( ̸=x′),ν

(Kν(x
′, x; t)−Kν(x, x

′; t))

∣∣∣∣∣∣
2

=

(∑
x′

∣∣∣∣∂P (x′, t)∂t

∣∣∣∣
)2

(∵ マスター方程式 (3.80)) (3.158)

とする［途中計算を大幅に補足した］．この式の平方根をとって時間積分すると∫ τ

0

dt
√

2∆1σ̇ ≥
∫ τ

0

dt
∑
x′

∣∣∣∣∂P (x′, t)∂t

∣∣∣∣ .
ところが左辺について，再び積分についての Cauchy-Schwarzの不等式を用いると

∫ τ

0

dt
√
2∆1σ̇ ≤

√(∫ τ

0

dt2∆1

)(∫ τ

0

dtσ̇

)
=
√
2τ∆̄1σ (3.159)

となる．また右辺について ∫ τ

0

dt
∑
x′

∣∣∣∣∂P (x′, t)∂t

∣∣∣∣ ≥∑
x′

∣∣∣∣∫ τ

0

dt
∂P (x′, t)

∂t

∣∣∣∣ = L (3.160)

なので，
√

2τ∆̄1σ ≥ Lが見出される．両辺を平方して整理すると，式 (3.157)を得る．
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第 4章　情報熱力学

序文を引用する：

本章では情報熱力学の現代的な理論について詳しく議論する．特に，情報と熱力学量を対等に扱う形

に一般化された熱力学第二法則を導出する．そこからフィードバックによって取り出せる仕事や，測定

に要する仕事の原理的な限界を明らかにする．また，マクスウェルのデーモンのパラドックスがいかに

解決されるかを明確にする．また，生体情報処理と関連の深い「自律的なマクスウェルのデーモン」に

ついても議論する．

なお，本章では相互情報量についての基礎知識が前提となるので，なじみのない読者は先に A.2節を

ご覧いただきたい．

4.1　フィードバックと第二法則

序文を引用する：

本節では，マクスウェルのデーモンがフィードバックによって取り出せる仕事量の上限を明らかに

し，そのエントロピー収支について考察する．特に，相互情報量を含んだ形に一般化された熱力学第二

法則 (4.11)を導出することを目標とする．

4.1.1　シラード・エンジン再訪

1.3節で紹介した Szilardエンジンを再考する．「(iii)測定 + (iv)フィードバック」においてシステムは，粒

子入りの箱が左にある場合 (x = 0で表す)と，右にある場合 (x = 1で表す)から成る 2状態系と見なせる．

古典系では理想的には，測定の系に対する反作用を無視できる．すなわち測定後の確率分布 P (x)は測定前

と変わらず P (0) = P (1) = 1/2として良い．したがって測定では Shannonエントロピーは S(X) = ln 2の

まま変化しない．他方，フィードバック後には箱は必ず左側にあるので，P (0) = 1, ∴ S(X) = 0となる．こ

のように Shannonエントロピー S(X)は，フィードバックをしてはじめて ln 2だけ減少する．

しかしながら直観的には［デーモンが粒子の位置情報を得るのは測定の際であり，それ故］系のエントロピー

は測定の過程において減るはずだと考えられる．この直観に対応するのは，条件つきエントロピー S(X|Y )で

あることを説明する (Y は測定結果，その値は y = 0, 1)．ここでは測定誤差がないため，条件つき確率分布は

P (x|y) = δxy であり，条件つき Shannonエントロピー (A.13)は

S(X|y) ≡ −
∑
x=0,1

P (x|y) lnP (x|y) = 0 (y = 0, 1)

となる．その平均 (A.14)もまた

S(X|Y ) ≡
∑
y=0,1

P (y)S(X|y) = 0

である．よって系の状態と測定結果の間の相互情報量 (A.19):

I(X : Y ) = S(X)− S(X|Y )
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は，測定後では I(X : Y ) = ln 2となる．［これは二値対称通信路の相互情報量 (A.25)で，誤り確率を ε = 0と

おいた結果に当たる．他方，測定前では測定結果 yは状態 xと無関係な変数であると考えれば，I(X : Y ) = 0

となる (式 (A.20)の等号成立条件を見よ)．実際，測定前に系の状態と測定結果の共有する情報がゼロである

のは理に適っている．よって測定前の条件つき Shannonエントロピーは S(X|Y ) = S(X)− I(X : Y ) = ln 2

である．］すると S(X|Y ) は測定の前後で ln 2 から 0 に減少していることになる．［実際，相互情報量

I(X : Y ) = S(X)− S(X|Y )は Y についての情報を得る (条件づけを行う)ことによる，Shannon情報量の

減少を定量化していることを思い出そう (A.2.2節)．さらに測定後のシステムに対する操作は，測定には関係

しないから，フィードバック後も S(X|Y )の値は変わらない．以上より］各種エントロピーの変化は表 1の

ようにまとめられる．

表 1 Szilardエンジンのエントロピー収支．式 (A.19):I(X : Y ) = S(X)− S(X|Y )に注意．

S(X) S(X|Y ) I(X : Y )

測定前 ln 2 ln 2 0

測定後 ln 2 0 ln 2

フィードバック後 0 0 0

4.1.1節について

■「条件なしの分布 P (x)は……(すなわち
∑
y P (x|y)P (y) = P (x))であり，……変化していない」(p.92下

2行)について P (y = 0) = P (y = 1) = 1/2による．この状況設定の下で P (y)も自動的に一様分布となる

ことは，A.2.2節のノートで確認してある．

4.1.2　情報熱力学の第二法則

次に逆温度 β の熱浴に接した一般のシステム X に対して，デーモンが測定結果 y に応じたフィードバッ

クを行うことで取り出せる仕事量を考える．フィードバックでは測定後の時刻 tにおける操作パラメータが，

λ(t; y)のように測定結果 y に依存する．

初期時刻に測定を行うものとし，システムの初期分布を P (x)とする．ある結果 y を得たという条件の下で

実際の状態が xである確率は，Bayes (ベイズ)の定理

P (x|y) = P (y|x)P (x)
P (y)

(4.2)

［式 (A.12)と等価］で与えられ，測定誤差がない場合には右辺において P (y|x) = δxy となる．

システムの終状態を X ′，その値を x′ で表そう［他方 X は測定時 (初期時刻)のシステム］．

フィードバックでは与えられた測定結果 y に対し操作プロトコル λτ (y)［3.1.1節の表記を踏襲］が (した

がって吸熱 Q(y)が)一意的に決まるため，各々の y での操作ごとに［式 (2.25)の形の］第二法則

S(X ′|y)− S(X|y) ≥ βQ(y) (4.3)

が成り立つ．これを y について平均すると，Q ≡
∑
y P (y)Q(y)として

σ(X) ≡ S(X ′)− S(X)− βQ ≥ −(I(X : Y )− I(X ′ : Y )) (4.5)
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と書き換えられる．

上式 (4.5)の導出 式 (4.3) の両辺を y で平均すると S(X ′|Y ) − S(X|Y ) ≥ βQ であり，ここに S(X|Y ) =

S(X)− I(X : Y ), etc.を代入すると

{S(X ′)− I(X ′ : Y )} − {S(X)− I(X : Y )} ≥ βQ

となるので，式 (4.5)を得る (4.3節で手堅く再導出)．

上式 (4.5)において右辺の差 ∆I ≡ I(X : Y )− I(X ′ : Y )は，フィードバックでの相互情報量の減少量 (使わ

れた相互情報量 (の上限))を表しており，式 (4.5)はフィードバックがある場合のエントロピー生成 σ(X)が

非負とは限らず，−∆I まで負になり得ることを意味している．ここで相互情報量はシステムのエントロピー
を減らす「リソース」と解釈される．なお I(X ′ : Y ) ≥ 0なので［式 (A.20)］，式 (4.5)の評価をゆるめた関係

σ(X) ≥ −I(X : Y ) (4.6)

も成り立つ．ここで右辺は測定で得た相互情報量だけで表されている．

システムの始・終状態の平均エネルギー E(X), E(X ′) (y についても平均したもの*10)に対して非平衡自由

エネルギー
F (X) ≡ E(X)− β−1S(X), F (X ′) ≡ E(X ′)− β−1S(X ′)

を定義すると，式 (4.5)は仕事W に対する条件

W ≥ F (X ′)− F (X)− β−1(I(X : Y )− I(X ′ : Y )) (4.7)

に書き換えられる．

上式 (4.7)の導出 ［式 (2.29)の導出と同様，］

−(I(X : Y )− I(X ′ : Y )) ≤S(X ′)− S(X)− βQ
=S(X ′)− S(X)− β{E(X ′)− E(X)−W} (第一法則)

={S(X ′)− βE(X ′)} − {S(X)− βE(X)}+ βW

=β{−F (X ′) + F (X) +W}

とすれば良い．

上式 (4.7)は［式 (2.29):W ≥ ∆F と比べると，フィードバックがある場合の新たな特徴として，∆I に関す

る付加的な項が現れており］，システムから取り出せる仕事Wext = −W の上限に対する制約

Wext ≤ −(F (X ′)− F (X)) + β−1(I(X : Y )− I(X ′ : Y )) (4.9)

を与える．

*10 すぐ後の p.96にあからさまに書いてあるように，

E(X′) =
∑
x′,y

P (x′, y)E′
x′ (y) =

∑
x′,y

P (x′|y)P (y)E′
x′ (y) =

∑
y

P (y)

(∑
x′

P (x′|y)E′
x′ (y)

)
=
∑
y

P (y)E(X′|y).
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note Szilardエンジンのサイクル全体では F (X ′) = F (X)および

Wext = kBT ln 2, ∆I = ln 2

より式 (4.9)の等号が成立している (1.3節と p.110，l.8,9)．したがって元の式 (4.5)でも等号が成立し

ているはずである．測定後からフィードバック直後までのみに注目すれば，式 (4.5)の等号が成立して

いることは
∆S = S(X ′)− S(X) = − ln 2, ∆I = ln 2, Q = 0

から直接確かめられる．ここではフィードバックに注目しているので，等温膨張過程の (したがってサ

イクル全体での)吸熱
Q(X) =Wext = kBT ln 2( ̸= 0)

(第一法則を考慮した)を用いてはならない．

特に初期状態がカノニカル分布 (2.5):Pcan(x) = eβ(Feq−Ex) の場合を考える．終状態におけるエネルギー準

位 E′
x′(y) は操作パラメータ λ を通じて測定結果 y に依存する．これを用いて平衡自由エネルギー F ′

eq(y)

［= −β−1 lnZ ′(y)］とその平均 F ′
eq =

∑
y P (y)F

′
eq(y) を定義できる (終状態が平衡状態であるか否かに関わ

らず)．他方，初期状態については F (X) = Feqであり，そこで平衡自由エネルギーの差を∆Feq ≡ F ′
eq−Feq，

初期時刻の測定で得た相互情報量を I ≡ I(X : Y )と略記すると，上式 (4.9)から，

Wext ≤ −∆Feq + kBTI (4.11)

が導かれる［もちろん kBT = β−1］．以上の結果は情報熱力学の第二法則と呼べる．

上式 (4.11)の導出 終状態の条件つき非平衡自由エネルギーと，その y に関する平均

F (X ′|y) ≡ E(X ′|y)− β−1S(X ′|y), F (X ′|Y ) ≡
∑
y

P (y)F (X ′|y)

を定義すると，

F (X ′) + β−1I(X ′ : Y ) ≥F (X ′|Y ) ［不等号に訂正した．式 (A.20)による］

≡
∑
y

P (y)F (X ′|y) ≥
∑
y

P (y)F ′
eq(y) (∵ F (X ′|y) ≥ F ′

eq(y)［式 (2.32)］)

≡F ′
eq (4.10)

となる．そこで式 (4.9)に F (X) = Feq, I ≡ I(X : Y )を代入し，上式 (4.10)を用いると

Wext ≤Feq + β−1I − {F (X ′) + I(X ′ : Y )}
≤Feq + β−1I − F ′

eq (∵ 式 (4.10))

≡−∆Feq + kBTI : (4.11)

が得られる．

式 (4.11)より不等式

η ≡ Wext +∆Feq

kBTI
≤ 1
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が成立し，ここで左辺の η は分母の相互情報量を「リソース」として，これを分子の仕事 (と自由エネルギー)

に変換する「情報熱力学効率」と見なせる．Szilardエンジンでは

Wext = kBT ln 2, ∆Feq = 0, I = ln 2

なので，最大効率 η = 1が達成されている．

熱浴が複数ある場合には，式 (4.5)で βQ→
∑
ν βνQν と置き換えた式

σ(X) ≡ S(X ′)− S(X)−
∑
ν

βνQν ≥ −(I − I ′)

が成り立つ［本稿では I ≡ I(X : Y ), I ′ ≡ I(X ′ : Y )と略記した］．特に 2つの熱浴 ν = H,Lの間で働くサイ

クルに対しては，ここから

Wext ≤
(
1− TH

TL

)
QH + kBTLI (4.14)

が導かれる．これは Carnotサイクルの情報熱機関への一般化である［I に関する付加的な項が新たな特徴］．

上式 (4.14)の導出 サイクルに対して ∆S ≡ S(X ′)− S(X) = 0であることに注意すると，

0 ≤��∆S −
QH

kBTH
− QL

kBTL
+ (I − I ′), ∴ QL ≤ −

TL
TH

QH + kBTL(I − I ′)

となる．これをサイクルに対する第一法則 QH +QL −Wext = 0 と組合せると，

Wext = QH +QL ≤
(
1− TH

TL

)
QH + kBTL(I − I ′) ≤

(
1− TH

TL

)
QH + kBTLI : (4.14)

を得る．ただし最後の不等号では式 (A.20):I ′ ≥ 0を考慮した．

一般化された Jarzynski等式 (4.15):⟨eβ(∆Feq−Ŵ )−Î⟩ = 1について 確率的な相互情報量の定義 Î(x, y) ≡
ln[P (x, y)/P (x)P (y)] (p.97 下から 3 行目) は式 (A.18) による．「ここから凸不等式によって，式

(4.11)が得られる」(p.97一番下の行)について，式 (3.12)⇒式 (3.18)と同様にすれば良い．

4.1.3　具体例：2準位系

測定誤差のある場合に式 (4.11)の等号を達成する例として，温度 T (= 1/kBβ)の熱浴に接した x = 0, 1の

2状態系に対する，図 11のような操作を考える．測定結果 y = 0, 1に関する条件つき確率 P (y|x)を

P (1|0) = P (0|1) = ε, P (0|0) = P (1|1) = 1− ε

とすると (0 ≤ ε ≤ 1は誤り確率)，測定結果で条件づけられた確率も

P (1|0) = P (0|1) = ε, P (0|0) = P (1|1) = 1− ε

で与えられる［本稿次節で補足］．

サイクルで取り出せる仕事Wext が最大となるのは，P (x|y)がクエンチ後のエネルギー準位のカノニカル分
布となっている場合，すなわち［式 (2.6)より］

e−β∆E

1 + e−β∆E
= ε ⇔ ∆E = kBT ln

1− ε
ε

(4.16)
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図 11 2準位系の情報熱機関

となる場合である．［ここで測定・フィードバックがある場合にも 2.5節の議論を適用できると仮定した．と

ころで仕事に寄与するのはエネルギー準位の変化する「(iii)クエンチ」と「(iv)準静過程」だけであり，クエ

ンチの仕事は 2.4.3節のW1 = ε∆E (p = 1− εとおいた)である．また上式 (4.16)の下で，準静過程の仕事

にはカノニカル分布を利用したW2 の式 (2.36)を適用できる．よって］このとき取り出せる仕事は

Wext =− (W1 +W2) = −ε∆E + β−1 ln
2

1 + e−β∆E

=kBT (ln 2−H(ε)) (∵ 式 (4.16), H(ε) ≡ −ε ln ε− (1− ε) ln(1− ε) : (2.35))
=kBTI (I は測定で得た相互情報量 (A.25)) (4.17)

となる．サイクルでは∆Feq = 0なので，式 (4.11)における等号が達成されている．

特に測定誤差 ε = 0 の場合，［H(0) = 0 より］Wext = kBT ln 2 であり，また［式 (4.16) を満たすには］

∆E →∞としなければならない．この極限は Szilardエンジンの 2準位系における対応物と見なせる［本稿

次節で補足］．

この例では［終状態X ′は測定結果 Y によらず元の平衡状態に戻るから，X ′と Y は相関を持たず］，フィード

バック後の相互情報量は I(X ′ : Y ) = 0となる［意味を考えず，記号的にX ′ = X より I(X ′ : Y ) = I(X : Y )

としてはいけない］．これは測定で得た相互情報量をすべて「使い切った」ことに相当している*11．

最後に，測定で得た相互情報量のすべては使わない例を考える．簡単のために測定誤差を ε = 0とする．こ

のとき相互情報量は I(X : Y ) = ln 2である．議論を確定するために測定結果を y = 0とすると，状態 x = 1

の準位を∆E =∞だけクエンチしてから，これを準静的に戻すことになる．ただしここでは，x = 1の確率が

ε′ (対応するエネルギー準位∆E′)となった時点で準静過程を止め，次いでクエンチによりシステムを (i)の初

期状態へと瞬間的に戻すことにする．このとき y で条件付けられたクエンチ直後の終状態 x′ の分布 P (x′|y)
は，P (0|0) = 1− ε′, P (1|0) = ε′ のままである．［また測定誤差 ε = 0を仮定したので，測定結果 Y の分布は

P (0) = P (1) = 1/2である．よって］終状態 x′ と測定結果 y の相互情報量は I(X ′ : Y ) = ln 2−H(ε′)であ

り，これが使われずにフィードバック後に残った情報量である．［確かにこれは ε′ → 1/2 (∆E′ → 0)とする

*11 測定で得た相互情報量が散逸してゼロになり，全く仕事に使われない場合も考えられることに注意せよ (p.99脚注 8)．
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とゼロになる．］他方，以上の全過程で取り出せる仕事は，直接の計算によりWext = β−1H(ε′)と求まる［本

稿次節で確認］．よって
Wext = β−1(I(X : Y )− I(X ′ : Y )) (4.18)

が成り立っていることになる．［これは消費した相互情報量がすべて仕事に変換されていることを意味してい

る．］また終分布 P (x′) =
∑
y P (x

′|y)P (y) = 1/2は初期分布 P (x)に一致するため，F (X) = F (X ′)となる

ことを考えると，上式 (4.18)では式 (4.9)の等号が達成されていることが分かる．

4.1.3節について

■「このとき，……P (x|y)も，……で与えられる」(4.1.3節，l.10–12)について A.2.2節のノートで示した

ように，

P (x = 0, 1) =
1

2
⇒ P (y = 0, 1) =

1

2

である．このとき Bayesの定理 (4.2)より

P (x|y) = P (y|x)P (x)
P (y)

= P (y|x)

となる．これは図 11の瞬間的なクエンチで確率分布が変わらないことと整合している．

■「この極限は，オリジナルのシラード・エンジンの 2準位系における対応物であるとみなせる」(p.99，l.6,7)

について

• 2準位系での測定後の「(iii)クエンチ」を Szilardエンジンでの仕切りの挿入に対応付けられる．

– 実際エネルギー準位を ∆E =∞だけクエンチすることは，粒子が隣の部屋に行けないよう無限に
高いポテンシャル障壁を導入することに対応する．

– 本来の Szilard エンジンでは仕切りを挿入してから粒子の位置の測定を行うが，ここでは全体積

V 中で粒子を泳がせておき，ある瞬間に粒子の位置を素早く測定して仕切りを入れると考えれば

良い．

• 2準位系での「(iv)準静過程」は Szilardエンジンでの等温準静膨張に対応付けられる．

– ここでは Szilardエンジンで粒子入りの箱を左に寄せる操作を飛ばして等温準静膨張に移る場合を

考えれば良い．その場合，教科書 p.10の脚注 11で見たように，測定結果に応じて膨張の向きを変

えることがフィードバックとなる．

■「以上の……取り出せる仕事は，−W = β−1H(ε′)であることが直接計算でわかる」(p.100，l.14–15)につ

いて ここでは誤り確率 ε ̸= 0を仮定して計算を行う．仕事 (4.17)において準静過程の仕事 (2.36)を，積分

範囲を修正した

W2 =

∫ ∆E′

∆E

e−βE

1 + e−βE
dE = −β−1 ln

1 + e−β∆E
′

1 + e−β∆E

に置き換え，終状態へのクエンチの仕事W3 = ε′(−∆E′)の項を加える．ここで式 (4.16)の関係

∆E = kBT ln
1− ε
ε

, ∆E′ = kBT ln
1− ε′

ε′
, i.e. e−β∆E =

ε

1− ε
, e−β∆E

′
=

ε′

1− ε′
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が成り立つことに注意すると，

Wext =− (W1 +W2 +W3) = −ε∆E + β−1 ln
1 + e−β∆E

′

1 + e−β∆E
+ ε′∆E′

=kBT{H(ε′)−H(ε)}

を得る．最右辺は Shannonエントロピーの差となっており，期待されるように ε′ → 1/2 (∆E′ → 0)とする

と，式 (4.17)の値 kBT{ln 2−H(ε)}に戻る．また簡単のために ε = 0とおくと，Wext = β−1H(ε′)となる．

4.2　測定に要する仕事

測定過程でシステムに仕事がなされない場合にも，デーモンに対する仕事が必要となる．そこで次に，測定

に要する仕事を考える．その際にMaxwellのデーモン Y 自身を，システム X と同じ温度 T の熱浴に接して

いる熱力学系と考える．デーモン Y は測定結果を蓄えておく「メモリ」とも呼べる*12．

4.2.1　測定過程の第二法則

測定前の

• メモリの初期状態を y∗，その確率分布を P (y∗)，対応する Shannonエントロピーを S(Y∗)

• システムの初期状態を x，その確率分布を P (x)，対応する Shannonエントロピーを S(X)

とする．測定前の初期状態ではシステムとメモリの間に相関はないので，

P (x, y∗) = P (x)P (y∗), ∴ I(X : Y∗) = 0.

ところで測定とは，システムの状態 xをメモリの終状態 (測定結果) y に反映させることに他ならない．そこ

で条件つき Shannonエントロピー S(Y |x)と，状態 xに応じたメモリの時間発展に伴う吸熱 Q(x)に対して，

各 xごとに第 2章の第二法則
S(Y |x)− S(Y ) ≥ βQ(x) (4.19)

が成り立つとする．上式 (4.19)の xに関する平均をとると，

βQ ≤S(Y |X)− S(Y∗)

(
Q ≡

∑
x

P (x)Q(x)

)
(4.20)

={S(Y )− I(X : Y )} − S(Y∗), (∵ 式 (A.19))

∴ σ(Y ) ≡S(Y )− S(Y∗)− βQ ≥ I(X : Y ) (4.21)

を得る (4.3節で手堅く再導出)．フィードバックに対する式 (4.5),(4.6)とは対照的に，上式 (4.21)右辺には

測定で得た相互情報量 I(X : Y )が正号で入っており，したがってメモリのエントロピー生成 σ(Y )は常に非

負である．測定は取得した情報 I(X : Y )以上のエントロピー生成 σ(Y )をもたらす．

式 (4.21)をメモリに対する仕事W の条件に書き換えよう．メモリの始・終状態の非平衡自由エネルギー

F (Y∗) ≡ E(Y∗)− β−1S(Y∗), F (Y ) ≡ E(Y )− β−1S(Y )

*12 ただし本節ではメモリの内部構造の詳細に依らない一般論を展開する．内部構造については 4.4節で改めて論じる (p.101脚注 9)．
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(ただし E(Y∗), E(Y )はメモリの始・終状態の平均エネルギー)を用いて S(Y∗), S(Y )を消去し，熱力学第一

法則
E(Y )− E(Y∗) = Q+W (4.22)

(ただし測定過程においてメモリとシステムの間にエネルギーのやり取りがあれば，それはW に含める) を用

いると，
W ≥ F (Y )− F (Y∗) + β−1I(X : Y ) (4.23)

となる．［やはりフィードバックに対する式 (4.7)と比べて，情報量 I(X : Y )は逆符号で入っている．］よっ

て測定では，メモリの非平衡自由エネルギーの変化よりも，相互情報量の項だけ余分な仕事が必要であるこ

とになる．ただし自由エネルギー変化はメモリの構造に依存しており［詳しい説明は教科書の式 (4.47)の段

落］，したがってメモリの構造を上手く調節すれば，上式 (4.23)の右辺をゼロにできる．このため必ずしも測

定に正の仕事は必要でない．

4.2.2　測定と消去のトレードオフ

メモリを繰り返し用いることを念頭に，メモリの初期化 Y∗ → Y に必要な仕事W erase を考える．初期化の

プロセスは「情報の消去」とも呼ばれる*13．初期化の過程ではメモリは熱浴のみと相互作用し，システムと

は相互作用しないとすると，［相互情報量の項のない式 (2.29)を適用できるので］

W erase ≥ F (Y∗)− F (Y ) (4.24)

が成り立つ．これは Landauer原理の一般化に当たる (4.4節)．他方，前節の測定に要する仕事W を改めて

Wmeas と書き，式 (4.23),(4.24)を辺々足すと，

Wmeas +W erase ≥ kBTI(X : Y ) (4.25)

が得られる．ここでメモリの構造に依存する自由エネルギー変化の項が相殺したため，上式 (4.25)は測定と

消去に要する仕事の普遍的なトレードオフ関係と見なせる．実のところ測定と消去の区別は明確ではないた

め，合計の仕事に対する式 (4.25)こそ意味のある不等式だと言える．

式 (4.25)は Landauer原理 (4.4節)とは全く異なるものであることに注意を促しておく．右辺の相互情報

量は測定に由来する項であり，情報 (Shannonエントロピー)の消去には関係しない．

さらにサイクルに対してシステムとメモリの全系から取り出せる仕事 W tot
ext を考える．それには式 (4.9)

における，フィードバックでシステムから取り出せる仕事 Wext を改めて W fb
ext と書き，考慮する必要が

ある．サイクルでは F (X) = F (X ′) なので，式 (4.9) は終相関 I(X ′ : Y ) を落として評価をゆるめると，

W fb
ext ≤ kBTI(X : Y )を与える．これと式 (4.25)を合わせると

W tot
ext ≡W fb

ext −Wmeas −W erase ≤ 0 (4.26)

となって，Kelvinの原理が保証される (すなわち単一の熱浴からサイクルで正の仕事W tot
ext は取り出すことは

できない［1.1節］)．

*13 ただし初期化で消去されるのは，実はメモリの Shannonエントロピーであって，相互情報量ではない．実際，測定で得た相互情
報量をフィードバックに使っても，メモリの状態が変わらなければメモリには Shannonエントロピーが残るため，メモリを初期
化するには Shannonエントロピーの消去が必要である (p.103，脚注 12)．
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最後にシステムが接している熱浴の温度 TX と，メモリの接している熱浴の温度 TY が異なる場合を考え

る．このとき式 (4.9),(4.25)で温度を書き直した関係

W fb
ext ≤ kBTXI(X : Y ), Wmeas +W erase ≥ kBTY I(X : Y )

がそのまま成り立つので，式 (4.26)は

W tot
ext ≤ kB(TX − TY )I(X : Y )

に置き換わる．TX ≤ TY であれば上式は依然として W tot
ext ≤ 0 を含意するものの，TX > TY とすると

W tot
ext > 0となり得る．しかしこのとき［システムのサイクルに対して第一法則を適用すると］，高温側である

システムの吸熱は QX =W fb
ext なので，熱効率 η は

η ≡ W fb
ext −Wmeas −W erase

QX
= 1− Wmeas +W erase

W fb
ext

≤ 1− kBTY I(X : Y )

kBTXI(X : Y )
= 1− TY

TX
(4.27)

を満たす．最右辺は Carnot限界となっており，上式 (4.27)の結果はやはり第二法則と整合している．

4.2.3　具体例：2準位系

x = 0, 1の 2状態 (確率 P (x) = 1/2ずつ)を持つシステムを測定するメモリもまた，温度 T の熱浴に接し

た y = 0, 1の 2準位系である場合を考える．図 12に示す操作を利用して測定結果を記録するとき，(ii)は準

静過程なので

ε =
e−β∆E

1 + e−β∆E
(カノニカル分布)

が成り立っており，これは (iii)のクエンチ後の条件つき確率 P (y|x)における，誤り確率 P (1|0) = εとなる．

このとき相互情報量は I(X : Y ) = ln 2−H(ε)であり［式 (A.25)］，また測定でメモリに要する仕事は，直接

の計算で
W = β−1I(X : Y ) (4.28)

と求まる［本稿次節で確認］．条件つき確率 P (y|x)は初期分布とは異なるものの，その x = 0, 1に関する平均

P (y) =
∑
x=0,1

P (x|y)P (x) = 1− ε
2

+
ε

2
(y = 0, 1)

は初期分布 P (y∗)に戻っているので，F (Y∗) = F (Y )である．よって上式 (4.28)は，測定の仕事に対する条

件 (4.23)における等号を達成している．また P (y) = P (y∗)より，図 12のプロセスには消去も含まれている

と見なせる*14．よって上式 (4.28)は，測定と消去を合わせた仕事に対する条件 (4.25)における等号も達成し

ていると見なせる．

なお図 12の測定過程と図 11のフィードバック過程 (ii)→ (iii)→ (iv)→ (i)は，「システム」と「メモリ」

という立場の違いを除けば，互いに時間反転の関係にあることが分かる．時間反転が存在するのは，いずれも

第二法則の等号が成立する可逆なプロセスだからである［2.5節］．

*14 厳密にはメモリを初期化するには，条件つき確率 P (y|x) そのものを 1/2 ずつに緩和させなければならない．ただし緩和過程は
［エネルギー準位の変化を伴わないので］仕事を必要としないから，緩和過程を含めても式 (4.28)は変わらない (p.106脚注 13前
半)．
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図 12 2準位系のメモリによる測定．システムの状態が x = 1であれば，左右を逆転した操作を行う．

4.2.3節について

■測定でメモリに要する仕事 (4.28)の導出 (ii)の準静過程における仕事は，式 (2.36)と逆符号の

W(ii) =

∫ ∆E

0

e−βE

1 + e−βE
dE = β−1 ln

2

1 + e−β∆E
= β−1 ln{2(1− ε)},

(iii)のクエンチにおける仕事は

W(iii) = ε(−∆E) = −β−1 ln
ε

1− ε

であり (式 (4.16)を用いた)，これらを足すと式 (4.28)が得られる．

4.1節と 4.2節の一般論のまとめ

• システム X 　 (温度 TX(= 1/kBβX)の熱浴と接触)

初期分布 xから，測定結果 y に応じたフィードバックで終状態 x′ になる．

測定結果 y に応じたフィードバックごとの第二法則 (4.3): S(X ′|y)− S(X|y) ≥ βXQX(y)

↓

システムのエントロピー生成 (4.5):

σ(X) ≡ S(X ′)− S(X)− βXQX ≥ −(I(X : Y )− I(X ′ : Y )),

あるいは等価的に，フィードバックでシステムから取り出した仕事 (4.9):

W fb
ext ≤ −(F (X ′)− F (X)) + kBTX(I(X : Y )− I(X ′ : Y )).

• メモリ (デーモン) Y 　 (温度 TY (= 1/kBβY )の熱浴と接触)

初期分布 y∗ から，xに応じた終状態 (測定結果) y になる．

状態 xごとの第二法則 (4.19): S(Y |x)− S(Y ) ≥ βYQY (x)
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↓

メモリのエントロピー生成 (4.21):

σ(Y ) ≡ S(Y )− S(Y∗)− βYQY ≥ I(X : Y ),

あるいは等価的に，測定でメモリにした仕事 (4.23):

Wmeas ≤ F (Y )− F (Y∗) + kBTY I(X : Y ).

• 熱浴 (温度 TY )のみのと相互作用を通じたメモリの初期化 Y → Y∗ で，メモリにした仕事 (4.24):

W erase ≥ F (Y∗)− F (Y ).

システムとメモリの全系から取り出せる仕事はW tot
ext ≡ W fb

ext −Wmeas −W erase であり，以上よりサイク

ル (F (X) = F (X ′))に対して第二法則が再現される：

• 単一の熱浴 (TX = TY )に対して，Kelvinの原理 (4.26):Wext ≤ 0が成り立つ．

• TX > TY のとき，高温側であるシステムの吸熱は QX =W fb
ext であり，式 (4.27):

熱効率 η ≡ W tot
ext

QX
≤ 1− TY

TX
: Carnot効率

が成り立つ．

4.3　情報交換における第二法則

ここで一般に，逆温度 β の熱浴に接した 2つの系X,Y の間の情報交換を考え，各々の初期状態を x, yとす

る．また初めの相互情報量を I(X : Y )とする．その後の時間発展において Y の状態 y は変化しないものの，

X は Y の影響を受けながら (つまり状態 y に依存した)時間発展をし，終状態 x′ になるとしよう．時間発展

した後の X を X ′ と書き，そのときの Y との相互情報量を I(X ′ : Y )とする (以上，図 13を参照)．特に

• フィードバックの場合，X はシステム，Y はメモリにあたる．
• 測定の場合，X はメモリ，Y はシステムにあたる (ただし初期の相関 I(X : Y ) = 0)．

さて，全系 XY のエントロピー生成 σ(X,Y )に対して，第二法則が成り立つ：

0 ≤σ(X,Y ) ≡ S(X ′, Y )− S(X,Y )− βQ (4.29–30)

={S(X ′)����+S(Y )− I(X ′ : Y )} − {S(X)����+S(Y )− I(X : Y )} − βQ (∵ 式 (A.17))

=σ(X)− {I(X ′ : Y )− I(X : Y )}. (4.33)

ただし最後の等号では，式 (4.5),(4.21)と同様に X についての「エントロピー生成」

σ(X) ≡ S(X ′)− S(X)− βQ (4.31)

を定義した．その際，Y が時間発展していないため，全系 XY の吸熱 Qを X の吸熱と見なせることを踏ま

えた．よって第二法則は
σ(X) ≥ I(X ′ : Y )− I(X : Y ) (4.34)

と書き換えられる．
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図 13 一般的な情報交換過程の模式図

図 14 測定とフィードバックの模式図

フィードバックの第二法則 (4.5) および測定の第二法則 (4.21) は，式 (4.34) の特別な場合である．

すなわち，4.1節と 4.2節でそれぞれ（条件つきエントロピーに基づいて）導いたフィードバックと測

定についての第二法則が，図 4.4 ［本稿の図 13］の全系の第二法則 (4.30)から再導出できたことにな

る．言い換えれば，システムとメモリの両方を含む全系のエントロピー生成と第二法則を考え，そこか

ら相互情報量の寄与を分離してやれば，フィードバックや測定の第二法則そのものになっていたわけで

ある．(pp.109–110)

熱力学的可逆性の条件は全系のエントロピー生成が σ(X,Y ) = 0となること，したがって式 (4.9)の等号が

成立することであって，σ(X) = 0ではない．

測定とフィードバックを組合せたプロセスは図 14のように表され，測定での Y の吸熱を Q(Y )，フィード

バックでの X の吸熱を Q(X)とすると，プロセス全体のエントロピー生成は

σtot(X,Y ) ≡S(X ′, Y )− S(X,Y∗)− β(Q(X) +Q(Y ))

=[S(X ′, Y )− S(X,Y )− βQ(X)] + [S(X,Y )− S(X,Y∗)− βQ(Y )]

≡σfb(X,Y ) + σmeas(X,Y ) (4.35)

と分解できる．

本節では［デーモン (メモリ)も熱力学系と考え］，全系のエントロピー生成 σ(X,Y )が非負であることから

出発した．ところが，ここから式 (4.33):

σ(X,Y ) = σ(X)− {I(X ′ : Y )− I(X : Y )}

のように相互情報量の寄与を分離し，「システムのエントロピー生成」σ(X)だけに注目すると，σ(X) < 0と

なり得るため，見かけ上，第二法則が破れることになる．

4.2 節では，測定と消去の仕事がフィードバックの仕事を打ち消す，という形で「マクスウェルの

デーモンのパラドックスの解決」を考えたが，実は仕事を考えるまでもなく，［そして初期化 (情報消

去) を考えずとも，］フィードバックのプロセス単独で，すでにデーモンと第二法則はコンシステント

だったわけである．これによって，デーモンと第二法則の整合性は完全に理解されたと言ってよいだろ

う（4.4節の末尾の丸囲み記事［コラム］も参照）．(p.111)
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図 15 対称メモリの模式図．(a)二重井戸モデル．(b)箱のモデル．

4.4　メモリの構造

序文を引用する：

次に，マクスウェルのデーモンの測定結果を蓄えるメモリについて，その詳細な内部構造を考えよう

［文献略］．特に，情報消去（メモリの初期化）についてのランダウア原理に着目し，その一般化につい

ても述べる．本節の焦点は，メモリの物理的自由度を，論理自由度（測定結果を直接書き込む自由度）

と，それ以外の内部自由度に分けるという考え方である．この観点から，熱力学的可逆性と論理的可逆

性の関連にも触れる．なお，以下ではメモリは温度 T (= (kBβ)
−1)の熱浴に接しているとする．

4.4.1　ランダウア原理

［既に 4.2.2節の脚注 (教科書 p.103脚注 12)で触れたように，］初期化 (情報消去)で捨てられるのはメモリ

の蓄えていた Shannon情報量である．さて，“0”か“1”の情報を蓄えられるメモリを考えると，“0”の確率

を pとして，蓄えられている Shannon情報量は H(p) である．情報消去とは，これを確率 1 で「標準状態」

(“0”とする)にすることであり，消去後の Shannon情報量は 0になる．すると第二法則 (2.25)［消去に対す

る式 (4.24)と等価］により，消去では
−Q ≥ kBTH(p) (4.36)

を満たす放熱 (−Q)が伴うことになる．さらに消去の前後でメモリのエネルギーが変化しなければ，メモリに

対する仕事
W ≥ kBTH(p) (4.37)

が必要となる．上式 (4.36),(4.37)が伝統的な Landauer原理である．

ところでメモリが情報を安定的に蓄えられるためには，普段は“0”と“1”の間の遷移を禁止しておく必要

がある．そこでポテンシャル障壁で隔てられた，図 15(a)のような二重井戸の形状のポテンシャル V (y)をメ

モリに用いる．メモリは粒子が左の井戸に入っているとき情報“0”を，右の井戸に入っているとき情報“1”

を蓄えていると見なす．ここでは測定結果は粒子の位置 y (連続変数)そのものではなく，m = 0, 1に対応す

ると考え，mを「論理状態」と呼ぶ．ポテンシャル障壁が kBT よりも十分高ければ，論理状態は熱ゆらぎで

変化しない．なお二重井戸ポテンシャルは，図 15(b)のような等価な箱のモデルに簡略化して考えると便利で

ある (Szilardエンジンの場合と違い，ここではシステムでなくメモリを箱で表していることに注意)．
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図 16 対称メモリによる情報消去の模式図．初期分布は等確率 (1/2, 1/2)としている．(a)二重井戸モデ

ル．(b)箱のモデル．

ここでは 4.2節では考慮しなかったメモリの内部構造まで考え，その論理状態を「標準状態」“0”に戻すこ

とを情報消去と呼ぶ．我々のメモリに対して，そのような情報消去の典型的なプロトコルを図 16に示す (初

期状態 m = 0, 1の確率が 1/2ずつの場合を想定)．ここでメモリの Shannon情報量は H(1/2) = ln 2から 0

へと消去されている．他方すべてのプロセスを準静的に行えば，1粒子理想気体の状態方程式より，消去の過

程で熱浴に放出される熱と，必要な仕事はいずれも kBT ln 2となる［本稿次節で確認］．よって Landauer原

理 (4.36),(4.37)の等号が成立する．

さらに最初 m = 0の確率 p，m = 1の確率 1 − pで情報を蓄えているメモリに対して，消去のプロトコル
を図 17(a)に示す (0 < p < 1，仕切りの移動は準静的に行う)．(ii)の過程で箱の左右の体積比を p : (1 − p)
にしているため，図 17(b)の逆過程で仕切りを挿入する際，左右の粒子の存在確率が p : (1− p)になる (教科

書 4.4.2節)．p = 1/2の場合と同様に，Landauer原理 (4.36),(4.37)の等号が成立していることを確かめられ

る［本稿次節で確認］．

4.4.1節について

■「……仕事を……状態方程式を用いて計算すると，kBTH(p)……ランダウア原理……の等号が成立してい

る」(最終段落)について 箱全体の体積を V0 とおくと，初期状態m = 0, 1に応じた経路ごとに要する仕事は

それぞれ，1粒子理想気体の状態方程式より

W (m=0) =− kBT

(∫ pV0

V0/2

dV

V
+

∫ V0/2

V0

dV

V

)
= −kBT ln p,

W (m=1) =− kBT

(∫ (1−p)V0

V0/2

dV

V
+

∫ V0/2

V0

dV

V

)
= −kBT ln(1− p)
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図 17 (a)対称メモリによる情報消去の模式図．初期分布が (p, 1 − p)であり，熱力学的に可逆なプロセ

スである．(b) (a)のプロセスの逆過程．

と計算される．よってこれらのアンサンブル平均は

W = pW (m=0) + (1− p)W (m=1) = kBTH(p)

であり，また第一法則より放熱は (−Q) =W である．他方，Shannon情報量はH(p)から 0へと消去されて

いるため，確かに Landauer原理 (4.36),(4.37)の等号が成立している．以上は p = 1/2の場合の確認を含ん

でいる．

4.4.2　論理的可逆性と熱力学的可逆性

情報消去は終状態 m = 0 から初期状態 m = 0, 1 が一意的に決まらないという意味で，「論理的に不可逆」

と言われる．ただし Landauer原理 (4.36)の等号が成り立つ場合には，エントロピー生成はゼロであり［元の

式 (2.25)の等号が成立］，消去は熱力学的に可逆である．このように論理的 (不)可逆性と熱力学的 (不)可逆

性は，全く異なる概念であることに注意する．実際，図 17(a)の準静的なプロトコルは可逆であり，図 17(b)

のように時間反転した過程を定義できる．情報 H(p = 1/2) = kBT ln 2 の消去について，以上の議論を表 2

にまとめておく．

表 2 ln 2の情報を消去する際の，論理的可逆性と熱力学的可逆性の関係のまとめ

準静的なとき 準静的でないとき

熱力学的 可逆 不可逆

論理的 不可逆 不可逆

放出熱 (−Q) = kBT ln 2 > kBT ln 2

エントロピー生成 σ = 0 > 0
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図 18 非対称メモリの例．(a)二重井戸モデル．(b)箱のモデル．4.4.4節で議論するように，物理的自由

度の空間 Y が，論理状態m = 0, 1の内部状態 Y0,Y1 に分割されている．

図 19 非対称メモリによる情報消去の模式図．仕切りの移動は準静的に行い，(ii) では左右の体積比を

t : 1− tから 1/2 : 1/2にする．

4.4.3　非対称メモリ

ここでは図 18に示すような非対称メモリを考える．箱のモデルに関して，初期状態において左右 (m = 0, 1)

の体積比を t : 1− t (ただし 0 < t < 1)，それぞれの確率を 1/2ずつとする．これを標準状態m = 0にリセッ

トする最適な (熱力学的に可逆な)プロトコルを図 19に示す．

1粒子理想気体の状態方程式を用いると，このプロセスでの放熱 (−Q)と要する仕事W は，

−Q =W = kBT ln 2− kBT

2
ln

t

1− t
(4.38)

と計算される［本稿次節で確認］．［右辺第一項 kBT ln 2 は消去された Shannon 情報量に一致しており，

t = 1/2とおくと，これは 4.4.1節のプロトコルに対する関係 −Q = W = kBT ln 2を再現する．ところが］

t > 1/2とすると −Q =W < kBT ln 2となり［以降，図 20を参照］，オリジナルの Landauer原理 (4.36)を

破ることになる．しかし後で見るように，上式 (4.38)は非対称メモリに一般化された Landauer原理の等号

を達成している．［式 (4.49)の箇所を参照．一般化 Landauer原理 (4.42)の等号は第二法則の等号と等価であ

り，図 19のプロトコルが「最適」(熱力学的に可逆)であることは，ここから確認される．］t = 4/5のときは

−Q = W = 0となり，仕事をすることなく情報を消去できる［1.3節末尾のコラムで言及］．さらに t > 4/5

では，情報の消去で仕事Wext = −W > 0を取り出せる．
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図 20 式 (4.38)右辺第 2項の因子のグラフ．0 < t < 1において，真数 t
1−t
は 0から∞へと単調増加す

る．置き換え t → 1− tに関する反対称性より，グラフは中点 (1/2, 0)に関して対称となる．

4.4.3節について

■式 (4.38)の導出 箱全体の体積を V0 とおくと，初期状態 m = 0, 1に応じた経路ごとに要する仕事はそれ

ぞれ，

W (m=0) =− kBT

(∫ V0/2

tV0

dV

V
+

∫ tV0

V0/2

dV

V

)
= 0,

W (m=1) =− kBT

(∫ V0/2

(1−t)V0

dV

V
+

∫ tV0

V0/2

dV

V

)
= −kBT

(
ln

t

1− t
− 2 ln 2

)
と計算される．よってこれらのアンサンブル平均は

W =
1

2
W (m=0) +

1

2
W (m=1) = kBT

(
ln 2− 1

2
ln

t

1− t

)
であり，また第一法則より放熱は (−Q) =W である．

4.4.4　一般化ランダウア原理

非対称メモリを考察するにあたり，一般的な状況設定を行う．ある論理状態 mに対応する物理状態 y の集

合を内部状態と呼び，Ym と書く．言い換えれば，y ∈ Ym ならば論理状態はmである．物理状態全体の集合

を Y で表す．また部分集合 Ym にはオーバーラップがない*15．図 18の例も参照せよ．

さて，y の確率 (密度)を P (y)，mの確率を P (m) =
∫
Ym

dyP (y)と書こう［異なる関数に同じ文字 P を

用いているが，引数で両者を区別できる］．さらに条件つき確率［密度］

P (y|m) =

{
P (y)/P (m) (y ∈ Ym)

0 (y /∈ Ym)

を定義すると，規格化条件
∫
Ym

dyP (y|m) = 1が自動的に満たされる［A.2.1節 (のノート)も参照］．

*15 数学的に律儀に書けば，m ̸= m′ ならば Ym ∩ Ym′ = ϕ：空集合．また Y = ∪mYm である
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ここで重要なのは，Y 全体の (Shannon)エントロピー S(Y ) ≡ −
∫
Y dyP (y) lnP (y)を，

論理状態のエントロピー (論理エントロピー) S(M) ≡ −
∑
m

P (m) lnP (m),

個々の論理状態m内部のエントロピー S(Ym) ≡ −
∫
Ym

dyP (y|m) lnP (y|m)

に分解できるということである：

S(Y ) = S(M) +
∑
m

P (m)S(Ym). (4.39)

上式 (4.39)の導出

S(Y ) ≡−
∫
Y
dyP (y) lnP (y) = −

∑
m

∫
Ym

dyP (y) lnP (y)

=−
∑
m

∫
Ym

dy[P (y|m)P (m)] ln[P (y|m)P (m)]

=−
∑
m

∫
Ym

dy[P (y|m)P (m)][lnP (m) + lnP (y|m)]

=−
∑
m

(∫
Ym

dyP (y|m)

)
P (m) lnP (m) +

∑
m

P (m)

(
−
∫
Ym

dyP (y|m) lnP (y|m)

)
=S(M) +

∑
m

P (m)S(Ym). (導出終わり)

ここで始・終状態で内部エントロピー S(Ym)は変化しないとする．これは例えば図 16や図 19の消去プロ

セスように，各論理状態の内部で (局所的な)熱平衡になっている場合には満たされる．このとき論理状態の

終分布 P ′(m)に対して

S(M ′) ≡ −
∑
m

P ′(m) lnP ′(m), ∆P (m) ≡ P ′(m)− P (m), ∆S(M) ≡ S(M ′)− S(M)

とおき，上式 (4.39)を踏まえると，第二法則 (2.25):∆S(Y )− βQ ≥ 0は

∆S(M) +
∑
m

∆P (m) · S(Ym) ≥ βQ (4.41)

と書き換えられる．［対称メモリのように］内部エントロピー S(Ym) が m に依らない場合には，［確率保存∑
m∆P (m) = 0より］上式 (4.41)の左辺第 2項が消えるため，論理エントロピー変化 ∆S(M)がもとの式

(2.25)と同じ形の関係∆S(M) ≥ βQを満たすことになる．
情報消去では終状態の確率がm = 0で 1になるので，上式 (4.41)は

− βQ ≥ S(M)−

(
S(Y0)−

∑
m

P (m)S(Ym)

)
(4.42)

を与える．

note 式 (4.41)に

∆S(M) = −S(M), ∆P (m) =

{
−P (m) (m ̸= 0)

1− P (0) (m = 0)
(20)

を代入すれば良い．
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内部エントロピー変化に関する式 (4.42)右辺第 2項が Landauer原理の破れを与えており，対称メモリのよ

うに S(Ym)がmに依らない場合には［この項は S(Y0)−
∑
m P (m)S(Ym) = S(Y0) (1−

∑
m P (m)) = 0と

なるので］，論理エントロピーに関する通常の Landauer原理

− βQ ≥ S(M) (4.43)

に帰着する．［特にm = 0, 1の 2状態系に対して，これは Landauer原理 (4.36)と等価である．］

式 (4.41) を仕事で書き直そう．［以下では W erase の式 (4.24) における平均自由エネルギーを，論理自由

度と内部自由度に分けた式 (4.45),(4.48) が得られる．式 (4.48) 右辺において，メモリの構造に依存する項

β∆Feq が分離されていることに注意．］論理状態がmという条件のもとで，平均エネルギー

E(Ym) ≡
∫
Ym

dyP (y|m)Ey (Eyは状態 y のエネルギー)

を用いて，非平衡自由エネルギー
F (Ym) ≡ E(Ym)− β−1S(Ym)

を定義できる．ここで始・終状態とで S(Ym)だけでなく E(Ym)も，したがって F (Ym)も変化しないと仮定

する．(過程の前後で Ym 内のエネルギー準位と分布が変化しなければ，E(Ym)の不変性は満たされる．) メ

モリにする仕事をW として第一法則 ∑
m

∆P (m) · E(Ym) = Q+W

を考慮すると，式 (4.41)は

∆S(M) +
∑
m

∆P (m) · β(����E(Ym)− F (Ym)) ≥ β

(
���������∑
m

∆P (m) · E(Ym)−W

)
,

∴ βW ≥ −∆S(M) + β
∑
m

∆P (m) · F (Ym) (4.44)

と書き換えられる．特に情報消去の場合，式 (4.42)は

βW ≥ S(M) + β

(
F (Y0)−

∑
m

P (m)F (Ym)

)
(4.45)

となる［式 (4.44)に式 (20)を代入して導くのが容易である］．［ここでも対称メモリのように，S(Ym), E(Ym)

がmに依らなければ，］式 (4.45)右辺第 2項の Landauer原理への補正は消え，通常の Landauer原理

βW ≥ S(M) (4.46)

が得られる．［特にm = 0, 1の 2状態系に対して，これは Landauer原理 (4.37)と等価である．］

さらに初期状態が各論理状態の内部で局所平衡になっていれば，式 (4.45) で各 F (Ym) を平衡自由エネル

ギー Feq(Ym)に置き換えた関係

βW ≥ S(M) + β∆Feq, ∆Feq ≡ Feq(Y0)−
∑
m

PmFeq(Ym) (4.48)

が成立する．
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note 平衡自由エネルギーの定義式

Feq(Ym) ≡ −β−1 ln

∫
Ym

dye−βEy (4.47)

は Feq ∼ −kBT lnZ となっており，Shannonエントロピー S(Y ), S(Ym)と同様，dyを状態数密度で割

る操作は一貫して省略されている (A.1節末尾も参照)．また式 (4.47)の 1行下の「F (Ym) ≥ Feq(Ym)」

は式 (2.32) で既に確認している．ただし上式 (4.48) を上記のように説明すれば，これらをあからさ

まに用いる必要はないと考えられる．平衡自由エネルギー変化 ∆Feq は，式 (4.44)の形にまで戻れば∑
m∆P (m) · Feq(Ym)に他ならず，∑

m

∆P (m) · F (Ym) ≥
∑
m

∆P (m) · Feq(Ym) = ∆Feq

により不等式 (4.48) は常に成り立つ．ところが初期状態の (したがって終状態の) F (Ym) が平衡値

Feq(Ym)であるとき，式 (4.48)における ∆Feq は実際の自由エネルギー変化を表すということである．

4.4.3節の図 19における非対称メモリによる情報消去の例では，一般化 Landauer原理 (4.42)は，右辺第 1

項が S(M) = ln 2であり，また Landauer原理の破れに対応する内部エントロピー S(Ym)の項が

S(Y0)−
∑
m=0,1

P (m)S(Ym) =
1

2
(S(Y0)− S(Y1)) =

1

2
ln

t

1− t
(4.49)

となるので［第 2の等号では S(Ym)として，(局所)平衡状態に対する Sackur-Tetrodeの式 Seq ∼ lnV を適

用できることに注意した］，

−βQ ≤ ln 2− 1

2
ln

t

1− t
となる［これは途中のプロトコルの詳細に依らない］．図 19のプロトコルに対する式 (4.38)は，この等号を

達成している．

■note：式 (4.50)第 1の等号の確認

S(M ′) =−
∑
m′

P ′(m′) lnP ′(m′) = −
∑
m′

∑
m:φ(m)=m′

P (m) lnP ′(m′),

S(M) =−
∑
m

P (m) lnP (m) = −
∑
m′

∑
m:φ(m)=m′

P (m) lnP (m)

による．

4.4.5　測定に要する仕事：再訪

メモリの内部構造に関する前節の定式化を，測定に要する仕事に適用しよう．結果的に 4.2節の式 (4.23)に

おいて，非平衡自由エネルギー F がメモリの内部構造を反映した形に分解され，

βW ≥ β

(∑
m

P (m)F (Ym)− F (Y0)

)
− S(M) + I(X :M) (4.52)

となる (導出は下記)．ただし S(M)は測定後の Shannonエントロピーであり，再び S(Ym), E(Ym)は測定前

後で変化しないと仮定している．特に測定前の分布が m = 0の局所平衡分布であれば，局所平衡自由エネル

ギー (4.47)を用いて

βW ≥ β∆Feq − S(M) + I(X :M), ∆Feq ≡
∑
m

P (m)Feq(Ym)− Feq(Y0) (4.53)

90



となる．

式 (4.52)の導出 教科書の説明を補足・修正しつつ導出を行う．内部エントロピー S(Ym)は測定前後で変化

しないと仮定したため，式 (4.21):σ(Y ) ≥ I(X : Y )の左辺は式 (4.41)と同様，

σ(Y ) ≡ S(Y )− S(Y∗)− βQ = ∆S(M) +
∑
m

∆P (m) · S(Ym)− βQ

と書き換えられる．さらに測定では初期状態が標準状態m = 0なので，

∆S(M) = S(M) : 測定後の Shannonエントロピー， ∆P (m) =

{
P (m) (m ̸= 0)

P (0)− 1 (m = 0)

が成り立つことに注意すると，

I(X : Y ) ≤σ(Y ) = S(M) + (P (0)− 1)S(Y0) +
∑
m ̸=0

P (m)S(Ym)− βQ

=S(M) +
∑
m

P (m)S(Ym)− S(Y0)− βQ

を得る．他方，論理状態mのみがシステムの状態 xと相関を持つとすれば，相互情報量に関しては

I(X : Y ) = I(X :M)

として良い．
教科書 p.123脚注 29の説明 この点を丁寧に述べれば，以下のようである．まず論理状態mのみがシステムの状

態 xと相関を持つとき，y ∈ Ym に対して同時確率を P (x, y) = P (x,m)P (y|m)と分解できる．ここから式

(4.40)の導出と同様にして，

S(X,Y ) =−
∫

dxdyP (x, y) lnP (x, y) = −
∑
m

∫
dx

∫
Ym

dy[P (x,m)P (y|m)] ln[P (x,m)P (y|m)]

=−
∑
m

∫
dx
��������(∫

Ym

dyP (y|m)

)
P (x,m) lnP (x,m) +

∑
m

(∫
dxP (x,m)

)(
−
∫
Ym

dyP (y|m) lnP (y|m)

)
≡S(X,M) +

∑
m

P (m)S(Ym)

が得られる．これを式 (4.40):S(Y ) = S(M) +
∑

m P (m)S(Ym)と組合せると

S(X,Y ) = S(X,M) + S(Y )− S(M)

となるので，

I(X : Y ) = S(X) + S(Y )− S(X,Y ) = S(X) + S(M)− S(X,M) = I(X : M).

よって
S(M) +

∑
m

P (m)S(Ym)− S(Y0)− βQ ≥ I(X :M) (4.51)

を得る．ここに

F (Ym)の定義 S(Ym) = β(E(Ym)− F (Ym)),

第一法則 Q+W =
∑
m

∆P (m) · E(Ym) =
∑
m

P (m)E(Ym)− E(Y0)

(第 1の等号では，測定前後で E(Ym)が変わらないことを仮定)

を代入して S(Ym), Qを消去すると，E(Ym)の項が相殺して式 (4.52)が得られる．
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図 21 非対称メモリによる測定の模式図．最初と最後の箱の体積比は t : 1− tである．

箱型の非対称メモリを用いた，式 (4.53) の等号を達成するプロトコルを図 21 に示す．システムの状態

x = 0, 1の確率が 1/2ずつだとすると，測定に要する仕事は平均で

W =
1

2

{
0− kBT

(∫ V0

tV0

+

∫ (1−t)V0

V0

)
dV

V

}
=
kBT

2
ln

t

1− t
[V0 :箱全体の体積] (4.54)

となる．対称メモリ t = 1/2に対して仕事はW = 0となる．これは［粒子の入った箱 (体積 V0/2)の左右の

圧力がつり合っているため，］m = 1のとき，粒子を箱ごと右半分に寄せる仕事がゼロであることから期待さ

れる結果である．また式 (4.49)を求めたときと同様に［体積依存性 Feq ∼ −kBTSeq ∼ −kBT lnV より］

∆Feq =
1

2
(Feq(Y1)− Feq(Y0)) =

kBT

2
ln

t

1− t
.

対称メモリ t = 1/2に対しては，あらかじめ期待されるように∆Feq = 0となる．さらに測定誤差がないとす

ると S(M) = I(X :M)なので，図 21のプロトコルは確かに式 (4.53)の等号を達成している．

4.4.6　測定と消去のトレードオフ

測定と消去に要する仕事

式 (4.53) : βWmeas ≥β∆Fmeas
eq − S(M) + I(X :M),

式 (4.48) : βW erase ≥S(M) + β∆F erase
eq

(S(M) は測定後・消去前の Shannon エントロピー) を辺々足して，メモリのサイクルに対して ∆Fmeas
eq +

∆F erase
eq = 0 となることに注意すると，

Wmeas +W erase ≥ kBTI(X :M) (4.55)

となる．こうしてメモリの内部構造を考慮した上で，改めて測定と消去のトレードオフ関係 (4.25)が得られ，

ここでは相互情報量 I(X : Y )が，システムとメモリの論理状態の間の相互情報量 I(X : M)に置き換わって

いる［式 (4.53)の導出で既に I(X : Y ) = I(X :M)を用いたことに注意］．

具体例として，4.4.3節の図 18に示した非対称メモリを考える．測定と消去の各々の最適なプロトコルに対

する仕事

式 (4.54) :Wmeas =
kBT

2
ln

t

1− t
, 式 (4.38) :W erase = kBT ln 2− kBT

2
ln

t

1− t
を足すと，パラメータ t (したがってメモリの構造) に関する項が相殺し，Wmeas +W erase = kBT ln 2 とな

る．これは上式 (4.55)の等号を達成している．
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■(コラム)マクスウェルのデーモンのパラドックスの解決 ここで改めて，Maxwellのデーモンのパラドック

スがどのように解決されるかを整理しておく．［以下のまとめの大枠は，4.4節を読み飛ばしても理解できる．］

第 1に仕事の観点から考えると，測定で得た相互情報量 I を用いて，フィードバックでシステムから kBTI

(以下)の仕事を取り出せる (式 (4.11))．しかしながら測定と初期化 (消去)を合わせた過程で，デーモン (メ

モリ)に対して kBTI 以上の仕事をしなければならない (式 (4.25),(4.55))．このためデーモンも熱力学系と考

えれば，システムとデーモンの全体では第二法則 (Kelvinの原理，1.1節)は満たされている．ただしメモリ

の構造を工夫すれば，測定と消去のどちらか一方の仕事を単独でゼロにすることは可能であり (非対称メモリ

の式 (4.38),(4.54)の箇所)，測定と消去の仕事にはトレードオフ関係がある．

第 2 にエントロピーの観点から考えれば，初めからシステム X とメモリ Y の全系のエントロピー生成

σ(X,Y )は非負である．ところが σ(X,Y )から相互情報量の寄与を落とした，システムだけの「エントロピー

生成」σ(X)に注目すると，これは相互情報量の分まで負になり得るので，あたかもデーモンが第二法則を破

るように見えるにすぎない (4.3節)．

以上の 2つの観点は相補的であり，これをもってマクスウェルのデーモンのパラドックスは完全に理

解されたと言ってよいであろう．(p.127)

note オリジナルのMaxwellのデーモンの思考実験に対しても，これまでの一般論を適用してパラドックス

を解消できると考えられる．すなわち，ここでは単にシステムの状態 x として，隔壁の通路にさしか

かった粒子の運動方向 (右向き/左向き)と運動エネルギーの高低を考えさえすれば良い．(デーモンは

その測定結果 y に応じたフィードバックとして，粒子を通過させるか通路をふさぐ．)

4.5　自律的なマクスウェルのデーモン

序文を引用する：

本章の最後に，自律的に動作するマクスウェルのデーモンについて考えよう．ここで「自律的なマク

スウェルのデーモン」とは，システムとデーモン（メモリ）が全体として（外部パラメータによる操作

なく）自律的に動作する熱力学系になっており，お互いに測定とフィードバックが時間について連続的

に起こっているような状況である．これは特に生体情報処理，たとえば細胞内のシグナル伝達に関連し

ていると考えられる．細胞内での情報処理は，ゆらぎにさらされながら kBT のオーダーの世界で行わ

れており，また外部の操作者なしで自律的に行われているからである．(p.127)

4.5.1　トイモデル

まずは自律的なMaxwellのデーモンの概念を説明するためのトイモデルとして，等しい温度 T (= 1/kBT )

を持つ，化学ポテンシャルの高い粒子浴 Hと低い粒子浴 Lの間での粒子の輸送を考える．粒子浴の間には粒

子が 1個まで入れるサイトがあり，粒子の占有数 x = 0, 1をシステムの状態と見なす．何もしなければ，粒子

は平均的に化学ポテンシャル勾配に沿って Hから Lに移動していく．

ここでデーモンによる次のようなフィードバックを考える．

• x = 0のとき，壁をサイトの左隣 y = lに入れて，Hからの粒子の移動を禁止する．
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図 22 デーモンが壁を挿入することで，粒子浴の化学ポテンシャル差に逆らって粒子を輸送する

• x = 1のとき，壁をサイトの右隣 y = r に入れて，Lへの粒子の移動を禁止する．

このとき粒子は図 22のような過程を経て，平均的に化学ポテンシャル勾配に逆らって Lから Hに移動すると

考えられる．

自律的なMaxwellのデーモンの設定では，壁自体も (粒子浴とは別の)化学ポテンシャルを燃料として自律

的に動く．その際，壁の位置が x = 0のとき y = lに，x = 1のとき y = r に行きやすければ，やはり粒子は

Lから Hへと輸送されることが期待される．

4.5.2　相互情報量の流れ

本節ではMarkov過程を仮定し，4.5.1節の具体例を念頭に，共通の逆温度 β の熱浴に接した 2つの系X,Y

の自律的な相互作用を考える．またX の状態 xと Y の状態 y は同時には遷移しないとする (二部 (bipartite)

仮定)*16．このとき 4.3節の図 14のような「三角形」の図式を時間方向に並べ，X と Y が微小時間 dtおき

に交互に時間発展していく状況を考えられる (図 23参照)．そこで時刻 tにおける 2つの系を Xt, Yt として，

各ステップにおける「情報流」を

İX(t) =
I(Xt+dt : Yt)− I(Xt : Yt)

dt
, İY (t) =

I(Xt : Yt+dt)− I(Xt : Yt)

dt
(4.56)

で定義する．このとき全微分は
d

dt
I(Xt : Yt) = İX(t) + İY (t) (4.57)

と表される［dtの 1次までの近似］．情報流の正負は，「デーモン (メモリ)」と「(フィードバックされる)シ

ステム」がそれぞれ，X,Y のどちらであるかを判定する目安である．すなわちX がシステムであればフィー

ドバックで情報を消費されるので İX(t) < 0，Y がデーモンであれば測定で情報を取得するので İY (y) > 0で

ある．ただし単に相関が散逸する場合にも相互情報量は減少するため，情報流が負であっても実際にフィード

バックがなされている保証はない．

そこで全系 XY および X,Y が単位時間に吸収する熱量を順に Q̇(X,Y ), Q̇(X), Q̇(Y )として，各々の単位

*16 すなわち x ̸= x′ かつ y ̸= y′ のとき，遷移レートは R(x′, y′|x, y) = 0．
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図 23 この図での İY は定義式 (4.56) と比べて，X の状態を評価する時刻が dt だけずれている．しか

し式 (4.56)の分子は既に dtのオーダーなので，この差の分子への寄与は O(dt2)にすぎず，それを dtで

割って dt → 0とした極限値に影響しない［以上，教科書 p.130脚注 31を補足した］．

時間のエントロピー生成

σ̇(X,Y ) ≡ d

dt
S(X,Y )− βQ̇(X,Y ), (4.58)

σ̇(X) ≡ d

dt
S(X)− βQ̇(X), σ̇(Y ) ≡ d

dt
S(Y )− βQ̇(Y )

を定義する (以降，Xt, Yt → X,Y と略記)．もし İX < 0 に加えて σ̇(X) < 0 になっていれば［これは式

(4.60)に矛盾しない］，X はフィードバックによってエントロピーを減らされる側である (その場合，Y がデー

モンである)［本稿次節で補足］．ここで Q̇(X,Y ) = Q̇(X) + Q̇(Y )の関係に注意すると［本稿次節で補足］，

σ̇(X,Y ) =

(
d

dt
S(X) +

d

dt
S(Y ) +

d

dt
I(X,Y )

)
− β

(
Q̇(X) + Q̇(Y )

)
(∵ 式 (A.17))

=σ̇(X) + σ̇(Y )− d

dt
I(X,Y )

=(σ̇(X)− İX) + (σ̇(Y )− İY ) (4.60)

と書き換えられる．ここで最右辺の 2つの項は，図 23 の各々の「三角形」におけるエントロピー生成に対応

しているので，それぞれが非負である：

σ̇(X)− İX ≥ 0, σ̇(Y )− İY ≥ 0. (4.61)

(このとき式 (4.60)最左辺における全系のエントロピー生成の非負性 σ̇(X,Y ) ≥ 0も満たされる．)

上式 (4.61)に関する教科書 p.131脚注 32を引用する：

［式 (4.61)は一般の個々の「三角形」に関する］4.3節の式 (4.29)の連続極限に相当し，式 (4.35)の σmeas(X,Y )

と σerase(X,Y )の連続極限が，それぞれ［式 (4.33)の関係を通じて］σ̇(X)− İX と σ̇(Y )− İY に対応すると言

える．ただし，いまはより一般的な状況を考えており，それぞれのプロセスが測定やフィードバックであると限定

しているわけではない．

Markovジャンプ過程 (3.4節)では，式 (4.61)を直接証明できる．
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証明 ここではマスター方程式 (3.80)は

∂P (x′, y′)

∂t
=
∑
x,y

J(x′, y′|x, y),
∑
x,y

J(x′, y′|x, y) ≡ R(x′, y′|x, y)P (x, y)−R(x, y|x′, y′)P (x′, y′)

と書ける［引数 tは省略］．二部条件より，遷移レート R(x′, y′|x, y)がゼロでないのは y = y′ または

x = x′ のときである．そこで

R(x′, y′|x, y) =

{
Ry(x

′|x) (y = y′のとき)

Rx(y
′|y) (x = x′のとき)

に対して

Jy(x
′|x)[= J(x′, y′|x, y)|y=y′ ] = Ry(x

′|x)P (x, y)−Ry(x|x′)P (x′, y),
Jx(y

′|y)[= J(x′, y′|x, y)|x=x′ ] = Rx(y
′|y)P (x, y)−Rx(y|y′)P (x, y′)

を定義する．すると情報流は

İX =
∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln P (y|x

′)

P (y|x)
, İY =

∑
x,y′≥y

Jx(y
′|y) ln P (x|y

′)

P (x|y)
(4.62)

と表される［本稿次節で導出］．他方，X のエントロピー生成は

σ̇(X) =
∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln Ry(x

′|x)P (x)
Ry(x|x′)P (x′)

(4.63)

となる［本稿次節で導出］．よって

σ̇(X)− İX =
∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln Ry(x

′|x)P (x, y)
Ry(x|x′)P (x′, y)

≥ 0 (4.64)

となり［第 1の等号では式 (A.12)を用いた］，式 (4.61)の第 1式が得られる (第 2式の導出も同様)．

ただし上式 (4.64)第 2の不等号では，式 (3.101)の導出と同じ手法［本稿では式 (3.127)の箇所］を適

用すればよい．

定常状態では，3.2節で述べたような不可逆過程の熱力学の枠組みを適用できる．具体的にはエントロピー

生成を，X,Y のカレント JX , JY とアフィニティ FX , FY の積

σ̇(X) = JXFX , σ̇(Y ) = JY FY , σ̇(X,Y ) = JXFX + JY FY

で書く．［定常状態では式 (4.60)において，相互情報量の全微分が d
dtI(X : Y ) = 0となることを考慮した．］

さらに情報流 İ ≡ İX = −İY ［再び d
dtI(X : Y ) = 0を考慮した (İ と全微分の混同に注意)］に対しても，そ

れを駆動する「情報アフィニティ」を導入できる．4.5.1節の図 22の具体例で，このことを説明する*17．状

態 x = 0, 1と y = l, r の定常分布 P (x, y)を用いて，情報アフィニティをエントロピー的な形

FI ≡ ln
P (0, r)P (1, l)

P (0, l)P (1, r)

*17 このモデルでは JX は粒子数のカレント，FX は粒子浴の化学ポテンシャル差，JY は壁の位置に対応するカレント，FY はそれ
を駆動する (粒子浴とは別の)化学ポテンシャルである．
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で定義し，共役な (情報)カレントを JI ≡ Jl(1|0)と定義すると，式 (4.61)における情報流もまたカレントと

アフィニティの積
İ = JIFI

で書ける［本稿次節で確認］．

4.5.2節について

■「X と Y の間でエネルギーのやり取りがない（……あったとしても仕事とカウントできる）とすると，……

Q̇(X,Y ) = Q̇(X) + Q̇(Y )」(p.130，下から 5,4行目)について X と Y の間に熱のやり取りがあっても，そ

れらは Q̇(X,Y ) = Q̇(X) + Q̇(Y )の右辺において相殺するので，この関係式自体は成り立つと考えられる．

■「その場合，Y がデーモンである」(p.131，l.18)について しかし時系列においてX,Y 間でシステムとデー

モンの役が入れ替わることを許すならば，例えばある遷移 Xt → Xt+dt で X がシステムの役であり (İX < 0

かつ σ̇(X) < 0)，後続の遷移 Yt → Yt+dt で Y も同時にシステムの役となることがあり得る．

■「また，……測定と消去の間の区切りをすることにあまり意味はなく」(p.131，l.18–20)について 実際 İY

や σ̇(Y )を考える上で，デーモンの遷移 Yt → Yt+dt が純粋な測定あるいは消去であるか，それらが混ざった

ものであるかは問題にならない．またエントロピーの減少 σ̇(Y ) < 0 が，システムとしてフィードバックを

受けることによるものか，デーモンとして Shannonエントロピーを消去されることによるものかも区別でき

ない．

■Markovジャンプ過程での情報流 (4.62)の確認 以下では添字や引数における時刻 tを適宜，略記する．Y

の状態の不変性 y = y′ の下で，マスター方程式は

∂P (x′, y′)

∂t

∣∣∣∣
y=y′

=
∑
x

J(x′, y′|x, y)

∣∣∣∣∣
y=y′

=
∑
x

Jy(x
′|x),

∴ ∂P (x′)

∂t

∣∣∣∣
y=y′

=
∂

∂t

∑
y′

P (x′, y′)

∣∣∣∣∣∣
y=y′

=
∑
x,y

Jy(x
′|x)

と簡略化されると考えられる．最右辺の Jy(x
′|x)は反対称性であり，x = x′ のときゼロになる (これは二部

条件とは関係ない)．そこで式 (3.100)と同様に，遷移 Xt → Xt+dt (系 Yt の状態は不変)における，系 X と

全系 XY の Shannonエントロピーの変化率を計算すると，

dS(X)

dt

∣∣∣∣
Y

=−
∑
x′

∂P (x′)

∂t
lnP (x′) = −

∑
x,x′,y

Jy(x
′|x) lnP (x′) =

∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln P (x)

P (x′)
,

dS(X,Y )

dt

∣∣∣∣
Y

=−
∑
x′,y

∂P (x′, y)

∂t
lnP (x′, y) = −

∑
x,x′,y

Jy(x
′|x) lnP (x′, y) =

∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln P (x, y)

P (x′, y)

となる．したがって相互情報量 (A.17):I(X : Y ) = S(X) + S(Y ) − S(X : Y )の時間変化率に他ならない情

報流は，

İX =
dS(X)

dt

∣∣∣∣
Y

− dS(X,Y )

dt

∣∣∣∣
Y

=
∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln P (y|x

′)

P (y|x)

と表される (式 (A.11):P (x′, y)/P (x) = P (y|x′), etc.を考慮した)．X と Y の役割を入れ替えれば，式 (4.62)

の第 2式 (İY の表式)も得られる．
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■X のエントロピー生成 (4.63)の確認 吸熱 (3.95)は

Q̇(X) =
∑
x′

∂P (x′)

∂t
Ex′ =

∑
x,x′,y

Jy(x
′|x)Ex′ =

∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x)(Ex′ − Ex)

に置き換わる．ここで詳細つり合い (3.98)に対応して Ry(x
′|x)

Ry(x|x′) = e−β(Ex′−Ex) を仮定すれば，式 (3.99)の代

わりに

−βQ̇(X) =
∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln Ry(x

′|x)
Ry(x|x′)

が得られる．これを式 (4.62) の導出過程における dS(X)
dt

∣∣∣
Y
の表式と足すと，X のエントロピー生成 (4.63)

が導かれる．

■情報流の線形熱力学的な表現「İ = JIFI」(p.133，l.3)の確認 式 (4.62)の導出時に書き下したマスター方

程式より，定常条件は

0 =
∂P (x′ = 1)

∂t
=
∑
x,y

Jy(x
′ = 1|x) =

∑
y

Jy(1|0) = Jl(1|0) + Jr(1|0)

を与える．ここから JI ≡ Jl(1|0) = −Jr(1|0)が見出される．すると情報流 (4.62)は

İ ≡ IX =
∑
x′≥x,y

Jy(x
′|x) ln P (y|x

′)

P (y|x)
= Jl(1|0) ln

P (l|1)
P (l|0)

+ Jr(1|0) ln
P (r|1)
P (r|0)

= JI ln
P (l|1)P (r|0)
P (l|0)P (r|1)

=JI ln
P (l|1)P (1) · P (r|0)P (0)
P (l|0)P (0) · P (r|1)P (1)

= JI ln
P (1, l)P (0, r)

P (0, l)P (1, r)
= JIFI

とまとめられる．

4.5.3　移動エントロピー

「情報の流れ」を表す別の概念として，条件つき相互情報量 I(Xt : Yt+dt|Yt)を用いて，単位時間に Y がX

について新たに取得した情報量

ṪX→Y ≡
I(Xt : Yt+dt|Yt)

dt
(4.67)

で移動エントロピーを定義している．ただし本節は発展的な話題への形式的な言及といった性格が強いため，

本稿でも簡単なノートで済ませる．

■「……Y についての条件づけは，……時刻 tまでの Y の経路すべてで行わないといけない……」(p.133脚

注 34) について 簡易版の定義 (4.67) を採用して構わないのは，Markov 過程を考えているからだと推察さ

れる．

■Markovジャンプ過程での移動エントロピーの表式 (4.68)について 相互情報量の表式 (A.18)で真数の各

因子を条件つき確率に置き換え，確率 P (x, y)の代わりに，考えている遷移の確率 Rx(y
′|y)P (x, y)に関して，

対数の期待値をとれば良い．
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■式 (4.70)第 1の等号について 情報流 (4.62):

İY =
∑
x,y′≥y

Jx(y
′|y) ln P (x|y

′)

P (x|y)
=
∑
x,y′ ̸=y

Rx(y
′|y)P (x, y) ln P (x|y

′)

P (x|y)

と移動エントロピー (4.68)の差をとり，式 (A.11)より

P (x, y′|y)
P (y′|y)

= P (x|y′, y)

となることを考慮すれば良い．
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付録 A　情報理論入門

序文を引用する：

この付録では，情報理論の基本的な概念についてまとめる．これまで本文で用いてきた概念，特に

シャノン情報量と相互情報量について，初学者を念頭において解説する．標語的に言えば，シャノン情

報量は「ランダムネス」を，相互情報量は「相関」を表している．また，補足的に KL情報量とフィッ

シャー (Fisher)情報量についても解説する．この付録だけでできるだけ自己完結的になるように記述

したので，ここだけ独立して読むこともできる．

A.1　シャノン情報量

確率変数X が離散的な値 xをとる確率 P (x)を用いて，X の Shannon情報量 (Shannonエントロピー)は

S(X) ≡ −
∑
x

P (x) lnP (x) (A.1)

で定義される．

この定義のモチベーションについて，順を追って説明する．まず，日常的な語感としての「情報量」は稀な

事象ほど大きい［ニュースとして取り上げるに値する］と考えられる．［ここでの「情報量」は，「重要度」と

言い換えた方が分かりやすい．］そこで「確率 P (x)が小さい事象ほど大きい」という条件を満たす量として，

事象 xの「自己情報量」

s(x) ≡ ln
1

P (x)
(A.2)

を定義することが動機付けられる．右辺において対数をとっているため，情報の加法性

P (x, y) = P (x)P (y) → s(x, y) = ln
1

P (x, y)
= ln

1

P (x)
+ ln

1

P (y)
= s(x) + s(y) (A.3)

が満たされる［確率変数 X を持つ独立な 2つの系全体の確率 P (x, y)と情報量 s(x, y)を考えた］．Shannon

情報量は，自己情報量 (A.2)のすべての xにわたる平均である：∑
x

P (x)s(x) =
∑
x

P (x) ln
1

P (x)
= −

∑
x

P (x) lnP (x) = S(X).

なお出現確率 P (x) → 0 に対して自己情報量は s(x) → ∞ であるが，平均 S(X) への寄与 P (x)s(x) =

−P (x) lnP (x)はゼロに近づくことに注意する［図 24参照］．

例えば 2状態

x =

{
0 (確率 p)

1 (確率 1− p)

から成る系 (ビット，バイナリ)の Shannon情報量

S(X) = −p ln p− (1− p) ln(1− p) ≡ H(p) (A.5)

は図 25のようである．［最大値について本稿次節で補足 (以下の一般式 (A.6)も参照)．］
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図 24 −P (x) lnP (x)のグラフ 図 25 2状態系の Shannon情報量

より一般に xが N 通りの値をとり得るとき，

0 ≤ S(X) ≤ lnN (A.6)

が成り立つ (等号成立条件と合わせて，導出は下記)．最小値 S(X) = 0は特定の事象 xの確率が P (x) = 1と

なる「決定論的」な状況で実現される．実際，結果が分かり切っているときの情報量がゼロであるのは理に

適っている．最大値 S(X) = lnN は一様分布 P (x) = 1/N に対して実現される．これはどの事象が現れるか

が全くわからないとき，実際に事象を観測したときに得られる情報量が最大となることを意味している．ここ

から Shannon情報量はランダムネスの尺度と解釈できる．

式 (A.6)第 1の不等号の確認 S = −
∑
x P (x) lnP (x) の各項のグラフ (図 24) による．等号が成立するの

は，ある xに対し P (x) = 1であり，それ以外の xで P (x) = 0となるときである．

式 (A.6)第 2の不等号の確認 確率の規格化条件
∑
x P (x) = 1を踏まえ，Lagrangeの未定乗数 λを導入して

f(P (x), λ) = −
∑
x

P (x) lnP (x)− λ

(∑
x

P (x)− 1

)

を考える．S(X)の最大条件は，変分 δP (x) (すべて独立と見なせる)に対して

0 = δf = −
∑
x

(lnP (x) + 1 + λ)δP (x), ∴ P (x) = e−(1+λ) = C (xによらない定数)

であり，改めて拘束条件を考慮すると

1 =
∑
x

P (x) = NC, ∴ P (x) = C =
1

N
.

「A.3節で述べるように，KL情報量を使えばより簡潔に証明することもできる」(p.139下から 6,5行

目)．［式 (A.33)の箇所を参照．］

xが連続変数の場合には，P (x)を確率密度として再定義し，Shannonエントロピー (A.1)における確率を

P (x)→ P (x)dxと置き換えて

S(X) ≡ −
∫

dxP (x) ln[dxP (x)] (仮)

とすることが考えられる．確率そのものは変数変換に対して不変なので (P (x)dx = P (x′)dx′)［P (x′)にも同

じ記号 P を用いているが，誤解の恐れはない (教科書では p.141の脚注にこの点の指摘がある)］，この S(X)
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は不変量となっているものの，ln(dx)という発散項を含む．(これは連続変数の持つランダムネスが本来無限

大であることを示唆している．) そこで発散項を省いて

S(X) ≡ −
∫

dxP (x) lnP (x) (A.7)

と定義する．この定義は多くの場面で役に立つが，もはや上式 (A.7)は変数変換に対して不変ではない：

−
∫

dx′P (x′) lnP (x′) = −
∫

dxP (x) lnP (x)−
∫

dxP (x) ln

∣∣∣∣ dxdx′
∣∣∣∣ . (A.8)

［右辺第 2項の符号を訂正した．上式 (A.8)は一般に多変数 xを想定した関係である (本稿次節で補足)．］

A.1節について

■2状態系の Shannon情報量 (A.5)の最大値について Shannon情報量 H(p)は置き換え p → 1− pに対し
て不変なので，p = 1/2に関して対称であることが分かる．改めて導関数を計算すると，

dH

dp
= −{ln p��+1− ln(1− p)��−1} = ln

1− p
p

≷ 0

(
p ≷ 1

2

)
なので，p = 1/2で H は最大となる．

■連続変数 xに対する Shannon情報量の変換則 (A.8)について xが一般に多変数 (n変数とする)であるこ

とを明示的に書けば，

P (x′)dnx′ = P (x)dnx = P (x)

∣∣∣∣ ∂(x)∂(x′)

∣∣∣∣ dnx′
より

−
∫

dnx′P (x′) lnP (x′) =−
∫

dnxP (x) ln

(
P (x)

∣∣∣∣ ∂(x)∂(x′)

∣∣∣∣)
=−

∫
dnxP (x) lnP (x)−

∫
dnxP (x) ln

∣∣∣∣ ∂(x)∂(x′)

∣∣∣∣ .
■情報エントロピーの形の決定 A.1節では Shannonエントロピーが情報量として好ましい性質を備えてい

ることを見てきた．ここでは逆に情報エントロピー S(X)が以下の穏当な数理的性質を満たすことを要求する

と，S(X)は Shannonエントロピーの形に限られることを示す (恣意性の排除)．

1. S(X)はシステム X の状態 xにおけるエントロピー s(x)の平均

S(X) =
∑
x

P (x)s(x)

である．

2. s(x)は状態 xの出現確率 P (x)のみの関数 s{P (x)}である．
3. 独立な系 X,Y の全体系のエントロピー S(X,Y )を定義すると，加法性

S(X,Y ) = S(X) + S(Y )

が成り立つ (A.2節)．
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4. 正値性 S(X) ≥ 0が成り立つ．

まず系 X,Y の状態 x, y の同時確率分布 P (x, y) = P (x)P (y)を定義すると，条件 1,2の下で加法性の条件 3

の両辺はそれぞれ

S(X,Y ) =
∑
x,y

P (x, y)s{P (x, y)} =
∑
x,y

P (x)P (y)s{P (x)P (y)},

S(X) + S(Y ) =
∑
x

P (x)s{P (x)}+
∑
y

P (y)s{P (y)} =
∑
x,y

P (x)P (y) [s{P (x)}+ s{P (y)}]

と書き換えられる．各々の最右辺を比較すると

s{P (x)P (y)} = s{P (x)}+ s{P (y)}

であり，これは自己情報量の加法性 (A.3) に他ならない．ここで P (x) → p, P (y) → q と略記し，s(pq) =

s(p) + s(q)と書こう．両辺を q で微分すると

p
∂s(pq)

∂(pq)
=
∂s(q)

∂q

であり，次いで q = 1とおくと

ps′(p) = k (pによらない定数), ∴ s(p) = k ln p+ c

となる．これを上式 s(pq) = s(p) + s(q)に代入すると積分定数は c = 0と定まるので，

S(X) =
∑
x

ps(p) = k
∑
x

p ln p.

さらに正値性の条件 4を要求すると，確率の定義域 0 ≤ p ≤ 1では常に p ln p ≤ 0なので，k < 0が課される．

よってエントロピーを測る単位を適当に選べば，Shannonエントロピー S = −
∑
x p ln pが得られる．

A.2　相互情報量

次に互いに独立とは限らない 2つの確率変数 X,Y (とり得る値 x, y)を考える．例えば

• X：熱力学系の状態，Y：その測定結果
• X：送信メッセージ，Y：受信メッセージ

である．ただし測定誤差や通信ノイズがあるため，このとき X と Y が一致するとは限らない．

A.2.1　条件つきシャノン情報量

X と Y の同時確率分布 P (x, y)［= P (y, x)］を導入すると，恒等的に

P (x) =
∑
y

P (x, y), P (y) =
∑
x

P (x, y). (A.9)

また P (x, y)を用いて Shannon情報量

S(X,Y ) ≡ −
∑
x,y

P (x, y) lnP (x, y)［ = S(Y,X)］
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を定義する．もし X と Y が独立であれば (P (x, y) = P (x)P (y))，加法性 S(X,Y ) = S(X) + S(Y ) が成り

立つ［本稿次節で確認，自己情報量 s(x)の加法性 (A.3)との混同に注意］．しかし一般には加法性は破れてお

り，相互情報量ではそのことを相関の特徴付けに用いる［A.2.2節］．

次に Y の値が y であるという条件の下で，X の値が xとなる条件つき確率

P (x|y) = P (x, y)

P (y)
(A.11)

を導入する．あるいは書き換えて

P (x, y) = P (x|y)P (y) = P (y|x)P (x). (A.12)

［これは事象 x, y が同時に起きる確率 P (x, y)が，事象 y の起きる確率 P (y)に条件つき確率 P (x|y)を掛け
て得られることを意味しており，ここから上式 (A.11) も理解できる．］任意の y について条件つき確率は∑
x P (x|y) = 1を満たす［本稿次節で補足］．また X と Y が独立であれば P (x|y) = P (x)となり，y 依存性

はなくなる．［この結果は上式 (A.11) に P (x, y) = P (x)P (y) を代入すると確かめられ，直観的にも納得が

いく．］

測定の文脈 (A.2節冒頭)では，測定誤差がなければ常に x = y であり，この場合には

P (y|x) = δxy

が対応する (通信の文脈では「通信路」)．

ここで Y の値が y であるという条件の下での，X の条件つき Shannon情報量

S(X|y) ≡ −
∑
x

P (x|y) lnP (x|y)(≥ 0［図 24］) (A.13)

を定義する．これをさらに y で平均すると

S(X|Y ) ≡
∑
y

P (y)S(X|y) = −
∑
x,y

P (x, y) lnP (x|y) (A.14)

が得られる［第 2の等号は式 (A.12)による］．S(X|y) ≥ 0より S(X|Y ) ≥ 0である．式 (A.11)を用いると，

S(X|Y ) = S(X,Y )− S(Y ) (A.15)

と書き換えられる［本稿次節で確認］．同様に X と Y を入れ替えた条件つき Shannon情報量

S(Y |X) = S(X,Y )− S(X) (A.16)

も定義できる［S(X,Y ) = S(Y,X)を考慮した］．

■まとめ
P (x, y) → S(X,Y ), P (x|y) → S(X|y), S(X|Y ).
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A.2.1節について

■独立なX,Y に対する「加法性 S(X,Y ) = S(X)+S(Y )」(p.141，l.4)の確認 X と Y の独立性 P (x, y) =

P (x)P (y)より，

S(X,Y ) ≡−
∑
x,y

P (x, y) lnP (x, y) = −
∑
x,y

P (x, y){lnP (x) + lnP (y)}

=−
∑
x

(∑
y

P (x, y)

)
lnP (x)−

∑
y

(∑
x

P (x, y)

)
lnP (y)

=−
∑
x

P (x) lnP (x)−
∑
y

P (y) lnP (y) (∵ 式 (A.1))

=S(X) + S(Y ).

■「
∑
x P (x|y) = 1」(p.141，11)について これはそれ自体で明らかであり，

1 =
∑
x

P (x|y) = 1

P (y)

∑
x

P (x, y)

と書き換えると，式 (A.1):P (y) =
∑
x P (x, y)と等価であることが分かる．

■式 (A.15)の導出 式 (A.14)の最右辺に P (x|y)の式 (A.11)を代入すると，

S(X|Y ) =−
∑
x,y

P (x, y){lnP (x, y)− lnP (y)} = S(X,Y ) +
∑
y

(∑
x

P (x, y)

)
lnP (y)

=S(X,Y )− S(Y ) : (A.15)

(
∵ 式 (A.1) :

∑
x

P (x, y) = P (y)

)

となる．

A.2.2　相互情報量

確率変数 X と Y の相互情報量は

I(X : Y ) ≡ S(X) + S(Y )− S(X,Y ) (A.17)

で定義される．これは［A.2.1節で予告したように］X と Y の相関を Shannon情報量の加法性の破れによっ

て表している．実際，X と Y の情報量を図 26のようなベン図で表し，S(X,Y )がX と Y の全体系の情報量

に他ならないことに注意すると，上式 (A.17)は相互情報量 I(X : Y )がX と Y の共有している情報量にあた

る［それ故，相関を表す］ことが見て取れる．

確率分布を用いて相互情報量 (A.17)をあからさまに書くと

I(X : Y ) =
∑
x,y

P (x, y) ln
P (x, y)

P (x)P (y)
(A.18)

となる［本稿次節で確認］．また式 (A.15),(A.16)に注意すると，相互情報量 (A.17)は条件つき Shannon情

報量を用いて
I(X : Y ) = S(X)− S(X|Y ) = S(Y )− S(Y |X) (A.19)
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図 26 情報量の相互関係を表すベン図．2つの円の全体が S(X,Y )を表す．

と書くこともできる．［このように I(X : Y ) は S(X,Y ) と S(X|Y ) のいずれでも表せることから，「,」と

「|」のいずれとも異なる記号「:」で表記しているものと推察される．］式 (A.19)は［第 2辺に関して言えば，］

I(X : Y )が Y についての情報を得る (Y についての条件づけを行う)ことによる，X の Shannon情報量の減

少量であることを意味している．これは図 26のベン図と整合している．［あるいは逆にここから S(X|Y )を，

情報量 S(X)から Y と共有された情報量 I(X : Y )を除いた情報量と解釈することが正当化される．］

相互情報量は非負である (証明は A.3節［具体的には A.3.1節 (p.147，l.15–20)］)：

I(X : Y ) ≥ 0. (A.20)

ところで我々は既に，X と Y が独立であれば I(X : Y ) = 0となることを知っている．実際，式 (A.18)から

直接分かるように，上式 (A.20)の等号成立条件は P (x, y) = P (x)P (y)である［A.3.1節の証明からも明瞭に

理解できる］．また相互情報量の非負性 (A.20)は

• 定義式 (A.17)より，Shannon情報量の「劣加法性」

S(X) + S(Y ) ≥ S(X,Y ) (A.21)

を含意する (等号成立はX と Y が独立なとき)．
– マクロ系の平衡統計力学においてエントロピーが加法的であるのは，

(系のエントロピー) ∼ (体積), (系の間の相互情報量) ∼ (表面積)

であり (長距離相互作用がないとき)，熱力学極限［体積→ ∞］で後者を無視できるからである (p.143脚注)．

• 式 (A.19)とより，
S(X) ≥ S(X|Y ), S(Y ) ≥ S(X|Y )

を含意する．これは条件づけを行うとランダムネス (したがって Shannon情報量)が減少するという直

観に整合している．

さらに式 (A.19)において S(X|Y ), S(Y |X) ≥ 0［A.2.1節］を考慮すると

I(X : Y ) ≤ S(X), I(X : Y ) ≤ S(Y ) (A.23)

が得られる．これは図 26のベン図から期待される結果である．
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図 27 二値対称通信路の模式図 図 28 二値対称通信路の相互情報量

ここで簡単な例として，図 27のような 2つの 2状態系X,Y から成る「二値対称通信路 (binary symmetric

channel)」を考え，「誤り確率」を ε (ただし 0 ≤ ε ≤ 1)とする：

P (0|0) = 1− ε, P (1|0) = ε, P (0|1) = ε, P (1|1) = 1− ε.

［対称性の仮定より 2つの誤り確率 P (1|0), P (0|1)は等しい．］また P (x)は一様分布 P (0) = P (1) = 1/2と

仮定する．このとき P (y)も一様分布 P (0) = P (1) = 1/2となり［本稿次節で確認］，相互情報量は

I(X : Y ) = ln 2 + ε ln ε+ (1− ε) ln(1− ε)(= ln 2−H(ε)) (A.25)

と計算される［本稿次節で確認］．［A.1節のノートで調べたH(p)の概形 (図 25)より］I(X : Y )の ε依存性

は図 28のようであり，

• 誤り確率 ε = 0, 1のとき相互情報量 I(X : Y )は最大値 ln 2をとる．

– これは受信 (測定)した値 y がもとの値 xと完全に一致するとき (ε = 0)，

および完全に逆になるとき (ε = 1)，X と Y の相関が最大になることに対応している．

• 誤り確率 ε = 1/2のとき相互情報量 I(X : Y )は最小値 0をとる．

– これは y から xを推定することがまったく不可能な状況に対応する．

連続変数 x, y に対しては P (x), etc. を確率密度に改め，I(X : Y ) の式 (A.18) において確率を P (x) →
P (x)dx, etc.と置き換えた式

I(X : Y ) =

∫
dxdyP (x, y) ln

P (x, y)

P (x)P (y)
(A.26)

で相互情報量を定義できる．このとき［Shannon情報量の場合 (式 (A.7–8))とは対照的に］，I(x, y)は連続

変数 x, y の変換に対して不変となる．

具体例として，連続的な値をとる入力信号 xが Gauss分布

P (x) =
1√
2πS

exp

(
− x

2

2S

)
に従う場合を考える．ここで分散 S(> 0)はシグナル強度と呼ばれる．また出力 y の条件つき確率密度［定義

は本稿次節］も Gauss分布

P (y|x) = 1√
2πN

exp

(
− (y − x)2

2N

)
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で与えられるとする (Gauss型通信路，N(> 0)：ノイズ強度)．［分散 N が大きいほど測定誤差 |y − x|の大
きな値が現れやすいため，N はノイズと呼べる．］このとき出力 y の確率密度は

P (y) =

∫
P (y|x)P (x)dx =

1√
2π(S +N)

exp

(
− y2

2(S +N)

)
(A.29)

であり (分散 S +N の Gauss分布)［本稿次節で導出］，定義式 (A.26)に基づき，相互情報量は

I(X : Y ) =
1

2
ln

(
1 +

S

N

)
(A.30)

と計算される［本稿次節で導出］．これは測定 (通信)の正確さの指標である S/N比 (signal-to-noise ratio)だ

けで特徴付けられており，S/N → 0とすると I(X : Y )→ 0となる (情報が伝わらない状況に対応)．

A.2.2節について

■相互情報量の表式 (A.18)の確認

S(X) = −
∑
x

P (x) lnP (x) = −
∑
x,y

P (x, y) lnP (x)

より，

I(X : Y ) =S(X) + S(Y )− S(X,Y ) = −
∑
x,y

P (x, y){lnP (x) + lnP (y)− lnP (x, y)}

=
∑
x,y

P (x, y) ln
P (x, y)

P (x)P (y)
: (A.18).

■Shannon情報量の「劣加法性」(A.21)について ここでは状態変化を考えているわけではなく，2つの系が

“合体”する際のエントロピー増大則との混同に注意する．

■式 (A.23)の等号 I(X : Y ) = S(X)の成立条件 (p.144)について I(X : Y ) = S(X)のとき

0 = S(X|Y ) =
∑
y

P (y)S(X|y)

であり，これが与えられた P (y)に対して成り立つことを要求すると，

0 = S(X|y) = −
∑
x

P (x|y) lnP (x|y) (all y)

となる．すると A.1節で見たように，これは確かに「『任意の y に対して，ある xがあって P (x|y) = 1とな

る』ことと等価である」(p.144，l.6–7)．

■「Y についても P (0) = P (1) = 1/2」(p.144，l.19)について

P (y) =
∑
x=0,1

P (x, y) =
∑
x=0,1

P (y|x)P (x) = ε · 1
2
+ (1− ε) · 1

2
=

1

2
(y = 0, 1)

による．
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■二値対称通信路の相互情報量 (A.25)の導出 まず

S(X) = S(Y ) = H(1/2) = ln 2

である．また P (x, y) = P (y|x)P (x)の値を右辺の表式に従って求めると

P (0, 0) =
1− ε
2

, P (0, 1) =
ε

2
, P (1, 0) =

ε

2
, P (1, 1) =

1− ε
2

となるので，

S(X,Y ) = −
∑
x,y

P (x, y) lnP (x, y) = −�2
(
ε

�2
ln
ε

2
+

1− ε
�2

ln
1− ε
2

)
= ln 2− ε ln ε− (1− ε) ln(1− ε)

を得る．以上より

I(X : Y ) = S(X) + S(Y )− S(X,Y ) = ln 2 + ε ln ε+ (1− ε) ln(1− ε) : (A.25).

■条件つき確率密度 P (y|x)の定義について 式 (A.12)に対応して，xと y の値をそれぞれ幅 dx,dy の中に

見出す確率を
P (x, y)dxdy = {P (y|x)dy} × P (x)dx (21)

と書いて条件つき確率密度 P (y|x)を定義する．このとき右辺において P (y|x)dyは，xが区間 dx内の値をと

るという条件の下で y が区間 dy に含まれる確率と解釈できる．実際，上式 (21)を xで積分すると

P (y)dy =

∫
x

P (x, y)dxdy =

∫
x

P (y|x)P (x)dxdy

となって，式 (A.29)の第 1の等号が得られる．

■出力 y の確率密度 (A.29)の導出 第 1の等号については条件つき確率密度 P (y|x)の定義に関連して確認
済みである．P (x)と P (y|x)の表式を代入して，式 (A.29)第 2辺の Gauss積分を実行すると，∫

P (y|x)P (x)dx =
1

2π
√
SN

∫
exp

{
−
(
x2

2S
+

(y − x)2

2N

)}
dx

=
1

2π
√
SN

∫
exp

[
−

{
S +N

2SN

(
x− S

S +N
y

)2

+
y2

2(S +N)

}]
dx

=
1√

2π(S +N)
exp

(
− y2

2(S +N)

)
を得る．

■Gauss型通信路の相互情報量 (A.30)の導出 式 (21)より

P (x, y) = P (y|x)P (x) = 1

2π
√
SN

exp

{
−
(
x2

2S
+

(y − x)2

2N

)}
であり，また P (y)の式 (A.29)より

P (x, y)

P (x)P (y)

(
=
P (y|x)
P (y)

)
=

√
S +N

N
exp

{
− (y − x)2

2N
+

y2

2(S +N)

}
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となる．これらを I(X : Y )の定義式 (A.26)に代入すると

I(X : Y ) =
1

2π
√
SN

∫
dxdy exp

{
−
(
x2

2S
+

(y − x)2

2N

)}
×
[
1

2
ln

(
1 +

S

N

)
+

{
− (y − x)2

2N
+

y2

2(S +N)

}]
≡I1 + I2

となる．ここに I1 は [· · · ]内の第 1項の寄与

I1 ≡
1

2
ln

(
1 +

S

N

)
× 1

2π
√
SN

∫
dxdy exp

{
−
(
x2

2S
+

(y − x)2

2N

)}
=
1

2
ln

(
1 +

S

N

)
× 1√

2π(S +N)

∫
dy exp

(
− y2

2(S +N)

)
(∵ xに関する積分は式 (A.29)で計算済み)

=
1

2
ln

(
1 +

S

N

)
である．次に

I2 ≡
1

2π
√
SN

∫
dxdy

{
− (y − x)2

2N
+

y2

2(S +N)

}
exp

{
−
(
x2

2S
+

(y − x)2

2N

)}
=

1

2π
√
SN

∫
dy exp

(
− y2

2(S +N)

)∫
dx

{
− (y − x)2

2N
+

y2

2(S +N)

}
exp

{
−S +N

2SN

(
x− S

S +N
y

)2
}

を計算する (第 2の等号では式 (A.29)導出時の指数の平方完成を再利用した)．新しい積分変数 x′ ≡ x− S
S+N y

を導入すると，指数の前の因子 {· · · }は

− (y − x)2

2N
+

y2

2(S +N)
=− 1

2N

(
N

S +N
y − x′

)2

+
y2

2(S +N)

=− 1

2N
x′

2
+

1

S +N
x′y +

S

2(S +N)2
y2

と書き換えられるので，

(xに関する積分) =

∫
dx′
{
− 1

2N
x′

2
+

1

S +N
x′y +

S

2(S +N)2
y2
}
exp

(
−S +N

2SN
x′

2
)

=− 1

2N

√
π

2

(
2SN

S +N

)3/2

+
S

2(S +N)2
y2
√

2πSN

S +N

と計算される．次いで y に関する積分を実行すると，

I2 =
1

2π
√
SN

[
− 1

2N

√
π

2

(
2SN

S +N

)3/2 ∫
dy exp

(
− y2

2(S +N)

)
+

S

2(S +N)2

√
2πSN

S +N

∫
dy y2 exp

(
− y2

2(S +N)

)]

=
1

2π
√
SN

[
− 1

2N

√
π

2

(
2SN

S +N

)3/2√
2π(S +N) +

S

2(S +N)2

√
2πSN

S +N

√
π

2
{2(S +N)}3/2

]

=
1

2π
√
SN

[
−πS

3/2N1/2

S +N
+
πS3/2N1/2

S +N

]
=0

となる．以上より式 (A.30):

I(X : Y ) = I1 + I2 =
1

2
ln

(
1 +

S

N

)
を得る．

110



A.3　カルバック・ライブラー (KL)情報量

序文を引用する：

カルバック・ライブラー (KullbackLeibler, KL)情報量はシャノン情報量や相互情報量の性質を統一

的に理解するうえで重要な概念であり，熱力学とも密接に結びついている．KL情報量は情報理論の分

野では KLダイバージェンス (Kullback-Leibler divergence)と呼ばれることが多いが，物理ではしば

しば相対エントロピー (relative entropy)と呼ばれる．

［実際この A.3節で KL情報量を利用し，教科書の諸々の関係式を証明すると約束してあり，KL情報量は少

なくとも数学的に便利な道具立てであることが否応なく分かる．］

A.3.1　定義と基本性質

同じ確率変数 X 上の 2つの確率分布 P1(x), P2(x)に対して，KL情報量は

S(P1∥P2) ≡
∑
x

P1(x) ln
P1(x)

P2(x)
(A.31)

で定義され (P1(x)と P2(x)に関して非対称)，P1(x), P2(x)がどれだけ異なるかを特徴付ける［この解釈を正

当化する議論は非負性 (A.32)の箇所にしか見られない］．

まず KL情報量は非負性
S(P1∥P2) ≥ 0 (A.32)

を満たす．等号成立は分布 P1(x), P2(x)が (すべての xで)一致する場合である．

証明 t > 0に対して ln(t−1) ≥ 1 − tである (等号成立は t = 1のときのみ)［図 29を参照］．t = P2/P1 と

おくと［ln(P1/P2) ≥ 1− (P2/P1)であり，両辺に P1 を掛けて xで和をとると］，

S(P1∥P2) ≡
∑
x

P1 ln
P1

P2
≥
∑
x

P1

(
1− P2

P1

)
=
∑
x

P1 −
∑
x

P2 = 0

が得られる．導出過程より，等号成立条件 P1(x) ≡ P2(x)も理解される．

ここで P2 が一様分布 P2(x) = 1/N (N は状態 xのとり得る場合の数)を考えると，KL情報量は Shannon

情報量 S(P1) = −
∑
x P1(x) lnP1(x)と

S(P1∥P2) = lnN − S(P1) (A.33)

で関係付けられる［本稿次節で確認］．これを非負性 (A.32) と合わせると，式 (A.6) における不等式

S(P1) ≤ lnN が得られる［等号成立は P1(x) = P2(x) = 1/N］．

次に P1 と P2 をともに確率変数 X,Y の同時確率分布

P1(x, y) = P (x, y), P2(x, y) = P (x)P (y)

に設定すると，式 (A.18)より KL情報量は相互情報量になる：

S(P1∥P2) = I(X : Y ).
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図 29 t > 0に対して ln(t−1) ≥ 1− t (等号成立は t = 1のときのみ)

このとき式 (A.31)は相互情報量の非負性 (A.20):I(X : Y ) ≥ 0を意味する［等号成立条件 P1 = P2 はやはり

P (x, y) = P (x)P (y)を与える］．

互いに近い分布 P1, P2 を考え ∆P ≡ P1 − P2 ∼ εとすると，

S(P1∥P2) ≡
1

2

∑
x

∆P (x)2

P1(x)
+O(ε3) (A.34)

と表される［本稿次節で確認］．これは 2次の微小量であり，右辺第 1項は Fisher (フィッシャー)情報量に

関連している (A.4節で論じる)．

さらに P2 をカノニカル分布 (2.5):Pcan = eβ(Feq−Ex) に選んで，熱力学との関係を調べる (P1 = P は一般

の分布)．このとき平均エネルギー E =
∑
x P (x)Ex と非平衡自由エネルギー (2.30):F = E − β−1S(P )を用

いて，KL情報量は
S(P∥Pcan) = β(F − Feq) (A.35)

と表される［本稿次節で確認］．これが非負なので，不等式 (2.32):

F ≥ Feq

が得られる (等号成立は P = P canのとき)．ここで平均エネルギー E を固定すると，［これは両辺に共通の

E を用いて E − β−1S(P ) ≥ E − β−1S(Pcan)と書けるので］

S(P ) ≤ S(Pcan)

と書き換えられる．すなわち「平均エネルギーを固定すれば，シャノン・エントロピーが最大になる分布はカ

ノニカル分布である」(2.2節)．

A.3.1節について

■Shannon 情報量との関係 (A.33) の確認 KL 情報量の定義式 (A.31) に一様分布 P2(x) = 1/N を代入す

ると，
S(P1∥P2) =

∑
x

P1 ln(NP1) = (lnN)
∑
x

P1 +
∑
x

P1 lnP1 = lnN − S(P1) : (A.33)

を得る．
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■∆P による展開 (A.34)の確認

S(P1∥P2) =
∑
x

P1 ln
P1

P1 −∆P
=
∑
x

P1 ln
1

1− (∆P/P1)

=
∑
x

P1 ln

{
1 +

∆P

P1
+

(
∆P

P1

)2

+O(ε3)

}

=
∑
x

P1

{∆P
P1

+

(
∆P

P1

)2

+O(ε3)

}
− 1

2

{
∆P

P1
+

(
∆P

P1

)2

+O(ε3)

}2

+O(ε3)


=
∑
x

∆P +
1

2

∑
x

(∆P )2

P1
+O(ε3).

ここで最右辺における∆P の 1次の項は∑
x

∆P =
∑
x

P1 −
∑
x

P2 = 1− 1 = 0

となって消えるので，式 (A.34)を得る．

■カノニカル分布との間の KL情報量 (A.35)の確認

S(P∥Pcan) =
∑
x

P (x) ln
P (x)

eβ(Feq−Ex)
=
∑
x

P (x){lnP (x)− β(Feq − Ex)} = −S(P )− βFeq + βE

=β(F − Feq) : (A.35).

最後の等号では非平衡エントロピーの定義式 (2.30):F ≡ E − β−1S(P )を用いた．

A.3.2　 KL情報量の単調性

確率分布 P (x)の時間発展 (変換)は

P ′(x′) =
∑
x′

T (x′|x)P (x) (A.36)

と書ける．ここに確率遷移行列 T (x′|x) ［離散値 x′, xを行列成分のラベルと見る］は xという条件の下で x′

になる確率であり，［条件つき確率の規格化条件 (A.2.1節)と同様に］
∑
x′ T (x′|x) = 1を満たす．

さて，2つの確率分布 P1, P2 が共通の確率遷移行列 T で P ′
1, P

′
2 に変換されるとき，KL情報量に対して

「単調性」
S(P1∥P2) ≥ S(P ′

1∥P ′
2) (A.37)

が成り立つ (証明は下記)．これは KL情報量が非増加であることを意味しており，時間発展に伴って一般に 2

つの分布は互いに区別しにくくなると解釈できる．

KL情報量の単調性 (A.37)の証明 結合確率分布［式 (A.12)と同様の同時確率分布］

Pi(x
′, x) ≡ T (x′|x)Pi(x) (i = 1, 2)

を導入する．このとき［
∑
x′ Pi(x

′, x) = Pi(x)
∑
x′ T (x′|x) = Pi(x)より］，

S(P1∥P2) ≡
∑
x

P1(x) ln
P1(x)

P2(x)
=
∑
x,x′

P1(x
′, x) ln

P1(x)

P2(x)
=
∑
x,x′

P1(x
′, x) ln

P1(x
′, x)

P2(x′, x)

113



と変形できる．ここで［再び式 (A.12)にならい］

Pi(x
′, x) = Pi(x|x′)P ′

i(x
′)

と書いて［“逆向きの”条件つき確率］Pi(x|x′)を導入すると，［
∑
x Pi(x|x′) = 1に注意して］さらに

S(P1∥P2) =
∑
x,x′

P1(x|x′)P ′
1(x

′) ln
P1(x|x′)P ′

1(x
′)

P2(x|x′)P ′
2(x′)

=
∑
x′ �������(∑

x

P1(x|x′)

)
P ′

1(x
′) ln

P ′
1(x

′)

P ′
2(x′)

+
∑
x′

P ′
1(x

′)

(∑
x

P1(x|x′) ln
P1(x|x′)
P2(x|x′)

)
=S(P ′

1∥P ′
2) +

∑
x′

P ′
1(x

′)S(P1,x′∥P2,x′)

と書き換えられる．ここで最右辺において条件つき分布間の KL情報量

S(P1,x′∥P2,x′) ≡
∑
x

P1(x|x′) ln
P1(x|x′)
P2(x|x′)

は非負なので，不等式 (A.37)が成り立つ．

特に P2 が T によって変化しない場合 (P ′
2 = P2)，単調性 (A.37)は

S(P1∥P2) ≥ S(P ′
1∥P2) (A.40)

となる．ここで一様分布 P2(x) = 1/N をとると，式 (A.33)より上式 (A.40)は

S(P1) ≤ S(P ′
1)

を与える．これは一様分布を変化させない変換に対して，Shannonエントロピーが非減少となることを意味

する［等エネルギー面上の時間発展に対応すると考えられる］．またカノニカル分布 (Gibbs 分布ともいう)

Pcan = eβ(Feq−Ex)［式 (2.5)］は［温度 (kBβ)
−1 での平衡状態を表すので］，熱浴 (逆温度 β)の下でのダイナ

ミクス T によって変化しないと考えられる．(このとき T を Gibbs保存写像という．) そこで P2 を Pcan に

選ぶと，単調性 (A.40)は

0 ≤S(P ′
1∥Pcan)− S(P1∥Pcan) = S(P ′

1)− S(P1)− β
∑
x

(P ′
1(x)− P1(x))Ex (A.42)

=∆S − βQ ［Qの定義は 2.3節］

と書き換えられ［本稿次節で補足］，第二法則 (2.25) を再現する．ただしこの証明ではエネルギー準位が変

化せず，それ故，系が仕事をしない過程 (緩和過程) を仮定していることに注意する［2.3 節の仕事の定義を

参照］．

■(コラム)いろいろなエントロピー，そして熱力学リソース理論

• KL情報量の一般化 · · · · · · Rényi (レニー)ダイバージェンス，f -ダイバージェンス

• 情報量の量子版 (von Neumannエントロピーなど) → 豊かな数学的構造

• 熱力学リソース理論 · · · · · · ゆらぎの熱力学と相補的なアプローチで，(量子)情報理論に近い
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A.3.2節について

■KL情報量の単調性 (A.37)と，始・終状態に関する非対称性 KL情報量の単調性 (A.37)は，問題設定が

始状態 P1, P2 と終状態 P ′
1, P

′
2 に関して非対称であることを意味する．(さもなくば式 (A.37)で不等号の向

きを入れ替えた式も成り立つことになる．) 実際，式 (A.37)の証明において，遷移確率 T (x′|x)は 2つの分

布 P1, P2 に共通であるのに対し (Pi(x
′, x) = T (x′|x)Pi(x))，“逆向きの”条件つき確率 Pi(x|x′)に関しては

2種類を考えている点で (Pi(x
′, x) = Pi(x|x′)P ′

i(x
′))，非対称性が導入されている．

■式 (A.42)について 式 (A.35)の箇所で見たように

S(P1∥Pcan) = β(E − Feq) + βE − S(P1)

である．ここで E =
∑
x P1(x)Ex は分布の形 P1(x)に依存するのに対し，

Feq = −β−1 lnZ, Z ≡
∑
x

e−βEx

は与えられた逆温度 β と準位 {Ex}だけで決まり，分布によらない．よって式 (A.42)における等号

S(P ′
1∥Pcan)− S(P1∥Pcan) = S(P ′

1)− S(P1)− β
∑
x

(P ′
1(x)− P1(x))Ex

が成り立つ．

A.4　フィッシャー情報量

未知の実数パラメータ θ で特徴付けられる確率分布 Pθ(x)が与えられたとき，xの値の測定を通して θ の

値を推定することを考える．ここで少し毛色の違う「情報量」として Fisher (フィッシャー)情報量

fθ ≡
∑
x

(∂θPθ(x))
2

Pθ(x)
= −

∑
x

Pθ(x)∂
2
θ [lnPθ(x)] (A.43)

を定義すると［第 2の等号は本稿次節で確認］，これは θ の推定精度［の限界］を特徴付ける［そのことは式

(A.45)の箇所で判明する］．

さて，任意の確率変数 Ax の確率分布 Pθ(x)による平均と分散をそれぞれ

⟨A⟩θ ≡
∑
x

AxPθ(x), ⟨∆A2⟩θ ≡ ⟨A
2⟩θ − ⟨A⟩

2
θ

と書こう．このとき Fisher情報量と推定精度の基本的な関係は，Cramer-Rao (クラメール・ラオ)不等式

⟨∆A2⟩θ fθ ≥ (∂θ ⟨A⟩θ)
2 (A.44)

で与えられる［本稿次節で教科書を補足しつつ導出］．

ここで全ての θ に対して ⟨A⟩θ = θ となるような Ax (θ の不偏推定量という)があれば，Ax を測定して得

た期待値がそのまま求める θとなる．そして分散 ⟨∆A2⟩θ が小さいほど，推定精度は良いことになる．ところ
が不偏推定量 Ax に対して，式 (A.44)は

⟨∆A2⟩θ fθ ≥ 1 (A.45)
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となるので (狭義の Cramer-Rao不等式)，［これを ⟨∆A2⟩θ ≥ f −1
θ と書き換えれば分かるように］不偏推定

の精度の限界は Fisher情報量の逆数 f −1
θ で与えられる．

このことを別の角度から検討しよう．θ の微小変化に伴う分布 Pθ の変化が大きいほど，θ の推定は容易で

あると考えられる．ところで θの値が微小に異なる 2つの分布 P1 = Pθ, P2 = Pθ−∆θ の間の「距離」として，

KL 情報量の式 (A.34):fθ∆θ
2/2 を用いることができる．よって［θ の推定は fθ が大きいほど容易であり］，

このことは推定精度の限界が f −1
θ であることと定性的に整合している．

なお KL 情報量は本来，2 つの分布間の非対称な「距離」であったのに対し，その微小展開の最低次の項

fθ∆θ
2/2は対称な距離となっており［実際 P1 ↔ P2 としても ∆θ2 の項は不変］，係数 fθ はパラメータ空間

の計量と見なせることが示唆される (→情報幾何)．

確率分布 P (x)と物理量 Ax，規格化因子 g(θ)に対して，指数型分布族

Pθ(x) ≡ P (x)eθAx−g(θ) (A.46)

を定義すると，これは
∂θg(θ) = ⟨A⟩θ , ∂ 2

θ g(θ) = ⟨∆A2⟩θ = fθ (A.47)

を満たすので［教科書の指示に従い，本稿次節で確認］，Cramer-Rao不等式 (A.44)の等号を達成する．指数

型分布族 (A.46)と熱力学との関係については，本稿次節で教科書を補足しつつまとめる．

A.4節について

■Fisher情報量 (A.43)第 2の等号の確認

−
∑
x

Pθ∂
2
θ [lnPθ] =−

∑
x

Pθ∂θ

(
∂θPθ
Pθ

)
= −

∑
x

{
− (∂θPθ)

2

Pθ
+ ∂ 2

θ Pθ

}
=
∑
x

(∂θPθ)
2

Pθ
− ∂ 2

θ

∑
x

Pθ︸ ︷︷ ︸
1

=
∑
x

(∂θPθ)
2

Pθ
.

■Cramer-Rao不等式 (A.44)の導出 まず Zθ,x ≡ ∂θ[lnPθ(x)]とおくと

⟨Zθ⟩θ =
∑
x

Pθ(x)Zθ,x =
∑
x

Pθ(x)∂θ[lnPθ(x)] = ∂θ
∑
x

Pθ(x) = 0.

次に任意の {ax}, {bx} (θに依存していても良い)に対して，Cauchy-Shwarzの不等式(∑
x

a 2
x

)(∑
x

b 2
x

)
≥

(∑
x

axbx

)2

を考える．ここで ax →
√
Pθ(x)ax, bx →

√
Pθ(x)bx と置き換えると，公式(∑

x

Pθ(x)a
2
x

)(∑
x

Pθ(x)b
2
x

)
≥

(∑
x

Pθ(x)axbx

)2

が得られる．これを
ax = ∆Aθ,x ≡ Ax − ⟨A⟩θ , bx = Zθ,x
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とおいて用いると

⟨∆A2⟩θ ⟨Z
2
θ ⟩θ ≥

(∑
x

Pθ(x)(∆Aθ,x)Zθ,x

)2

≡ (⟨(∆A)Zθ⟩θ)
2

となる．ところが最左辺と最右辺において

⟨Z 2
θ ⟩θ =

∑
x

Pθ(x)[lnPθ(x)]
2 =

∑
x

Pθ(x)

(
∂θPθ(x)

Pθ(x)

)2

=
∑
x

(∂θPθ(x))
2

Pθ(x)
= fθ,

⟨(∆A)Zθ⟩θ = ⟨(A− ⟨A⟩θ)Z⟩θ = ⟨AZθ⟩θ − ⟨A⟩θ ⟨Zθ⟩θ = ⟨AZθ⟩θ (∵ ⟨Zθ⟩θ = 0)

=
∑
x

Pθ(x) (AxZθ,x) =
∑
x

Pθ(x)Ax∂θ[lnPθ(x)] =
∑
x

Ax∂θPθ(x) = ∂θ ⟨A⟩θ

と書き換えられるので，Cramer-Rao不等式 (A.44)が導かれる．

■式 (A.47)の確認 指数型分布族 (A.46):Pθ(x) ≡ P (x)eθAx−g(θ) に対して

0 =
∂

∂θ

∑
x

Pθ(x) =
∑
x

(Ax − ∂θg(θ))Pθ(x) = ⟨A⟩θ − ∂θg

なので，第 1式 ∂θg(θ) = ⟨A⟩θ を得る．この下で同様に

0 =
∂2

∂θ2

∑
x

Pθ(x) =
∑
x

{−∂ 2
θ g(θ) + (Ax − ∂θg(θ))2}Pθ(x)

=− ∂ 2
θ g(θ) + ⟨A2⟩θ − 2(∂θg(θ)) ⟨A⟩θ + (∂θg(θ))

2

=− ∂ 2
θ g(θ) + ⟨A2⟩θ − ⟨A⟩

2
θ

=− ∂ 2
θ g(θ) + ⟨∆A2⟩θ

となるので，第 2式の第 1の等号 ∂ 2
θ g(θ) = ⟨∆A2⟩θ が示される．他方，Fisher情報量の定義式 (A.43)に式

(A.46)を代入すると

fθ =
∑
x

(∂θPθ(x))
2

Pθ(x)
=
∑
x

(Ax − ∂θg(θ))2Pθ(x) = ⟨(⟨A⟩ − ∂θg(θ))2⟩θ

= ⟨(⟨A⟩ − ⟨A⟩θ)
2⟩
θ
= ⟨∆A2⟩θ

なので，第 2の等号も成り立っている．

■指数型分布族 (A.46) と熱力学の関係 (最終段落) 指数型分布族 (A.46) の右辺における確率密度を一様分

布 P (x) = const.に選び，これをあらかじめ規格化因子 g(θ)に吸収させて

Pθ(x) = eθAx−g(θ)

と再定義する．するとこれはカノニカル分布 (2.5):Pcan(x) = eβ(Feq−Ex) と完全に同じ形になり，

θ ↔ −β, Ax ↔ Ex, g(θ)↔ −βFeq (θ−1g(θ)↔ Feq)

と対応付けられる．

このとき

θ2∂θ ⟨A⟩θ = −β
2 ∂E

∂β
=

1

kB

∂E

∂T
=

C

kB
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は無次元化した比熱である (教科書ではエントロピーと同様，これを比熱 C と定義している)．他方，式 (A.47)

より
θ2∂θ ⟨A⟩θ = θ2∂ 2

θ g(θ) = θ2 ⟨∆A2⟩θ = β2 ⟨∆E2⟩

と書き換えられる．これらを等置すると，平衡統計力学でよく知られた，比熱とエネルギーの分散の関係

C =
⟨∆E2⟩
kBT 2

が再現される．

なお式 (A.47)第 1式は両辺がそれぞれ

∂θg(θ) = −∂β(−βFeq) = Feq + β
∂

∂β
Feq = Feq − T

∂

∂T
Feq = Feq + T (kBSeq), ⟨A⟩θ = E

と書き換えられるので，Feq = E − T (kBSeq)を再現する．(この下で第 2式からは，改めて C = ⟨∆E2⟩
kBT 2 が得

られる．)

A.5　モーメントとキュムラント

確率分布 P (x)を用いて，任意の確率変数 Ax (Âとも書く)の n(= 0, 1, 2, · · · )次のモーメントは

⟨Ân⟩ =
∑
x

(Ax)
nP (x)

と定義される［これは (Ax)
n の期待値に他ならない］．(xが連続変数のときは［P (x)→ P (x)dxとして］和

を積分に置き換える．) 対応するモーメント関数は

M(χ) ≡ ⟨e−χÂ⟩ =
∑
x

e−χAxP (x)

[
=

∞∑
n=0

(−χ)n

n!

(∑
x

(Ax)
nP (x)

)]
=

∞∑
n=0

⟨Ân⟩
n!

(−χ)n (A.48)

と定義される (第 3章の表記と合わせるため，ここでは実変数 χの前に負号を含めて定義した)．その意味は，

M(χ)を微分するとモーメント ⟨Ân⟩が得られるということの中に含まれている：

⟨Ân⟩ = (−1)n dnM(χ)

dχn

∣∣∣∣
χ=0

.

また Âのキュムラント生成関数は，モーメント関数の対数 Φ(χ) ≡ − lnM(χ)として定義される (ここでも

右辺に負号を導入した)．これを

Φ(χ) ≡ − lnM(χ) = −
∞∑
n=1

κn
n!

(−χ)n (A.50)

と書いたときの展開係数として，Â の n 次のキュムラント κn を定義する［n = 0 の項が現れないことを本

稿次節で確認する］．(律儀に書けば κn ≡ (−1)n−1 dnΦ(χ)
dχn

∣∣∣
χ=0

であり，キュムラント生成関数を微分する

とキュムラントが得られる．) このとき 1 次のキュムラントは平均 κ1 = ⟨Â⟩，2 次のキュムラントは分散

κ2 = ⟨Â2⟩ − ⟨Â⟩
2
を与える［本稿次節で確認］．

なお Âが Gauss分布に従う場合 (3次以上のキュムラントはゼロ)については，本稿次節で補足しつつまと

める．
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A.5節について

■キュムラント κn の計算 モーメント生成関数 (A.48):

M(χ) = 1− ⟨Â⟩χ+
⟨Â2⟩
2!

χ2 − ⟨Â
3⟩

3!
χ3 +O(χ4)

に対して，キュムラント生成関数を χの 3次まで正確に調べると

Φ(χ) ≡− lnM(χ) = − ln

{
1− ⟨Â⟩χ+

⟨Â2⟩
2!

χ2 − ⟨Â
3⟩

3!
χ3 +O(χ4)

}

=−

[{
−⟨Â⟩χ+

⟨Â2⟩
2!

χ2 − ⟨Â
3⟩

3!
χ3 +O(χ4)

}

− 1

2

{
−⟨Â⟩χ+

⟨Â2⟩
2!

χ2 +O(χ3)

}2

+
1

3

{
−⟨Â⟩χ+O(χ2)

}3

+O(χ4)

]

= ⟨Â⟩χ+

(
−⟨Â

2⟩
2!

+
⟨Â⟩

2

2

)
χ2 +

(
⟨Â3⟩
3!
− ⟨Â⟩ ⟨Â⟩

2

2
+
⟨Â⟩

3

3

)
χ3 +O(χ4)

となる．(このように展開は χの 1次からはじまる．) これを式 (A.50):

Φ(χ) = κ1χ−
κ2
2!
χ2 +

κ3
3!
χ3 +O(χ4)

と比較すると，展開係数は

κ1 = ⟨Â⟩ , κ2 = ⟨Â2⟩ − ⟨Â⟩
2
, κ3 = ⟨Â3⟩ − 3 ⟨Â⟩ ⟨Â2⟩+ 2 ⟨Â⟩

3

と同定される．

■多変数でのキュムラント展開 やや記述が冗長となるが，3.3.1 節への応用を念頭に，確率変数が多変数

{Âα}の場合を想定して同様の議論を繰り返す．χ⃗ ≡ {χα}を実変数の組として，多変数 {Âα}に対するモー
メント生成関数は

M(χ⃗) ≡ ⟨e−
∑

α χαÂα⟩ = 1−
∑
α

⟨Âα⟩χα+
1

2!

∑
α,α′

⟨ÂαÂα′⟩χαχα′− 1

3!

∑
α,α′,α′′

⟨ÂαÂα′Âα′′⟩χαχα′χα′′+O(χ⃗4)

で定義される．これに対して，キュムラント生成関数 Φ(χ⃗)を χ⃗の 3次まで正確に調べると

Φ(χ⃗) ≡− lnM(χ⃗)

=−

[−∑
α

⟨Âα⟩χα +
1

2!

∑
α,α′

⟨ÂαÂα′⟩χαχα′ − 1

3!

∑
α,α′,α′′

⟨ÂαÂα′Âα′′⟩χαχα′χα′′ +O(χ⃗4)


− 1

2

−∑
α

⟨Âα⟩χα +
1

2!

∑
α,α′

⟨ÂαÂα′⟩χαχα′ +O(χ⃗3)


2

+
1

3

{
−
∑
α

⟨Âα⟩χα +O(χ⃗2)

}3

+O(χ⃗4)

]

=
∑
α

⟨Âα⟩χα +
1

2!

∑
α,α′

(
⟨ÂαÂα′⟩ − ⟨Âα⟩ ⟨Âα′⟩

)
χαχα′

+
1

3!

∑
α,α′,α′′

(
⟨ÂαÂα′Âα′′⟩ − 3 ⟨Âα⟩ ⟨Âα′Âα′⟩+ 2 ⟨Âα⟩ ⟨Âα′⟩ ⟨Âα′′⟩

)
χαχα′χα′′ +O(χ⃗4)
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となる．ここからキュムラントに対応する展開係数を読み取ることができ，また 1変数に対する結果の自然な

一般化となっている．

■「Âの分布がガウス分布……3次以上のキュムラントはゼロになる」(p.154下から 3,2行目)について ここ

では確率変数 Ax として，連続変数 xそのものを想定していると考えられる．実際，平均 µ，分散 S の Gauss

分布 (確率密度)

P (x) =
1√
2πS

exp

(
− (x− µ)2

2S

)
と Ax = xに対し，モーメント生成関数 (A.48)は

M(χ) =

∫
e−χxP (x)dx =

1√
2πS

∫
exp

[
−
{
(x− µ)2

2S
+ χx

}]
dx =

1√
2πS

∫
exp

[
−
{
x2

2S
+ χ(x+ µ)

}]
dx

=exp

(
S

2
χ2 − µχ

)
(((((((((((((((

1√
2πS

∫
exp

{
− (x+ Sχ)2

2S

}
dx

と計算されるので，キュムラント生成関数は

Φ(χ) ≡ − lnM(χ) = µχ− S

2
χ2

となる．これを式 (A.50):Φ(χ) = κ1χ− κ2

2! χ
2 + · · · と比べると，ここでも 1次と 2次のキュムラントはそれ

ぞれ平均と分散
κ1 = µ, κ2 = S

であり，また 3次以上のキュムラントはゼロになることが分かる．
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付録 B　ランジュバン系

序文を引用する：

ランジュバン方程式とは，水中にある微粒子のブラウン運動のようなランダムな運動を記述する，確

率的な微分方程式である．この付録ではランジュバン系について，できるだけ自己完結的な解説を行う．

特に実際の計算において重要な伊藤公式（Itô formula）やフォッカー・プランク方程式（Fokker-Planck）

方程式などの解説を行う．それを基にしてゆらぎの熱力学について議論し，非平衡定常熱力学や熱力学

不確定性関係についても述べる．

B.1　伊藤公式とフォッカー・プランク方程式

B.1.1　ランジュバン方程式

温度 T (= 1/kBβ)の媒質中で 1次元的な Brown運動を行う粒子 (質量 m，運動量 p = mẋ)の運動方程式

は，外力を F (x(t), t)，粘性係数を γ として，Langevin方程式

dp(t)

dt
= − γ

m
p(t) + F (x(t), t) + gξ(t) (B.1)

で与えられる．ここにホワイトノイズ ξ(t)の項は周囲の溶媒分子からのランダムな揺動力を表し，アンサン

ブル平均 ⟨· · ·⟩は

⟨ξ(t)⟩ = 0, (揺動力の等方性)

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 0 (t ≷ t′で相関ゼロ (Markov性)) (B.3)

を満たす．第 2式のデルタ関数 δ(t′− t) =
∫

dω
2π e

−iω(t′−t) はすべての周波数成分を一様に含んでいるので［白

色光に比せられ］，ξ(t)は「ホワイト」ノイズと呼ばれる (教科書では B.1.2節)．さらに，ξ(t)は Gauss分布

をしているとする［この仮定は B.1.3節で用いる］．

このとき (x, p)の確率分布 P (x, p, t)の時間発展は Fokker-Planck方程式

∂P (x, p, t)

∂t
=

[
− ∂

∂x

p

m
− ∂

∂p

(
−γp
m

+ F (x, t)
)
+
g2

2

∂2

∂p2

]
P (x, p, t) (B.4)

で記述される (微分演算子は自身より右側のすべての因子に作用する)．特に上式 (B.4)の形の Fokker-Planck

方程式は Kramers 方程式と呼ばれる．B.1.4 節で，より簡単な場合［オーバーダンプな式 (B.6)］について

Fokker-Planck方程式を導出する［本稿次節も参照］．時間に依存しない保存力 F (x) = −dV (x)/dxに対し

て方程式 (B.4)はカノニカル分布

PSS(x, p) ∼ exp

(
−β
(
p2

2m
+ V (x)

))
(B.5)

を定常解に持ち，そのための条件として
g =

√
2γkBT (B.2)

が見出される．上式 (B.5)は揺動力の大きさと粘性係数 γ を関係づけているので，第二種揺動散逸定理と呼ば

れる．

121



運動方程式 (B.1)は，摩擦の大きい水中のコロイド粒子などを念頭に，γ の項に比べて dp/dtの項を無視す

ると，xのみの方程式

γ
dx(t)

dt
= F (x(t), t) +

√
2γkBTξ(t) (B.6)

に簡略化される．これをオーバーダンプな (overdamped) Langevin方程式という*18．

B.1.1節について

■揺動散逸定理まとめ 統計力学のノートでまとめたように [7, pp.90–97]，Langevin方程式

m
du

dt
= −mγu+R (粘性係数からmを括り出した，R : 揺動力，外力は F = 0)

を用いて熱平衡状態におけるゆらぎを調べると，ホワイトノイズの仮定を ⟨Rα(t)Rβ(t′)⟩ = 2Duδαβδ(t − t′)
と書いて定義される「ランダムな力の強さ」Du は

Du = mγkBT

と表されることが見出される．これは揺動力と粘性係数を関係付けており，第二種揺動散逸定理と呼ばれる (g

の式 (B.2)に対応)．電気回路の場合は雑音と抵抗を関係づけるNyquistの定理である (p.156脚注 3)．さら

に手堅く解析を進めると，ランダムウォーク・拡散方程式の結果 ⟨|x(t)|2⟩ = 6Dt (Dは拡散係数)と整合する

結果

⟨|x(t)|2⟩ → 6kBT

mγ
t = 6Du

(
1

mγ

)2

t (t→∞のとき)

が得られることが分かる．よって外力 F の下での終端速度 ⟨u⟩∞ = F
γ に関係する易動度 β ≡ 1

mγ を定義する

と，Du は拡散係数 D と

D =
kBT

mγ
= Du

(
1

mγ

)2

= βkBT

で関係付けられる (議論の大枠を図 30に整理した)．これは Einsteinの関係と呼ばれ，拡散係数 (ゆらぎ)と

易動度 (外力への応答)の比例関係を表しているため，第一種揺動散逸定理 (の具体例)と見なせる (B.1.3節)．

線形応答理論における第一種揺動散逸定理の一般的な形は，応答 (しばしば散逸に関係)と平衡状態における

相関 (ゆらぎ)を関係付ける，久保公式で与えられる (3.3.2節)．実際，Brown粒子の例でも拡散係数は速度

相関関数で表される．文献 [8, pp.123–124]では流体系に対して具体的に，Green-久保公式 (揺動散逸定理)を

導いた．

■Fokker-Planck 方程式 統計力学のノートでまとめたように [4, pp.73–78] [7, pp.108–116]，Markov 過程

におけるマスター方程式を Kramers-Moyal展開の形に書き，Langevin系に対して 2次までのモーメントを

具体的に計算すると，Kramers方程式が導かれる．そこから B.1.1節 (本編)の論法で改めて第二種揺動散逸

定理 (B.2)が得られる．特に外力がゼロで，確率分布 P (u, t)が位置 xに依存しないとき，Kramers方程式は

オーソドックスな Fokker-Planck方程式

∂

∂t
P (u, t) = γ

∂

∂u

(
u+

kBT

m

∂

∂u

)
P (u, t)

になる (確率分布 P (u, t)に対する“場の方程式”)．

*18 それとの対比でもとの式 (B.1)はアンダーダンプな (underdamped) Langevin方程式と呼ばれる (p.157脚注 4)．
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図 30 1次元のランダムウォーク，拡散方程式，Langevin方程式の関係

B.1.2　ウィーナー・ヒンチンの定理

第 1段落を引用する：

ここで，ランジュバン方程式をフーリエ変換した周波数領域での議論を簡単に述べておこう．ここを

飛ばして伊藤公式の議論に進んでも差し支えない．

一般に定常的な (すなわち確率分布が時間に依存しない)確率過程 a(t)に対して，Fourier変換を

ã(ω) ≡
∫ ∞

−∞
a(t)eiωtdt

で定義すると，その周波数相関は

⟨ã(ω)ã∗(ω′)⟩ = 2πIa(ω)δ(ω − ω′)

という形をとる．そして上式で定義されるスペクトル強度 Ia(ω)は，時間相関関数の Fourier変換

C̃a(ω) ≡
∫ ∞

−∞
⟨a(t)a(0)⟩ eiωtdt

に他ならない：
Ia(ω) = C̃a(ω). (B.7)

これがWiener-Khintchine (ウィーナー・ヒンチン)の定理である［本稿次節で教科書を補足しつつ証明］．

式 (B.1)で F = 0の場合を考えよう*19．このときWiener-Khintchineの定理を用いると，運動量の時間相

関関数は
⟨p(t)p(0)⟩ = mkBTe

−γ|t|/m

となる (証明は下記)．これは緩和時間m/γ 程度，相関が持続することを意味しており*20，エネルギー等分配

則 ⟨p2(0)⟩ /2m = kBT/2とも整合している．

*19 これは Ornstein-Uhlenbeck過程と呼ばれる (p.157脚注 5)［文献 [8, p.105]で学んだ］．
*20 オーバーダンプ極限では緩和時間m/γ → 0となり，p(t)自身がホワイトノイズになると見なせる (p.158脚注 7)．
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上式の導出 Fokker-Planck方程式 (外力 F = 0)の Fourier変換をとると，

dp(t)

dt
= − γ

m
p(t) + gξ(t) → −iωp̃(ω) = − γ

m
p̃(ω) + gξ̃(ω), ∴ p̃(ω) =

gξ̃(ω)

(γ/m)− iω

となる．よって相関関数

C̃p(ω) =Ip(ω) (∵ Wiener-Khintchineの定理)

=

∣∣∣∣ g

(γ/m)− iω

∣∣∣∣2 Iξ(ω) (∵ 上式と，スペクトル強度 Ia(ω)の定義)

=
2γkBT

ω2 + (γ/m)2
(∵ g の式 (B.2), ホワイト性 Iξ(ω) = 1) (B.9)

は Lorentz型［本稿次節で補足］となる．これを Fourier逆変換すると，

⟨p(t)p(0)⟩ =
∫ ∞

−∞

dω

2π
C̃p(ω)e

−iωt = mkBTe
−γ|t|/m (B.10)

を得る［第 2の等号を本稿次節で確認］．

B.1.2節について

■Wiener-Khintchineの定理 (B.7)の証明 a(t)が実である条件 ã∗(ω′) = ã(−ω′)に注意すると，

⟨ã(ω)ã∗(ω′)⟩ = ⟨ã(ω)ã(−ω′)⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
⟨a(s)a(t)⟩ eiωse−iω′tdsdt

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
⟨a(t+ t′)a(t)⟩ eiω(t+t

′)e−iω′tdt′dt

(
s = t+ t′,

∂(s, t)

∂(t′, t)
= 1

)
=

∫ ∞

−∞
⟨a(t′)a(0)⟩ eiωt

′
dt′ ·

∫ ∞

−∞
ei(ω−ω

′)tdt (定常性の仮定 ⟨a(t+ t′)a(t)⟩ = ⟨a(t′)a(0)⟩)

=C̃a(ω) · 2πδ(ω − ω′)

となる．よってスペクトル強度 Ia(ω)は，周波数表示の時間相関関数 C̃a(ω)に同定される．

■式 (B.9)の「相関関数はローレンツ型になっている」(p.158，l.4)ことについて 周期的な外力の下での強

制振動における共鳴曲線と同じ形であり [9, p.98]，この例でも摩擦 γ → 0とすると分布はデルタ関数に移行

する．

■式 (B.10)第 2の等号の確認 教科書 p.158脚注 6には，「最右辺を得るには複素積分を用いるのが標準的」

とある．そこで評価したい積分

⟨p(t)p(0)⟩ = 2γkBTI, I ≡
∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iωt

(ω − iγ/m)(ω + iγ/m)

を複素 ω 平面上で考えると，Jordanの補助定理より t ≶ 0に応じて図 31無限遠の半円に沿う積分がゼロに

なるから，

I = ± 1

2π
· 2πi · Res[±iγ/m] = ±i · e

±γt/m

±2iγ/m
=
m

2γ
eγt/m (t ≶ 0, 複号同順)

となる．まとめると式 (B.10):⟨p(t)p(0)⟩ = m
2γ e

−γ|t|/m を得る．
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図 31 式 (B.10)第 2辺を評価するための積分路

B.1.3　伊藤公式

オーバーダンプな Langevin方程式 (B.6)を微小時間 ∆tおきに離散化しよう．各時刻 tn ≡ n∆tにおける

物理量を添字 nで表すと，式 (B.6)は

γ∆xn = Fn∆t+
√

2γkBT∆Wn (B.11)

と書ける．ここに「Wiener (ウィーナー)増分」∆Wn ≡ ξ(tn)∆tは，期待値が 0，分散が ∆tの Gauss分布

P (∆Wn) =
1√
2π∆t

exp

(
−∆W

2
n

2∆t

)
(B.12)

に従う．実際，このとき ⟨(∆Wn/∆t)
2⟩ = 1/∆tとなるので，白色性 (B.3)の ⟨ξ(t)2⟩ = δ(0)と整合する［高

さ 1/∆tの矩形パルスは幅 ∆t→ 0でデルタ関数に移行］．また式 (B.3)は異なる時刻の ξ(t)が無相関である

ことも含意するため，n ̸= n′ に対して ∆Wn と ∆Wn′ は独立として扱わなければならない．このとき

式 (B.6)［および式 (B.3)と Gauss分布の仮定］ ⇔ 式 (B.11), (B.12)

であり，数値積分では各ステップ∆tごとに独立に確率分布 (B.12)から∆Wn をサンプルし，Euler法 (B.11)

を適用すれば良い．

さて，∆Wn の分散は ⟨∆W 2
n ⟩ = ∆tである．さらに無限小時間 dtにおけるWiener増分 dW (t)に対して

は，アンサンブル平均をとらなくても
dW (t)2 = dt (B.13)

が成り立つ (伊藤公式)［本稿次節で補足］．ここから dW (t)は
√
dtのオーダーの量として扱わねばならない

ことが分かる［これは分散 ⟨∆W 2
n ⟩ = ∆tの段階で予期できる］．

ξ(t) = dW (t)/dt がデルタ関数的な特異性を持つことに起因して，W (t) ≡
∫ t
0
dW (t′) (Wiener 過程とい

う)や x(t)は時間微分不可能な「ギザギザ」した関数になることが知られている．このような特異性に由来し

て，x(t)の関数 A(x(t))と dW (t)の積は時間の離散化の方法に依存する［それは式 (B.35)の箇所で明らかに

なる］．そこで A(x(t))を増分 ∆Wn の最初の時刻 t = tn において評価し，

A(x(t)) · dW (t) ≡ lim
∆t→0

A(xn)∆Wn (B.18)
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図 32 積 AB の変化 (B:21):d(AB) = (A+ dA) · (B + dB)−AB = A · dB +B · dA+ dA · dB の図形的解釈

とするのが伊藤積 (Itô product)であり，左辺の「·」で表す．時刻 tn における xn と，続く時間∆tのホワイ

トノイズ ∆Wn は統計的に独立なので［時刻 tn の共有は問題ない］，

⟨A(xn)∆Wn⟩ = ⟨A(xn)⟩ ⟨∆Wn⟩ = 0, ⟨A(x(t)) · dW (t)⟩ = 0

が成り立つ．

伊藤公式の下で，関数 A(x(t), t)の時間微分を調べよう．差分方程式 (B.11)の短時間極限は

γdx(t) = F (x(t), t)dt+
√
2γkBTdW (t) (B.16)

であり，これは dW (t)(∼
√
dt)を含んでいることに注意すると，A(x(t), t)の時間変化を dtの 1次まで求め

るには，dxの 2次まで考慮しなければならない．すると

dA =
∂A

∂t
dt+

∂A

∂x
dx+

1

2

∂2A

∂x2
dx2

=
∂A

∂t
dt+

∂A

∂x
·

(
F

γ
dt+

√
2kBT

γ
dW

)
+

1

2

∂2A

∂x2
2kBT

γ
dt

=

(
∂A

∂t
+
F

γ

∂A

∂x
+
kBT

γ

∂2A

∂x2

)
dt+

√
2kBT

γ

∂A

∂x
· dW (B.19)

となる (これも伊藤公式，あるいは伊藤の補題という)．［2行目では ·を dtの項との通常の積と，dW の項と

の伊藤積の意味で用いており，最右辺を dtで割れば時間微分 dA/dtが得られる (その際 dW/dt = ξ)．dW

との積を伊藤積と解釈するのは，1 行目の Taylor 展開が伊藤積 (B.16) 右辺の差分化と同じ意味だからであ

る．］このアンサンブル平均は
d ⟨A⟩
dt

=

⟨
∂A

∂t
+
F

γ

∂A

∂x
+
kBT

γ

∂2A

∂x2

⟩
(B.20)

である［右辺第 3項は生き残った白色ノイズの寄与］．なお関数 A(x), B(x)の積の微分

d(AB) = A · dB +B · dA+ dA · dB (B.21)

における dA · dB も［dtの 1次の寄与をするため］，残す必要があることに注意する［図 32参照］．

上式 (B.20)の応用として，F = 0の場合を考え A(x) = x2 とすると，

d ⟨x2⟩
dt

=
2kBT

γ
, ∴ ⟨x2⟩ = 2kBT

γ
t
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図 33 Markov ジャンプ過程 (3.4.3 節) では遷移 xk−1 → xk の起きる時刻 tk における遷移レート

Rνk (xk|xk−1; tk)を用いたのに対し，ここでは操作パラメータ λを tn から tn+1 まで一定に保つという離

散化を考えているので (教科書 B.2.2節)，条件つき確率 (B.23)の時間の引数には遷移 xn → xn+1 の直前

までの値 λ(tn)の引数を用いている．逆過程の遷移確率については B.2.2節のノートを参照．

となる (x = 0に局在した初期分布に対して)．よって拡散係数は

D = γ−1kBT (B.22)

と同定される (Einsteinの関係，第一種揺動散逸定理)［本稿では B.1.1節のノートで説明済み］．

最後に時間 τ = N∆tにおいて，粒子がある経路 xτ = {x(t)}τt=0 を通る経路確率を調べよう．式 (B.11)を

∆Wn について解き，確率分布 (B.12)に代入すると，xn から xn+1 への遷移確率は

P (xn+1|xn; tn) ∝ exp

(
− γβ

4∆t

(
xn+1 − xn −

Fn
γ
∆t

)2
)

(B.23)

と表される［図 33参照］．この n[= 0, · · · , N − 2]に関する積をとって ∆t → 0(N → ∞)の極限をとると，

経路確率の表式

P [xτ |x(0)] ∝ exp

(
−γβ

4

∫ τ

0

(
dx(t)

dt
− F (x(t), t)

γ

)2

dt

)
(B.24)

が得られる．

B.1.3節について

■伊藤公式 (B.13)について 考えている時刻を t = 0に選び，微小な経過時間 τ を ∆t = τ/N おきに N 等

分して，時刻 tn = n∆tを定義すると，

∆W (0)2 =

(
N−1∑
n=0

∆W (tn)

)2

=
N−1∑
n=0

∆W (tn)
2 +

N−1∑
n=0

∆W (tn)
∑
m(̸=n)

∆W (tm).

ここで各 ∆W (tn)の統計的独立性を踏まえると，アンサンブル平均を 0 ≤ t ≤ τ における相加平均

⟨∆W (0)⟩ = 1

N

N−1∑
n=0

∆W (tn), ⟨∆W (0)2⟩ = 1

N

N−1∑
n=0

∆W (tn)
2
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に置き換えることが許される*21．すると

∆W (0)2 = N ⟨∆W (0)2⟩+N ⟨∆W (0)⟩ · (N − 1) ⟨∆W (0)⟩ = N∆t+N(N − 1) · 02 = τ

となる．これは伊藤公式 (B.13)に他ならない．

B.1.4　フォッカー・プランク方程式

オーバーダンプな Langevin 方程式 (B.6) の下での伊藤公式 (B.20) は，x の確率分布 P (x, t) に対する

Fokker-Planck方程式［Smoluchowski (スモルコフスキー)方程式］

∂P (x, t)

∂t
=

(
− ∂

∂x

F (x, t)

γ
+
kBT

γ

∂2

∂x2

)
P (x, t) (B.27)

を含意する．［これは拡散方程式 (B.32)に外力の寄与を付加した形になっており，ここでも微分演算子は後ろ

の全ての因子に作用する］．

上式 (B.27)の導出 確率分布 P (x, t) を用いて平均操作 ⟨A⟩ =
∫
dxP (x, t)A(x, t), etc. を明示すると，伊藤

公式 (B.20)は∫
dx

(
∂P

∂t
A+ P

∂A

∂t

)
=

∫
dxP

(
∂A

∂t
+
F

γ

∂A

∂x
+
kBT

γ

∂2A

∂x2

)
=

∫
dx

{
P
∂A

∂t
+

(
− ∂

∂x

(
F

γ
P

)
+
kBT

γ

∂2P

∂x2

)
A

}
となる．ただし第 2の等号では部分積分の際，境界項が落ちる境界条件として，常套的に x→ ±∞で
P (x, t)が素早くゼロになること (や，周期境界で不連続性がないこと)を仮定すればよい．両辺に共通

の ∂A/∂tの項を相殺して，これが任意の Aに対して成り立つことを要求すると，局所的な関係として

Fokker-Planck方程式 (B.27)を得る．

式 (B.27)は連続の式の形
∂P

∂t
= −∂J

∂x
, J ≡ F

γ
P − kBT

γ

∂P

∂x
：確率流 (B.28–29)

に書ける．［ここから全確率の保存が保証される．F = 0のとき，確率流は通常の拡散流の形に帰着する (拡

散方程式 (B.32)に対応)．］さらに局所平均速度

v ≡ J

P
=
F

γ
− kBT

γ

∂

∂x
lnP (B.30)

を定義できる (これは局所熱力学力とも呼ばれる［エントロピー (3.4):s = − lnP (自己情報量 (A.2))の空間

微分と実際の力 F の項から成る］)．

時間に依存しない保存力 F (x) = −dV (x)/dxに対して，Fokker-Planck方程式はカノニカル分布 Pcan(x) ∼
e−βV (x)［本稿次節で補足］を定常解に持つ［直接の代入により確認できる］．

F = 0の場合は［式 (B.6):ẋ =
√

2kBT
γ ξ を初期条件 x(0) = 0の下で積分し，Einsteinの関係 D = kBT

γ を

考慮すると］，
x(t) =

√
2DW (t) (22)

*21 これを t = 0でのアンサンブル平均と見なせるのは時間幅 τ が微小であるためであるものの，確率分布 (B.12)はそもそも時間に
よらないため，この点は最初から問題にならないと考えらえる．
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となる［これはランダム・ウォークを表している］．他方，このとき Fokker-Planck方程式は拡散方程式

∂P

∂t
= D

∂2P

∂x2

(
∵ Einsteinの関係 D =

kBT

γ

)
(B.32)

になり，［対応する］初期条件 P (x, 0) = δ(x)の下で解は

P (x, t) =
1

2
√
πDt

exp

(
− x2

4Dt

)
(B.33)

となる［本稿次節で補足］．上式 (B.33)は xが分散 2Dtの Gauss分布に従うことを意味しており，そのこと

は式 (22)の下で，W (t)が分散 tの Gauss分布に従うこと［教科書では B.1.3節 (式 (B.12)の nに関する積

をとると分かる)］と整合している．

B.1.4節について

■カノニカル分布 (B.31)について カノニカル分布は xに関する分布

Pcan(x) ∼
∫

dpe
−β

(
p2

2m+V (x)
)
∼ e−βV (x)

を与える*22．そこで変数 x に関する一様な状態数密度を ρ として Pcan(x) =
ρe−βV (x)

Z
と書くと，分配関

数は

Z =

∫
dxρe−βV (x)

であり，自由エネルギー Feq = −kBT lnZ を用いて Pcan(x) = e−β(Feq−V (x)):(B.31)と書ける．

教科書では簡単のため ρを省略しているので，Feq の式において真数 Z が長さの次元を持つことを受け入

れなければならない．ただしカノニカル分布 (B.31)が適切に規格化されていることには変わりない (冒頭の

表式 Pcan(x) =
ρe−βV (x)

Z
において ρは分子・分母で相殺し，結果に残らないから)．

■拡散方程式の解 (B.33)について よく知られているように，これは Fourier変換を経由して導出できる (統

計力学のノート参照)．この結果はランダム・ウォークによる拡散の性質を引き継ぎ，確率分布が
√
tに比例し

てすそ野の広がる Gauss分布で与えられることを表す．

B.1.5　ストラトノビッチ積

伊藤積 (B.18)の代わりに，関数 A(x(t))に増分 ∆Wn の始・終時刻 t = tn, tn+1 の平均値を用い，

A(x(t)) ◦ dW (t) ≡ lim
∆t→0

A(xn) +A(xn+1)

2
∆Wn (B.34)

とするのが Stratonovich (ストラトノビッチ)積であり，左辺の「◦」で表す．この定義は熱力学で役立つ．
A(xn+1)と∆Wn は独立ではないので，一般に ⟨A(x(t)) ◦ dW (t)⟩ ̸= ⟨A(x(t))⟩ ⟨dW (t)⟩である．
Stratonovich積と伊藤積は

A ◦ dW = A · dW +

√
kBT

2γ

dA

dx
dt (B.35)

*22 もっともオーバーダンプ極限では運動量は素早くゼロに緩和するので，はじめから運動エネルギーは考えなくてよい．
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で関係付けられる［本稿次節で確認］*23．ここから dx = F
γ dt+

√
2kBT
γ dW :(B.16)との Stratonovich積は

A ◦ dx =

(
F

γ
A+

kBT

γ

dA

dx

)
dt+

√
2kBT

γ
A · dW (B.36)

となる［dW を含まない項との Stratonovich積は通常の積 A ◦ Fγ dt = AF
γ dtとして良い］．さらに式 (B.36)

から，便利な公式 ⟨
A ◦ dx

dt

⟩
=

∫
dxJA, ［本稿次節で導出］ (B.37)

∴
⟨
δ(x− x0) ◦

dx

dt

⟩
= J(x0) = P (x0)v(x0) (B.38)

が見出される．また合成関数 A(x(t))の全微分 (B.19)は，式 (B.36)で A → dA/dxと置き換えた式に一致

しているため，Stratonovich積に対して通常の微分公式と同じ形の関係

dA(x(t)) =
dA

dx
◦ dx(t) (B.39)

が成り立つことになる．

B.1.5節について

■Stratonovich積と伊藤積の関係 (B.35)の導出 Stratonovich積の定義式 (B.34):

A(x(t)) ◦ dW (t) ≡ lim
∆t→0

A(xn) +A(xn+1)

2
∆Wn = lim

∆t→0

(
A(xn) +

A(xn+1)−A(xn)
2

)
∆Wn

において，式 (B.11)を用いて変化量 A(xn+1)−A(xn)を ∆Wn(∼
√
∆t)のオーダーまで調べると

A(xn+1)−A(xn) =
(
dA

dx

)
xn

∆xn =

√
2kBT

γ

(
dA

dx

)
xn

∆Wn

となる．これを上式に代入し，伊藤積の定義式 (B.18)と (∆Wn)
2 → dtに注意すると，式 (B.35)を得る．

このように伊藤積 A · dW と Stratonovich 積 A ◦ dW は，値が異なることを受け入れなければならない．

それは式の上では，dxが dtではなく，
√
dt程度の量であることに起因していることが見て取れる．

■式 (B.37)の導出 式 (B.20)と同様，式 (B.36)を dtで割ってアンサンブル平均をとると，ξ = dW/dtの

項は消えるので，⟨
A ◦ dx

dt

⟩
=

⟨
F

γ
A+

kBT

γ

dA

dx

⟩
=

∫
P

(
F

γ
A+

kBT

γ

dA

dx

)
dx =

∫ (
F

γ
P − kBT

γ

∂P

∂x

)
Adx =

∫
dxJA

となる (J は式 (B.28)の確率流)．

*23 式 (B.35) より，x 依存性のない量 A に対しては Stratonovich 積と伊藤積の区別はないことになる．［従っていずれも通常の積
を表すと考えられる．もっともそれは定義式 (B.18),(B.34)からほぼ自明であり，あらかじめ期待されることである．］Langevin

方程式 (B.16)における dW の項はそのような例である (p.164脚注 11)．
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B.2　ランジュバン系の熱力学

序文を引用する：

オーバーダンプなランジュバン方程式 (B.6)の熱力学を考えよう．たとえば水中のコロイド粒子の運

動はオーバーダンプであるとみなせるので，これは実験的に重要な状況である．

B.2.1　熱力学第二法則

時間に依存するポテンシャル V (x, t)から導かれる力 F = −∂V/∂xの下で，2.3節で定義した粒子の平均

のエネルギーと吸熱は

E(t) ≡
∫

dxP (x, t)V (x, t), (B.41)

Q̇ ≡
∫

dx
∂P

∂t
V = −

∫
dx
∂J

∂x
V = −

∫
dxJF (第 2の等号は式 (B.29)による) (B.42)

で与えられる［オーバーダンプ極限では運動量は素早く (ゼロに)緩和するので，運動エネルギーの寄与は無

視］．次に外力 F (x, t)が一様な非保存力 f(t)を含み，

F (x, t) = −∂V (x, t)

∂x
+ f(t) (B.43)

と書ける場合を考える．エネルギーの定義式は (B.41)のままで良く，吸熱も式 (B.42)の最右辺をそのまま採

用して

Q̇ ≡ −
∫

dxJF = −
∫

dxJ

(
−∂V
∂x

+ f

)
(B.44)

で定義しよう．このとき仕事は，f の付加的な寄与を

Ẇ ≡
∫

dxP
∂V

∂t
+

∫
dxJf (B.45)

という形で含めて定義すれば良い［第一法則 Ė = Q̇+ Ẇ が満たされるから］．

吸熱の定義 (B.44)の下で，オーバーダンプな Langevin系に対して第二法則 σ̇ ≡ dS
dt − βQ̇ ≥ 0が次のよう

に直接示される［証明はもちろん，非保存力 f = 0の簡単な場合を含んでいる］．

第二法則の証明 Shannonエントロピー S(t) ≡ −
∫
dxP (x, t) lnP (x, t)の時間変化は，式 (B.42)と同様に

dS

dt
=−

∫
dx
∂P

∂t
lnP (∵ 式 (2.12))

=

∫
dx
∂J

∂x
lnP (∵ 式 (B.29))

=−
∫

dxJ
1

P

∂P

∂x
(部分積分した)

=

∫
dxJ

(
γβ

J

P
− βF

) (
∵ J の定義式 (B.28) :

∂P

∂x
= βγ

(
F

γ
P − J

))
(B.46)

と計算される．吸熱の定義 (B.44)とより，エントロピー生成は

σ̇ ≡ dS

dt
− βQ̇ = γβ

∫
dx
J2

P
≥ 0 (B.47)
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となるので，示された．なお上式 (B.47)第 3辺の被積分関数は J2/P = Pv2，係数は Einsteinの関係

より γβ = 1/Dと書き換えられる．

B.2.2　ゆらぎの定理

Langevin系に対してゆらぎの定理を定式化する準備として，確率的な熱力学量を定義しよう．まず非保存

力 f = 0のとき，式 (B.39)を用い，確率的な熱は V (x, t)の xを通した変化

ˆ̇Qdt ≡ ∂V

∂x
◦ dx i.e. ˆ̇Q ≡ −F ◦ dx

dt
(B.48)

として定義できる．実際，公式 (B.37)より上式 (B.48)のアンサンブル平均は吸熱 (B.42):Q̇ = −
∫
dxJF に

一致する．非保存力がある場合も，［ ˆ̇Qのアンサンブル平均が式 (B.44)となるように］

ˆ̇Qdt ≡ ∂V

∂x
◦ dx− fdx = −F ◦ dx (B.49)

と定義する．これは Langevin方程式 (B.6)を用いると，熱浴からの散逸力 −γ dx
dt と揺動力

√
2γkBTξ(t)が

粒子にする「仕事」の形
ˆ̇Qdt =

(
−γ dx

dt
+
√

2γkBTξ(t)

)
◦ dx (B.50)

に書き換えられるので，熱の定義として理に適っている．

なお，操作パラメータを通して粒子がされる仕事は

ˆ̇Wdt ≡ ∂V

∂t
dt+ fdx (B.51)

と定義できる［このアンサンブル平均が式 (B.45)に一致することを本稿次節で確認する］．このとき，経路レ

ベルでの熱力学第一法則

ˆ̇Q+ ˆ̇W = −
(
−∂V
∂x�

�+f
)
◦ dx
dt

+

(
∂V

∂t�
�
�

+f
dx

dt

)
=

dV (x(t), t)

dt
(B.52)

が満たされる．

note f = 0の場合は簡単に，
dV (x(t), t)

dt
=
∂V

∂x
◦ dx
dt

+
∂V

∂t

における第 1項が ˆ̇Qに，第 2項が ˆ̇W に同定される．

さて，確率的な熱の定義 (B.49)の下で，Langevin系に対して局所詳細つり合い (3.6)が直接示される．

ゆらぎの定理 (局所詳細つり合い (3.6))の証明 xnから xn+1への遷移確率は (B.23)で与えられる．同様に，

逆方向の遷移確率は

P (xn|xn+1; tn+1) ∝ exp

(
− γβ

4∆t

(
xn − xn+1 −

Fn+1

γ
∆t

)2
)

(B.53)

である．
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note オーバーダンプな Langevin系の変数は粒子の位置 xのみであり，これは時間反転で符号を変え

ない．このことと B.1.3節の図 33に注意して立式した．式 (B.53)の「左辺の時間の引数が tn な

のは，……」(p.168，l.6–8)という記述は誤りと判断した (これは以降の計算結果には影響しない)．

そこで順過程と逆過程の経路確率

P [xτ |x(0),λτ ] =
N−2∏
n=0

P (xn+1|xn; tn), P [x†
τ |x†(0),λ†

τ ] =

N−2∏
n=0

P (xn|xn+1; tn+1)

の比をとると，

P [x†
τ |x†(0),λ†

τ ]

P [xτ |x(0),λτ ]
=

N−2∏
n=0

exp

[
− γβ

4∆t

{(
xn+1 − xn −

Fn
γ
∆t

)2

−
(
xn − xn+1 −

Fn+1

γ
∆t

)2
}]

=exp

[
β

N−2∑
n=0

{
Fn+1 + Fn

2
(xn+1 − xn) + o(∆t)

}]

となる．ただし

(F 2
n+1 − F 2

n )∆t = (Fn+1 + Fn)(Fn+1 − Fn)∆t = o(∆t) (∵ Fn+1 − Fn = O(∆x) = O(
√
∆t))

に注意した．ここで ∆t→ 0の極限をとると，熱の定義 (B.49)より最右辺の和は

N−2∑
n=0

{
Fn+1 + Fn

2
(xn+1 − xn) + o(∆t)

}
→
∫
xτ

F (x(t)) ◦ dx(t) =
∫ τ

0

ˆ̇Q(t)dt = Q̂[xτ ,λτ ]

と移行するので，局所詳細つり合い (3.6)が得られる．

B.2.2節について

■確率的な仕事 (B.51)のアンサンブル平均が式 (B.45)に一致することの確認 式 (B.51):

ˆ̇Wdt ≡ ∂V

∂t
dt+ fdx =

∂V

∂t
dt+ f

(
F

γ
+

√
2kBT

γ
ξ

)
のアンサンブル平均は

⟨ ˆ̇W ⟩ =
⟨
∂V

∂t

⟩
+
f ⟨F ⟩
γ

となる．他方，確率流 J の定義式 (B.28)より∫
dxJf = f

∫
dx

(
F

γ
P − kBT

γ

∂P

∂x

)
=
f ⟨F ⟩
γ ��������
−f kBT

γ
[P ]x=+∞

x=−∞

となるので，

⟨ ˆ̇W ⟩ =
⟨
∂V

∂t

⟩
+

∫
dxJf

と書き換えられる．これは仕事 (B.45)に一致している．

■第二法則 (B.2.1節)との関係 B.2.1節と B.2.2節ではオーバーダンプな Langevin系に対して，第二法則

とゆらぎの定理を個別的に証明した．これは 3.1.3節で一般論として，ゆらぎの定理から第二法則を導けてい

ることと整合している．
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B.2.3　非平衡定常熱力学

3.5 節と同様に Langevin 系でも，エントロピー生成 (B.47):σ̇ = γβ
∫
dxPv2 を，過剰エントロピー生成

σ̇ex と維持エントロピー生成 σ̇hk に分解できる．非保存力によって非平衡定常状態になる場合を考え，時刻 t

の操作パラメータにおける定常分布 PSS(x; t)と対応する確率流 JSS(x; t) = PSS(x; t)vSS(x; t)を導入しよう．

操作パラメータの時間変化があるときは，実際の分布と確率流は P (x, t), J(x, t) = P (x, t)v(x, t) にずれる．

このとき，過剰・維持エントロピー生成は具体的には，σ̇ において v だけを vSS やずれ v−SS に置き換えた式

σ̇ex ≡ γβ
∫

dxP (v − vSS)2 ≥ 0, σ̇hk ≡ γβ
∫

dxPv 2
SS ≥ 0 (B.56–57)

で定義できる．実際，これらの和は σ̇ になる［本稿次節で確認］．

σ̇ex + σ̇hk = σ̇ の証明の際に見出された関係を次式にまとめておく．

γβ

∫
dxP (v − vSS)vSS = −

∫
dxJSS

∂

∂x

(
P

PSS

)
= 0. (B.58)

すると過剰・維持エントロピー生成 (B.56–57)は

σ̇ex ≡ γβ
∫

dxJ(v − vSS), σ̇hk ≡ γβ
∫

dxJvSS (B.59)

と書き換えられることになる．

note
(式 (B.59))− (式 (B.56-57)) = (式 (B.58))

となることによる．

• 式 (B.56–57)はエントロピー生成 (B.47):σ̇ = γβ
∫
dxPv2 における

v を置き換えて得られる表現であり，非負性が明白である．

• 他方，式 (B.59)はエントロピー生成 (B.47):σ̇ = γβ
∫
dxJv における J をそのままに，

v のみを置き換えて得られる表現であり，σ̇ex + σ̇hk = σ̇ を満たすことが明白である．

さらに［3.5節と同様に］，σ̇ex から Shannonエントロピー変化 dS/dtを分離して

σ̇ex =
dS

dt
− βQ̇ex, Q̇ex ≡ −

∫
dxJ(F − γvSS) (B.60)

と書き，過剰熱 Q̇ex を定義できる．［上式 (B.60)は本稿次節で確認する．］

note vSS を粒子の速度のように見なすならば，

Q̇ex は Q̇の式 (B.44)で，外力 F に“抵抗力”−γvSS を付け加えた形をしていると言える．

対応して，Q̇hk ≡ −
∫
dxJγvSS は維持熱と呼ばれる［このとき，Q̇ex + Q̇hk = Q̇が満たされる］．ただし実

際に定常分布 P (x, t) = PSS(x; t)となっているときの熱

Q̇SS ≡ −
∫

dxJSSF = −
∫

dxJSSγvSS (23)

［第 2の等号は本稿次節で確認する］は，Q̇hk とは微妙に異なっていることに注意する．
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■(コラム)非平衡定常系の揺動散逸定理 3.3.2節で議論したような第一種揺動散逸定理 (久保公式)は，平衡

状態まわりの摂動についてのものであった．他方，非平衡定常状態まわりの摂動では，第一種揺動散逸定理の

破れによって定常状態の熱流 Q̇SS が特徴付けられることが，原田・佐々のアプローチによって見出された．

これは分子モーターに対して実験から熱を推定する手段にもなる．

B.2.3節について

■過剰・維持エントロピー生成 (B.56–57)の和が σ̇ になることの確認 教科書の式 (B.58)の説明を補足しつ

つ確認を行う．エントロピー生成 (B.47)は

σ̇ = γβ

∫
dxP ((v − vSS) + vSS)

2 = σ̇ex + σ̇hk + 2γβ

∫
dxP (v − vSS)vSS

となるので，最右辺の第 3項がゼロになることを示せば良い．ところで

∂

∂x

(
P

PSS

)
=
P

PSS

∂

∂x
ln

P

PSS
(比 P/PSSを塊と見て第 2辺の微分を実行すると最左辺に戻る)

=
P

PSS

∂

∂x
(lnP − lnPSS)

=
P

PSS

(
1

P

∂P

∂x
− 1

PSS

∂PSS

∂x

)
=
P

PSS

{
1

P
(���βFP − γβJ)− 1

PSS
(����βFPSS − γβJSS)

}
(∵ J の定義式 (B.28))

=− γβ P

PSS
(v − vSS)

が成り立つので，

γβ

∫
dxP (v − vSS)vSS = −

∫
dxJSS

∂

∂x

(
P

PSS

)
と書き換えられる．右辺はさらに部分積分を施し，PSS を定義する連続の式

∂JSS
∂x = 0を考慮するとゼロにな

るから，示された．

■式 (B.60)の確認 式 (B.59)の σ̇ex と式 (B.46)の dS/dtの差をとると，

σ̇ex −
dS

dt
= γβ

∫
dxJ

{
(�v − vSS)−

(
�v −

F

γ

)}
= β

∫
dxJ(F − γvSS) ≡ −βQ̇ex

となることによる．

■Q̇SS の式 (23)第 2の等号の確認 式 (B.30):vSS = F
γ −

kBT
γ

∂
∂x lnPSS を用いて F を消去すると，∫

dxJSSF =

∫
dxJSS

(
γvSS + kBT

∂

∂x
lnPSS

)
となる．右辺第 2項は，部分積分を施し，PSS を定義する連続の式

∂JSS
∂x = 0を考慮するとゼロになるから，

式 (23)が成立する．
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B.2.4　熱力学不確定性関係

任意の関数 D(x) (拡散係数との混同に注意)に対して

一般のカレント ˆ̇JD ≡ D(x) ◦ dx
dt
, ∆D ≡

2

γβ

∫
dxD2P

を定義する．公式 (B.37)より，カレントのアンサンブル平均は

JD ≡ ⟨ ˆ̇JD⟩ =
∫

dxDJ

となる．これらとエントロピー生成 (B.47):σ̇ = γβ
∫
dxJ

2

P に対して，Langevin系でも短時間の熱力学不確

定性関係 (3.134)と同じ形の不等式

σ̇∆D

2
=

1

2

(
γβ

∫
dx
J2

P

)(
2

γβ

∫
dxD2P

)
≥
(∫

dxDJ

)2

= J 2
D (B.62)

が成り立つ．Markovジャンプ過程の場合の式 (3.134)と違って，上式 (B.62)では大小関係の評価に Cauchy-

Schwarzの不等式しか用いていないので，Langevin系ではその等号を達成できる．実際，等号成立条件は

J√
P
∝ D
√
P i.e. D ∝ J

P
= v, ∴ JD =

∫
dxDJ ∝

∫
dxvJ =

1

γβ
σ̇.

3.6.4節と同様にスケール変換を利用して，Langevin系でも有限時間の熱力学不確定性関係 (3.131)を証明

できる．［式 (3.131)のときと同様，］分布が定常分布 PSS(x)である場合を考えよう (その前提として時間に陽

に依らない F を仮定する)．実パラメータ θ を用いて新たなダイナミクス

γdx = F (x)dt+ θγvSS(x)dt+
√
2γkBTdW (B.63)

を導入すると (ただし vSS(x)はもとの θ = 0のダイナミクス (B.16)に対する局所平均速度)，確率分布 Pθ(x)

は
∂Pθ
∂t

= − ∂

∂x

(
(1 + θ)

F

γ
Pθ −

kBT

γ

∂Pθ
∂x
− θkBT

γ

∂PSS

∂x

Pθ
PSS

)
(B.64)

に従う［本稿次節で確認］．右辺に Pθ(x, t) = PSS(x)を代入するとゼロになるので［本稿次節で確認］，新た

なダイナミクスの定常分布も PSS(x)である．ここから新たな定常流は Jθ,SS(x) = (1 + θ)JSS(x)のように，

割合 θ だけ変化することが分かる［本稿次節で確認］．以上を踏まえて 3.6.4 節と同様の手順を繰り返すと，

Langevin系に対しても熱力学不確定性関係 (3.131)が導かれる［本稿次節で教科書を大幅に補足しつつ確認］．

B.2.4　熱力学不確定性関係

■式 (B.64)の導出 θで特徴付けられるダイナミクス (B.63)に対して，伊藤の補題 (B.19)と Fokker-Planck

方程式 (B.27)はそれぞれ，単に F
γ →

F
γ + θvSS と置き換えた関係

d ⟨A⟩θ
dt

=

⟨
∂A

∂t
+

(
F

γ
+ θvSS

)
∂A

∂x
+
kBT

γ

∂2A

∂x2

⟩
θ

,

∂Pθ
∂t

=

(
− ∂

∂x

(
F

γ
+ θvSS

)
+
kBT

γ

∂2

∂x2

)
Pθ = −

∂

∂x
Jθ
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に修正されることが見て取れる．ただし第 1式における ⟨· · ·⟩θ は Pθ によるアンサンブル平均であり，第 2式

では新たな確率流

Jθ ≡
(
F

γ
+ θvSS −

kBT

γ

∂

∂x

)
Pθ

を定義した．ここで定義式 (B.30)によって，もとの θ = 0での局所平均速度に vSS = F
γ −

kBT
γ

1
PSS

∂PSS

∂x を代

入すると，

Jθ = (1 + θ)
F

γ
Pθ −

kBT

γ

∂Pθ
∂x
− θkBT

γ

∂PSS

∂x

Pθ
PSS

となって，式 (B.64)右辺の微分 − ∂
∂x 以降の因子 (· · · )に一致するので，示された．

■「Pθ(x) = PSS(x)を代入すると……Jθ,SS(x) = (1+ θ)JSS(x)とスケール……」(p.171一番下～p.172，l.2)

について Pθ(x, t) = PSS(x)のとき

Jθ = (1 + θ)

(
F

γ
PSS −

kBT

γ

dPθ
dx

)
= (1 + θ)JSS

となるので (第 2の等号は定義式 (B.28)による)，PSS を定義する連続の式
dPSS

dx = 0とより，dJθ
dx = 0が成り

立つ．これはもとの定常分布 PSS(x)が，新たなダイナミクスの定常分布でもあることを意味する．すると新

たな定常流 Jθ,SS(x)は Jθ に Pθ(x, t) = PSS(x)を代入した量となるから，たった今計算した (1 + θ)JSS で与

えられる．

■熱力学不確定性関係 (3.131)の導出 3.6.4節と同様に，一般化 Cramer-Rao不等式 (3.147):

⟨∆Ĵ 2
D⟩θ fθ ≥

(
∂θ ⟨ĴD⟩θ

)2
の右辺と fθ を評価することになる．

まず右辺について，3.6.1節にあるように，外部操作がなく，かつ分布が定常のときは τJD = ⟨ĴD⟩が成り
立つ．これを本節冒頭の JD =

∫
dxDJ と組合せると

⟨ĴD⟩ = τJD = τ

∫
dxDJ

とまとめられる．ところが我々は最右辺の確率流 J として定常流 JSS を考えており，既に

Jθ,SS(x) = (1 + θ)JSS(x)

を得ている．よって式 (3.151)の代わりに

∂θ ⟨ĴD⟩θ = τ∂θ

∫
dxDJθ,SS = τ∂θ(1 + θ)

∫
dxDJSS = ⟨ĴD⟩

が成り立つので，Cramer-Rao不等式 (3.147)が式 (3.147′):

⟨∆Ĵ 2
D⟩ fθ ≥ ⟨ĴD⟩

2

に帰着することには変わりない．

次に Fisher 情報量 fθ を，式 (A.43) の最右辺 fθ = −⟨∂ 2
θ (lnPθ[xτ ])⟩θ に基づいて計算する．経路確率

(B.24)は F
γ →

F
γ + θvSS と置き換えた式

Pθ[xτ ] ∝ Pθ[xτ |x(0)] ∝ exp

(
−γβ

4

∫ τ

0

(
dx(t)

dt
− F (x(t))

γ
− θvSS(x(t))

)2

dt

)
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に修正されるので，

∂ 2
θ (lnPθ[xτ ]) =−

γβ

2

∫ τ

0

dtv 2
SS ,

∴ fθ=0 =
γβ

2

∫ τ

0

dt

∫
dxPSSv

2
SS =

σ

2

となる．(最後の等号はエントロピー生成 σ̇ の式 (B.47)による．「式 (3.155)とは異なり等号になる」(p.172，

l.3–4)．)

以上を式 (3.147′)に代入すると，

⟨∆Ĵ 2
D⟩

σ

2
≥ ⟨ĴD⟩

2
, ∴ σ ≥ 2

⟨ĴD⟩
2

⟨∆Ĵ 2
D⟩

: (3.131)

を得る．
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