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本稿の他にも，
理論物理の各種ノートを以下のページで公開している．
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(※) 𝑹 = 𝑛𝑖𝒂𝑖 , 𝑲 = 𝑚𝑗𝒃𝑗 に対して 1 = 𝑒𝑖𝑲∙𝑹 = 𝑒𝑖(𝑛𝑖𝑚𝑗)(𝒂𝑖∙𝒃𝑗) を要求すると 𝒂𝑖 ∙ 𝒃𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗 であればよい．
具体的には例えば 𝒃1 ⊥ 𝒂2, 𝒂3 より 𝒃1~𝒂2 × 𝒂3 であり，係数を規格化条件 𝒂1 ∙ 𝒃1 = 2𝜋 から定めると

𝒃1 = 2𝜋
𝒂2 × 𝒂3

𝒂1 ∙ (𝒂2 × 𝒂3)
, etc.

(※)

逆に周期𝑎の1次元系で任意の𝑥は，−
𝑎

2
≤ 𝑥0 <

𝑎

2
を満たす𝑥0を用いて

𝑥 = 𝑥0 + 𝑛𝑎(𝑛は整数)と書けるので，上式𝜓𝑘 𝑥 + 𝑎 = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝜓𝑘 𝑥 を
満たす波動関数は𝜓𝑘 𝑥 = 𝜓𝑘 𝑥0 + 𝑛𝑎 = 𝑒𝑖𝑘𝑛𝑎𝜓𝑘 𝑥0 ≡ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑢𝑘 𝑥
と書ける．ここで𝑥 → 𝑥 + 𝑎としても𝑥0は，従って𝑢𝑘 𝑥 ≡ 𝑒−𝑖𝑘𝑥0𝜓𝑘 𝑥0 は
不変なので，この𝑢𝑘 𝑥 は周期𝑎の周期関数である．

(次頁で証明)



Blochの定理
波数 𝒌 に依存する，結晶と同じ周期を持つ関数

𝑢𝒌(𝒓) = 𝑢𝒌(𝒓 + 𝑹) (𝑹は結晶の周期を表すベクトル)
を用いて，周期的なポテンシャル 𝑉(𝒓)中の電子に対するSchr ሷodinger方程式の解は

𝜓𝒌(𝒓) = 𝑒𝑖𝒌∙𝒓𝑢𝒌(𝒓)
と表される．これをBlochの定理という．以下では原子間距離 𝑎の1次元系でこれを証明する．

証明

Schr ሷodinger方程式
d2𝜓

d𝑥2 +
2𝑚

ℏ2 𝐸 − 𝑉 𝑥 𝜓 = 0 において 𝑉 𝑥 + 𝑎 = 𝑉(𝑥) なので，ある解 𝜓(𝑥) に対して

𝜓(𝑥 + 𝑎) も解となる．ところで一般に2階の微分方程式は2つの独立な解を持つ．そこで 𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥) を波動
方程式の2つの独立な実数解とすると，𝑓 𝑥 + 𝑎 , 𝑔(𝑥 + 𝑎) もまた解なので，これらは 𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥) の線形結合

𝑓 𝑥 + 𝑎 = 𝛼1𝑓 𝑥 + 𝛼2𝑔 𝑥 , 𝑔 𝑥 + 𝑎 = 𝛽1𝑓 𝑥 + 𝛽2𝑔 𝑥
で表される (𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2 は 𝐸の実数関数)．また任意の解 𝜓(𝑥) も

𝜓 𝑥 = 𝐴𝑓 𝑥 + 𝐵𝑔(𝑥)
と表されるので (定数係数𝐴, 𝐵は実とは限らない)，

𝜓 𝑥 + 𝑎 = (𝐴𝛼1 + 𝐵𝛽1)𝑓 𝑥 + (𝐴𝛼2 + 𝐵𝛽2)𝑔(𝑥)
となる．ここで 𝜆 を定数として，𝜓 𝑥 + 𝑎 = 𝜆𝜓(𝑥) が成り立つことを要求すると，

ቊ
𝐴𝛼1 + 𝐵𝛽1 = 𝜆𝐴
𝐴𝛼2 + 𝐵𝛽2 = 𝜆𝐵

, ∴
𝛼1 − 𝜆 𝛽1

𝛼2 𝛽2 − 𝜆
𝐴
𝐵

= 0.

恒等的にはゼロでない非自明な解 𝜓 𝑥  を考えると (𝐴, 𝐵) ≠ 0 より，係数の行列式がゼロでなければ
ならない．ここから2解 𝜆 = 𝜆1, 𝜆2 と各々に対応する組 (𝐴, 𝐵)，従って解 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥) が決まる．

𝜓1 𝑥 + 𝑎 = 𝜆1𝜓1 𝑥 , 𝜓1 𝑥 + 𝑎 = 𝜆2𝜓2 𝑥 .

次に原点を適当にとると 𝑉 𝑥 = 𝑉(−𝑥) とできる［結晶の対称性を仮定］．このとき波動方程式の形より，
任意の解 𝜓(𝑥) に対して 𝜓(−𝑥) も解となる．さて，上式 𝜓1 𝑥 + 𝑎 = 𝜆1𝜓1 𝑥 は任意の 𝑥 で成り立つから

𝑥 → 𝑥 − 𝑎 と置き換えても良く， 𝜓1 𝑥 − 𝑎 =
1

𝜆1
𝜓1 𝑥 を得る．次いで 𝑥 → −𝑥 と置き換えると

𝜓1 −(𝑥 + 𝑎) =
1

𝜆1
𝜓1 −𝑥

となる．これは解 𝜓1 −𝑥 が性質 𝜓 𝑥 + 𝑎 = 𝜆𝜓(𝑥) を 𝜆 = 1/𝜆1 で満たすことを意味する．しかしこの性質を
満たす解は2つだけだから， 𝜓1 −𝑥 ~𝜓2(𝑥)，𝜆2 = 1/𝜆1 と同定され，

𝜆1𝜆2 = 1
が見出される．

すると 𝜆1, 𝜆2 がともに実数であれば，𝜇 を適当な実数として 𝜆1 = 𝑒𝜇𝑎 , 𝜆2 = 𝑒−𝜇𝑎 と書いても一般性を失わない．
他方， 𝜆1, 𝜆2 は 𝜆 に対する2次方程式の解なので，それらが実数でなければ互いに複素共役な複素数である．
このとき再び 𝜆1𝜆2 = 1 を考慮すると，𝑘 を実数として 𝜆1 = 𝑒𝑖𝑘𝑎 , 𝜆2 = 𝑒−𝑖𝑘𝑎 とおける．よって独立な2解 𝜓 𝑥 =
𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥) は

𝜓 𝑥 + 𝑎 = 𝑒±𝜇𝑎𝜓 𝑥 , 𝜓 𝑥 + 𝑎 = 𝑒±𝑖𝑘𝑎𝜓 𝑥
のいずれかの性質を満たす．よって一般性を失うことなく，対応する解を

𝜓 𝑥 = 𝑒±𝜇𝑥𝑢𝑘 𝑥 , 𝜓 𝑥 = 𝑒±𝑖𝑘𝑥𝑢𝑘 𝑥
とおけば， 𝑢𝑘 𝑥  は

𝑢𝑘 𝑥 + 𝑎 = 𝑢𝑘 𝑥
を満たす周期 𝑎 の周期関数であることになる．なお因子 𝑒±𝜇𝑥 を伴う解は指数関数的に増大するため，物理的
観点から捨てる．以上よりBlochの定理が示された．

(御子柴宣夫，1995，半導体工学シリーズ 2 半導体の物理，株式会社培風館，東京，pp.40—41)

まとめると原子の変位場に対して，
① 空間が格子定数 𝑎 おきに離散化 → 波数 𝑘 は周期 2𝜋

𝑎

② 空間が周期 𝐿 = 𝑁𝑎 (周期境界条件) → 波数 𝑘 = 2𝜋

𝐿
𝑚 = 2𝜋

𝑎

𝑚

𝑁
の離散化

①は 𝑎 より短い波長 𝜆 ≲ 𝑎 (波数 |𝑘| ≳ 𝜋

𝑎
) が意味を成さないことと整合．

固体中の電子には空間の離散化①は適用されず，実際，後で 𝑘 > 2𝜋

𝑎
の場合も考える．



(ℏ𝒌)2/2𝑚 ≃ {ℏ(𝒌 − 𝑲)}2/2𝑚

𝑘の離散化により，各バンドは準連続的なスペクトル





(※1)

(※2)

(※1) 1つの量子状態は6次元の位相空間 (𝒓, 𝒑) において体積 ℎ3 を占める．(このことはBohr-Sommerfeldの量子化の
規則から導かれる(ランダウ=リフシッツ『物理学小教程量子力学』§27)．)すると波数 𝒌(= 𝒑/ℏ) 空間の体積要素 d3𝑘
に含まれる状態数は d3𝑘/(2𝜋/𝐿)3 なので，積分への移行の規則は一般に

෍

𝒌

𝑓(𝒌) → න
d3𝑘

2𝜋/𝐿 3
𝑓 𝒌 , ∴

1

𝑉
෍

𝒌

→ න
d3𝑘

2𝜋 3

であり，電子に対してはスピンの自由度2を考慮しなければならない．
(※2) 逆格子の周期を持つ関数 𝒗(𝒌) に対して BZ׬

 
d3𝑘 𝒗 𝒌 = 0 による(等方性から期待される結果)．

4



↓前頁の(※2)も参照



フォノンは格子振動(弾性波)の量子であり，陽イオンの熱振動とは古典的な描像からして概念的に異なる．



1 電子の平均速度の係数 1/2について

電子は電場から力を受けて加速度 −eE/mで速度を増し，また平均で時間 τ ごとに不純物などに衝突して

運動エネルギーを完全に失うものとする．このとき一見すると速度変化は図 1 のようになるので，平均の速

度は

v̄ = −1

2
· eE
m
τ

と考えられそうである．なるほど，確かにこの議論にはかなりの説得力があり，また実際に電子の平均速度が

電場に比例するという結果は正しいのだけれど，実は右辺の係数 1/2は余計である．これはこの理論の相当に

いやらしい部分である．この点についての詳しい解析は以下の 1.1節で行うことにし，ここでは上の議論に不

備があることの定性的な理由を引用するに留める [1, p.248]．

後の論法［上記の論法］が間違いであるという理由は，かなり微妙で，つぎのように考えればよい：

さきの議論では，すべての衝突の間隔が平均時間 τ に等しくなっているかのように考えた．しかし事実

は，あるものは平均より短かく，あるものは平均より長い．この平均より短いものは起こる回数は多い

が，押し流される速度［今の場合，電子の平均速度］に対する寄与は少ない．実際に進む距離が短いか

らである．衝突の間の自由運動の時間の分布を適当に考慮すると，後の議論からえられる 1
2 という係数

はでてこなくなることがわかる．

図 1 導体中の電子の速度変化

1.1 解析

ここでは導体中の電子の平均速度 v̄ と電場 E の間の正しい比例係数を導く [2, 1.1節]．

1個の電子が無限小時間 dtのうちに衝突にあう確率を dt/τ と書く．また与えられた瞬間から

• 時間 t先までに衝突しない確率を P+(t)



• 時間 t前までに衝突しなかった確率を P−(t)

とすると，

P±(t+ dt) = P (t)

(
1− dt

τ

)
, ∴ dP±

dt
= −1

τ
, ∴ P±(t) = P±(0)e

−t/τ = e−t/τ

となる．ここから上で定義した τ が，連続した衝突の時間間隔の (時間)平均であること∫ ∞

0

te−t/τ dt

τ
= τ (1)

が見出される．よって

(任意にとった時刻の直前と直後の衝突間隔の平均) = 2τ,

(衝突が起きた瞬間から次の衝突までの時間の平均) = τ (2)

となる．この結果は定性的には次のように解釈できる．すなわち任意に時刻を挿入するとき，「間隔の大きい

衝突ほど観測時刻がその間に挿入されやすくなるから，衝突間隔が長い電子ほど取り上げられる確率が高くな

り，衝突時間の平均を求める際にそのような重みがかかってしまう」．

ところで電子の運動方程式は任意の時刻でその加速度を与えるものだから，衝突間隔 τ は 2τ に修正しなけ

ればならない．こうして電子の平均速度は，係数 1/2が取り除かれて

v̄ =
eE

m
τ

となる．

以下，細かい補足を述べる．

■式 (1)の確認 ∫ ∞

0

e−t/τdt =
[e−t/τ ]∞0
−1/τ

= τ,

∴
∫ ∞

0

te−t/τdt =

[
t
e−t/τ

−1/τ

]∞
0

−
∫ ∞

0

e−t/τ

−1/τ
dt = τ2

による．

文献 [1, pp.242–245]でも同様に

(任意の瞬間から次の，または直前の衝突までの時間の平均) = τ

を得ている．

■式 (1)について 式 (1)の結果は次のように再確認できる．

• 時刻 t = 0での N 個の電子のうち

∆N1 = e−|t1|/τ ∆t1
τ N 個が t1 < t < t1 +∆t1(ただし t1 < 0)に直前の衝突をし，

• このうち ∆N2 = e−t2/τ ∆t2
τ N1 個が t2 < t < t2 +∆t2(ただし t2 > 0)に最初の衝突をする．



よって N 個の電子に関する衝突間隔 t2 − t1(≥ 0)のアンサンブル平均はやはり∫
t1<0,t2>0

dN2

N
(t2 − t1) =

∫ 0

−∞

dt1
τ
et1/τ

∫ ∞

0

dt2
τ
e−t2/τ (t2 − t1)

=

∫ 0

−∞

dt1
τ
et1/τ (τ − t1) (∵ 式 (1)の導出過程)

=

∫ ∞

0

dt1
′

τ
(τ + t1

′)e−t1
′/τ

=2τ (∵ 式 (1)の導出過程)

となる．これに対し t1 < t < t1+∆t1に衝突を受けた∆N1個の電子について，次の衝突までの時間 t2−t1(た
だし t2 > t1)のアンサンブル平均は，再び式 (1)の導出と同様の計算により∫ ∞

t1

(t2 − t1)
∆N1e

−(t2−t1)/τ dt2
τ

∆N1
=

∫ ∞

0

te−t/τ dt

τ
= τ

となる．



衝突がなければ 0 =
D𝑔

D𝑡
=

𝜕𝑔

𝜕𝑡
+ ሶ𝒌 ∙

𝜕𝑔

𝜕𝒌
，すなわち

𝜕𝑔

𝜕𝑡
= ቚ

d𝑔

d𝑡 drift
≡ − ሶ𝒌 ∙

𝜕𝑔

𝜕𝒌
 であり，衝突項を加えると

Boltzmann方程式
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= ቚ

d𝑔

d𝑡 drift
+ ቚ

d𝑔

d𝑡 coll
 を得る．

ここで非平衡定常状態を考え
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= 0 とおけば良い．

(移流項)







ここでは関連して Boltzmann方程式による Drudeの式の導出について，中村伝『統計力学』§ 53のノー

トの抜粋を (簡単に手直しして)載せる．以下の式 (53.26)が Drudeの式である．詳しくは抜粋前のノートを

参照せよ：

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

§ 53．Boltzmannの衝突方程式と輸送係数

ここでは金属内の電荷とエネルギーの輸送を微視的な立場から取り上げる．

Boltzmannの衝突方程式

x方向の 1次元的な系を仮定し，位置 x周りの単位体積，運動量範囲 ∆3pの中に含まれる粒子 (電子)数を

f(x, px, p; t)
∆3p

h3

［ただし p ≡ |p|］と書いて関数 f を定義する．このとき f は µ空間の注目している領域において，1つの量

子状態を占める平均の粒子数を表す．

x方向の外力を F として，f の時間発展は Boltzmannの衝突方程式

∂f

∂t
+
px
m

∂f

∂x
+ F

∂f

∂px
=

(
∂f

∂t

)
c

に従う．

ここで金属中の電子気体が不純物によって散乱される場合に対して，衝突項 (∂f/∂t)c の形を考える．まず

§ 30の遷移率 (衝突回数)の表式を踏まえ，空間の単位体積において，単位時間中に電子の運動量が

pから p′へ移る回数を w(p′,p)f(p)[1− f(p′)],

p′から pへ移る回数を w(p,p′)f(p′)[1− f(p)]

とおく．このとき微視的な可逆性

(衝突 r, s→ r′, s′の回数) =Anr(1∓ nr′)× ns(1∓ ns′),

(衝突 r′, s′ → r, sの回数) =Anr′(1∓ nr)× ns′(1∓ ns)

が共通の係数 Aを持つこと (§ 30))より w(p′,p) = w(p,p′)が成り立つ．よって衝突項，すなわち衝突によ

る状態 pの平均粒子数の単位時間における増加量は，(
∂f

∂t

)
c

=
∑
p′

w(p′,p)[f(p′)− f(p)] (53.8)

と表される［本稿次節で補足］．ただし和は［電子単独での］エネルギー保存則 p′ = pを満たす運動量 p′ に

ついてとる［例えば不純物として電子に比べて重たい陽イオンを考え，その反跳を無視すれば良い］．

衝突方程式の定常解

外力として電場から受ける力 F = (−e)E を考えると，∂f/∂t = 0を満たす定常解に対して Boltzmann方

程式は
px
m

∂f

∂x
+ (−e)E ∂f

∂px
=

(
∂f

∂t

)
c

(53.10)



となる．今，温度勾配がゆるやかであるとすると，第 0近似では f は各位置 xごとの温度 T，化学ポテンシャ

ル µに対する F-D分布

f0(x, p) =
1

e{ε(p)+µ}/kT + 1

をとると考えられる (局所平衡の仮定)．そこで

f(x,p) = f0(x, p) + f ′(x,p) + · · ·

とおいて，これを上式 (53.10)に代入すると，左辺は

px
m

∂f

∂x
+ (−e)E ∂f

∂px
≃px
m

∂f0

∂x
+ (−e)E ∂f

0

∂px

=− px
m

(
−∂f

0

∂ε

)
T

[
(−e)

{
E
T

+
∂

∂x

( µ
eT

)}
+ ε

∂

∂x

(
1

T

)]
(3)

となる (導出は下記)．他方，右辺の衝突項は式 (53.8)より(
∂f

∂t

)
c

= −
∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

w(p, θ)[f(p)− f(p′)] sin θdθ (53.14)

と書き直される．ただし［我々は f を評価する位置としての運動量 pを任意の固定して考えており，そこで］

図 2のように pを極軸にとって p′ の極座標 (θ, φ)を導入し，また w(p′,p) → w(p, θ)と表記を改めた［対称

性より wは φに依らない］．衝突項 (53.14)には f0 は寄与しないので［p = p′ より f0(p)− f0(p′) = 0］，第

1近似では f ′ の寄与を考えれば良い［両辺の摂動の次数について，本稿次節で補足］．それは Boltzmann方

程式 (53.10)の左辺 (3)に一致しなければならず，式 (3)全体は
(
−∂f0

∂ε

)
px に比例している．そこで cを適

当な定数係数として

f ′ = c

(
−∂f

0

∂ε

)
px (53.15)

の形を仮定し，これを上式 (53.14)に代入すると，(
∂f

∂t

)
c

=− cτ−1px

(
−∂f

0

∂ε

)
, (53.19)

τ−1 ≡2π

∫ π

0

w(p, θ)(1− cos θ) sin θdθ (53.20)

となる (導出は下記)．ここで τ は緩和時間である［本稿次節で補足］．これを式 (3)と等置すると

c =
τT

m

[
(−e)

{
E
T

+
∂

∂x

( µ
eT

)}
+ ε

∂

∂x

(
1

T

)]
と定まり，式 (53.15)に戻すと最終的に，1次の補正項として

f ′(x,p) = τ
px
m

(
−∂f

0

∂ε

)
T

[
(−e)

{
E
T

+
∂

∂x

( µ
eT

)}
+ ε

∂

∂x

(
1

T

)]
(53.21)

が得られる．［右辺 [· · · ]部分の因子 E
T ,

∂
∂x

(
µ
eT

)
, ∂
∂x

(
1
T

)
は］Boltzmann方程式の左辺 (3)［に起因しており，

これ］は「(52.7)の電流や熱流をかりたてる量を含んでいる」(p.270，l.5,6)．［またこれが温度や化学ポテン

シャルの空間変化率 ∂T/∂x, ∂µ/∂xを含むために，f ′ は微小な補正項となっている (本稿次節参照)．］



図 2 pを極軸とする p′ と方向単位ベクトル ex の極座標．単位ベクトル e1,e2 は，pと合わせてこの順

に右手直交系を作るように，適当にとる．

輸送方程式

電流密度 J と熱流 Jq は

J =
∑

(−e)px
m
f(p),

Jq =
∑

ε(p)
px
m
f(p)

と表される［§ 48のノート参照］．ただし和は単位体積中の電子について［全運動量にわたって］とる．分布

f0［と ε(p) = p2/2m］の運動量空間における球対称性より，平衡分布 f0 はこれらに寄与しないので，そこ

からのずれ f ′ が電荷や熱の流れをもたらすことになる．これを踏まえて f の式 (53.21)を上式に代入すると，

［f ′ における変化をかりたてる量が J, Jq に引き継がれて］線形関係 (52.7):

J =L11

[
E
T

+
∂

∂x

( µ
eT

)]
+ L12

∂

∂x

(
1

T

)
,

Jq =L21

[
E
T

+
∂

∂x

( µ
eT

)]
+ L22

∂

∂x

(
1

T

)
が再現され，輸送係数は

L11 =T
∑

e2τ
(px
m

)2(
−∂f

0

∂ε

)
,

L21 = L12 =− T
∑

eτ
(px
m

)2
ε

(
−∂f

0

∂ε

)
, (53.23)

L22 =T
∑

τ
(px
m

)2
ε2
(
−∂f

0

∂ε

)
と同定される．Onsagerの相反関係 L21 = L12 は自動的に満たされている．

輸送係数の評価

上式 (53.23)より§ 52で見た輸送係数も決まる．

まず式 (52.9)とより電気伝導率は

σ =
L11

T
=

1

3

∑
e2τ

( p
m

)2(
−∂f

0

∂ε

)
(53.24)



と表される．ただし［式 (53.23)の因子 (−∂f0/∂ε)の運動量空間における球対称性を考慮して］，p 2
x → p2/3

とおきかえた．ここで［§ 48のノートと同様の考察を補いつつ話を進めると］，空間の単位体積，運動量空間

の全体に含まれる微視状態数

Gi =
1

V
g(ε)dε = 4π

(
2m

h2

)3/2

ε1/2dε

を用いて上式 (53.24)は，εに関する積分

σ =
1

3

∫ ∞

0

e2τ
( p
m

)2(
−∂f

0

∂ε

)
× 4π

(
2m

h2

)3/2

ε1/2dε

=
16π

3

√
2me2

h3

∫ ∞

0

τ(ε)ε3/2
(
−∂f

0

∂ε

)
dε

(
∵ p2 = 2mε

)
(53.25)

に書き換えられる．

• τ(ε)を εによらず一定と仮定した場合

式 (53.25)を式 (48.6):

⟨J2⟩ = 16π
√
2m

3h3
kTe2

∫ ∞

0

τ(ε)ε3/2
(
−∂f

0

∂ε

)
dε

と比較すると，
σ =

τ

kT
⟨J2⟩ (τ = constを仮定) (53.26)

を得る．［これはゆらぎと感受率の関係の 1例となっている (§ 50のノート参照)．］

• τ(ε)が εによる場合

(−∂f0/∂ε)は ε = µに鋭いピークを持つから，式 (53.25)の被積分関数における因子 τ(ε)ε3/2を ε = µ

で評価して積分の外に出す．次いで µを式 (33.4):

µ0 =
h2

2m

(
3

8π

N

V

)2/3

で代用すると［この措置は (−∂f0/∂ε)のピークが鋭いとしている時点で，暗に低温を仮定しているこ
とと整合している］

σ =
N

V
· e

2τ

m
(53.27)

を得る (τ ≡ τ(µ)，以下同じ)［途中計算の詳細は本稿次節］．

次に式 (52.10):

T 2κ =
L11L22 − L12L21

L11

を用いて，熱伝導率 κを評価しよう．それには Lij の温度依存性が得られるように，ここまで σに対して行っ

たよりも詳しく Lij を調べることにする．すると

κ =
π2

3

(
k

e

)2

T
N

V

e2τ

m
(53.30)

が得られる (導出方法は下記)．これを［より粗い計算で得た］σ の式 (53.27)と比較すると

κ

σT
=
π2

3

(
k

e

)2



が見出される．この結果は κ/Tσ が温度に依らないことを意味している (Wiedemann-Franzの法則)．［そ

れ以前に，熱伝導率が電気伝導率に比例するということでもある．］

同様にして
L21

L11
= −µ

e

{
1 +

π2

6

(
kT

µ

)2(
3 + 2µ

τ ′

τ

)}
(53.32)

を得る［本稿次節を参照］．式 (52.11):L21

L11
= −

(
Π+ µ

e

)
，式 (52.18):Π = Tϵとより，Peltier係数と熱電能

はそれぞれ

Π =
π2

6

(kT )2

eµ

(
3 + 2µ

τ ′

τ

)
, ϵ =

Π

T
=
π2

6

k2T

eµ

(
3 + 2µ

τ ′

τ

)
となる．緩和時間 τ(ε) の ε 依存性があるため，熱電能は理論的には難しい量である．もし電子の自由行路

l = (p/m)τ が［運動エネルギー ε = p2/2mによらず］一定だと仮定して良いならば，τ ∼ 1/p ∼ 1/ε1/2 よ

り熱電能は

ϵ =
Π

T
=
π2

3

k2T

eµ
(53.34)

と表される［本稿次節で補足］．

§ 53，式の導出など

■定常解 (p.269～) について 金属に電場がかかっており，電流が流れている場合にも定常状態を実現し得

る．ここで考えているのは，平衡状態ではないものの定常状態である状態の 1例である．

■Boltzmann方程式の左辺 (3)の導出 F-D分布 f0 に対して，Boltzmann方程式の左辺 px

m
∂f0

∂x +(−e)E ∂f0

∂px

の各項は

∂f0

∂x
=
∂f0

∂T

∂T

∂x
+
∂f0

∂µ

∂µ

∂x

=

(
−∂f

0

∂ε

)
T

{
−ε ∂

∂x

(
1

T

)
+

∂

∂x

(µ
T

)}
,

∂f0

∂px
=
∂f0

∂ε

∂ε

∂px
=
∂f0

∂ε

px
m

[∵ ε = p2/2m] (53.13)

と計算される［第 1式について本稿次節で補足］．これらを代入すると

px
m

∂f0

∂x
+ (−e)E ∂f

0

∂px
=

(
−∂f

0

∂ε

)[
px
m
T

{
−ε ∂

∂x

(
1

T

)
+

∂

∂x

(µ
T

)}
+ eE

]
=− px

m

(
−∂f

0

∂ε

)
T

[
(−e)

{
E
T

+
∂

∂x

( µ
eT

)}
+ ε

∂

∂x

(
1

T

)]
: (3)

を得る．

■式 (53.19)の導出 式 (53.14)の f(p)に式 (53.15)の f ′ を代入すると(
∂f

∂t

)
c

= −c
(
−∂f

0

∂ε

)∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

w(p, θ)(px − px
′) sin θdθ (53.16)

となる［本稿次節で補足］．ここで与えられた x軸の向きを図 2のように極座標 (ψ,φ+ α)で表すと

px =p cosψ,

px
′ =p(cos θ cosψ + sin θ sinψ cosα) (53.17)



と書ける［本稿次節で確認］．これを上式 (53.16) に代入すると，px′ の含む cosα の項は φ に関する積分に

よって消えるので［本稿次節で補足］，(
∂f

∂t

)
c

=− c

(
−∂f

0

∂ε

)
× px2π

∫ π

0

w(p, θ)(1− cos θ) sin θdθ

=− cτ−1px

(
−∂f

0

∂ε

)
: (53.19) (∵ τの式 (53.20))

が得られる．

■κの式 (53.30)の導出 教科書を補足しつつ導出を行う．式 (33.12)の式 (33.14)への書き換え∫ ∞

−∞

(
−∂f

0

∂x

)
G(µ+ x)dx = G(µ) +

π2

6
(kT )2G′′(µ) + · · ·

自体は，任意の関数 G(ε)に対して成立する．そこでこれを G(ε) = τ(ε)εν とおいて適用すると，式 (53.23)

の各 Lij を評価する際に必要な積分は

Iν ≡
∫ ∞

0

τ(ε)εν
(
−∂f

0

∂x

)
dε

=τµν

{
1 +

π2

6

(kT )2

µν
· 1
τ

(
d2

dε2
τ(ε)εν

)
ε=µ

}
,

(
ν =

3

2
,
5

2
,
7

2

)
(53.28)(

d2

dε2
τ(ε)εν

)
ε=µ

=ν(ν − 1)τµν−2 + 2ντ ′µν−1 + τ ′′µν (τ ′ ≡ τ ′(µ), τ ′′ ≡ τ ′′(µ))

［Leibnizの公式］

と表される．［その導き方より式 (53.28)における {· · · }内第 2項 ((kT )2 の項)は第 1項に対する小さな補正

であり，これを無視すると式 (53.27)までに行った σ = L11/T の粗い評価になる．］

Lij の表式 (53.28)を用いて，「(kT/µ)2 の項まで」(p.273，下から 4,3行)の近似で熱伝導率 (52.10):

κ =
1

T 2

L11L22 − L12L21

L11

を評価すると，式 (53.30)を得る［本稿次節で確認］．

§ 53について

■衝突項 (53.8)について

f(p′)[1− f(p)]− f(p)[1− f(p′)] = f(p′)− f(p)

による．このように積 f(p)f(p′)の項は相殺されるため，衝突項 (53.8)はあたかも衝突回数が，希薄な電子

気体に対するM-B粒子系の表式

w(p′,p)f(p) (pから p′へ移る回数)

w(p,p′)f(p′) (p′から pへ移る回数)

で与えられると考えた場合の結果に一致する．



■式 (53.13)第 1式について F-D分布 f0 に対して

∂f0

∂ε
= − 1

kT
(f0)2

より
∂f0

∂T
=
ε− µ

kT 2
(f0)2 = −ε− µ

T

∂f0

∂ε
,

∂f0

∂µ
=

1

kT 2
(f0)2 = −∂f

0

∂ε

である．よって式 (53.13)第 1式において

(第 2辺) =− ε− µ

T

∂f0

∂ε

∂T

∂x
− ∂f0

∂ε

∂µ

∂x

=

(
−∂f

0

∂ε

)
T

(
ε

T 2

∂T

∂x
− µ

T 2

∂T

∂x
+

1

T

∂µ

∂x

)
=(最右辺)

となるので，第 2の等号が確かめられる．

ここに現れた比 ∂T/∂x
T の逆数の大きさ

T

|∂T/∂x|

は，温度が (自分自身程度の)目立った変化をする空間距離の目安であり，仮定よりこれは長い．

■「まずあらわれるのは f ′ である」(p.270，l.13,14)について すると我々の考えている Boltzmann方程式

の第 1近似は，
px
m

∂f0

∂x
+ (−e)E ∂f

0

∂px
=

(
∂f ′

∂t

)
c

であることになる．このように左辺は f0 で表されているのに対し，右辺は f ′ で評価されているため，一見す

るとこれでは摂動の次数がそろっていないという疑念が生じる．しかしながら仮定より，左辺の各項の計算結

果 (53.13)における温度や化学ポテンシャルの空間変化率 ∂T/∂x, ∂µ/∂xを 1次の微小量と考えれば，これで

良い．

■式 (53.16)について エネルギー保存則 p′ = pより，因子(
−∂f

0

∂ε

)
= − 1

kT
(f0)2

は f ′(p)と f ′(p′)のいずれに対しても大きさ pの関数であって，p′ の向きに関する積分の外に出せることに

注意する．

■px′ の極座標表示 (53.17)の確認 +x向きの単位ベクトル ex に対して

px
′ =p′ · ex

=p

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

 ·

sinψ cos(φ+ α)
sinψ sin(φ+ α)

cosψ





である (エネルギー保存則 |p′| = pに注意)．ここで φ = 0となるように方位角の始線の向き e1 を選び直して

も，内積の値は変わらないから，

px
′ = p

sin θ
0

cos θ

 ·

sinψ cosα
sinψ sinα

cosψ

 = p(cos θ cosψ + sin θ sinψ cosα) : (53.17)

を得る．

■「φ について積分するならば px
′ の含む cosα の項は消える」(p.271，l.2) について x 軸方向の方位角

φ+ α ≡ φ0 は定数なので， ∫ 2π

0

cosαdφ =

∫ 2π

0

cos(φ0 − φ)dφ = 0.

■「ここで τ は緩和時間である」(p.271，l.8)について 衝突項を(
∂f

∂t

)
c

= −1

τ
(f − f0) = −1

τ
f ′

とおくと，これは f の緩和時間 τ での平衡分布 f0 への指数関数的緩和を記述する．このとき式 (53.15)とよ

り，式 (53.19): (
∂f

∂t

)
c

= −cτ−1px

(
−∂f

0

∂ε

)
が再現される．ここから f ′ の形 (53.15)を仮定することは“指数緩和型”の衝突項を考えることに対応して

いることが分かり，式 (53.19)における τ を緩和時間と呼ぶことが動機付けられる．

■σ の式 (53.27)の導出について 途中計算を具体的に書くと

σ =
16π

3

√
2me2

h3
τ(µ)µ3/2

∫ ∞

0

(
−∂f

0

∂ε

)
dε︸ ︷︷ ︸

−[f0]∞0 =1

=
16π

3

√
2me2

h3
τ(µ)× h3

(2m)3/2
3

8π

N

V

=
N

V
· e

2τ(µ)

m
: (53.27).

■κの式 (53.30)の導出について C ≡ 16π
3

√
2m
h3 とおくと，式 (53.28)で定義した Iν を用いて

L11 = Ce2TI3/2, L21 = L12 = −CeTI5/2, L22 = CTI7/2 (4)

である．これを式 (52.10):

κ =
1

T 2

L11L22 − L12L21

L11

に代入すると，

κ =
C

T

I3/2I7/2 − I 2
5/2

I3/2
(5)

となる．ここで式 (53.28):

Iν = τµν

{
1 +

π2

6
(kT )2

(
ν(ν − 1)

1

µ2
+ 2ν

τ ′

τ

1

µ
+
τ ′′

τ

)}



における温度依存性を担った小さな補正項に関して，あるいは同じことだが，(kT )2 に関して 1 次近似を行

う．すると式 (5)の分子について

I3/2I7/2 ≃τ2µ5

[
1 +

π2

6
(kT )2

{(
3

2
· 1
2
+

7

2
· 5
2

)
1

µ2
+ 2

(
3

2
+

7

2

)
τ ′

τ

1

µ
+ 2

τ ′′

τ

}]
,

I 2
5/2 ≃τ2µ5

{
1 +

π2

6
(kT )2

(
5

2
· 3
2
· 2 1

µ2
+ 2 · 5

2
· 2τ

′

τ

1

µ
+ 2

τ ′′

τ

)}
,

∴ I3/2I7/2 − I 2
5/2 ≃τ2µ3π

2

3
(kT )2

と計算できる．これは既に (kT )2 に関して 1次の量なので，式 (5)の分母では I3/2 ≃ τµ3/2 とすれば十分で

ある．以上を式 (5)に代入すると

κ =
C

T
τµ3/2π

2

3
(kT )2

を得る．ここに C ≡ 16π
3

√
2m
h3 を入れ，再び µを式 (33.4):

µ0 =
h2

2m

(
3

8π

N

V

)2/3

で代用すると，

κ =
π2

3
k2T

N

V

τ

m
: (53.30)

が得られる．

■式 (53.32)の導出 L21, L11 の式 (4)の比をとり，再び (kT )2 に関して 1次近似を行うと

L21

L11
=− 1

e

I5/2

I3/2

=− µ

e

[
1 +

π2

6
(kT )2

{(
5

2
· 3
2
− 3

2
· 1
2

)
1

µ2
+ 2

(
5

2
− 3

2

)
τ ′

τ

1

µ
+ (1− 1)

τ ′′

τ

}]
=− µ

e

{
1 +

π2

6

(
kT

µ

)2(
3 + 2µ

τ ′

τ

)}
: (53.32)

となる．

■式 (53.34)の導出について τ(ε) = aε−1/2 とおくと

τ = aµ−1/2, τ ′ = −a
2
ε−3/2

∣∣∣
ε=µ

= −a
2
µ−3/2, ∴ τ ′

τ
= − 1

2µ
.





※対数の真数は常に無次元化できると了解している



ここでは関連して中村伝『統計力学』§ 21のノートから，固体の比熱に関する Dulong-Petitの法則と，等

分配則に関係する箇所を抜粋する (簡単に手直しした)．詳しくは抜粋前のノートを参照せよ：

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

§ 21．簡単な力学系の集まり

力学系の集まりが平衡状態に達するには，それらの間の相互作用が必要である．ここでは相互作用が弱いた

め無視できるような，振動子の集まりを考える．

カノニカル分布とM-B分布

Γ空間と N 粒子系の分配関数 Z(= zN )を基調としたカノニカル分布の公式

E = − ∂

∂β
lnZ :, p =

1

β

∂

∂V
lnZ :, S = k lnZ +

E

T
:, F = −kT lnZ :

の代わりに，µ空間と 1粒子の分配関数 z を基調としたM-B分布の式

E = −N ∂

∂β
ln z : (20.6), p =

N

β

∂

∂V
ln z : (20.7), S = Nk ln z+

E

T
: (20.8), F = −NkT ln z : (20.9)

を用いることができる．

振動子の集まり

振動数 ν の (1次元)振動子 N 個の集まりに対して，

z =
∞∑

n=0

exp

[
−β
(
n+

1

2

)
hν

]
=

eβhν/2

eβhν − 1
(無限等比級数和) (21.4)

=
1

2 sinh(βhν/2)
,

E =−N
∂

∂β
ln z =

1

2
Nhν coth(βhν/2),

高温極限 E = NkT :等分配則

［ cothx ≃ 1
x (x ≃ 0)．ヴィリアル定理 K̄ = Ū = kT/2に整合．］

低温極限 E = N · 1
2hν :零点エネルギーの寄与

CV =
∂E

∂T
= −kβ2 ∂E

∂β
= Nk

(
βhν/2

sinh(βhν/2)

)2

［(cothx)′ = −1/ sinh2 x］(図 3) (6){
高温極限 CV = Nk［ sinhx ≃ x (|x| ≪ 1)］

低温極限 CV = Nk(βhν)2e−βhν［ sinhx→ ex/2 (x→ ∞)］
(21.7,8)

［注意：hν = ℏω．］

エネルギー等分配則

自由度 f の力学系のハミルトニアンを

H =
∑

1≤i≤f

aip
2
i +

∑
1≤i,j≤s

bijqiqj , s ≤ f (21.13)



図 3 振動子系の比熱

の形に仮定し［§ 20で指摘した事情により，H は 1粒子を記述する］，古典近似

z =
1

hf

∫
dfqdfpe−βH(q,p)

［§ 20］を適用すると，
E

N
=

1

2
kT × (f + s) (7)

が導かれる (導出は下記)*1．［よって各 f + s個の自由度にエネルギー kT/2が等分配されていると考えても，

総エネルギー E は正しい (エネルギー等分配則)．］

例えば

• (1次元)調和振動子［H = p2

2m + 1
2mω

2x2］では f = s = 1が対応するので，

E

N
=
kT

2
× 2

となる (式 (21.8))．

• 球面上の回転子［H =
p 2
θ

2mr2 +
p 2
ϕ

2mr2 sin2 θ
］では f = 2, s = 0が対応するので，

E

N
=
kT

2
× 2

となる (式 (21.12))．

単原子固体の比熱

• 高温 → 3N − 6 ≃ 3N 個の基準振動からの寄与：

CV = 3Nk = 3R : Dulong-Petitの法則．

• 低温　 Einsteinモデル (同じ振動数 ν を持つ 3N 個の振動子 (3は振動方向の数))では

CV ≃ 3Nk

(
hν

kT

)2

e−hν/kT → 0 : (21.7).

［基準振動を考慮した固体の Debyeモデル (§ 32)では，CV ∼ T 3 → 0．］

*1 ただし導出過程から分かるように，式 (7)が成り立つためには ai と bij は座標 qs+1 · · · , qf の関数であっても構わないが，座標
q1, · · · , qs の変域は −∞から∞でなければならない．



§ 21，式の導出など

■エネルギー等分配則 (7) の導出 教科書の議論を具体的に式に起こしつつまとめよう．ハミルトニアン

(21.13)に対して，古典近似の分配関数は

z =
1

hf

∫
dfqdfpe−βH(q,p)

=
1

hf

∫
dfqdfp exp

−β
 ∑

1≤i≤f

aip
2
i +

∑
1≤i,j≤s

bijqiqj


である．ここで変数変換

p ∗
i =

√
βpi, q ∗

i =

{√
βqi (i = 1, · · · , s)

qi (i = s+ 1, · · · , f)

を行うと

z =
1

β(f+s)/2

1

hf

∫
dfp∗dsq∗df−sq exp

−
 ∑

1≤i≤f

aip
∗2
i +

∑
1≤i,j≤s

bijq
∗
i q

∗
j


となる．［つまり指数関数の β 依存性を消すように変数変換したのであり，］z の β 依存性は先頭の係数

β−(f+s)/2 のみが担っている．よってエネルギー等分配則 (7):

E

N
= − ∂

∂β
ln z =

1

2
(f + s)kT

が導かれる．

§ 21について

■振動子系の内部エネルギー (21.5) の導出 式 (21.5) を導く際は z の表式をあらかじめ代入して式

(20.6):E = −N ∂
∂β ln z を用いるのが容易である．

E =−N
∂

∂β

(
βhν

2
− ln(eβhν − 1)

)
= N

1

2
hν

(
−1 + 2

eβhν

eβhν − 1

)
零点エネルギー

1

2
hνでくくった

=N
1

2
hν

(
1 +

2

eβhν − 1

)
: (21.5).

なお上式は通分して

E =
1

2
Nhν

eβhν/2 + e−βhν/2

eβhν/2 − e−βhν/2
=

1

2
Nhν coth(βhν/2)

と書き換えられる．

■振動子系の比熱 (21.6)の書き換え

CV =Nk(βhν)2
eβhν

(eβhν − 1)2
: (21.6)

=Nk(βhν)2
(

���e−βhν

(eβhν/2 − e−βhν/2)2

)2

���eβhν = Nk

(
βhν/2

sinh(βhν/2)

)2

.



■高温の極限 (21.8)

z =
eβhν/2

eβhν − 1
= (1 +O(β))︸ ︷︷ ︸

eβhν/2

1

βhν
(1 +O(β))︸ ︷︷ ︸

1/(eβhν−1)

≃ 1

βhν
, ∴ E ≃ N

∂

∂β
ln(βhν) =

N

β

と得られる．E,CV を求めるのに式 (21.5)，式 (21.6)まで戻って近似し直す必要はない．

■式 (21.13)の形のハミルトニアンを仮定することについて 右辺第 2項はつり合い点からの変位を一般化座

標に選びその 2次までとったポテンシャルである [3, pp.81–86]．運動エネルギーは一般に運動量の 2次形式

であり，これを主軸変換して式 (21.13)右辺第 1項の形にしてもポテンシャルが座標の 2次形式であることに

は変わりない．このためポテンシャルが座標の 2次形式という近似の下では式 (21.13)の形を仮定しても一般

性を失わないと考えられる．



フォノン
ここまでは調和近似の下，固体を振動子の集まりとして扱い，連成振動を無視してきた．
格子振動は連続体近似の極限で，弾性波に移行する．具体的には線形の歪み-応力関係式
(一般化されたHookeの法則)の下で，弾性体の運動方程式は媒質の変位 𝑫(𝒙, 𝑡) の成分に
対する波動方程式を与え，弾性波として縦波と横波が導かれる．場 𝑫(𝒙, 𝑡) (弾性波・音波)を
量子化するとフォノンが得られる．以下では連続体近似を用いずに，格子振動の基準振動数を
求める．
※量子化は連続体近似の有無によらず，正準量子化によりフォノンが得られる．(ランダウ=リフシッツ
『統計物理学 第1部』§72，M.ストーン『量子場の物理』第1章，御子柴宣夫『半導体の物理』2.3節)









調和結晶の量子論

カノニカル分布の理論に基づき，フォノンから成る系の比熱を計算することができる．ところがカノニカル

分布から，ボゾンの粒子数分布として Bose-Einstein分布が導かれることを，我々は統計力学において学んで

いる (図 4，図 5参照)．そこで Bose-Einstein分布から出発して解析を行えば充分である．これについて中村

伝『統計力学』§ 32 のノートの抜粋を (簡単に手直しして) 以下に載せる．詳しくは抜粋前のノートを参照

せよ：

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

ここではカノニカル分布による取り扱いを示す代わりに，カノニカル分布において有用な関係を載せるに留

める．

• “逆温度”β = 1/kT に対して

∂

∂β
= −kT 2 ∂

∂T
,

∂

∂T
= −kβ2 ∂

∂β.

• 部分系 1, 2, · · · , N (分配関数 Z1, Z2, · · · , ZN )から成る系の分配関数は

Z = Z1Z2 · · ·ZN

と表される．これは次のように段階的に考えると容易である．まず弱い相互作用をしている系 1,2の結

合系の分配関数 Z は，部分系 1,2の分配関数

Z1 =
∑
r

e−βEr , Z2 =
∑
s

e−βEs

の積
Z = Z1Z2

で与えられることを説明する．Er + Es = E を満たす状態の組 (r, s)の数をW (E)と書くと

Z1Z2 =
∑
r,s

e−β(Er+Es) =
∑
E

W (E)e−β(Er+Es)

であり，結合系の状態 αは組 (r, s)で指定されることを考えると，最右辺は結合系の分配関数

Z =
∑
α

e−βEα

となっていることが分かる．次いでこの事実を繰り返し用いると，冒頭の式が得られる．

注意 以降，波数と Boltzmann定数を同じ記号 k で表すが，誤解の恐れはあるまい．

§ 32．フォノン気体

固体の格子振動のモデル



図 4 3つの分布の関係 (中村伝『統計力学』)

図 5 理想系の粒子数分布の導出・まとめ (中村伝『統計力学』)

• Einsteinモデル (原子が 3方向に等しい単一の振動数で振動)

→ 低温の格子比熱 ∼ e−hν/kT (§ 21，実情と合わない)

• Debyeモデル (基準振動を考慮)

→ 低温の格子比熱 ∼ T 3 (実情と合う)

フォノン

教科書を大幅に補足・アレンジしてまとめる．



弾性体の理論によると，固体中の微小要素の平衡位置からの変位D = (ξ1, ξ2, ξ3)は波動方程式

∂2ξi
∂t2

= v2∆ξi, v =

{
vl (縦波に対して)

vt (横波に対して)

に従い，伝播速度はふつう vl > vt である [4, pp.102–107,pp.112–115]．波動方程式より，弾性波 ξi ∼
ei(k·x−ωt) は分散関係

ω = v|k|

を満たす．

ここで固体の格子振動 (弾性波，音波) を量子化して得られる粒子──フォノン──を考える．分散関係

ω = v|k|は速度 v が光速 cと異なる点を除けば，質量ゼロの粒子の分散関係と同じである．また光子と同様，

フォノンはスピン 1であり [5, p.335]，それ故ボゾンである．そこで場を

D(x, t) ∼
∑
α,k

[
aα(k)eα(k)e

i{k·x−ωα(k)t} + a †
α (k)e ∗

α (k)e−i{k·x−ωα(k)t}
]

と Fouier展開し (ここに αは基準振動の指標，eα(k)は偏極ベクトル)，ボゾン系に対する正準量子化の手続

きを施すと，展開係数 a †
α (k), aα(k)はそれぞれモード (α,k)のフォノンの生成・消滅演算子になると考えら

れる．各モード (α,k)の占有数を
nα(k) = 0, 1, 2, · · ·

と書くと，弾性振動の全エネルギーは

E =
∑
α,k

ℏωα(k)

(
nα(k) +

1

2

)
となる [6, § 72]．ここで (α,k) → iとまとめた指標を導入すると，教科書の式 (32.1):

E =
∑
i

hνi

(
ni +

1

2

)
= E0 +

∑
i

nihνi, E0 ≡ 1

2

∑
i

hνi : 零点エネルギー

が得られる (ℏωi = hνi)．よってモード iのフォノンはエネルギー εi = hνi を持つものと解釈できる．フォノ

ンの運動量もまた，通常の関係 p = ℏk = hν/v で定義しておく (モード iに応じて v = vl, vt のいずれかを選

べば良いと考えられる)*2．

最後にフォノンの数は不定なので，光子と同様に化学ポテンシャルは µ = 0である．

note 詳しく述べると，モード i = (α,k)は第 1BZ内のN 個の kと偏極方向 α = 1, 2, 3で指定され，3N 種

類ある．［全部で 3N 種類となることについては，本稿次節でも補足する．］

参考 3次元単位ブラベー格子で，1つの kに対し 3つの acoustic modeがある．

Debyeモデル

以上の状況設定 (Debyeモデル)の下で，固体の比熱を計算しよう．大まかな流れは光子気体の場合と同じ

である．［固体の原子数を N = NA 個 (1モル)とする．］

*2 運動量 p = ℏkにおける kを波数空間の単位胞 (ゾーン)に含まれる波数に限定して定義すれば，波数 kに逆格子ベクトル bを加
える不定性を取り除くことができる［本稿次節を参照］ [6, § 71]．



振動数区間 dν に含まれる状態数は，式 (31.4)と同様

縦波 gl(ν)dν = 1× 4πV

v 3
l

ν2dν,

横波 gt(ν)dν = 2× 4πV

v 3
t

ν2dν

と表される (係数 1,2はそれぞれ，縦波と横波の自由度)．ここで

1

v 3
l

+
2

v 3
t

=
3

v3

の関係によって平均の音速 v を定義すれば，縦波と横波を合わせた状態数密度は

g(ν) = gl(ν) + gt(ν) =
12πV

v3
ν2

とまとめられる．

note このようにして α = 1, 2, 3の 3本の acoustic branch (ω = v|k|)からの寄与を考慮する．

ところでフォノンでは原子間距離よりも短い波長の波には意味がないため，振動数は最大値 νmax を持つ

(ν > νmax では g(ν) = 0)．その値は全状態数が基準振動の総数 3N［本稿次節で補足］に一致することから，∫ νmax

0

g(ν)dν = 3N, ∴ νmax =

(
3N

4πV

)1/3

v

と定まる．

note ここでは N 個の波数を含む第 1BZにわたる積分を，球内部の領域 k < kD ≡ 2πνmax/v での積分に粗

く置き換えていることになる．kD の式

kD ≡ 2πνmax

v
= 2π

(
3N

4πV

)1/3

は，半径 kD の球内部に同数 N の波数が含まれる条件

4πk 3
D /3

(2π)3/V
= N

になっている．このとき数密度は

n ≡ N

V
=
k 3
D

6π2
.

なお ωD = vkD をDebye振動数という．

零点エネルギー E0 を除いた固体の全エネルギーは

E =

∫ νmax

0

hν × g(ν)dν

=9RT

(
T

ΘD

)3 ∫ ΘD/T

0

x3dx

ex − 1

(
R = Nk, ΘD =

hνmax

k
: Debye温度

)
(32.9)

となる［無次元の積分変数 xを導入した，本稿次節で計算を補足，ΘD はフォノンの最大エネルギー hνmax を

温度に換算した値となっている］．



図 6 Debyeモデルによる格子比熱の温度変化

• 高温極限　 T ≫ ΘD

E → 9RT

(
T

ΘD

)3 ∫ ΘD/T

0

x2dx = 3RT, ∴ CV = 3R : Dulong-Petitの法則.

• 低温極限　 T ≪ ΘD

E →9RT

(
T

ΘD

)3 ∫ ∞

0

x3dx

ex − 1
=

3

5
π4RT

(
T

ΘD

)3

, ［本稿次節の積分 (31.8)の補足を参照］

∴ CV =
12

5
π4R

(
T

ΘD

)3

.

光子ガスに対する Stefan-Boltzmannの法則と同様，E/V ∝ T 4 となっている．

★ 比熱と温度の関係は図 6のようである．

§ 32について

■「結晶格子の 3N 個の基準振動」(p.157，下から 6行目)について N 原子の系の自由度は 3N であり，こ

れが基準振動の個数となる [3, pp.81–84]．

■はじめに「直線上に N 個の原子」(p.157，下から 5,4行目)を考えていることについて 最終的には箱の中

に N 個の原子を考える．

■式 (32.9)の係数の確認

12πV

v3
h

(
kT

h

)4

=
1

ν 3
max

9N

(
kT

h

)4

h = 9NkT

(
T

ΘD

)3

= 9RT

(
T

ΘD

)3

.

■式 (31.8)の「積分は π4/15になることがわかっている」(p.155，l.2)について まず式 (31.8)の積分

I ≡
∫ ∞

0

x3dx

ex − 1

を正確に評価せずとも，これが無次元の有限な値を与えること (したがって主要な結論 E ∝ V, T 4)は十分納

得できる．実際，積分 I が発散しないことは次のように理解できる．適当にとった有限の下限 x0(> 0)から



の積分が有限であることを示せば十分であり，

x3

ex − 1
=

x3

x+ (x2/2!) + · · ·
≤ x3

x5/5!
=

5!

x2

より

(0 ≤)

∫ ∞

x0

x3dx

ex − 1
≤ 5!

[
− 1

x

]∞
x0

=
5!

x0
.

次に積分 I の値を正確に求めよう．ゼータ関数は

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
, R(s) > 1

で定義される．ガンマ関数の定義式 Γ(s) =
∫∞
0

dte−tts−1 において t → nt と置いて得られる式を用いて，

公式

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞

0

dt
ts−1

et − 1
, R(s) > 1 (8)

が証明される [7, p.269]：∫ ∞

0

dt
ts−1

et − 1
=

∫ ∞

0

dte−tts−1 1

1− e−t

=

∫ ∞

0

dte−tts−1(1 + e−t + e−2t + · · · )

=

∫ ∞

0

dtts−1
∞∑

n=1

e−nt

=
∞∑

n=1

∫ ∞

0

dt′

n

(
t′

n

)s−1

e−t′ (nt = t′)

=

(∫ ∞

0

dt′e−t′t′
s−1
)( ∞∑

n=1

1

ns

)
=Γ(s)ζ(s).

上の公式 (8)より求める積分は
I = ζ(4)Γ(4)

であり，よく知られているようにガンマ関数は Γ(4) = 3! = 6だから，問題は ζ(4)を求めることに帰着する．

Fourier展開の知識を経由して ζ(4)を求めよう．−π ≤ x ≤ π において定義された関数 f(x)の Fourier展

開を一般に

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

と書くと，特に f(x) = x2 は

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnx (−π ≤ x ≤ π)

と Fourier展開されるので，Fourier係数は

a0 =
2π2

3
, an = 4

(−1)n

n2
, bn = 0 (n = 1, 2, · · · )



と同定される [8, p.205]．これに Parseval (パーセバル)の等式 [8, p.203]

1

π

∫ π

−π

{f(x)}2dx =
a 2
0

2
+

∞∑
n=1

(a 2
n + b 2

n )

を適用すると，

ζ(4) ≡
∞∑

n=1

1

n4
=
π4

90

を得る．結局

I =
π4

90
× 6 =

π4

15
.



常磁性，Curieの法則

ここでは磁性体の磁化M と磁場Hの関係について，中村伝『統計力学』§ 23と章末問題 V.5のノートの

抜粋を (簡単に手直しして)載せる．§ 23ではアナロガスな問題として，電場と分極の関係を中心に論じる．

詳しくは抜粋前のノートを参照せよ：

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

§ 23．古典分布，双極子気体の誘電率

古典分布

H(q, p) = K(p) + U(q), K : 運動エネルギー， U :ポテンシャル・エネルギー

という形のハミルトニアンで記述される，自由度 f の古典的な 1分子を考える．

• 分子を位相空間の体積要素 dfqdfpに見出す確率

dfqdfp

hf
e−βH

z
: (20.11), z =

∫
dfqdfp

hf
e−βH : (20.12).

• 分子を配置空間［座標空間］の体積要素 dfq に見出す確率

dfq

∫
dfp

hf
e−βH

z
.

→ 確率密度

w(q) =
1

z

∫
dfp

hf
e−β(K(p)+U(q))

=

e−βU(q)

�������
∫

dfp

hf
e−βK(p)∫

dfqe−βU(q)

�������
∫

dfp

hf
e−βK(p)

=
1

Ω
e−βU(q), Ω ≡

∫
dfqe−βU(q) : 配置状態和［配置分配関数］.

電場のなかでの双極子分子の向きの分布

電場 E のなかの 2原子分子に対して，

H(q, p) = K(q, p) + U(q),K(q, p) =
1

2I

(
p 2
θ +

1

sin2 θ
p 2
ϕ

)
［I = µr2は 1体問題の慣性モーメント (問題 III.1)］

U(q) = U(θ) = −µeE cos θ (µe :双極子モーメント)［文献 [9,p.114]参照］



であり (電場の方向を極軸に選んだ［図 7参照］)，分子の方向を dθ, dϕの範囲に見出す確率は

w(θ, ϕ)dθdϕ =
dθdϕ

∫
(dpθdpϕ��/h

2)e−βH∫
(dθdϕdpθdpϕ��/h

2)e−βH
=

1

Ω
e−βU(θ) sin θdθdϕ, (23.7)

Ω ≡2π

∫ π

0

e−βU(θ) sin θdθ (23.8)

で与えられる［本稿次節で確認］．特に E = 0の場合の分子の自由な回転に対して，これは球面上の一様な確

率分布

w(θ, ϕ)dθdϕ =
sin θ

4π
dθdϕ

となる (立体角 sin θdθdϕと全立体角 4π の比)．

Debyeの式

分布 (23.7)を用いて電気モーメント µe cos θ を平均すると，電気分極 (単位体積あたりの電気モーメント)

P は

N

V
µe ⟨cos θ⟩ =

N

V
µeL(γ) (L(γ) ≡ coth γ − γ−1 : Langevin関数，γ ≡ µeE/kT ) (9)

≃1

3

N

V

µ 2
e

kT
E (γ ≪ 1のとき) (10)

と求まる (式 (9)の導出は下記)［近似式 (10)の補足は本稿次節］．ここから電気感受率 (電場 E の係数)は

χe =
1

3

N

V

µ 2
e

kT

と同定される (Debyeの式)．

§ 23，式の導出など

■電気分極の式 (9)の導出 分布 (23.7)を用いて cos θを平均すると

⟨cos θ⟩ =2π

Ω

∫ 1

−1

e−γ cos θ cos θd(cos θ)

=
∂

∂γ
lnΩ. (23.9)

となる［本稿次節で確認］．ここに配置分配関数の表式

Ω = 2π

∫ 1

−1

e−γ cos θ cos θd(cos θ) =
4π

γ
sinh γ (23.10)

を代入すると

⟨cos θ⟩ = coth γ − 1

γ
≡ L(γ) (23.11)

となるので［本稿次節で確認］，電気分極の式 (9)が得られる．



§ 23について

■電場があるときの分布 (23.7)の導出

w(θ, ϕ)dθdϕ =
dθdϕ

∫
(dpθdpϕ��/h

2)e−βH∫
(dθdϕdpθdpϕ��/h

2)e−βH

=
dθdϕe−βU(θ)

∫
dpθdpϕe

−βK∫
dθdϕe−βU(θ)

∫
dpθdpϕe−βK

=
dθdϕe−βU(θ) sin θ�

�/4π∫
dθdϕe−βU(θ) sin θ�

�/4π

=
1

Ω
e−βU(θ) sin θdθdϕ : (23.7),

Ω ≡2π

∫ π

0

e−βU(θ) sin θdθ : (23.8).

■⟨cos θ⟩の式 (23.9)の導出

⟨cos θ⟩ =
∫
w(θ, ϕ) cos θdθdϕ

=
1

Ω

∫
e−βU(θ) sin θ cos θdθdϕ

=
2π

Ω

∫ π

0

e−βµeE cos θ sin θ cos θdθ

=
2π

Ω

∫ 1

−1

e−γ cos θ cos θd(cos θ)

=
1

Ω

∂

∂γ

[
2π

∫ 1

−1

e−γ cos θ cos θd(cos θ)

]
=

1

Ω

∂Ω

∂γ

=
∂

∂γ
lnΩ.

■⟨cos θ⟩の式 (23.11)の導出 式 (23.10):Ω = 4π
γ sinh γ を式 (23.9)に代入すると，

⟨cos θ⟩ = 1

Ω

∂Ω

∂γ
=

γ

sinh γ

(
1

γ
cosh γ − 1

γ2
sinh γ

)
= coth γ − 1

γ
≡ L(γ) : (23.11)

となる．

■Langevin関数に対する近似 (教科書 p.117，本稿の式 (10))について

coshx = 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x4 + · · · , sinhx = x+

1

3!
x3 +

1

5!
x5 + · · ·

より，

cothx ≡ coshx

sinhx
=
1

x

1 + 1
2x

2 +O(x4)

1 + 1
6x

2 +O(x4)
=

1

x

(
1 +

1

2
x2 +O(x4)

)(
1− 1

6
x2 +O(x4)

)
=

1

x
+

1

3
x+O(x3) (11)



図 7 電場の中の電気双極子モーメント，磁場の中の磁気モーメント

なので，

L(x) ≡ cothx− 1

x
≃ 1

3
x. (|x| ≪ 1)

■磁性体 [5, pp.215–217] 電場 E の中の電気双極子モーメント µe のエネルギー

−µe · E

は，置き換え
E → H, µe → µ

により，磁場Hの中の磁気双極子モーメント µのエネルギー

−µ ·H

になる (この式の古典的な導出は文献 [9, p.120]を見よ)．このような類似性 (図 7参照)により，単位体積の

電気分極の式 (9)，(10)を V 倍して同じ置き換えを施すと，系全体の磁化

M = NµL(βµH) ≃ Nµ2

3kT
H (近似はβµH ≪ 1のとき)

が得られる．このように磁場Hが弱いときの磁化M はHに比例し，比例係数 (帯磁率)

χ =
Nµ2

3kT
=
C

T
: Curieの法則， C =

Nµ2

3k
: Curie定数

は (電気感受率 (Dybyeの式)と同様)，温度 T に反比例する．問題 V.5では磁気モーメントの向きが量子化

されている場合の磁化を計算する．

■ゴム弾性 (再論) [10, pp.55–56] 問題 IV.5で扱った高分子のモデルを考える．高分子を構成するモノマー

は長さ l のベクトル ri (i = 1, · · · , N)で表される．張力 f で高分子を x方向に引っ張ったときのハミルトニ

アンは

H = f

N∑
i=1

xi = fl

N∑
i=1

cos θi (θiは riと x軸の成す角)

であり，これは磁性体のハミルトニアン

H = Hµ
N∑
i=1

cos θi



と置き換えH → f, µ→ lによって対応付けられる．よって磁化

M =
N∑
i=1

µ cos θi = NµL(βµH)

に同じ置き換えを施すと，高分子の長さ

x =
∑
i

l cos θi = NlL(βlf)

が得られる (f = 0で自然長 x = 0)．力が弱いとき (βlf ≪ 1)，

x =
1

3
Nl2βf, ∴ f =

3kT

Nl2
x

となる (問題 IV.5の結果に一致)．

問題

V.5 磁性体 (量子系) [5, pp.219–221]

スピン量子数 J (整数または半整数)の原子 (またはイオン)のスピン磁気モーメント (の z 成分)は，g 因子

g，Bohr磁子 µB，磁気量子数m = −J,−J + 1 · · · , J を用いて

µz = gµBm ≡ µ0m (µ0 ≡ gµB : 量子化の単位)

と表される．このようにmはスピン (磁気モーメント)の z 成分に対応する．これに対し，粗く言うと量子数

J はスピン (磁気モーメント)の大きさに対応し，古典的な磁気モーメントは

µ = Jµ0

で定義できる．z 方向の一様な磁場Hの中における各原子は，エネルギー

E = µzH = µ0Hm

を持つ．
電子のスピン磁気モーメント 電磁場中の電子に対する Dirac方程式は非相対論的極限で

i
∂φ

∂t
=

[
1

2m
(p̂− eA)2 − e

2m
σ ·B + eΦ

]
φ

となることが示される (文字の説明は省略)．これは Pauli 方程式と呼ばれ，− e
2m

σ ·B の項を除けば，電磁場中
の荷電粒子に関する Schrödinger方程式と同じである．付加的な項は磁気モーメント µに付随するエネルギーの

形 −µ ·B をしており，磁気モーメントの演算子は

µ̂ =
e

2m
σ =

e

m
ŝ (12)

(ŝ = σ/2は電子のスピン演算子)と同定される．これは電子が大きさ

µB =
e

2m

の固有磁気モーメントを持つことを意味している*3 [11, pp.433–437]．µB を磁気モーメントの単位にとり，

µ̂ = gµBŝと書いて g 因子を定義すると，式 (12)は g = 2を意味する．磁気能率の Dirac値 (−e/2m)からのず

れ (異常磁気能率)は，場の量子論に基づく“輻射補正”によって説明される [12, pp.211–215]．(詳しくは場の量

子論のノートにまとめてある．)

*3 普通の単位系では µB = eℏ
2mc
．この量を Bohr磁子と呼ぶ．



(1) 1原子の分配関数は

z =

J∑
m=−J

eβµ0Hm = e−βµ0HJ 1− eβµ0H(2J+1)

1− eβµ0H

=����
e−βµ0HJ(((((((

eβµ0H(2J+1)/2(eβµ0H(2J+1)/2 − eβµ0H(2J+1)/2)

����eβµ0H/2(eβµ0H/2 − e−βµ0H/2)

=
sinh{βµ0(2J + 1)H/2}

sinh(βµ0H/2)

と計算される．

(2)
∂

∂H
ln z =

1

z

∂z

∂H
= βµ0

1

z

∑
m

meβµ0Hm = βµ0 ⟨m⟩

に注意すると，系全体の磁化M ≡ N ⟨µz⟩ (単位体積当たりではない)は公式

M = Nµ0 ⟨m⟩ = NkT
∂

∂H
ln z = −∂F

∂H
(F = −NkT ln z)

によって計算できることが見出される．これは熱力学的関係式

dE = TdS +HdM, ∴ dF ≡ d(E − TS −HM) = −SdT −MdH

(問題 I.5の略解)と整合している．

(3) 小問 (2)の磁化の公式M = − ∂F
∂H , F = −NkT ln z に小問 (1)の分配関数 z を代入すると，

F =−NkT ln z = −N
β

{
ln

(
sinh

βµ0(2J + 1)H
2

)
− ln

(
sinh

βµ0H
2

)}
,

M =− ∂F

∂H

=
N

��β

(
��βµ0(2J + 1)

2
coth

βµ0(2J + 1)H
2

− ��βµ0

2
coth

βµ0H
2

)
=Nµ0JBJ(βµ0JH),

BJ (x) ≡
2J + 1

2J
coth

(
2J + 1

2J
x

)
− 1

2J
coth

( x
2J

)
: Brillouin関数

を得る．

(4) 特にスピン J = 1/2の系を考えて g = 2とおくと (µ0 = 2µB)，

z =
sinh(2βµBH)

sinh(βµBH)
= 2 cosh(βµBH)

となる．検算として改めて分配関数を計算すると，確かに

z = eβµBH + e−βµBH = 2 cosh(βµBH)

である (2準位系についての§ 29のノートを参照)．また

coth 2x =
1 + tanh2 x

2 tanhx
, ∴ B1/2(x) = 2 coth 2x− cothx = tanhx



なので，磁化は
M = NµB tanh(βµBH) (J = 1/2)

となる．

次に磁気量子数 mが準連続的なスペクトルを成す J → ∞の極限を考える．ただし古典的な磁気モーメン
ト µ = µ0J を有限に保つ．このとき

BJ(x) ≡
(
1 +

1

2J

)
coth

[(
1 +

1

2J

)
x

]
− 1

2J
coth

(
1

2J
x

)
=

(
1 +

1

2J

){
L

[(
1 +

1

2J

)
x

]
������− 1(

1 + 1
2J

)
x

}
− 1

2J

{
L

(
1

2J
x

)
�

�
�− 1

1
2J x

}
(
L(x) ≡ cothx− 1

x
: Langevin関数

)
=

(
1 +

1

2J

)
L

[(
1 +

1

2J

)
x

]
− 1

2J
L

(
1

2J
x

)
→L(x) (J → ∞)

なので，磁化は
M = NµBJ(βµH) → NµL(βµH)

となる．［これは古典的な結果に一致している (§ 23のノートを参照)］．

議論 無次元化した磁場 x = βµ0JHと磁化 BJ (x) =M/Nµ0J の関係 (Brillouin関数の概形)は図 8のよう

である．

• 磁場が弱いとき (x→ 0)

式 (11):cothx ≃ 1
x + x

3 より

BJ(x) ≃
(
1 +

1

2J

){
�����1(
1 + 1

2J

)
x
+

1

3

(
1 +

1

2J

)
x

}
− 1

2J

(
�
�
�1

1
2J x

+
1

3

1

2J
x

)

=
1

3

{(
1 +

1

2J

)2

−
(

1

2J

)2
}
x =

1

3

(
1 +

1

J

)
x

なので，磁化は

M = Nµ0JBJ(βµ0JH) ≃ Nµ 2
0 J(J + 1)

3kT
H

となる (磁場に比例)．帯磁率は

χ =
Nµ 2

0 J(J + 1)

3kT
≡ C

T

と同定され，温度 T に反比例する (Curie の法則)．µ0J = µ, J → ∞ の極限で定数 C は古典的な値

Nµ2/3k に移行する (§ 23のノートを参照)．［M,χ,C の J 依存性 J(J + 1)は角運動量の 2乗 J2 の

固有値 J(J + 1)ℏ2 を想起させる．］
• 磁場が極端に強いとき (x→ ∞)

cothx→ 1より BJ(x) → 1．



図 8 Brillouin関数の概形 (無次元化した磁場 x = βµ0JHと磁化 BJ(x) = M/Nµ0J の関係)







関連して内容の重複を厭わずに，中村伝『統計力学』§ 50のノートの抜粋を (簡単に手直しして)載せる．

詳しくは抜粋前のノートを参照せよ：

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

§ 50．磁化率と磁化のゆらぎ

磁場がないとき，磁化M の関数としての自由エネルギーは磁化の向きには依らないから，

F (M) = F0 +
M2

2χ
+ · · · (50.3)

と展開される．ここでM2 の係数は，磁場Hがかかったときの自由エネルギーの極小条件

F (M)−MH = Min

(ただし磁化は磁場と平行だと仮定した) が，HとM の比例関係

H =
∂F

∂M
=

1

χ
, (50.2)

∴M =χH (50.4)

［§ 23と問題 V.5のノート参照］を再現するように，磁化率 χを用いて表してある．

磁化のゆらぎ

磁場がないとき，磁化M の値を幅 dM の中に見出す確率は，式 (46.2)より

w(M)dM =
1

A
e−βF (M)dM (50.5)

と表される．ここから磁化のゆらぎは

⟨(∆M)2⟩ = ⟨M2⟩ (∵ ⟨M⟩ = 0)

=

∫
M2w(M)dM = χkT,

∴ χ =
⟨(∆M)2⟩

kT
(50.7)

と計算される［本稿次節で確認］．

原子的な磁気モーメントの間の相関

特にスピン 1/2の磁性原子の系では，原子 iのある方向の磁気モーメント成分は µBσi と書ける (σi = ±1)

［問題 V.5のノート参照］．すると磁化M = µB

∑
i σi のゆらぎ

⟨(∆M)2⟩ = µ 2
B

⟨(∑
i

σi

)2⟩
= µ 2

B

∑
i,j

⟨σiσj⟩ (50.10)

は，スピンの対相関 ⟨σiσj⟩に関係付けられる．ここで異なる向きのスピンの独立性

⟨σiσj⟩ = ⟨σi⟩ ⟨σj⟩ = 0, i ̸= j (50.11)



を仮定すると
⟨(∆M)2⟩ = µ 2

B

∑
i

⟨σ 2
i ⟩ = Nµ 2

B (∵ ⟨σ 2
i ⟩ = 1)

となり，これを式 (50.7)に代入すると，磁化率は

χ =
C

T
: Curieの法則, C =

Nµ 2
B

k
: Curie定数 (50.13)

と表される．これは高温では正しい．［上式は問題 V.5の高温での結果と完全に一致している．低温ではスピ

ンの向きがバラバラであるという仮定 (50.11)が成り立たなくなると考えられる．］

強磁性体の磁化率

低温ではスピンの向きがそろう傾向を示す．スピンの相互作用エネルギーを

U = −J
∑
⟨i,j⟩

σiσj − µBH
∑
i

σi (50.14)

の形に仮定して，このことを説明しよう (Isingモデル)．第 1項は原子対 ⟨i, j⟩に関する和であり，隣接スピ
ンの向きがそろうのを好む場合を想定して J > 0とおく［モデルの含意を本稿次節で補足］．

各スピン i に最近接するスピンの個数を z とする．今，どのスピンも同じ平均値 ζ = ⟨σ⟩ を持つと考える
と，相互作用は

U = −
∑
i

σi(zJζ + µBH) (13)

となる［本稿次節で補足］．これはWeiss近似と呼ばれ，合金の Bragg-Williams近似に当たる［§ 45 (この

後の解析の類似性にも注目)］．上式 (13)は有効磁場

He = Aζ +H, A ≡ zJ

µB

との相互作用の形 U = −µBHe

∑
i σi をしている．ところが磁場 He の下での σi の平均値 ζ は

tanh(µBHe/kT )で与えられるので (問題 V.5［M の式でM = µB

∑
i σi → µBNζ とおく］)，ζ は

ζ = tanh

{
µB(Aζ +H)

kT

}
(50.16)

を満たさなければならない．

• 磁場H = 0のとき

上式 (50.16):

ζ = tanh(αζ), α ≡ µBA

kT
=
zJ

kT
(50.17)

の式 (45.14)との類似性より，α = 1となる温度

Tc =
µBA

k
=
zJ

k
(Curie温度)



図 9 強磁性体の磁化曲線 (T ≪ Tc)．Ms = NµB は飽和磁化．

に対して，

α < 1 ⇔ T > Tc

⇒ 解は ζ = 0のみ ↔ 常磁性状態［H = 0でM = 0］

α > 1 ⇔ T < Tc

⇒

{
解 ζ = 0 : 不安定

同大逆符号の 2解 ζ( ̸= 0) : 安定 ↔ 強磁性状態［H = 0でM ̸= 0］

［同じ物質でも温度に応じて常磁性・強磁性のいずれの状態もとり得る．常温では鉄やニッケルは強磁

性状態にある．］

• T > Tc,H ̸= 0のとき［常磁性体に磁場をかけたとき］

式 (50.16)右辺において tanh
{

µB(Aζ+H)
kT

}
≃ µB(Aζ+H)

kT とすると

ζ =
µBH

k(T − Tc)
, (50.19)

∴ χ =
M

H
=
NµBζ

H
=

C

T − Tc
(Curie-Weissの法則) (50.20)

となる［ここでも C = Nµ 2
B /k:(50.13)，上式 (50.19)の導出を本稿次節で補足］．

• T < Tc のとき［つまり強磁性体に対して］

［強磁性体に対しても］磁化M = NµBζ の，磁場がないときの値M0 = NµBζ0 (自発磁化)との差を

∆M ≡M −M0 = χH

と書いて係数 χを定義する (磁場 H が弱いとき)．これは図 9の磁化曲線の H = 0におけるスロープ

であり，

χ ≃ 1

2

C

Tc − T
(50.22)

と計算される［ここでも C = Nµ 2
B /k:(50.13)，導出は本稿次節］．

強磁性体の磁化のゆらぎ

強磁性体では自由エネルギーの展開 (50.3) は適当でない［展開 (50.3) から導かれる関係 (50.4):M = χH
は磁場H = 0での自発磁化M0(̸= 0)に反するから］．そこでこれを∆M =M −M0 に関する展開

F (M) = F (M0) +
1

2χ
(∆M)2 + · · · (50.23)



に改めて χを定義すると，式 (50.2)は

H =
∂F

∂M
=
∆M

χ

となるので，式 (50.4)は

χ =

(
∂M

∂H

)
T

:微分磁化率

に置き換わる．

強磁性体においてもゆらぎと磁化率の関係 (50.7):χ = ⟨(∆M)2⟩ /kT は正しい．ところが強磁性体の微分磁
化率 χは式 (50.22)に従い，T → Tc で発散する．これは磁化のゆらぎもまた T = Tc で発散することを意味

する．

媒質の密度のゆらぎによる光の散乱 → 臨界点での大きな散乱

(光の臨界散乱 (§ 47))，

強磁性体の磁化のゆらぎによる中性子の散乱 → Curie温度での大きな散乱

(中性子の臨界磁気散乱)．

ここで式 (50.10)より

⟨(∆M)2⟩ = µ 2
B

∑
i

⟨σ 2
i ⟩+

∑
j,i(̸=j)

⟨σiσj⟩

 = Nµ 2
B

1 +
∑
i ̸=0

⟨σiσ0⟩


となるので［ここでは式 (50.11)を仮定していないので，上式は強磁性体に対しても正しい］，ゆらぎ ⟨(∆M)2⟩
の発散は Tc において，相関関数 ⟨σiσ0⟩が消えるまでの距離 (相関の長さ)が非常に大きくなることを意味し

ている．

§ 50について

■式 (50.1):F (M) −MH = Min，式 (50.2):∂F (M)/∂M = H について 式 (50.1) 左辺の自由エネルギー

F (M)−MHについては，問題 I.5の略解

dE = TdS +HdM, ∴ dF = d(E − TS −HM) = −SdT −MdH

を参照．ここから
∂F

∂H
= −M

となる (関連：問題 V.5(2))．これと式 (50.2):∂F (M)/∂M = Hの混同に注意する．

■磁化のゆらぎ (50.7)の確認 磁化M の出現確率 (50.5)における規格化因子 Aは

1 =

∫
1

A
e−βF (M)dM =

e−βF0

A

∫
e−αM2

dM

(
α ≡ β

2χ

)
=
e−βF0

A

√
π

α
, ∴ A = e−βF0

√
π

α



と定まる．磁化のゆらぎは

⟨(∆M)2⟩ =
∫
M2 1

A
e−βF (M)dM =

e−βF0

A

∫
M2e−αM2

dM

=
e−βF0

A

√
π

2α3/2
=

1

2α
=
χ

β
: (50.7)

と計算される．

■式 (50.7):χ = (∆M)2/kT の別証 この式はまた，弱い磁場 H がかかった場合を想定しても導くことがで
きる．教科書を補足しつつまとめよう．Hの 1次までの近似では，式 (50.5)の確率分布 w(M)は

wH(M) =
1

AH
e−(F (M)−MH)/kT ≃ 1

AH
e−F (M)/kT

(
1 +

MH
kT

)
,

∴ AH =

∫
e−F (M)/kT

(
1 +

MH
kT

)
dM

=

∫
e−F (M)/kTdM = A, (∵ F (M)はM の偶関数)

∴ wH(M) =
1

A
e−F (M)/kT

(
1 +

MH
kT

)
= w(M)

(
1 +

MH
kT

)
となる．すると磁場の存在下での磁化の平均値は

⟨M⟩H =

∫
MwH(M)dM =

∫
w(M)M

(
1 +

MH
kT

)
dM = ⟨M⟩H=0 +

H
kT

⟨M2⟩H=0 =
H
kT

⟨(∆M)2⟩H=0

と求まる．ここから再び

χ =
⟨M⟩H
kT

=
⟨(∆M)2⟩H=0

kT
: (50.7)

が得られる．［この導出は分布 (46.1)に基づいており，カノニカル分布 e−(E0−MH)/kT /Z による計算と等価

である (§ 46)．］

■ゆらぎと感受率 これまでに本章で見出された関係

⟨(∆E)2⟩ = kT 2CV : (46.10), ⟨(∆V )2⟩ = kTV κT : (46.20),

⟨(∆N)2⟩ = N2 kT

V
κT : (47.1), ⟨(∆M)2⟩ = kTχ : (50.7)

はいずれもゆらぎ (分散)をある種の感受率に結びつけるものであり，定性的には系のゆらぎが大きいほど，外

部からの作用に対する応答の度合いも大きくなることを意味している．§ 53では別の例として，電流密度 J

と電気伝導率 σ の関係 (53.26):σ = τ
kT ⟨J2⟩を導く．

■Ising モデルの相互作用 (50.14) の含意について まず式 (50.14) の第 1 項において，スピン i, j の寄与

−Jσiσj は，スピンが

• 同じ向き (σi, σj が同符号)のとき　 −J
• 逆向き (σi, σj が異符号)のとき　 +J

となるため，隣り合うスピンは向きがそろった方が，系のエネルギーは下がることになる．

第 2項は磁場との相互作用 −MHとなっており，スピンは磁場と



• 同じ向きを向いた方が (σi = +1)，

• 逆向きを向いたとき (σi = −1)よりも

系のエネルギーは下がる．

■Weiss近似の式 (13)について スピン iに隣接する z 個のスピンを n.n.iで表すと，式 (50.14)は

U = −
∑
i

σi

J
2

∑
j:n.n.i

σj + µBH


と書き換えられる．しかしここから第 1項を − zJζ

2

∑
i σi で置き換えるのは誤りである．

この近似を正確に理解するために，スピンの変数 σi を平均値 ζ とそこからのズレ (σi − ζ)に分けて書き，

ズレについて 2次の微小量を捨てよう．すると相互作用 (50.14)の第 1項において∑
⟨i,j⟩

σiσj =
∑
⟨i,j⟩

{ζ + (σi − ζ)}{ζ + (σj − ζ)}

≃
∑
⟨i,j⟩

{ζ2 + ζ(σi − ζ) + ζ(σj − ζ)}

=
∑
⟨i,j⟩

{ζ(σi + σj)− ζ2}

となる．ここで ∑
⟨i,j⟩

σi =
1

2

∑
i

σi
∑

j:n.n.i

1 =
z

2

∑
i

σi,
∑
⟨i,j⟩

1 =
Nz

2

なので， ∑
⟨i,j⟩

σiσj ≃ zζ
∑
i

σi −
Nz

2
ζ2

と書き換えられる．右辺第 2項は単なる定数なので落としてしまい，全体を (−J)倍すれば式 (13)の第 1項

が得られる．なおここで示した手法 (Weiss近似)は隣接するスピン間の相互作用を，各スピンと隣接したス

ピンの平均配向による平均場との相互作用として扱う措置であるため，平均場近似とも呼ばれる [5, p.444]．

■式 (50.19)について 置き換え

tanh

{
µB(Aζ +H)

kT

}
≃ µB(Aζ +H)

kT
=
Tc
T
ζ +

µBH
kT

は，弱い磁場H，したがって小さな ζ に関する 1次近似として理解できる．Tc/T < 1であることも，この近

似にとって好都合である．上式を ζ と等置し，ζ について解くと式 (50.19)が得られる．

■強磁性体に対する χの式 (50.22)の導出 教科書の説明を補足しつつ導出を行う．式 (50.16)と ζ0 の満た

す式 (50.17)を辺々引き，∆ζ = ζ − ζ0 とHについて 1次までとると，

∆ζ =tanh(ϕ0 +∆ϕ)− tanhϕ0

(
ϕ0 ≡ µBAζ0

kT
, ∆ϕ ≡ µB(A∆ζ +H)

kT

)
=

∆ϕ

cosh2 ϕ0

=(1− tanh2 ϕ0)∆ϕ



図 10 磁化率 χと温度 T の関係

となる．最右辺において再び式 (50.17):ζ0 = tanhϕ0 を考慮すると

∆ζ = (1− ζ 2
0 )

(
Tc
T
∆ζ +

µBH
kT

)
であり，これを∆ζ について解くと

∆ζ =
(1− ζ 2

0 )µBH
k{T − Tc(1− ζ 2

0 )}
(50.12)

を得る．§ 45の合金モデルの解析との類似性より，式 (45.17)は今の場合 ζ0 = 31/2
(
1− T

Tc

)1/2
を意味する

ので，

1− ζ 2
0 = 3

T

Tc
− 2

となる．上式 (50.12)の分母の {· · · }内は，これを代入すると 2(Tc − T )となる．他方，式 (50.12)の分子で

はこれを 1− ζ 2
0 = 1とおいてしまえば，

∆ζ =
µBH

2k(Tc − T )
, ∴ χ ≡ M −M0

H
=
NµB∆ζ

H
=

1

2

C

Tc − T
: (50.22)

が得られる．

■磁化率と温度の関係 磁化率の温度依存性 (50.20),(50.22)は図 10のようにまとめられる．ここで T > Tc

の磁化率と T < Tc での微分磁化率は，同じ定義式 χ = ∂M/∂Hにまとめられる．磁化率 χは Curie温度 Tc

で発散する．

■Ginzburg-Landauの自由エネルギー 磁場との相互作用項も含めた磁性体の自由エネルギー

F = F (M)−HM

は，F (M)の高次の項を考慮すると

F = F0 −HM +
a

2
M2 +

b

4
M4, a =

1

χ
=
T − Tc
C



図 11 磁性体の自由エネルギー

となる．T ≷ Tc に応じて係数 aの符号の変化するため，磁場 H = 0に対して F -M グラフの概形は図 11の

ようになる (F0 = 0とした)．自由エネルギーの極小を与える平衡状態の磁化の値は，T > Tc ではM = 0で

あり，T < Tc ではM ̸= 0に移ることが見て取れる (b > 0の下で) [13, pp.133-134] [14, pp.199-201]*4．

空間的に非一様な系に対しては，秩序パラメーターmを導入して自由エネルギーを

F =

∫
dV

[
f(m) +

K

2
(∇m)2

]
, f(m) = am2 +

b

4
m4 − hm

と書く (ここでは外場 hは H そのもの)．mは単位体積当たりの磁化に，f(m) はエネルギー密度に当たる．

また m の空間勾配があると自由エネルギーが増大することを表す簡単なモデルとして，(∇m)2 に比例する

項を導入してある (K > 0)．上式を Ginzburg-Landau の自由エネルギーと呼ぶ (問題 XI.6 と同じ形) [14,

pp.202–203]．

*4 ここでは T < Tc においても，∆M による展開 (50.23)に置き換えなくて良い．実際ここではM の高次の項 (係数 bの項)を含
めたため，平衡条件

0 =
∂F

∂M
= −H+ aM + bM3

はH = 0のときM ̸= 0であることに矛盾しない (たった今見たように)．
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