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図 1 ループ量子重力理論によれば，空間は Planck長さのオーダーで離散化されている (8.2節)
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本稿はループ量子重力理論の教科書

R.ガムビーニ/J.プリン，2021，初級講座 ループ量子重力 (樺沢宇紀訳)，

丸善プラネット株式会社，東京

のノートである (教科書としても読める)．良くも悪くも教科書の説明が簡素であるため，本稿では付録なども

利用して，いくらか内容を肉付けした．ただし教科書と同程度に，天下りにまとめざるを得なかった箇所も少

なくない．また内容を多少，取捨選択しており，特に初等的な予備知識については本稿では省略した．それを

補完する意味でも，以下のページで公開している理論物理の各種ノートがいくらか役に立つだろう．

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

なお本稿には筆者の誤りや勘違いが潜んでいるかもしれないことをあらかじめ断っておく．言うまでもなく，

原著を当たるに越したことはない．

「序」からの抜粋

弦理論に比べると小規模の分野ではあるにせよ，現在，弦理論の他に試みられている量子重力への主要なア

プローチとして，ループ量子重力は重要な位置を占めている．現時点では弦理論もループ量子重力理論も未完

のパラダイムであり，それらに関する論争を踏まえることにより，さらに有望なアプローチも自然に現れてく

るかもしれない．

(中略)

学部の学生や，その他の読者の中の“一部の”人々は，［本書が］より詳しく完全な描像を与えていないこ

とに少々不満を感じるかもしないが，多数の読者は，この極めて難解になりがちな題材［ループ量子重力］に

ついて書かれた薄くて読み易い入門書［本書］を歓迎するであろうと我々は信じている．また，一部の専門家

は，我々の都合のために，いくつかの問題を単純化しすぎることによって，読者を騙していると感じるかもし

れない．そのようなことを行う際には，読者に対して注意深く警告を与えることを試みる．

(中略)

本書の構成は以下の通りである．第 1章では，重力を量子化しなければならない理由について考察する．第

2章ではMaxwellの電磁気学と，特にその相対論的な定式化について復習する．第 3章では一般相対性理論

に関する最低限の諸要素を導入する．第 4章では，ハミルトニアンを用いた，拘束条件を含んだ力学や場の理

論の定式化を扱う．第 5章では Yang-Mills (ヤン-ミルズ)理論を論じる．第 6章では量子力学と，場の量子論

のいくつかの要素について調べる．第 7章において，一般相対性理論に適用される Ashtekar (アシュテカー)

の新たな変数を導入する．第 8章では一般相対性理論のループ表現による量子化を論じる．第 9章では，ひと

つの応用としてループ量子宇宙について論じる．第 10章では各種の応用，すなわちブラックホール・エント

ロピーや，マスター拘束プログラムと均一離散化，スピン泡 (スピン・フォーム)，実験的徴候の可能性，時間

の問題などを論じる．最終章では，ループ量子重力を取り巻く論争について述べる．

2



目次

第 1章　何故，重力の量子化を試みるのか？ 4

第 2章　特殊相対性理論と電磁気学 7

第 3章　一般相対性理論入門 8

第 4章　拘束条件と正準形式による場の力学 26

第 5章　 Yang-Mills理論 40

第 6章　量子力学と場の量子論の基礎 50

第 7章　 Ashtekar変数を用いた一般相対性理論 58

第 8章　ループ量子重力 77

第 9章　ループ量子宇宙 105

第 10章　発展的な話題 115

第 11章　未解決問題と論争 132

付録 A 多様体とベクトル場，Lie微分と Lie群 134

付録 B 微分形式 147

付録 C 4脚場 (テトラード) 151

付録 D 拘束系の正準力学 156

付録 E 拘束系としての電磁場 (QED) 180

付録 F Yang-Mills理論の局所ゲージ不変性 190

付録 G ブラックホール 201

3



第 1章　何故，重力の量子化を試みるのか？

量子力学は現在まで，重力に対して満足のいく形で応用されていない．ループ量子重力 (loop quantum

gravity)は，それを実現するためのひとつの試みであるが，今のところ，不完全な理論である．

重力の量子化の困難

• 重力が力ではなく，時空の歪みであるという事実が，その量子化を困難なものにする．
場の量子論における標準的な計算技法はすべて，与えられた背景時空の中での作業という位置づけ

になっている．(中略)しかしながら，重力理論においては時空自体が場であり，量子化の対象とな

るべき場は，その背景として，如何なる時空も持たない．背景構造の欠如は，理論を，時空点の微

分同相写像 (微分同相変換)の下で不変なものへと自然に移行させることになる［脚注省略］．ある

時空点を別の時空点と区別する要因が存在しないからである．

•「重力は，量子効果が支配的になるような微視的な尺度領域においては，さほど重要な力ではない」
ため，実験的な支援がない状態で量子重力理論の構築を試みなければならない．

重力の量子化を試みる理由

• 重力の量子論が必要になるであろうと想像される物理的な過程
– 2つの粒子の衝突実験において，重力が関与するほど衝突エネルギーを高くした場合

– ブラックホールが Hawking輻射によって蒸発してゆき，

その質量が Planck質量 (∼ 10−5g)と同等にまで減少したときの状況

– ビッグバンに近い時点で宇宙に何が起こったかという問題

• 審美性
概念的な明確さや物理学の理論的な統一という観点からも，4種類の基本的な相互作用のうち

(中略)重力だけが古典論のままで残されているという状況は不満足なものである．

• 暗黒エネルギー・暗黒物質 (重力理論に修正を要求か)

• 古典的な重力が量子場と相互作用するような無矛盾な理論を構築することは難しいとする議論がある．
• 重力の物理学と場の量子論のそれぞれが含んでいる特異性は，
これらのパラダイムを統合することにより解消される可能性が明確に期待できる［図 2］：

– 一般相対性理論の下で必然的に現れる時空の特異点の近くでは，

エネルギー密度が完全に古典的な方法では扱えないような水準になると考えられる．

– 場の量子論の数学的な特異性の問題は，場と演算子の (デルタ関数のような)分布的な性質に

起因している．背景となる空間と時間の描像を変更するならば，場と演算子の分布的性質も

変わることは明白である．

量子重力はビッグバンやブラックホールに関する未解決の問題にも照明を当てる．

量子重力に対するアプローチ

1. 正準量子化

• このアプローチでは時空を時間と空間に分離することになり，
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図 2 重力の古典論と場の量子論を統合し，それぞれの特異性を解消

そのことに付随して複雑さが加わる．

2. 摂動論 (時空が，平坦な状態に小さな摂動が加えられた状態にあるものと仮定)

• 重力の摂動論には非繰り込み性 (non-renormalizability)の問題がある．

3. Feynmanの径路積分

• ループ量子重力の技法──“スピン泡”(spin foam)──は，

この径路積分に厳密な方法で定義を与える試みに利用されている．

• 重力を他の相互作用と統合した統一理論によって，量子化を可能にする試み
– Karuza-Klein (カルーツァ-クライン)理論，超重力，弦理論とM理論

• 少数の研究者のグループが取り組んでいるアイデア
因果力学的三角区分法 (causal dynamical triangulation)，因果集合 (causal set) 理論，行列

模型 (matrix model)，Regge 計算法 (Regge calculus)，ツイスター (twistor)，非可換幾何学

(noncommutative geometry)，漸近安全性のシナリオ (asymptotic safety scenario)など

1980年代の半ばに，Ashtekarは重力の式を変数を変更して書き直し，素粒子物理の理論と似た理論

にできることを示した．このことは，素粒子物理の技法を重力の量子化へ持ち込めるのではないかとい

う期待を高めた．その期待に基づいて得られた重力の量子化へのアプローチは“ループ量子重力”と呼

ばれており，これこそが本書で扱う題材である．これは重力の量子化をそれ自体として，他の相互作用

との統合を必要としない形で理解しようとするひとつの試みである［図 3］．

第 1章について

重力は時空の歪みであるにも関わらず，弦理論では閉弦の量子化を平坦な時空 (Minkowski空間)で行って

も，重力子が得られる [1, pp.286–287]．
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図 3 ループ量子重力 (導入)
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第 2章　特殊相対性理論と電磁気学

第 2章は特殊相対性理論と電磁気学に関する基本事項の復習であり，本稿では教科書の表記法などをメモす

るに留める．

• 断りのない限り，
– 時空の 4成分 0, 1, 2, 3をとる添字にギリシア文字 α, β, · · · , λ, µ, ν, · · · を用いる．
– 空間成分 1, 2, 3のみをとる添字にラテン文字 i, j, k, · · · を用いる．

• 任意の 4元反変ベクトルを aµ = (a0, a⃗)のように書く．

• 座標が ∆xµ だけ隔たる 2事象間の世界間隔 ∆sを

∆s2 =ηµν∆x
µ∆xν = −(c∆t)2 + (∆x1)2 + (∆x2)2 + (∆x3)2,

(ηµν) =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 : Minkowski計量

で定義する (∆x0 = c∆t)．

• 自然単位系を採用　 c = 1

• Gauss単位系を採用
Maxwell方程式 ∂νF

µν = 4πJµ.

★ ηµν を逆符号で定義した場合は，電磁テンソル Fµν が表す場の強度の符号が反転し，

∂νF
µν = −4πJµ となる．

★ 結局，第 4章以降は Heaviside単位系が用いられている．

問題

1 棒と物置 (pole in the barn)の逆理

地面 (物置)に固定した座標系から見ると，運動する棒は Lorentz収縮を起こすため，棒が物置に差し掛かっ

たときに物置の入口と出口を閉めれば，棒をその固有長さより短い奥行きの物置に閉じ込め得る．しかしなが

ら棒に固定した座標系で考えれば，棒を自分自身より狭い奥行きの物置に閉じ込めることはできないはずであ

る．実際このとき，棒に固定した座標系の座標時間で測ると，物置の入口と出口が閉まるのは同時ではないた

め，棒が物置に閉じ込められることはなく，パラドックスは生じない．棒固定系では，棒の背後で物置の入口

が閉められたときには，棒の先端では既に閉じられた出口への衝突が始まっている (地面固定系では衝突は，

棒を物置に閉じ込めてからしばらくすると起こる)．
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第 3章　一般相対性理論入門

3.1–3.4節は一般相対性理論の基礎が，半ば概説的に導入されている．この辺りは基本事項の復習であり，本

稿では要約を省略する (代わりにスライドを 1枚，図 4に載せておく)．各節のタイトルは以下の通りである．

3.1 緒言

3.2 一般座標系とベクトル

3.3 曲率

3.4 Einstein方程式と，その解の実例

特筆 円筒の 2次元世界は，より高次元の空間から見てゼロでない“外部曲率”を持つものの，ベクトルを円

筒表面の閉曲線に沿って 1周，平行移動しても変化はなく，“内部曲率”はゼロである (p.30)．

3.4節について

Schwarzschild解について [2, pp.390–398]

Schwarzschild解

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2dΩ2 (dΩ2 ≡ dθ2 + sin2 θdϕ2) (3.16)

(ただし c = 1, G = 1)を考える．「その時空解に対する適切な解釈は，長い年月を経た後に，Kruskal (1960)

と Szekeres (1960)によってようやく見いだされた」(p.33下から 4,3行)という点について，以下に詳しく補

足する．

図 4 一般相対性理論の基礎概念
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■座標特異領域 Schwarzschild 座標では r = 2M のときメトリック grr = 1
1−2M/r の分母がゼロになる．

［座標に依らない］幾何学的意味を調べ，この特異性が幾何学それ自体によるのか，座標の質が悪いことによ

るのかを考える．

■落下粒子 r = R(≥ 2M) から r = 2M の面に，動径沿いにまっすぐ落下する粒子を考える．簡単のため

Ẽ ≡ −p0/m = 1の場合を考えると，落下に要する固有時間 ∆τ は(
dr

dτ

)2

=
2M

r
, ∴ ∆τ = −

∫ 2M

R

dr

(2M/r)1/2
=

2M

3

[( r

2M

)3/2]R
2M

(1)

より有限である［立式の根拠は下記，これが座標系に依らない幾何学的性質に当たる］．一方，r = 2M の近

くを考えて ε ≡ r − 2M(≥ 0)とおくと，対応する座標時間は

dt

dτ
=U0 = g00U0 = g00

p0
m

= g00(−Ẽ) =

(
1− 2M

r

)−1
Ẽ =

(
1− 2M

r

)−1
, (∵ Ẽ = 1)

∴ dt =
dτ

1− 2M
r

=
dr(

1− 2M
r

) (
2M
r

)1/2 =
−(ε+ 2M)3/2dε

(2M)1/2ε

となって，ε→ 0とすると発散する．これは座標時間の質が悪いことを意味する．

■式 (1) の理由 [2, pp.369–371] 対称性と保存則の関係 [2, pp.230–233]を思い出すと，m ̸= 0 の粒子に対

して，

• メトリックが時間に依らないことから，Ẽ ≡ −p0/mが保存する
• メトリックが ϕに依らないことから，L̃ ≡ pϕ/m が保存する．

［gϕϕ = r2 sin2 θ なので，メトリックは r と θ には依存している．］角運動量 pϕ の保存により運動は 1つの平

面上に拘束される．これを θ = π/2の赤道面に選ぶと，p⃗ · p⃗ = −m2 は(
dr

dτ

)2

+ Ṽ 2(r) = Ẽ2, Ṽ 2(r) ≡
(
1− 2M

r

)(
1 +

L̃2

r2

)

を与える．［以降の議論は非相対論的力学において，中心対称な場の中を運動する粒子のエネルギーと角運動

量の保存則を用いて，動径の時間変化 dr
dt と軌道

dr
dϕ を調べたのと類似の議論である．］ここから式 (1)を書き

下せる．

■r = 2M の内側 次に r = 2M の内側を考えて ε ≡ 2M − r(≥ 0) とおくと［ε は微小でなくても良い］，

Schwarzschildメトリックは

ds2 =
ε

2M − ε
dt2 − 2M − ε

ε
dε2 + (2M − ε)2dΩ2

で与えられる．よって r = 2M の内側では

• r が変化して得られる座標曲線は時間的世界線 (線に沿って ds2 < 0)

• tが変化して得られる座標曲線は空間的世界線 (線に沿って ds2 > 0)

となり，やはり座標の質が悪い．
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図 5 Schwarzschild座標で見た粒子の世界線と局所的光円錐

落下粒子は時間的世界線をたどらなければならないから，r = 2M の内側ではたえず r が変化し，r = 0に

到達する．また r = 0は r = 2M の内側のあらゆるヌル世界線の未来にあるから，光子もまた r = 0に戻さ

れる*1．r = 2M を Schwarzschild地平面と呼ぶ．

対応・関連する教科書の文を抜粋する (p.34)．

•「注意深い考察によれば，r = 2M の表面は時間的 (タイムライク)な面ではなく，零 (ヌル)である．」

•「r = 2M の外部では，tが増加すると，物体は『不可避的に未来へと向かう』けれども，

r = 2M の内部では，物体は『不可避的に r = 0へと向かう』ことになる．」

■座標系 Schwarzschild座標の座標図では，各点での光円錐の傾き dt/dr は

0 = ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2, ∴ dt

dr
= ± 1

1− 2M
r

なので (dθ = 0, dϕ = 0)，遠方で ±1であり，r が 2M に近づくにつれて傾きは急になり，r → 2M のとき

±∞となる．粒子の世界線は光円錐の内側を通るので，その傾きはより急である．これが，粒子が面 r = 2M

に達するのに無限大の座標時間を要することの幾何学的描像である (図 5参照)．

実は地平面は時空の一点であり，Schwarzschild座標の質の悪さはこれを線 r = 2M,−∞ < t <∞に引き
のばしていることに由来している．

■クルスカル-スゼッケル座標 Kruskal-Szekeres座標 u, v は，座標図上での局所的な光円錐の傾きが時空点

の位置に依らないような座標であり，

(u, v) =


( r

2M
− 1
)1/2

er/4M
(
cosh

t

4M
, sinh

t

4M

)
(r > 2M)(

1− r

2M

)1/2
er/4M

(
sinh

t

4M
, cosh

t

4M

)
(r < 2M)

(2)

によって定義される．実際，Kruskal-Szekeres座標 u, v を用いた場合の球対称時空のメトリックは

ds2 = −32M3

r
e−r/2M (dv2 − du2) + r2dΩ2 (3)

*1 このことは Kruskal-Szekeres座標を用いた座標図 (図 5)において明らかになる．
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によって与えられ［導出は下記］，座標図上の局所的光円錐の傾き dv/duは

ds2 = 0 ⇒ dv = ±du

より ±1となる．ただし ds2 の式における r は( r

2M
− 1
)
er/2M = u2 − v2

によって，uと v を用いて表されているものと見る．

Kruskal-Szekeres座標 u, v での座標図は図 6のようである (θと ϕは一定として省略してある)．

• r = (一定)の線

– 領域 Iの r = (一定) > 2M の線要素は ±1より急な傾きを持ち，空間的．
– 領域 IIの r = (一定) < 2M の線要素は ±1より緩やかな傾きを持ち，時間的．

• t = (一定)の線

– 原点を通る直線となる*2．

• 粒子の世界線は ±1よりも急な傾きを持つから，
r > 2M の領域 Iから r < 2M の領域 IIに入ると再び戻ることはなく r = 0の線に達する．

– r = 0は“点”であるが，それは特異領域であり次元を考えることはできないから，

r = 0が線で表されていることは問題ない．

– その境界線 r = 2M, t =∞が地平面である．
(r, t)時空図ではこれが r = 2M,−∞ < t <∞に引きのばされている．

• 物体は有限の固有時間で地平面に達する．
しかし固有時間の一定間隔ごとに物体が電波を出すと，

それを遠方で受け取るとき長い座標時間に引きのばされるので，

遠方の観測者は物体が地平面に到達するまでに無限の時間がかかると結論する．

■Kruskal-Szekeres座標でのメトリックの式 (3)の確認 r > 2M のとき式 (2)より

du =
er/4M

4M

{
r/2M√

(r/2M)− 1
cosh(t/4M)dr +

√
(r/2M)− 1 sinh(t/4M)dt

}
,

dv =
er/4M

4M

{
r/2M√

(r/2M)− 1
sinh(t/4M)dr +

√
(r/2M)− 1 cosh(t/4M)dt

}

なので

du2 − dv2 =
er/2M

(4M)2

[
(r/2M)2

(r/2M)− 1
dr2 − {(r/2M)− 1}dt2

]
=
er/2M

(4M)2
r

2M

[
1

1− (2M/r)
dr2 − {1− (2M/r)}dt2

]
を得る．

*2 直線の式は
v/u = tanh(t/4M) (r > 2M)

で与えられる．
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図 6 Kruskal-Szekeres座標 u, v での座標図

一方，r < 2M のとき式 (2)より

du =
er/4M

4M

{
− r/2M√

1− (r/2M)
sinh(t/4M)dr +

√
1− (r/2M) cosh(t/4M)dt

}
,

dv =
er/4M

4M

{
− r/2M√

1− (r/2M)
cosh(t/4M)dr +

√
1− (r/2M) sinh(t/4M)dt

}
なので

du2 − dv2 =
er/2M

(4M)2

[
− (r/2M)2

1− (r/2M)
dr2 + {1− (r/2M)}dt2

]
=
er/2M

(4M)2
r

2M

[
1

1− (2M/r)
dr2 − {1− (2M/r)}dt2

]
を得る．

以上より r > 2M, r < 2M のいずれに対しても Schwarzschildメトリックの式 (3.16)は，Kruskal-Szekeres

座標 u, v を用いた式 (3)に書き換えられる．

Friedmann-Robertson-Walker (FRW)宇宙解について [2, pp.449–454]

一様等方な宇宙の時空は，Robertson-Walkerメトリック

ds2 = −dt2 +R2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]
(k = 0,±1)

で与えられる［r は無次元］．“平坦な”宇宙モデルに関して，「式 (3.17)における計量を，一様でありながら

曲った空間を持たせるように変更することは容易であるが，本書でそれを扱う必要はない」(p.35下から 5–3

行)とあるように，教科書の式

ds2 = −dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2) (3.17)

12



図 7 押し出しと引き戻し 図 8 ベクトルの押し出し

は k = 0の平坦モデルの場合である．

3.5　微分同相写像

座標変換を扱う 2通りの方法

• “受動的な観点”
多様体上の点［物理系・時空点そのもの］をすべて固定しておき，

Rn への写像［各点の座標］を変更する．

• “能動的な観点”
写像 Rn ［座標系］の方を固定して，多様体上の点全体［物理系・時空点そのもの］を動かす．

– 近接性を保ちながら

多様体上の点 pを新たな点 ϕ(p)に移す 1対 1の写像を“微分同相写像”と呼ぶ．

［正確には ϕ, ϕ−1 が微分可能な 1対 1の写像 ϕを“微分同相写像”という [3, p.39]．］

– 能動的な観点は，一般相対性理論のような重力を扱う理論の文脈において，

より自然な記述を与える．

– 理論の微分同相写像の下での不変性 ↔ 一般座標変換の下での不変性

［以上を粗くまとめると，「能動的な座標変換↔微分同相写像」である．］
多様体M上の各点 p(座標 xµ)を多様体 N上の点 q = ϕ(p)(座標 yµ)に移す微分同相写像 ϕを考える．こ

の操作を，M上の点 pを Nの中へ「押し出す」(push forward)と言う．さらに N上の点 q を実数 f(q)に対

応付ける写像 f を定義する．これを
f(q) = f(ϕ(p)) ≡ ϕ∗[f ](p)

と見ると，ϕ∗[f ]はMにおいて作用する関数となる．ϕ∗[f ]を f の ϕによるM上への「引き戻し」(pull back)

という (図 7参照)．

次にM上のベクトル V µ を，写像 ϕによって N上のベクトル (ϕV )µ へと押し出すことを考える (図 8参

照)．M上に引き戻した関数 ϕ∗[f ](x)の，M上のベクトル V ν に沿った方向微分を

V ν
∂

∂xν
ϕ∗[f ](x)
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図 9 連続的な微分同相写像の族 ϕt が作る曲線と，その正接ベクトル V µ

と定義できる［V ν は単位ベクトルでなくても良い］．これが N上の関数 f(y)の，N上に押し出したベクトル

(ϕV )µ に沿った方向微分

(ϕV )µ
∂

∂yµ
f(y)

に一致するように押し出し (ϕV )µ を定義しよう．すると

V ν
∂

∂xν
ϕ∗[f ](x) = V ν

∂yµ

∂xν
∂

∂yµ
f(y) ≡ (ϕV )µ

∂

∂yµ
f(y),

∴ (ϕV )µ =
∂yµ

∂xν
V ν

となる．［これらはそれぞれ本稿の付録 A.7における式 (53)，式 (51)に対応しており，］第 2式はベクトル成

分の変換則となっている (このように微分同相写像は座標変換と等価である)．

t = 0で恒等写像と連続的に繋がる微分同相写像の 1パラメーター族 ϕt によって，多様体上の点 pを ϕt(p)

に移すと，1本の曲線が形成される．このとき V µ = dxµ/dtは曲線の正接ベクトルとなる (図 9参照)．ここ

でテンソル T の，ベクトル V µ に沿った Lie導関数

LV T (p) = lim
t→0

ϕ∗t (T (ϕt(p)))− T (p)
t

を定義する［点 pにおいて］．右辺では t進んだ点 ϕt(p)でのテンソルの値 T (ϕt(p))を pに引き戻して，点 p

におけるテンソルの値 T (p)との差をとっている．

note 多様体上の異なる 2点 p, ϕ(p)のテンソル成分の差は意味を持たない (スカラーは別として)．と言うの

も，一般に多様体の異なる 2点でのテンソル成分は異なる変換係数 (∂x′
µ
/∂xν), (∂xν/∂x′

µ
)を持つた

め，それらの和や差はテンソル成分とならないからである [3, p.30]．

(k, l)テンソル Tµ1µ2···µk
ν1ν2···νl の Lie微分は，公式

LV Tµ1µ2···µk
ν1ν2···νl =V

λ∂λT
µ1µ2···µk

ν1ν2···νl

− (∂λV
µ1)Tλµ2···µk

ν1ν2···νl − (∂λV
µ2)Tµ1λ···µk

ν1ν2···νl − · · ·

+ (∂ν1V
λ)Tµ1µ2···µk

λν2···νl + (∂ν2V
λ)Tµ1µ2···µk

ν1λ···νl + · · · (3.21)

に従って実行できる (詳細は Carroll (2003)の本)［本稿次節で導出］．
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3.5節について

■テンソルの Lie微分の公式 (3.21)について スカラー場 S の Lie微分は方向微分

LV S = V µ∂µS (4)

に他ならない (A.8節)．またベクトル V = V µ∂µに沿うベクトル U = Uµ∂µの Lie微分は，A.8節の式 (56)，

(57):
LV U = [V,U ]L ≡ V U − UV = {V ν∂νUµ − Uν∂νV µ}∂µ

で与えられる．この式の第 µ成分をとれば

LV Uµ = V ν∂νU
µ − Uν∂νV µ ≡ [V,U ]µL (5)

となる．これは確かに公式 (3.21)で T ······ = Uµ とおいた結果に一致している．

一般公式 (3.21)はテンソルの共変微分の公式と同様，Lie微分に対して Leibnizルール

LV (T ······S······) = (LV T ······)S······ + T ······(LV S······)

が成り立つことを要求すると導ける．例えば共変ベクトル ωµ の Lie微分の公式を調べるには，反変ベクトル

Uµ との縮約によって得られるスカラー ωµU
µ の Lie微分を計算するのが有効である．すると

LV (ωµUµ) =V ν∂ν(ωµUµ) (∵ 式 (4))

=V ν(∂νωµ)U
µ + V νωµ(∂νU

µ)

となる．他方，Leibnizルールを適用すると

LV (ωµUµ) =(LV ω)µUµ + ωµ(LV U)µ

=(LV ω)µUµ + ωµV
ν∂νU

µ − ωµUν∂νV µ (∵ 式 (5))

と計算できる．これらを等置すると

(LV ω)µUµ =V ν(∂νωµ)U
µ
(((((((
+V νωµ(∂νU

µ)((((((−ωµV ν∂νUµ + ωµU
ν∂νV

µ

=(V ν∂νωµ + ων∂µV
ν)Uµ

を得る．これが任意の Uµ に対して成り立つことを要求すると，共変ベクトル ωµ の Lie微分の公式

LV ωµ = V ν∂νωµ + ων∂µV
ν (6)

が導かれる．同様の手続きで，(k, l)テンソル Tµ1µ2···µk
ν1ν2···νl の Lie微分の公式 (3.21)も導ける [4, p.137]．

確認 (k, l) テンソル Tµ1µ2···µk
ν1ν2···νl を共変ベクトル Aµ1 , Bµ2 , · · · , Cµk

および反変ベクトル
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Xν1 , Y ν2 , · · · , Zνl と縮約して得られるスカラーの Lie微分を考える．すると

LV (Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk

ν1ν2···νl)

=V λ∂λ(Aµ1
Bµ2
· · ·Cµk

Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl) (∵ 式 (4))

=Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · ·Zνl(V λ∂λTµ1µ2···µk

ν1ν2···νl)

+ (V λ∂λAµ1)Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk

ν1ν2···νl
+ · · ·

+Aµ1Bµ2 · · · (V λ∂λCµk
)Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk

ν1ν2···νl

+Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
(V λ∂λX

ν1)Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl

+ · · ·

+Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · · (V λ∂λZνl)Tµ1µ2···µk

ν1ν2···νl

となる．他方，Leibnizルールを適用すると

LV (Aµ1
Bµ2
· · ·Cµk

Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl)

=Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · ·Zνl(LV Tµ1µ2···µk

ν1ν2···νl)

+ (V λ∂λAµ1 +Aλ∂µ1V
λ)Bµ2 · · ·Cµk

Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl

+ · · ·

+Aµ1Bµ2 · · · (V λ∂λCµk
+ Cλ∂µk

V λ)Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl

+Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
(V λ∂λX

ν1 −Xλ∂λV
ν1)Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk

ν1ν2···νl
· · ·

+Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · · (V λ∂λZνl − Zλ∂λV νl)Tµ1µ2···µk

ν1ν2···νl

と計算できる (式 (5)，式 (6)を用いた)．これらを等置し，相殺する項を省いて整理すると

Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · ·Zνl(LV Tµ1µ2···µk

ν1ν2···νl)

=Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · ·Zνl(V λ∂λTµ1µ2···µk

ν1ν2···νl)

− (Aλ∂µ1V
λ)Bµ2 · · ·Cµk

Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl [λ↔ µ1]

− · · ·

−Aµ1Bµ2 · · · (Cλ∂µk
V λ)Xν1Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk

ν1ν2···νl [λ↔ µk]

+Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
(Xλ∂λV

ν1)Y ν2 · · ·ZνlTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl [λ↔ ν1]

+ · · ·

+Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · · (Zλ∂λV νl)Tµ1µ2···µk

ν1ν2···νl [λ↔ νl]

を得る．ここで右辺の各行に [· · · ] で書き添えたダミー添字の入れ替え λ ↔ µ1, etc. を施すと，右

辺の各項を積 Aµ1Bµ2 · · ·Cµk
Xν1Y ν2 · · ·Zνl に比例する形に書き換えられる．この等式が任意の

Aµ1 , Bµ2 , · · · , Cµk
, Xν1 , Y ν2 , · · · , Zνl に対して成り立つことを要求すると，式 (3.21):

LV Tµ1µ2···µk
ν1ν2···νl =V

λ∂λT
µ1µ2···µk

ν1ν2···νl

− (∂λV
µ1)Tλµ2···µk

ν1ν2···νl − · · · − (∂λV
µk)Tµ1µ2···λ

ν1ν2···νl

+ (∂ν1V
λ)Tµ1µ2···µk

λν2···νl + · · ·+ (∂νlV
λ)Tµ1µ2···µk

ν1ν2···λ

が導かれる．
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なお，公式 (3.21)は共変性が明白な形

LV Tµ1µ2···µk
ν1ν2···νl =V

λ∇λTµ1µ2···µk
ν1ν2···νl

− (∇λV µ1)Tλµ2···µk
ν1ν2···νl − · · · − (∇λV µk)Tµ1µ2···λ

ν1ν2···νl

+ (∇µ1V
λ)Tµ1µ2···µk

λν2···νl + · · ·+ (∇νlV λ)T
µ1µ2···µk

ν1ν2···λ (7)

に書き換えられる (∇µ は共変微分) [4, pp.137–138]．

理由 共変微分の公式

∇λTµ1···µk
ν1···νl = ∂λT

µ1···µk
ν1···νl + Γµ1

λσT
σ···µk

ν1···νl + · · ·+ Γµk

λσT
µ1···σ

ν1···νl
− Γσλν1T

µ1···µk
σ···νl − · · · − ΓσλνlT

µ1···µk
ν1···σ

を思い出すと，式 (3.21)右辺を上式 (7)に置き換えた際に現れる付加的な項は

V λ(Γµ1

λσT
σ···µk

ν1···νl + · · ·+ Γµk

λσT
µ1···σ

ν1···νl

−Γσλν1T
µ1···µk

σ···νl − · · · − ΓσλνlT
µ1···µk

ν1···σ)

−(Γµ1

λσV
σ)Tλ···µk

ν1···νl − · · · − (Γµk

λσV
σ)Tµ1···λ

ν1···νl

+(Γλν1σV
σ)Tµ1···µk

λ···νl + · · ·+ (ΓλνlσV
σ)Tµ1···µk

ν1···λ = 0

となって，正確に打ち消し合うことが見て取れる．

テンソルの単なる微分は一般にテンソルではないが，テンソルの共変微分はテンソルだから，式 (7)は

両辺が同種のテンソルであり，座標変換に対して共変的となる．

■共変微分と Lie微分の違い それらの定義に用いられる，ベクトルの平行移動の定義の違いに起因している

(A.8節)．Lie微分ではベクトルの平行移動の定義に接続を用いず，微分同相写像を用いる．

共変導関数は，曲率の概念を座標系に依存しない方法で規定するために決定的に重要であった．Lie

導関数だけを利用しても，そのような概念の抽出は行えない．(最終段落)

3.6　 3 + 1分解

一般相対性理論において，

• 空間と時間は同等に扱われる．
• 時空は任意の計量を持つだけでなく，任意の位相構造 (トポロジー)を持つ．

ところがハミルトニアン形式 (正準形式)では，

• 時刻 tにおける共役な変数の組 q, p (場 ϕ(x)と共役な運動量［密度］πϕ(x))が用いられ，

変数［空間と時間］に人為的な区別が設定される．

• 時間的 (タイムライク)な向きをひとつ選ぶと，

その［時空の］トポロジーは自然に Σ×Rという形になる (Σは 3次元多様体)．

実はハミルトニアン形式は，変数の恣意的な区別の影響を補償する「洗練された」枠組みになっている．しか

しながら，トポロジーに対する制約は残る．この問題は，後の章まで措いておかなければならない．
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ここからは教科書の説明を肉付けしながらまとめよう [5, pp.8–99] [6, pp.1–3]．

まず t = constの超曲面 Σの法単位ベクトル nµ (ただし nµnµ = −1)を導入する［計量テンソルの符号系
(−+++)］．

このとき
Pµν ≡ δµν + nµnν

は t = constの面への射影演算子となる．実際，任意のベクトル Aµ の射影 Ãµ ≡ Pµν Aν = Aµ + nµnνA
ν は

nµÃ
µ = nµ(A

µ + nµnνA
ν) = 0 (∵ nµnµ = −1) (8)

となるので，Σの法単位ベクトルに直交する*3．また nµ, nµ の射影は{
Pµν n

ν = (δµν + nµnν)n
ν = 0

Pµν nµ = (δµν + nµnν)nµ = 0
(∵ nµnµ = −1) (9)

である．

次に空間の同一の点を定義する時間的なベクトル tµ を導入する．時間方向 tµ は超曲面 Σに直交している

とは限らない．このことに注意し，
qαβ ≡ PµαP νβ gµν(= qβα) :“誘導された計量” ［計量テンソルのΣへの射影］

N ≡ −nµtνgµν :“経時 (ラプス)” ［tµの nµ方向成分］

Nα ≡ Pαµ tµ :“変位 (シフト)ベクトル” ［tµのΣへの射影］

(10)

を定義する．第 1式は
qαβ = gαβ + nαnβ (11)

と書き換えることができる*4．また式 (9)より

nµN
µ = nµ(P

µ
ν t
ν) = 0 (12)

なので，Nµ はその定義から期待されるように，tµ の Σ内の成分である．さらに式 (9)より

qµνn
µ = (P ρµP

σ
ν gρσ)n

µ = 0 (13)

である．上式 (12),(13)の意味で Nµ と qµν は nµ と“直交”するから，本質的に Σにおける場と見なせる．

そこで a, bは 1, 2, 3の値をとる添字として，4次元時空座標の空間成分 xa を Σ上の座標に用いることにし，

すぐ後で Nµ, qµν → Na, qab と添字の範囲を限定した場を考える．

式 (10)より
tµ = Nnµ +Nµ (14)

と書くことができる*5．上式 (14) は tµ の Σ に平行な成分と垂直な成分への分解になっており，経時 (ラプ

ス) N と変位ベクトル Nµ の意味はこの中に含まれている (図 10参照)．

*3 Ãµ の式はベクトルの分解 Aµ = Ãµ − nµnνAν を意味してもいる．2回以上射影を行った結果が 1回の射影と変わらない条件

Pµρ P
ρ
ν = (δµρ + nµnρ)(δ

ρ
ν + nρnν) = δµν + nµnν = Pµν

も確かに満たされている．
*4 確認：qαβ = PµαP

ν
β gµν = (δµα + nµnα)(δνβ + nνnβ)gµν = gαβ + nαnβ + nαnβ − nαnβ = gαβ + nαnβ．

*5 確認：Nnµ +Nµ = −(nνtρgνρ)nµ + (δµν + nµnν)tν =����−nρtρnµ + tµ((((+nµnνtν．
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図 10 経時 (ラプス) N と変位 (シフト)ベクトル Nµ

図 11 ベクトル dxµ の分解

ここで時空内の線要素 dxµ に対して射影 dx̃µ = Pµν dx
ν を定義すると，［時間方向のベクトル tµ を適当に

規格化すれば］
dxµ = tµdt+ dx̃µ

と分解できる (図 11参照)*6．式 (14)を代入すると

ds2 =gµνdx
µdxν

=(−N2 + qµνN
µNν)dt2 + 2qµνN

µdx̃νdt+ qµνdx̃
µdx̃ν (15)

が得られる．
上式 (15)の導出

ds2 =gµν(t
µdt+ dx̃µ)(tνdt+ dx̃ν)

=(gµνt
µtν)dt2 + 2gµνt

µdx̃νdt+ gµνdx̃
µdx̃ν .

最右辺の第 1項において

gµνt
µtν =gµν(Nn

µ +Nµ)(Nnν +Nν) (∵ 式 (14) : tµ = Nnµ +Nµ)

=−N2 + gµνN
µNν (∵ 式 (12) : nµN

µ = 0)

=−N2 + qµνN
µNν , (∵ 式 (11) : qµν = gµν + nµnν , 式 (12) : nµN

µ = 0)

第 2項において

gµνt
µdx̃ν =(qµν − nµnν)(Nn

µ +Nµ)x̃ν (∵ 式 (11) : qµν = gµν + nµnν , 式 (14) : tµ = Nnµ +Nµ)

=(qµνN
µ +Nnν)x̃

ν (∵ 式 (13) : qµνn
µ = 0, 式 (12) : nµN

µ = 0)

=qµνN
µx̃ν , (∵ 式 (8) : nνdx̃

ν = 0)

第 3項は

gµνdx̃
µdx̃ν = qµνdx̃

µdx̃ν (∵ 式 (11) : qµν = gµν + nµnν , 式 (8) : nµdx̃
µ = 0)

となるので，式 (15)を得る．

*6 これは言わば斜交座標による分解であり，第 1項 tµdtが第 2項 dx̃µ に直交していないことは何ら問題ない．
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t = constの面 Σ内のベクトル Nµ = (0, Na),dx̃µ = (0,dxa)は時間成分を持たないから，上式 (15)の和

を空間成分に限定して

ds2 = (−N2 + qabN
aN b)dt2 + 2gabN

adxbdt+ qabdx
adxb, (16)

あるいは Na ≡ qabN b として

ds2 = (−N2 +NaN
a)dt2 + 2Nadx

adt+ qabdx
adxb (3.23)

とできる．ここから定義式 (10)において，qab を Σ内に誘導された空間計量と解釈したことが正当化される．

note 1 特にMinkowski空間 (N = 1, Nµ = 0, qab = δab)では，式 (16)，式 (3.23)は

ds2 = −dt2 + (dr)2

となる．

note 2 式 (3.23)は式 (15)の第 1項，第 2項で qµν → gµν と戻せることに注意し，Nµ ≡ gµνNν を用いて

ds2 = (−N2 +NνN
ν)dt2 + 2Nνdx̃

νdt+ qµνdx̃
µdx̃ν

と書いておき，成分 Nµ = (0, Na),dx̃µ = (0, dxa)を代入しても得られる．この場合には Na を，空間

計量との縮約 qabN
b ではなく，時空の計量との縮約によって得られるベクトル Nµ = gµνN

ν の空間成

分と見ていることに注意する．

最後に“外部曲率”を，空間計量の nµ 方向への Lie微分

Kab =
1

2
Lnqab (3.24)

で定義する*7．これは計量の“時間微分”と

q̇ab ≡ Ltqab = 2NKab + LN⃗qab (3.25)

のように関係する．

note──計量の“時間微分”(3.25)について Lie微分の公式 (3.21)より，V = aU + bW のとき，線形性

LV T ······ = aLUT ······ + bLWT ······

が満たされる．tµ = Nnµ +Nµ:(14)なので，

q̇ab ≡Ltqab
=NLnqab + LN⃗qab

=2NKab + LN⃗qab : (3.25)
(
Kab ≡

1

2
Lnqab : (3.24)

)
となる．つまり計量の時間方向への Lie微分に対する，nµ 方向への変化率の寄与が，外部曲率で与え

られる．

*7 “外部曲率”とは対象とする空間 (ここでは Σ)を高次元の空間 (ここでは 4次元時空)から見る立場で定義される曲率である (3.3

節)．
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3 + 1分解まとめ� �
Pµν ≡ δµν + nµnν t = constの超曲面Σへの射影演算子

qαβ ≡ PµαP νβ gµν(= qβα) :“誘導された計量” ［計量テンソルのΣへの射影］

= gαβ + nαnβ

N ≡ −nµtνgµν :“経時 (ラプス)” ［tµの nµ方向成分］

Nα ≡ Pαµ tµ :“変位 (シフト)ベクトル” ［tµのΣへの射影］

↓{
時間方向の分解 tµ = Nnµ +Nµ

計量の分解 ds2 = (−N2 +NaN
a)dt2 + 2Nadx

adt+ qabdx
adxb

外部曲率 Kab ≡
1

2
Lnqab� �

3.7　 3脚場 (トライアド)

“3脚場 (トライアド)”Eai (i = 1, 2, 3) 3次元空間において，互いに直交する 3つのベクトル場 Eai を導入

する．［添字 i = 1, 2, 3によって識別されるベクトル Ei (場所ごとに異なり，場を成す)の空間成分が

Eai (a = 1, 2, 3)である．］空間計量は
qab = Eai E

b
jδ
ij (3.26)

と書けるものとする．［第 7 章のノートで qacq
cb = δba を満たす qab の逆テンソルとして qab を導入

する．］

• “空間添字”a, b, c：曲がった空間における通常のベクトル添字のように振舞う．

• “内部添字”i, j, k：下付き添字を持ち上げるには平坦な計量 δij を用いる．

［単にベクトル Ei を区別する添字 iについても縮約や計量 δij による添字の上げ下げが定義される．

このとき添字の上下は概念的には区別されても，値としては F i = δijFj = Fi．］

内部添字を持つ対象の微分 Da 共変微分と類似の微分

DaG
i =∂aG

i + Γ i
a jG

j , (3.27)

DaGi =∂aGi − Γ j
a iGj , (3.28)

DaE
b
i =∂aE

b
i − Γ j

a iE
b
j + ΓbacE

c
i (3.29)

を導入する (Γ i
a j：“スピン接続”)．Γ i

a j は外部から特定しなければならないが，「この時点において，

具体的な式の形は重要ではない」(p.43，l.1,2)．［本稿次節で補足．］

スピン接続の曲率 Ωiabj Riemannテンソル (曲率テンソル)Rλρµν を用いて，ベクトル V λ の共変微分の順序

による違いを
(∇µ∇ν −∇ν∇µ)V λ = RλρµνV

ρ

と書けたのと同様に (3.3節)，
(DaDb −DbDa)G

i = ΩiabjG
j

と書いて，上で導入した微分 Da に関する曲率 (スピン接続の曲率 Ωiabj) を定義できる．「これを

Riemannテンソルと関係づけることができるが，本書では具体的な式を使うわけではないので，煩雑さ
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を避けるために，その導出を省く」(p.43，l.6–8)．［教科書ではこれ以降，Ωiabj を用いる機会はない．］

曲がった空間の体積要素 座標の範囲 d3xに対応する固有体積は√
det(q)d3x

で与えられ (det(q)は空間計量 qab の行列式)，Jacobianに当たる因子
√

det(q)はスカラー密度［擬ス

カラー］として変換する［一般相対性理論の復習］．

“加重度” 計量の行列式の平方根
√

det(q)の n乗 (とスカラーの積)を，“加重度”+nを持つ量と称する．

加重度 +1の 3脚場 Ẽai ループ量子重力では 3脚場 Eai の代わりに，加重度 +1の 3脚場

Ẽai =
√
det(q)Eai

を用いる．このとき上式 (3.26)より

Ẽai Ẽ
b
jδ
ij = det(q)Eai E

b
jδ
ij = det(q)qab

となる．ここで最右辺を det(q)qab ≡ ˜̃qab と書けば (チルダの数は加重度 +2を反映)，上式は式 (3.26)

と似た形
˜̃qab = Ẽai Ẽ

b
jδ
ij (3.36)

に書ける．

3.7節について

関連して 4脚場 (テトラード)について本稿の付録 Cにまとめる．

■スピン接続について 2種類の添字を持つ対象の導関数 (3.29):

DaE
b
i = ∂aE

b
i − Γ j

a iE
b
j + ΓbacE

c
i

には，通常の接続 Γbac とスピン接続 Γ j
a i が用いられる．特に Ebi として 3脚場を考え，「3脚場の導関数がゼ

ロになる (DaE
b
i = 0)という便利な性質を要請するのであれば」(p.42下 2行)，

0 = DaE
b
i = ∂aE

b
i − Γ j

a iE
b
j + ΓbacE

c
i , ∴ Γ j

a iE
b
j = ∂aE

b
i + ΓbacE

c
i

となる．両辺に Ekb を掛けて bで和をとり，相反なベクトル Ekb を定義する関係

EbjE
k
b = δkj

を利用すると (付録 C参照) [7, p.424]，

Γ k
a i = Ekb (∂aE

b
i + ΓbacE

c
i )

が得られる．このように「スピン接続は，共変導関数とともに導入した接続によって完全に決定される」(p.42

一番下)．(着想は文献 [8, p.54]．)

内部添字を 1つだけ持つ量 Fi の微分には，スピン接続のみを用いて

DaFi = ∂aFi − Γ j
a iFj : (3.28)
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とすれば良い．ここでは内部添字の上下を区別しており，上付き添字を持つ量 Gi の微分公式を得るには，「ス

カラー (たとえば GiGi)の導関数が通常の偏導関数になる」(p.42下から 7行目)ことを要求すれば良い．す

ると
Da(FiG

i) = ∂a(F
iGi) = Gi∂aFi + Fi∂aG

i.

他方，Da が Leibniz則を満たすことを要求すると

Da(FiG
i) = Gi(∂aFi − Γ j

a iFj) + FiDaG
i

であり，これらを等置すると

FiDaG
i = Fi∂aG

i + Γ j
a iG

iFj = Fi(∂aG
i ++Γ i

a jG
j)

となる．これが任意の Fi に対して成り立つことを要求すると，式 (3.27):

DaG
i = ∂aG

i + Γ i
a jG

j

が得られる．(以上の手順を逆にたどれば，式 (3.27)から式 (3.28)を導くこともできる．)

■スカラー密度
√
det(q)の周辺議論 (pp.43–44)について ここでは 4次元の時空を考え，

√
−g とデルタ関

数がスカラー密度であり，Levi-Civita記号がテンソル密度であることを復習しておこう．

固有体積要素 一般に任意の座標系で各座標が dxµ 変化して作られる時空の体積要素は d4x(≡
dx0dx1dx2dx3) とならない．実際 d4x は時空の体積要素の次元を持つ保証すらない．しかし局所慣性系

{Xµ} ≡ {cT,X, Y, Z}では体積要素の表式は d4X(≡ cdTdXdY dZ)であり，J ≡ ∂(X)
∂(x) を Jacobianとして

任意の座標系での体積要素の表式は Jd4xとなる．

ここで計量テンソル gµν は局所慣性系での成分がMinkowski計量 ηµν で与えられ，2階共変テンソルの変

換則に従うことから，行列 (gµν)の行列式を g として

g = −J2 < 0, ∴ J =
√
−g

が帰結される．

以上より任意の座標系で各座標が dxµ 変化して作られる時空の体積要素の真の体積は

√
−gd4x

である．これを固有体積要素と呼ぶ [2, pp.188–190]．

なお上式 J =
√
−g は，因子

√
−g(x)

(
= ∂(X)

∂(x)

)
がスカラー密度の変換則

√
−g′ = ∂(x)

∂(x′)

√
−g に従うこと

を含意している．したがってスカラー場 S との積 S
√
−g もまたスカラー密度である．これをスカラー密度と

呼ぶのは，積分 ∫
S
√
−gd4x

が不変量となるからである．任意のテンソル場 Tµν··· に対して Tµν···
√
−g と同じ変換則に従う量を同様にテ

ンソル密度と呼ぶけれど，積分 ∫
Tµν···

√
−gd4x

をテンソルと見なせるのは，積分範囲が小さい場合に限られることに注意しなければならない．と言うのもテ

ンソルの変換則 (変換係数の値)は時空点ごとに異なるので，異なる時空点でのテンソルの和は一般にテンソ

ルとはならないからである [9, p.130] [10, p.82]．
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完全反対称テンソル Eλµνρ，完全反対称テンソル密度 Ẽλµνρ ελµνρ を局所慣性系 {Xµ}で ε0123 = 1となる

添字に関して完全反対称な量とする．

このときこれを 4階反変テンソルの変換則

Eλµνρ =
∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ

に従って任意の座標系 {xµ}に変換した量は Eλµνρ = ελµνρ
√
−g である [7, pp.258–259]．

一方，これを 4階反変テンソル密度の変換則

Ẽλµνρ =
∂(X)

∂(x)

∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ

に従って任意の座標系 {xµ} に変換した量は Ẽλµνρ = ελµνρ となり，座標系に依らず Ẽ0123 = 1 となる [9,

pp.62–63]．

証明
∂xµ

∂Xν
≡ Λµν と略記すると 4階反変テンソルの変換則は

Eλµνρ = ΛλαΛ
µ
βΛ

ν
γΛ

ρ
δε
αβγδ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λλ0 · · · Λλ3
Λµ0 · · · Λµ3
Λν0 · · · Λν3
Λρ0 · · · Λρ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
と書ける．最右辺は行列式 |Λµν | =

∂(x)

∂(X)
の行を入れ換えたものである．行列式は行を入れ換えると符号が変わ

るから

Eλµνρ = ελµνρ
∂(x)

∂(X)
=
ελµνρ√
−g

, ∴ Ẽλµνρ =
∂(X)

∂(x)
Eλµνρ = ελµνρ

を得る (
∂(X)

∂(x)
=

√
−g を用いた)．

デルタ関数 また座標変換 x→ x′ に伴うデルタ関数の変換則を調べると，

1 =

∫
δ4(x′)d4x′ =

∫
δ4(x)d4x =

∫
δ4(x)

∂(x)

∂(x′)
d4x′, ∴ δ4(x′) =

∂(x)

∂(x′)
δ4(x)

となるので，デルタ関数はスカラー密度である．

関連文献について

前章と同様に，本章で扱った内容も，残りの章を読み進むために最低限必要とされるものにすぎな

い．一般相対性理論の初等的な側面については，Carroll (2003) によるオンライン・ノートと書籍に

よって補足することができる．3 + 1 分解に関する読みやすい記述としては，Brown (2011) の解説，

Kiefer (2006)の本，もしくは Romano (1993)の論文があるが，これは 3脚場 (トライアド)に関する

よい参考文献でもある．ADM の読みやすい原論文も最近再版された (Arnowitt, Deser, and Misner

(2008))．緒言で言及したように，学部学生向けの一般相対性理論の教科書としては Hartle (2003) と

Schutz (2009)が優れているが，これら書籍における取扱いは，本章で採用した方法とは異なっている．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．
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第 4章　拘束条件と正準形式による場の力学

4.1　力学の正準形式

特筆：

ラグランジアンが時間にあらわに依存するような系は，本章では考察の対象から外すことにする．そ

のような系は，基本的な相互作用を論じる際に必要になることがあまりないからである．

4.2　拘束条件

理論を系の本当の自由度よりも多い変数によって記述する場合，変数の間に拘束条件が課される．変数 qi

と共役な正準運動量 pi (i = 1, · · · , N)に対して拘束条件を

ϕα(pi, qi) = 0 (すべての時刻で，α = 1, · · · ,M)

と書くならば，量 ϕα(pi, qi) は系の保存量であると言うこともできる (その値はゼロであるにしても)．こ

のため拘束条件は物理系における対称性をも含意することになる．［なお教科書では以降，上式左辺の関数

ϕα(pi, qi)のことも単に拘束条件と呼んでいる (正確には「拘束量」という)．拘束量は物理的に等価な (q, p)

間のゲージ変換を生成する (D.3.1節)．］

元のハミルトニアンHorig にM 個の“未定乗数”λα (時間に依存して良い)を乗じた項を加えた“全ハミル

トニアン”

H = Horig +
M∑
α=1

λαϕα (4.11)

を考えると，

(2N +M)個の変数 pi, qi, λα ↔

{
2N 本の正準方程式 ṗi = −∂H/∂qi, q̇i = ∂H/∂pi

M 本の拘束条件の式 ϕα = 0

• 拘束条件を伴う一般的な系を扱う手続きは“Diracの手続き”と呼ばれる．教科書では興味ある，Dirac

の手続きに包括的に頼ることなく容易に扱えるいくつかの特例だけを取り上げる．［Diracの手続きに

ついては本稿の付録 Dを参照．］

• 簡単な例：ラグランジアンにある変数の時間微分 q̇i が含まれない場合，変数 qi は実のところ Lagrange

の未定乗数である．［1次拘束条件として pi(q, q̇) = ∂L/∂q̇i = 0が課される (付録 D.1.1参照)．このと

き 1次拘束量としての運動量 pi が生成する座標のゲージ変換は，pi に充てられる Lagrangeの未定乗

数を λとして [qi, λpi] = λなので，座標 qi そのものを未定乗数のように見なせる (Maxwell理論の対

応する議論は 4.3節の式 (4.27)の箇所)．］

• 全ハミルトニアン (4.11) の下での解 (q(t), p(t)) はM 個の未定乗数を含み，一意的には決まらない．

それらの解は系の対称性を通じて等価に関係付けられており，背後にある物理現象は一意的に決まる

［詳しくは付録 D.3.1参照］．

• Lagrange方程式が一意的な解を持つ (q̈ を q と q̇ で表せる)ためには，行列 (∂2L/∂q̇i∂q̇j)が正則でな

ければならず［本稿次節で補足］，そうでなければ解は Lagrangeの未定乗数をパラメーターとして含
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む．ところで行列 (∂2L/∂q̇i∂q̇j)が正則であることは，pi = ∂L(q, q̇)/∂q̇i を q̇i について一意的に解け

るための条件でもあり［本稿次節で補足］，これが満たされなければ，結果は q̇i = q̇i(q, p, v
α) のよう

に，Lagrangeの未定乗数に関係した時間の任意関数 vα を含んでしまう．［pi = 0という 1次拘束条件

は，pi を速度について解けない場合の簡単な例となっている．］

4.2節について

■「一般相対性理論でも自由度は 2であるが，……16個の成分を持つ 4脚場 (tetrad)を用いたりする」(p.48

下から 4～2行目)について 4脚場について本稿の付録 Cにまとめてある．4脚場 eµ(a) は 4つのベクトルを

識別する添字 aとベクトル成分の添字 µを持ち，16個の場を成す．

■保存量 Oの生成する流れ (式 (4.8),(4.9))について Oの生成する流れの式 (4.8),(4.9):

dqi
dλ

= {qi, O},
dpi
dλ

= {pi, O}

は，dλを無限小パラメーター λに読み替えれば，O の生成する無限小変化

δqi = λ{qi, O}, δpi = λ{pi, O}

を定義していることになる．これは無限小正準変換の母関数

F (q, P, t) =
∑
i

qiPi + λG(q, P, t)

における恒等変換からのズレを担う関数 G(q, P, t)を用いて，正準変換を

δqi = λ{qi, G}, δpi = λ{pi, G}

と書けることから理解できる．ここで λの 1次までの近似では，G(q, P, t)は G(q, p, t)で代用できる．また

能動的な変換 qi → qi + δqi, pi → pi + δpi に伴う関数 u(q, p)の変化は

δu = λ{u,G}

と表され，これは Gの生成する無限小変換として言及される (u = qi, pi とおくと正準変換が再現される) [11,

pp.553–554,p.557]．

運動方程式 q̇i = {qi,H}, ṗi = {pi, H}はハミルトニアンH が時間的発展を生成することを表しているのに

対し，H をすぐ後の全ハミルトニアン (4.11)で置き換えると，ϕα の生成する変化

λα{qi, ϕα}, λα{pi, ϕα}

が得られることになる．

■保存量 O の満たす式 {O,H} = 0 (p.49，l.16)について 系の時間発展に伴う観測量 O(pi(t), qi(t), t)の時

間変化率は
dO

dt
=
∂O

∂t
+ {O,H}

と表されるので ({ , }は Poisson括弧)，保存量 O に対しては

dO

dt
= 0 ⇔ {H,O} = ∂O

∂t

27



図 12 運動方程式を数値的に解く手順

が成り立つ．特に O が時間に陽に依らない量である場合には，{H,O} = 0である [11, p.552]．

この式は逆に，O をハミルトニアン，H を観測量と見れば，ハミルトニアン O によって生成される時間

発展に伴い，観測量 H が不変に留まること (対称性) を意味する．これが「この最後の式を逆に捉えると，」

(p.49，l.16,17)以降で説明されていることである．

■最終段落 (行列 (∂2L/∂q̇i∂q̇j) の正則性) について ここではラグランジアンが時間に陽に依存する場合に

も議論を適用できるように，一般的に話を進める．

古典力学的因果律 初期条件として，ある時刻にすべての座標 q と速度 q̇ を与えると，その時刻における加速

度 q̈ の値もまた一通りに決まるとき，

• 運動方程式を用いて，ある時刻での q と q̇ から，その時刻における q̈ を求める

• ある時刻での q̇ と q̈ から，微小時間後の q と q̇ を求める

という手順を繰り返すことにより，図 12のように q(t)を逐次求めて時間追跡することが可能である．このた

め系のそれ以後の運動は原理的には予言できる (古典力学的因果律)．

古典力学的因果律が満たされることは，ラグランジアンに対する制約を課す．と言うのも，Lagrange方程式

0 =
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
=

∂2L

∂q̇i∂q̇j
q̈j +

∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j +

∂2L

∂q̇i∂t
− ∂L

∂qi

を加速度 q̈j について解くことができるためには，ラグランジアンのヘス行列

A = (Aij) =

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
に対して detA ̸= 0でなければならない．このときラグランジアンは正則であると言われ，上式に逆行列の要

素 (A−1)ki をかけて iについて和をとることにより，

q̈k = (A−1)ki

(
∂L

∂qi
− ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j −

∂2L

∂q̇i∂t

)
のように q̈k について解くことができる [3, p.105]．
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一般化運動量と一般化速度の 1対 1対応の条件 古典力学的因果律の条件 (ラグランジアンの正則性)

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
̸= 0

はまた，一般化運動量の定義式

pi =
∂L

∂q̇i
= ϕi(q, q̇, t) (17)

を速度 q̇i について，一意的に解くことができる条件になっていることを説明する．はじめにラグランジアン

の Legendre変換
H = piq̇i − L

によって H を定義すると，Lagrange方程式 ṗi =
d
dt
∂L
∂q̇i

= ∂L
∂qi

(および一般運動量の定義 (17))の下で

dH = d(piq̇i − L) = −pidqi + q̇idpi −
∂L

∂t
dt (18)

となり，Hamiltonの正準方程式
∂H

∂qi
= −ṗi,

∂H

∂pi
= q̇i

が得られることを思い出そう [12, pp.166–167]．上式 (18)は H が q と pの関数であることを意味する (q̇ の

代わりに pを変数とできる)．H = H(q, p, t)をハミルトニアンと呼ぶ*8．そこで

L(q, q̇, t) = ϕi(q, q̇, t)q̇i −H(q, ϕ(q, q̇, t), t)

と書いて，これを q̇i で微分すると

∂L

∂q̇i
= ϕi +

∂ϕj
∂q̇i

q̇j −
∂H

∂ϕj

∂ϕj
∂q̇i

= ϕi +
∂2L

∂q̇i∂q̇j

(
q̇j −

∂H

∂ϕj

)
,

∴ ∂2L

∂q̇i∂q̇j

(
q̇j −

∂H

∂ϕj

)
= 0

を得る．よってラグランジアンが正則であれば

q̇j =
∂

∂ϕj
H(q, ϕ(q, q̇, t), t)

となる．これは式 (17)を速度について一意的に q̇i = ψi(q, p, t)と解けることを意味している [3, pp.209–211]．

4.3　Maxwell理論の正準形式

前節の要点を具体的に見てみるために，我々の最初の理論であるMaxwell理論を調べよう．自由電磁場の

ラグランジアン L = 1
4

∫
d3xFµνF

µν は ∂0A0 を含まないから，A0 は Lagrangeの未定乗数であり，Maxwell

理論は拘束条件を持つ．

場の空間成分 Aa (a = 1, 2, 3) を配位変数［力学変数 q］として，場の理論では場 Aa に正準共役な運動量

［密度］を，汎関数微分

πa =
δL

δȦa
≡ ∂L
∂Ȧa

− ∂b
∂L

∂(∂bȦa)
(4.15)

で定義する (Lはラグランジアン密度)［本稿次節で補足］．

*8 このように H が q と pの関数であること自体は，ラグランジアンの正則性を仮定せずとも言えることに注意する．ただしラグラ
ンジアンが正則でなければ，すべての pi が独立とはならない (D.1節参照)．
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ラグランジアン密度の表記について 教科書ではラグランジアン密度を L の代わりに，L̃ で表している．こ
れはすぐ後の密度に関する説明 pp.53–54から，曲がった空間でラグランジアンを

L =

∫
d3x
√
det(q)L =

∫
d3xL̃

と書いたときのスカラー密度 L̃ =
√

det(q)Lをラグランジアン密度と見ているからであると想像され
る．(ここで 3.7節の表記法 (3.34):f̃ =

√
det(q)f が踏襲されている．) しかしながら本稿では表記の

煩雑さを避けるため，適宜チルダを省く．

場の第ゼロ成分に共役な場 π0 ≡ δL/δȦ0 は恒等的にゼロになる［πµ = −F 0µ より π0 = 0，本稿次節で

補足］．

自由電磁場のラグランジアン L = 1
4

∫
d3xFµνF

µν に変分原理を適用すると，Maxwell方程式 ∂νF
µν = 0

が導かれる (復習)．

正準運動量は電場になる：
δL

δȦa
= Ea.

［πa = ∂L
∂(∂0Aa)

= −F 0a = Ea による．本節では符号系 (+ −−−)の計量を採用していることになる．］正準
変数間の Poisson括弧は

{Ab(x), Ea(y)} = δab δ
3(x− y) (4.20)

で与えられる［同時刻 x0 = y0 の共役な場に対して，本稿次節で補足］．

ここで第 3章で導入した“密度”の概念を再考する．ラグランジアン密度がスカラー密度であるためには，

我々は適宜 Ea を Ẽa［=
√
det(q)Ea(3.7 節)］に置き換えなければならない．［L = 1

4FµνF
µν ∼ (Ea)2 →

EaẼa とすれば，L →
√
det(q)L = L̃となる．］また Poisson括弧の式 (4.20)の左辺は Ea → Ẽa とすると

［テンソル］密度となり，右辺においてもデルタ関数が本来的に［スカラー］密度［なので (3.7節のノート参

照)，因子 δab と合わせてテンソル密度となるから，このとき式 (4.20)は共変的］である．もっとも平坦な空間

では［
√

det(q) = 1なので］，この措置は不要である［そこでしばらくチルダを省いて表記を統一する］．

さて，ハミルトニアンは

H ≡
∫
(EaȦa − L)d3x

=

∫ {
1

2
(EaEbδab +BaBbδab)−A0∂aE

a

}
d3x (4.22)

(Ba = −εabcFbc/2は磁場［計量の符号系 (+−−−)に応じた負号を補った］)となり［本稿次節参照］，運動

方程式
π̇0 = {π0,H} = ∂aE

a

より拘束条件 π̇0 = 0［1次拘束条件 π0 = 0 (全時刻において)に対する整合性の条件 (付録 D.1.3)］は Gauss

の法則 ∂aE
a = 0になる［本稿次節参照］．実に Gaussの法則は電場に発散がないという拘束条件と言える．

ここで拘束条件が各座標点で成り立つことを踏まえ，λを xの関数として拘束条件の式の“不鮮明化”

G(λ) ≡
∫

d3xλ∂aE
a

を導入すると便利である．
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{G(λ),H} = 0となる．［本稿次節で導出する．G(λ) = 0であっても，一般にPoisson括弧が {G(λ), · · · } =
0 となるとは限らない (付録 D.1.3 参照)．{G(λ),H} = 0 のとき G(λ) は保存量となる (4.2 節のノート参

照)．］この拘束条件によって生成される正準変数 Ea, Aa の変化は

{Ea, G(λ)} = 0, (4.25)

{Aa, G(λ)} = ∂aλ (4.26)

となる［Poisson括弧の順を訂正した，本稿次節で補足］．これは拘束量が拘束条件がゲージ変換を生成する

こと［4.2節 (本稿の付録 D.3.1)］の具体例となっており，第 1式は場の強度 Ea のゲージ不変性を，第 2式

は場の正しいゲージ変換 Aµ → Aµ + ∂µλを再現している．［一般論ではゲージ変換を生成するのは 1次拘束

量と論じたが (付録 D.3.1)，ここでは 2次拘束量 G(λ)がゲージ変換を生成している．］

既に論じたように［4.2節］，我々がここで遭遇している状況は，かなり一般的なものである．もしあ

なたが，あるラグランジアンにおいて力学変数と見なしていたものが，Lagrangeの未定乗数のように

振舞うこと (その正準共役な運動量が恒等的にゼロになる) を見出したならば，それは拘束条件の存在

を見出したことになる．その拘束条件は，あなたが扱う理論において“ゲージ対称性”と呼ばれる対称

性を生成し，その理論の運動方程式の解は，任意パラメーターを含むことになる．(p.55)

もとの［1次］拘束条件 π0 = 0に関しては，関数 µによる不鮮明化 π(µ) ≡
∫
d3xµπ0 を定義できる．［1

次拘束条件は“第 1類”［第 1種］(first class；p.56，l.3)の拘束条件とは異なる概念である (付録 D参照)．］

すると，この拘束条件が生成する A0 の変化は

{π(µ), A0} = µ (4.27)

と計算される［本稿次節で確認］．これは A0 に任意関数を付加することができ，したがって A0 は物理的でな

い変数 (Lagrangeの未定乗数)であることを意味する．

最後に［正準変数］Aa, Ea の運動方程式［q̇i = {qi,H}, ṗi = {pi,H} (4.1節)］を調べると，

Ȧa = {Aa,H} = Ea + ∂aA0 (4.28)

Ėa = {Ea,H} = εabc∂bBc (4.29)

(ただし Ea ≡ δabEb, etc.)が得られる［導出は本稿次節］．

note 式 (4.28) は電場の式 E⃗ = −∂A⃗∂t − ∇⃗ϕ に他ならない (計量の符号系 (+ − −−) に注意)．これは力学

において運動量の定義式が，正準方程式 q̇i = {qi,H}から得られるのと同じ事情である．式 (4.29)は

Maxwell 方程式 ∇⃗ × B⃗ = ∂E⃗
∂t に他ならず，拘束条件としての Gauss の法則 ∇⃗ · E⃗ = 0 と合わせて，

Maxwell方程式の非自明な組 (ポテンシャルに対する恒等式として導かれない)を再現する．

時間発展方程式 (4.28)は Lagrangeの未定乗数 A0 を含んでおり，この任意性はゲージの選択の仕方に対応

している．電場と磁場の時間発展は一意的である．

4.3節について

■汎関数微分 (4.15)について 通常，共役な場 (運動量密度)は式 (4.15)の右辺第 1項のみ

πa =
∂L
∂Ȧa
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で定義される．Maxwell理論のように，Lが ∂bȦa に依らなければそれで十分である (p.52，l.9,10)．

場 ϕ(x⃗)の変化 ϕ→ ϕ+ δϕに伴う汎関数 F [ϕ] (関数 ϕ(x⃗)の“関数”) の 1次の変化を

δF [ϕ] =

∫
d3x

δF [ϕ]

δϕ(x⃗)
δϕ(x⃗) (19)

と書いて汎関数微分 δF/δϕ を定義すると (したがって汎関数微分の次元は [F/(ϕ · x3)]) [13, pp.313–314]，

Ȧa → Ȧa + δȦa のとき

δL =

∫
d3x

{
∂L
∂Ȧa

δȦa +
∂L

∂(∂bȦa)
δ(∂bȦa)

}
=

∫
d3x

{
∂L
∂Ȧa

− ∂b
∂L

∂(∂bȦa)

}
δȦa (部分積分した)

なので，汎関数微分 πa = δL/δȦaは式 (4.15)のように同定される．(ただし Lの Ȧa依存性 L = L(Ȧa, ∂bȦa)
を仮定した．) 教科書 p.52，l.10–15はこのことを説明していると考えられる．

■「共役運動量 π0 ≡ δL/δȦ0 は恒等的にゼロになってしまう」(p.52，l.18–19)について この式は 1次拘束

条件 π0(Aa, Ȧa) = 0に他ならない (付録 D.1.1参照)．このとき量子化の際に，変数 A0, π
0(= 0)間に正準交

換関係を課すことができなくなる [14, pp.88–89]．

■汎関数微分を用いた最小作用原理の定式化 (pp.52–53)について 場 {ϕr}の変分に伴う作用の変分は

δS =

∫
d4x

{
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂(∂µϕr)
δ(∂µϕr)

}
=

∫
d4x

{
∂L
∂ϕr
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕr)

}
δϕr (部分積分した)

と表されるので，Euler-Lagrange方程式は

δS

δϕr
≡ ∂L
∂ϕr
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕr)

= 0

と表現できる．

■場の Poisson括弧 (4.20)について ひとまず，p.53の訳註を引用する．

ここでは正準変数が座標のラベルを持つので，式 (4.20)の Poisson括弧の定義は，

{Ab(x), Ea(y)} =
∫

d3z
∑
c

{
∂Ab(x)

∂Ac(z)

∂Ea(y)

∂Ec(z)
− ∂Ab(x)

∂Ec(z)

∂Ea(y)

∂Ac(z)

}
である．ここでは第 1項だけが残って，式 (4.20)の右辺の結果が得られる．

ただし同時刻 x0 = y0 = z0 が仮定されている．また教科書本文には，「場に関する Poisson 括弧の定義は，

通常の力学系における Poisson 括弧のそれと同じであるが，微分が汎関数微分に置き換わり，空間変数に関

する積分が背景概念として存在する」(p.53，l.20–23)とある．実際，文献 [15, p.183]では場の理論における

Poisson括弧を

{F [ϕ, π], G[ϕ, π]} ≡
∫

d3x

{
δF [ϕ, π]

δϕ(x)

δG[ϕ, π]

δπ(x)
− δF [ϕ, π]

δπ(x)

δG[ϕ, π]

δϕ(x)

}
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で定義している．ここで汎関数微分の定義式 (19)において，特に汎関数 F が場 ϕ(x)の時空点 y での値 ϕ(y)

を与える“関数”である場合を考える (ただし y0 = x0)．すると F [ϕ] = ϕ(y)なので，

δϕ(y) =

∫
d3x

δϕ(y)

δϕ(x)
δϕ(x) ⇒ δϕ(y)

δϕ(x)
= δ3(x⃗− y⃗)

が得られる．この公式を用いると

{Ab(x), Ea(y)} =
∫

d3z
∑
c

{
δAb(x)

δAc(z)

δEa(y)

δEc(z)
− δAb(x)

δEc(z)

δEa(y)

δAc(z)

}
(x0 = y0 = z0)

=

∫
d3z

∑
c

δcbδ
3(x⃗− z⃗)δac δ3(y⃗ − z⃗)

=δab δ
3(x⃗− y⃗) : (4.20)

とできる．

いずれにせよ式 (4.20)は正準変数間の Poisson括弧 {qi, pj} = δij に対応しており，量子化の際には正準交

換関係に読み替えられる．

■ハミルトニアン (4.22)の導出

H =

∫
dV (πµȦµ − L)

=

∫
dV

(
Fµ0∂0Aµ +

1

4
FµνFµν

) (
∵ πµ =

1

c
Fµ0

)
=

∫
dV

(
E2 +B2

2
+ E⃗ · ∇⃗ϕ

)
(
∵ Fµ0∂0Aµ = Ea(−∂0Aa) = E⃗ · (E⃗ + ∇⃗ϕ), FµνFµν = 2(B2 − E2)

)
=

∫
dV

(
E2 +B2

2
− (∇⃗ · E⃗)ϕ

)
: (4.22). (∵ 部分積分によりE⃗ · ∇⃗ϕ→ −(∇⃗ · E⃗)ϕ)

最右辺の第 1項は電磁場のエネルギーとして馴染みのある表式であり，第 2項は電荷密度 ρがゼロでない場

合には ∇⃗ · E⃗ = ρより位置エネルギー (の逆符号) −
∑
eϕとなる．これは粒子系のハミルトニアン (場との相

互作用項を含む)の寄与 +
∑
eϕと相殺し，(見かけ上)全エネルギーには現れない．

■式 (4.23):π̇0 = {π0, H} = ∂aE
a の確認 H の代わりに全ハミルトニアン H ′ = H + π(µ)を用いて

π̇0(x) = {π0(x),H ′}

とするのが正確である．ただし付加的な項 π(µ) ≡
∫
d3x′µ(x′)π0(x′)は右辺の Poisson括弧に寄与せず，

π̇0(x) = {π0(x),H ′} = −
∫

d3x′{π0(x), A0(x
′)∂a

′Ea(x′)} =
∫

d3x′
(
∂a
′Ea(x′)

)
δ3(x− x′) = ∂aE

a(x)

となる．

■整合性の条件から生じる拘束条件が ∂aE
a = 0だけであることの確認 全ハミルトニアン H ′ = H + π(µ)

を用いて，π̇0 = ∂aE
a = ∂aπ

a の時間微分

π̈0(x) = {∂aπa(x),H ′}
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を計算しよう．H ′ において Poisson括弧に寄与するのは磁場の 2乗の項だけであり，

{∂aπa(x),H ′} = δbc∂a

∫
d3x′{Ea(x), Bb(x′)}Bc(x′)

となる．ここで

{Ea(x), Bb(x′)} =− 1

2
εbcd{Ea(x), Fcd(x′)} = −

1

2
εbcd[∂c

′{Ea(x), Ad(x′)} − ∂d′{Ea(x), Ac(x′)}]

=εbca∂c
′δ3(x− x′)

より

{∂aπa(x),H ′} =δbc∂a
∫

d3x′εbda{∂d′δ3(x− x′)}Bc(x′)

=− εbda∂a
∫

d3x′{∂d′Bb(x′)}δ3(x− x′)

=− εbda∂a∂dBb = 0

となる．よって整合性の条件 π̈0(x) = 0は自明な関係 0 = 0を与えるだけであり，これ以上新たな拘束条件は

現れない．

なお，たった今得られた関係 ∫
d3x′{∂aπa(x), B⃗2(x′)} = 0 (20)

は，FabF ab = −2B⃗2 に注意すると次のように示すこともできる (付録 E.3.1)．∫
d3y{∂aπa(x), B⃗2(y)}

=− 1

2
∂a

∫
d3y

{
πa(x), Fbc(y)F

bc(y)
}

=− 1

2
∂a

∫
d3y

(
{πa(x), Fbc(y)}F bc(y) + Fbc(y)

{
πa(x), F bc(y)

})
=− ∂a

∫
d3y {πa(x), Fbc(y)}F bc(y)

=− ∂a
∫

d3y
(
{πa(x), ∂bAc(y)}F bc(y)− {πa(x), ∂cAb(y)}F bc(y)

)
=∂a

∫
d3y

(
{πa(x), Ac(y)} ∂bF bc(y)− {πa(x), Ab(y)} ∂cF bc(y)

)
(部分積分した)

=− ∂a
∫

d3y
(
δacδ(x⃗− y⃗)∂bF bc(y)− δabδ(x⃗− y⃗)∂cF bc(y)

)
=− ∂a(∂bF ba(x)− ∂cF ac(x)) = ∂a∂bF

ba(x) = 0.

■「上に示した不鮮明化を施した拘束条件とハミルトニアンの Poisson括弧を考えると，実際にゼロになるこ

とが見いだされる」(p.55，l.8–9)について Poisson括弧 {G(λ),H}を計算しよう．ハミルトニアン (4.22):

H =

∫ {
1

2
(EaEbδab +BaBbδab)−A0∂aE

a

}
d3x

の第 1項 (EaEbδab の項)との Poisson括弧は，すぐ後で見る式 (4.25):{G(λ), Ea} = 0よりゼロである．ま

た πa = Ea に注意すると，上式 (20)はハミルトニアンの第 2項 (BaBbδab の項)と G(λ) ≡
∫
d3xλ∂aE

a の
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Poisson括弧がゼロであることを意味する．さらに第 3項との Poisson括弧は，A0 が正準変数ではないこと

に注意し，再び式 (4.25):{G(λ), Ea} = 0を用いて{
G(λ),−

∫
A0(x)∂aE

a(x)d3x

}
= −

∫
A0(x)∂a{G(λ), Ea(x)}d3x = 0

と計算できる．以上より {G(λ),H} = 0 である．全ハミルトニアン H ′ = H + π(µ) との Poisson 括弧も

{G(λ),H ′} = 0．

■G(λ)との Poisson括弧 (4.25),(4.26)の確認 式 (4.20):{Eb(x′), Aa(x)} = δab δ
3(x− x′)，および

{Eb(x′), Ea(x)} =
∫

d3x′′
∑
c

{
δEb(x′)

δAc(x′′)

δEa(x)

δEc(x′′)
− δEb(x′)

δEc(x′′)

δEa(x)

δAc(x′′)

}
= 0

を用いると，

{G(λ), Ea(x)} =
∫

d3x′λ(x′)∂b
′{Eb(x′), Ea(x)}

=0 : (4.25),

{G(λ), Aa(x)} =
∫

d3x′λ(x′)∂b
′{Eb(x′), Aa(x)}

=−
∫

d3x′{∂b′λ(x′)}{Eb(x′), Aa(x)}

=− ∂aλ(x) : (4.26)

が得られる．

■式 (4.27):{π(µ), A0} = µの導出

{π(µ), A0(x)} =
∫

d3x′µ(x′){π0(x′), A0(x)}

において，ここでは A0, π
0 を正準変数として Poisson括弧を

{π0(x′), A0(x)} =
∫

d3x′′
{
δπ0(x′)

δA0(x′′)

δA0(x)

δπ0(x′′)
− δπ0(x′)

δπ0(x′′)

δA0(x)

δA0(x′′)

}
=−

∫
d3x′′δ3(x′ − x′′)δ3(x− x′′)

=− δ3(x− x′)

と計算すると，{π(µ), A0(x)} = −µ(x)が得られ，実際には式 (4.27)右辺にはこのように負号が付くと考え

られる．(あるいは等価的に {A0(x)π(µ)} = µ(x)と書くのが自然である．) いずれにせよ A0 には xの任意

関数の違いが生じるという結果に変わりはない．

■Poisson括弧 {Aa,H}の式 (4.28)の導出 ハミルトニアン (4.22):

H =

∫ {
1

2
(EaEbδab +BaBbδab)−A0∂aE

a

}
d3x

の第 1項 (EaEbδab の項)の寄与は

{Aa(x), Eb(x′)Ec(x′)}δbc = 2Eb(x′){Aa(x), Ec(x′)}δbc = 2Eb(x′)δcaδ
3(x− x′)δbc = 2Ea(x

′)δ3(x− x′)
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より
∫
d3x′ 12{Aa(x), E

b(x′)Ec(x′)}δbc = Ea(x)，第 2項 (BaBbδab の項)の寄与は

{Aa(x), Bb(x′)} = −
1

2
εbcd{Aa(x), Fcd(x′)} = −εbcd∂c′{Aa(x), Ad(x′)} = 0

よりゼロ，第 3項の寄与は

{Aa(x), A0(x
′)∂b

′Eb(x′)} =A0(x
′)∂b

′{Aa(x), Eb(x′)} (A0は正準変数でない)

→− {∂b′A0(x
′)}δbaδ3(x− x′) (x′の空間積分の下で)

=− {∂a′A0(x
′)}δ3(x− x′)

より −
∫
d3x′{Aa(x), A0(x

′)∂b
′Eb(x′)} = ∂aA0(x)なので，式 (4.28):

{Aa(x),H} = Ea(x) + ∂aA0(x)

を得る．(全ハミルトニアン H ′ = H + π(µ)を用いても結果は同じ．)

■Poisson括弧 {Ea,H}の式 (4.29)の導出 ハミルトニアン (4.22):

H =

∫ {
1

2
(EaEbδab +BaBbδab)−A0∂aE

a

}
d3x

の第 1項 (EaEbδab の項)の寄与は
{Ea(x), Eb(x′)Ec(x′)} = 0

よりゼロ，第 2項 (BaBbδab の項)の寄与は

{Ea(x), Bb(x′)Bc(x′)}δbc =2Bc(x′){Ea(x), Bc(x′)}δbc = 2Bb(x
′){Ea(x), Bb(x′)},

{Ea(x), Bb(x′)} =− 1

2
εbcd{Ea(x), Fcd(x′)} = −εbcd∂c′{Ea(x), Ad(x′)} = εbca∂c

′δ3(x− x′),

∴ {Ea(x), Bb(x′)Bc(x′)}δbc =2Bb(x
′)εbca∂c

′δ3(x− x′)

→− 2εabc{∂c′Bb(x′)}δ3(x− x′) (x′の空間積分の下で)

=2εabc{∂b′Bc(x′)}δ3(x− x′)

より
∫
d3x′ 12{E

a(x), Bb(x′)Bc(x′)}δbc = εabc∂bBc(x)，第 3項の寄与は

{Ea(x), A0(x
′)∂b

′Eb(x′)} →A0(x
′)∂b

′{Ea(x), Eb(x′)} (A0は正準変数でない)

=0

よりゼロと計算できる．以上より式 (4.29) を得る．(全ハミルトニアン H ′ = H + π(µ) を用いても結果は

同じ．)

4.4　完全拘束系

本節では一般相対性理論において重要となる特別な種類の拘束系を説明する．Newton力学を例にとろう．

Newtonの法則 F⃗ = ma⃗が成り立つ時間 T［真の時間］の代わりに，狂った時計で測った時間 t［座標時間］

(T の既知関数)を用いることを考える．

ドットを tによる微分とすると，［1粒子の 1次元的な運動に対して］作用は

S =

∫
dTL

(
x,

dx

dT

)
=

∫
dtṪL

(
x,
ẋ

Ṫ

)
, (4.31)
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自由粒子に対しては

S =

∫
dt
m

2

ẋ2

Ṫ

であり［以降，被積分関数 ṪL = m
2
ẋ2

Ṫ
を改めて Lと書く］，これは時計の変更 t→ f(t)に対する“パラメー

ター付け替え不変性”を持つ［本稿次節で確認］．x(t), T (t)を配位変数として，Lagrangeの運動方程式は

d

dt

(
ẋ

Ṫ

)
= 0,

d

dt

(
ẋ2

Ṫ 2

)
= 0 (4.33)

となる．［本稿次節で確認．第 1式は運動量保存則を，第 2式はエネルギー保存則を表す．］t = T とすると，

これらは自由粒子の運動方程式 ẍ = 0に帰着する．

xと T に正準共役な運動量はそれぞれ

px ≡
∂L

∂ẋ
= m

ẋ

Ṫ
, pT ≡

∂L

∂Ṫ
= −m

2

ẋ2

Ṫ 2
(4.34–35)

なので［符号の違いを除き，通常の運動量とエネルギーに対応］，ハミルトニアン

H = pT Ṫ + pxẋ−
m

2

ẋ2

Ṫ 2

はゼロになる．したがって，このような系において“時間発展”はない．しかしながら拘束条件

ϕ(x, px, T, pT ) = pT +
p 2
x

2m
= 0

が存在しており，この拘束条件の生成する“流れ”だけが系の“力学”を表す．［式 (4.34–35)の下でH = ϕṪ

なので，H = 0 となることが拘束条件そのものである．］このような系を完全拘束系と呼ぶ．これは様々な

狂った時計による等価な記述を関係付ける対称性だけが“力学”を生成しており，真の力学からは時計の任意

性の影響が除かれていると解釈できる．

このように敢えて狂った時計を用いることは，恣意的で無意味に見えるかもしれない．しかし一般相対性理

論では，任意の時間変数を選ぶことができるため，これと驚くほどよく似た状況に直面することになる．

我々が考えている系ではハミルトニアンがゼロになるため，全ハミルトニアン［式 (4.11)］は単に，拘束条

件の式 ϕを用いて
HTot = N(t)ϕ(x, px, T, pT )

で与えられる．ここに Lagrangeの未定乗数 N(t)は通常，“経時因子”(lapse)と呼ばれる．このハミルトニ

アンの下での発展方程式は

ẋ = {x,HTot} = N
px
m
, ṗx = {px,HTot} = 0,

Ṫ = {T,HTot} = N, ṗT = 0

となり［未定乗数 N(t) は微分しない］，N = (一定) = 1 とおけば通常の Newton 力学の結果が再現される

［あるいは N(t) = Ṫ と同定したことから (第 3式と整合)， dx
dT = px

m , etc］．

どのような時計の時間 tを用いても合意が得られる物理的な予言，つまりパラメーターの付け替えに関して

不変な，よく定義された設問は，「指定された Newton時刻 T における xの値は何か？」という類のものであ

る．宇宙論で我々が問うことのできる質問は，「我々が時計を定義した宇宙の部分において 1776年になったと

きに，その部分はどうなっているか？」といったものになる．
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4.4節について

■作用 (4.31)のパラメーター付け替え不変性の確認 パラメーターの付け替え t→ τ に対して，作用 (4.31)は

S =

∫
dtṪL

(
x,
ẋ

Ṫ

)
=

∫
dτ

τ̇

(
dT

dτ
τ̇

)
L

(
x,

(dx/dτ)τ̇

(dT/dτ)τ̇

)
=

∫
dτ

dT

dτ
L

(
x,

(dx/dτ)

(dT/dτ)

)
となるので，不変に留まる．これは作用がもともと式 (4.31)第 2辺のように，狂った時計の読みを用いずに

表現できることから期待される結果である．

■Lagrangeの運動方程式 (4.33)の確認 第 1式は x(t)に関する Lagrange方程式

0 =
d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
=

d

dt

(
m
ẋ

Ṫ

)
による．第 2式は T (t)に関する Lagrange方程式

0 =
d

dt

∂L

∂Ṫ
− ∂L

∂T
= − d

dt

(
m

2

ẋ2

Ṫ 2

)
による．第 1式は自由粒子の運動方程式を表しているため，第 2式のエネルギー保存則を含んでいると期待で

きる．実際，

第 1式 : 0 =
d

dt

(
ẋ

Ṫ

)
=
ẍṪ − ẋT̈

Ṫ 2
, 第 2式 : 0 =

d

dt

(
ẋ2

Ṫ 2

)
=

2ẋ(ẍṪ − ẋT̈ )
Ṫ 3

はいずれも ẍṪ − ẋT̈ = 0と等価である．

■弦理論と完全拘束系 [16, pp.581–582] 弦理論の共変性が明白な定式化においても，完全拘束系と遭遇す

る．量子論では「拘束条件があれば，それ［拘束条件の式 ϕ］も演算子へと移行し，それは波動関数を消滅さ

せなければならない演算子となる」(p.72下から 3,2行)が，実際，共変な弦理論ではハミルトニアンはすべて

の物理的な状態を消滅させる．Schrödinger方程式は状態の時間発展方程式ではなく，状態 |Φ⟩に対する制約
の式 H |Φ⟩ = 0へと転化する．共変な状態は時刻のラベルを備えており，この制約は──粗く言うならば─

─状態の時刻ラベルと位置ラベルの間の関係を固定する．運動量空間ではエネルギー p0 と運動量 p⃗の間の制

約となり，具体的には質量殻条件にあたる．

関連文献について

拘束条件を持つ系のハミルトニアン形式に関する優れた文献は，Hanson, Regge, and Teitelboim

(1976)である．Diracによる元々の取扱い (2001)も読みやすい．もうひとつの参考文献は Henneaux

and Teitelboim (1992)で，これにはパラメーター付けが為された系の扱いが含まれているが，この題

材については Kiefer (2006)でも論じられている．Date (2010)の講義録も良質である．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．
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第 5章　 Yang-Mills理論

5.1　運動学的な構成と力学

Ashtekar 変数を用いて表した一般相対性理論は，su(2)Yang-Mills 理論に似たものになる．そこで Yang-

Mills理論のいくつかの側面について，ここで論じておく．ただし Lie群や Lie代数の知識を直接的に利用す

ることは，なるべく避ける．

行列式が 1の 2次元のユニタリー行列は SU(2)群を成す．そのような行列は Pauli行列

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
の指数関数をとると得られるので，Pauli行列 σi は su(2)代数を生成すると言われる．

ベクトルポテンシャルAµ は su(2)代数の要素として導入され，σi を代数の基底として

Aµ =
3∑
i=1

Aiµσ
i

と書ける (群の SU(2)行列表現［∼ eiθ
jσj/2］との混同に注意)［付録 F.2の式 (170)に対応］．ここでAµ は

添字 µによって識別される 4種類の行列であり，Aiµ はその基底 σi に関する成分である．これを用いて共変

微分
Dµ ≡ ∂µ − i

g

2
σiAiµ, g :“結合定数” (5.3)

を定義する (これ以降，繰り返された添字 i, j, · · · についても和をとる)．

note 共変微分の名前の由来は付録 F.2参照．式 (5.3)は 2 × 2の行列であり，行列記法の物質場 ϕi に対す

る作用は
Dµϕ

i = ∂µϕ
i − ig(Aµ) ji ϕ

j

となる (付録 F.2)．p.62訳註の式

(Dµϕ)
i ≡ ∂µϕi + gεijkAjµϕ

k (5.3∗)

は付録 F.2末尾の
(Dµ)

ac = ∂µδ
ac − igAbµ[ad(Tb)]ac(= ∂µδ

ac + gfabcA
b
µ)

に対応する．

Pauli行列は［角運動量の交換関係に対応する］交換関係

[σi, σj ] = 2iεijkσk

を満たし，右辺の因子 2εijk は su(2)代数の構造定数にあたる．

共変微分の交換子は

[Dµ, Dν ] =−
g

2
F iµνσ

i, (5.6)

F iµν ≡∂µAiν − ∂νAiµ + gεijkAjµA
k
ν (5.7)

と計算される［付録 F.2の式 (175)，付録 F.3の式 (187)に対応］．これは場のテンソル F iµν が“曲率”とし

て現れることを意味している．
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note 上式 (5.6) は曲率テンソルの導入に用いられる 3.2 節の式 (3.12):[∇µ,∇ν ]V λ = RλρµνV
ρ と比較さ

れる．

また式 (5.7)は曲率テンソルの定義式

Rµνρσ ≡ ∂ρΓµνσ − ∂σΓµνρ + ΓµαρΓ
α
νσ − ΓµασΓ

α
νρ

に対応していることが見て取れる．

場のテンソルが“曲率”(2つの共変微分の交換子)として現れることは，美しい幾何学的な帰結で

あるが (脚注 2：幾何学的な観点からは，Yang-Mills理論におけるベクトルポテンシャルは ‘接続’

であり，場のテンソルは ‘曲率’である．これ以降，このような幾何学的な呼称も併用する．)，本

書の範囲内でこれを充分に扱うことはできない．Lie群と Lie代数に関して詳述しなければならな

いからである．我々は，この美的な暗示が，読者にとって，そのような話題を別の機会に掘り下げ

るための動機づけになることを期待したい．よい入門が Baez and Muniain (1994)によって与え

られている［本稿章末の関連文献の抜粋を参照］．(p.63)

この点について，本稿の付録 F.2でフォローする．

また場のテンソル (5.7)における Aiµ の非線形項はMaxwell理論にはない特徴であり，“ベクトルボゾン”同

士の相互作用を記述する．それを支配するパラメーター g が結合定数と呼ばれるのは，このためである．

ここまでの話は Yang-Mills 理論の運動学である．次に Yang-Mills 理論の力学に移ろう．それは形式的に

はMaxwell理論のそれと正確に同じになることが判明する．まず，場のテンソルの発散と回転はゼロになる．

DµF
µν = 0, (5.8)

εµνρσDνFρσ = 0. (5.9)

note Fµν ≡ F iµνσ
i である (付録 F.2 の式 (181) 参照)．式 (5.8) の導出は本稿次節で行う．式 (5.9) は付録

F.2の式 (179)を参照．

ラグランジアンは

L =
1

4

∫
d3xF iµνF

µνi (5.10)

であり［付録 F.3の式 (186)に対応］，Ai0 は Lagrangeの未定乗数として振舞う［ここでも Lが Ȧi0 に依らな

いから (iは空間添字でなはなく内部添字)］．正準変数は Aia と Eai (≡ −F 0a,i)であり［本稿次節で確認 (計量

の符号を 4.3節と統一)］，Gaussの法則に対応する拘束条件

DaE
a = 0 (5.11)

がある．このとき Yang-Mills理論の自由度はMaxwell理論の 3倍となる (表 1参照)．

不鮮明化した Gaussの法則の条件式 G(λ) =
∫
d3xλi(DaE

a)i との Poisson括弧を計算すると，

{G(λ), Aia} = ∂aλ
i + gεijkAjaλ

k = (Daλ)
i (5.12)

が得られる［本稿次節で導出］．これを Maxwell 理論の式 (4.26):{G(λ), Aa} = ∂aλ と比べると，生成さ

れるゲージ変換がより複雑になっている．また Maxwell 理論［の式 (4.25):{G(λ), Ea} = 0］とは異なり，

Yang-Mills理論において G(λ)と場のテンソル［電磁場そのもの］との Poisson括弧はゼロにならない［本稿

次節で導出］．これは Yang-Mills理論における電場と磁場が観測量ではなく，ゲージ変換の下で変換する量で

あることを意味している．そこで我々は次節において，ゲージ不変な観測量の一例として“ホロノミー”を導

入する．
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表 1 Yang-Mills理論の物理的な自由度

su(2)Yang-Mills理論 Maxwell理論

配位変数 Eai (i = 1, 2, 3, a = 1, 2, 3) (9つ) Ea (a = 1, 2, 3) (3つ)

拘束条件 DaE
ai = 0 (i = 1, 2, 3) (3つ) ∂aE

a = 0 (1つ)

物理的な自由度 6 2

5.1について

■Yang-Mills理論における“Maxwell方程式”(5.8)の導出 一般の SU(N)Yang-Mills理論に対して証明を行

おう．場の強度は付録 F.3の式 (187):

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcA

b
µA

c
ν

で与えられ，構造定数 fabc の添字に関する完全反対称性から，反対称性

F aµν = −F aνµ

が従う．自由場のラグランジアン密度は付録 F.3の式 (186):

L = −1

4
F aµνF

aµν

で与えられる．これに対し変分原理を適用すると，場 Aaµ の変分に伴う作用 S の変分は

0 =δS =

∫
d4xδL = −1

2

∫
d4xF aµνδF aµν

=− 1

2

∫
d4xF aµν

{
∂µδA

a
ν − ∂νδAaµ + gfabc(A

c
νδA

b
µ +AbµδA

c
ν)
}

=− 1

2

∫
d4x

{
−(∂µF aµν)δAaν + (∂νF

aµν)δAaµ + gfabcF
aµν(AcνδA

b
µ +AbµδA

c
ν)
}

となる．最右辺 {· · · }内の最初の 2項は，第 2項で添字の入れ替え µ↔ ν を行うと

−(∂µF aµν)δAaν + (∂νF
aµν)δAaµ = −2(∂µF aµν)δAaν = −2(∂µF aµν)δabδAbν

とまとめられる．後ろの 2項は，第 3項で添字を µ↔ ν と入れ替え，第 4項で添字を b↔ cと入れ替えると，

gfabcF
aµν(AcνδA

b
µ +AbµδA

c
ν) = gfabcF

aνµAcµδA
b
ν + gfacbF

aµνAcµδA
b
ν = −2gfabcF aµνAcµδAbν

とまとめられる．よって

0 = δS =

∫
d4x{(∂µF aµν)δab + gfabcF

aµνAcµ}δAbν

が任意の変分 {δAbν}に対して成り立つため，運動方程式

∂µF
bµν + gfabcF

aµνAcµ = 0 (21)

を得る．
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次に，これが式 (5.8):DµF
µν = 0と等価であることを確認しよう．場の強度の共変微分は，付録 F.2の式

(179):
DνFρσ ≡ ∂νFρσ − ig[Aν , Fρσ],

あるいは書き換えて

(DνF
a
ρσ)Ta =(∂νF

a
ρσ)Ta − igAaνF bρσ[Ta, Tb]

=(∂νF
a
ρσ)Ta + gfabcA

a
νF

b
ρσTc

で定義される．ここに右から Td を掛けてトレースをとり，基底の規格直交性 (158):Tr(TaTb) =
1
2δab を用い

ると，成分の関係としては

DνF
d
ρσ =∂νF

d
ρσ + gfabdA

a
νF

b
ρσ

=∂νF
d
ρσ + gfbdaF

b
ρσA

a
ν (22)

と書ける．すると
DµF

bµν = ∂µF
bµν + gfabcF

aµνAcµ

なので，上で得た運動方程式 (21)は DµF
bµν = 0となっている．これは Fµν = F bµνTb に対する式 (5.8):

DµF
µν = 0

を意味する．

■運動量密度が Eai であることの確認 (i:空間添字，a:内部添字) Maxwell理論と同様，

πia =
δL

δȦai
=

∂L
∂(∂0Aai )

= −F a,0i ≡ Eia

で良い (Yang-Mills理論のラグランジアンの付加的な項は寄与を持たない)．

■拘束条件 (5.11) の確認 場の強度の共変微分は上式 (22) で定義される．ただしここでも付録 F の表記に

合わせて，空間添字を i, j, · · ·，内部添字を a, b, · · · で表す (教科書と逆であることに注意)．これは特に電場

Eia = −F a,0i に対して
DνE

i
a = ∂νE

i
a + gfbacE

i
bA

c
ν

となる．

さて，電場と同様に Yang-Mills理論の磁場も，場の強度の成分として定義する．

Eia ≡ F a0i = ∂0A
a
i − ∂iAa0 + gfabcA

b
0A

c
i , Bia ≡ −εijkF ajk.

するとハミルトニアンは

H =

∫
d3x(πµa Ȧ

a
µ − L)

=

∫
d3x

(
F a,µ0∂0A

a
µ +

1

4
Fµνa F aµν

)
=

∫
d3x

{
Eia(E

i
a + ∂iA

a
0 − gfabcAb0Aci ) +

1

2
(B⃗ 2

a − E⃗ 2
a )

}
=

∫
d3x

{
1

2
(E⃗ 2

a + B⃗ 2
a )−Aa0∂iEia − gfabcEiaAb0Aci

}
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と修正される．(Maxwell理論の式 (4.22)と比較すると，構造定数の項が新たに加わっている．) よって不鮮

明化した 1次拘束量 π(µ) ≡
∫
d3xµaπ0

a を導入して全ハミルトニアン H ′ = H + π(µ)を定義すると，整合性

の条件は

0 = π̇0
a ={π0

a(x),H
′} = −

∫
d3x′

[
{π0

a(x), A
b
0(x
′)}∂i′Eia(x′) + gfbcdE

i
b(x
′){π0

a(x), A
c
0(x
′)}Adi (x′)

]
=∂iE

i
a + gfbadE

i
bA

d
i = DiE

i
a

を与える．

■場 Aiµ, F
i
µν と拘束条件の式 G(λ) の Poisson 括弧の計算 引き続き付録 F の表記に合わせて，空間添字を

i, j, · · ·，内部添字を a, b, · · · で表す (教科書と逆であることに注意)．拘束条件の式は

G(λ) =

∫
d3xλb(DjE

j)b =

∫
d3xλb(∂jE

j
b + gfcbdE

j
cA

d
j )

である．また，ここでは添字 a, b, · · · で指定される複数種類のゲージ場を扱っており，基本的な Poisson括弧

(4.20)は
{Aai (x), E

j
b (x
′)} = δab δ

j
i δ

3(x− x′)

と一般化されることに注意する．

するとゲージ場 Aai との Poisson括弧は，

{G(λ), Aai (x)} =
∫

d3x′λb(x′)
[
∂j
′{Ejb (x

′), Aai (x)}+ gfcbd{Ejc (x′)Adj (x′), Aai (x)}
]

=

∫
d3x′λb(x′)

[
∂j
′{−δab δ

j
i δ

3(x− x′)}+ gfcbd{−δac δ
j
i δ

3(x− x′)}Adj (x′)
]

=∂iλ
a(x)− gfabdAdi (x)λb(x)

=∂iλ
a(x) + gfabcA

b
i (x)λ

c(x)

≡Diλ
a(x) : (5.12)

と計算される．これは付録 F.2における，ゲージ場 Aiµ の無限小変換の式 (183):

δAaµ(x) = ∂µθ
a(x) + gfabcA

b
µ(x)θ

c(x) ≡ Dµθ
a(x)

と整合している (教科書の λa が無限小パラメーター θa の役割を果たす)．

また電場 Eia との Poisson括弧は

{G(λ), Eia(x)} =
∫

d3x′λb(x′)
[
∂j
′{Ejb (x

′), Eia(x)}+ gfcbd{Ejc (x′)Adj (x′), Eia(x)}
]

=

∫
d3x′λb(x′)× gfcbdEjc (x′){δdaδijδ3(x− x′)}

=gfcbaλ
b(x)Ejc (x)

=gfabcE
j
b (x)λ

c(x) (23)

と計算される．ところで付録 F.2における場の強度 F iµν の変換則 (178)をゲージ場 Aiµ の変換則 (173)と比

較すると，F iµν の無限小変換では Aiµ の無限小変換 (183)の第 2項に対応する項だけが現れることが分かる：

δF aµν = gfabcF
b
µνθ

c.

これは上の結果 (23)と整合している．
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5.2　ホロノミー

直観的に明らかなように，Maxwell理論では，多様体上の“あらゆる”閉曲線 C に関して周回積分
∫
C
A⃗ ·ds⃗

の値を特定すると，多様体全体における場 B⃗ = ∇⃗ × A⃗が決まる．［
∫
C
A⃗ · ds⃗ =

∫
S
B⃗ · n⃗dS は C を縁とする

面 S を貫く磁束である．］またゲージ変換 A⃗→ A⃗+ ∇⃗λは周回積分
∫
C
A⃗ · ds⃗の値を変えない．

他方，Yang-Mills理論における場のテンソル［式 (5.7)］は単なるベクトルポテンシャルの回転よりも複雑

である．またゲージ変換もMaxwell理論より複雑であり［式 (5.12)］，ベクトルポテンシャルの周回積分はも

はやゲージ不変にはならない，そこでベクトルポテンシャルの周回積分に代わる概念として，“ホロノミ－”

を導入する．

Eb を空間内の曲線 γa(t)に沿って平行移動することを考える．曲がった空間でのベクトルの平行移動と同

様，ここでの平行移動とは，曲線に沿う Eb の Yang-Mills共変微分が

γ̇aDaE
b = 0 (5.14)

となることとして定義される．上式は

γ̇a(t)∂aE
b(t) = +igγ̇a(t)Aa(t)E

b(t), (5.15)

∴ Eb(t) = Eb(0) + ig

∫ t

0

dsγ̇a(s)Aa(s)E
b(s) (5.16)

と書き換えられる［係数を −ig → +ig と修正した (以下同じ)，本稿次節で補足］．［Dyson級数 (6.3節)の導

出と同じく］逐次代入により，

Eb(t) =

[ ∞∑
n=0

{
(+ig)n

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtn

× γ̇a1(t1)Aa1(t1)γ̇
a2(t2)Aa2(t2) · · · γ̇an(tn)Aan(tn)

}]
Eb(0) (5.19)

が得られる［導出は本稿次節を参照*9］．上式 (5.19)の和は収束し，[· · · ]の部分は Eb(0)に作用して平行移

動した結果 Eb(t)を与えるため，“平行移動関数”(parallel propagator)と呼ばれる．特に γa(t) = γa(0)と

なる閉曲線に対して，平行移動関数は“ホロノミー”と呼ばれる*10．ホロノミーは行列であって，その対角和

(トレース)はゲージ不変である［本稿次節を参照］．

ここで“径路順序化積”(path ordered product)

P (Aa1(t1) · · ·Aan(tn))

を，引数 ti が大きい因子Aai(ti)ほど左側に来るように並べ替えた積として導入する．［つまり径路に沿って

始点に近い位置の因子から先に，右側の行列に作用することになる．Aa = Aiaσ
i どうしは非可換であるが，

*9 {· · · }の部分は n = 0に対して 1，n = 1に対して +ig
∫ t
0 dt1γ̇a1 (t1)Aa1 (t1)と約束する．

*10 時に任意の曲線 γa(t)(̸= γa(0))に対する平行移動関数もホロノミーと呼ばれる．本書の後の方では，このような不正確な用法を
許容する．
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あたかも可換であるかのように並び替えれば良い (式 (5.22))．］すると式 (5.19)において∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnγ̇
a1(t1)Aa1(t1)γ̇

a2(t2)Aa2(t2) · · · γ̇an(tn)Aan(tn)

=
1

n!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 · · ·
∫ t

0

dtnP (γ̇a1(t1)Aa1(t1)γ̇
a2(t2)Aa2(t2) · · · γ̇an(tn)Aan(tn))

=
1

n!
P

(∫ t

0

dsγ̇a(s)Aa(s)

)n
(5.23)

と書き換えられるので［理由は本稿次節］，

Eb(t) =

[ ∞∑
n=0

(+ig)n

n!
P

(∫ t

0

dsγ̇a(s)Aa(s)

)n]
Eb(0)

≡P
[
exp

(
+ig

∫ t

0

dsγ̇a(s)Aa(s)

)]
Eb(0)

を得る．Maxwell理論ではホロノミーは単に循環
∮
A⃗ · ds⃗の指数関数となる．したがって我々は循環の概念

を Yang-Mills理論の場合へと一般化したことになる．［自然単位系で [A⃗] = L−1 より，指数関数の中身は無

次元 (Maxwell理論での結合は電荷 q であり，[q] = 1)．］

証明抜きに述べると，多様体のあらゆるループに関するホロノミーの対角和が分かれば，与えられたベクト

ルポテンシャルに含まれるゲージ不変なすべての情報を再構築することが可能である．このことは Giles (ガ

イルズ)の定理と呼ばれる (Giles (1981))．

［本節の議論は SU(N)Yang-Mills理論全般で成り立ち，N = 2を仮定していない．］

5.2節について

■式 (5.14),(5.15)について

式 (5.14) : γ̇aDaE
b = 0 ⇒ 式 (5.15) : γ̇a∂aE

b = −igγ̇aAaE
b

は，場の強度の共変微分の定義式
DaE

b = ∂aE
b − ig[Aa,E

b]

(付録 F.2の式 (178)と食い違う．しかしながら我々の目的は平行移動関数を定義することであり，そのため

には必ずしも電場Eb の平行移動を考える必要はない．そこで物質場 φ(x)の平行移動を考えることにしよう．

場 φ(x)を時空点 x+ dxへ無限小平行移動した場 (169)(付録 F.2)は，行列表記で

φ∥(x+ dx) = (1 + igAµdx
µ)φ(x)

となる．特に 3次元空間内の変位 dxµ = (0, dxa)を考えると，ここから無限小の平行移動の関数が

h(dx) = 1 + igAadx
a (24)

となることが読み取れる．

ここで平行移動した場 φ∥(x+ dx)を位置 x+ dxでの場 φ(x+ dx)と定義するならば，差 (171):

φ(x+ dx)− φ∥(x+ dx) ={∂aφ(x)− igAa(x)φ(x)}dxa

≡Daφ(x)dx
a
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(付録 F.2，空間的な変位 dxµ = (0, dxa)に対して) がゼロになる．曲線 γa(t)に沿う要素 dxa = γ̇adtをとる

と，この条件は式 (5.14),(5.15)で Eb → φと改めた関係

γ̇aDaφ = 0, γ̇a∂aφ = +igγ̇aAaφ

を与える．ただし式 (5.15)と比較すると右辺の符号は異なっており，このため教科書における平行移動関数

の式 (5.19),(5.24)においても，−ig → +ig と符号を改める必要があると考えられる (本稿では修正済み)．実

際，このとき短い経路 dxa に沿う平行移動関数を考えると，要素 dxa の 1次までの近似で上式 (24)が再現さ

れ，第 2項の符号は教科書の無限小の平行移動関数の表式 (8.24)とも整合している．

■式 (5.19)の導出 式 (5.16)をそれ自身の右辺に逐次代入すると

Eb(t) =Eb(0) + ig

∫ t

0

dt1γ̇
a1(t1)Aa1(t1)E

b(t1)

=Eb(0) + ig

∫ t

0

dt1γ̇
a1(t1)Aa1(t1)E

b(0)

+ (+ig)2
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2γ̇
a1(t1)Aa1(t1)γ̇

a2(t2)Aa2(t2)E
b(t2)

=Eb(0) + ig

∫ t

0

dt1γ̇
a1(t1)Aa1(t1)E

b(0)

+ (+ig)2
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2γ̇
a1(t1)Aa1(t1)γ̇

a2(t2)Aa2(t2)E
b(0)

+ (+ig)3
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫ t2

0

dt3γ̇
a1(t1)Aa1(t1)γ̇

a2(t2)Aa2(t2)γ̇
a3(t3)Aa3(t3)E

b(t3)

= · · ·

となるため，式 (5.19)を得る．

■ホロノミーの対角和のゲージ不変性 閉曲線の始・終点を γa(0) = γa(t) ≡ xa，x ≡ (x0, x⃗)と書き，ホロ

ノミーを hγ(A)とおく．式 (5.19)より

Eb(x) = hγ(A)Eb(x)

であり，ゲージ変換に際して両辺の場の強度は Eb(x) → U(x)Eb(x)U−1(x)と変換するので (付録 F.2の式

(178)を参照)，ホロノミーもまた
hγ(A) → U(x)hγ(A)U−1(x)

と変換しなければならない．

我々は電場ではなく物質場 φ(x)の平行移動を考えたため，

φ(x) = hγ(A)φ(x)

である．ところが物質場のゲージ変換はユニタリー変換 φ′(x) = Uφ(x)なので，

φ′(x) = {Uhγ(A)U†}φ′(x)

となり，いずれにせよホロノミーの変換則が

h′γ(A) = U(x)hγ(A)U
−1(x)
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であることに変わりはない．(同様に始点 xi から終点 xf への平行移動関数 h(xf , xi) は，h′(xf , xi) =

U(xf)h(xf , xi)U
−1(xi)と変換する [17, p.45]．)

するとホロノミーの対角和は

tr(hγ) → tr(UhγU
−1) =

{
tr(U−1Uhγ)

tr(hγU
−1U)

=tr(hγ)

となり，不変に留まる．

■式 (5.23)の説明 式 (5.23)第 2辺

1

n!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 · · ·
∫ t

0

dtnP (γ̇a1(t1)Aa1(t1)γ̇
a2(t2)Aa2(t2) · · · γ̇an(tn)Aan(tn))

の積分範囲は n次元空間 (t1, t2, · · · , tn)の“直方体領域”0 ≤ ti ≤ t全体である．これは n!通りの置換

π =

(
1 2 · · · n
π1 π2 · · · πn

)
に対して，不等式 (0 ≤)tπn ≤ tπ(n−1) ≤ · · · ≤ tπ2 ≤ tπ1(≤ t) で表される n! 個の領域に分けられる．その

各々にわたる積分は

1

n!

∫ t

0

dtπ1

∫ tπ1

0

dtπ2 · · ·
∫ tπ(n−1)

0

dtπnP (γ̇a1(t1)Aa1(t1)γ̇
a2(t2)Aa2(t2) · · · γ̇an(tn)Aan(tn))

なので

(式 (5.23)第 2辺)

=
1

n!

∑
π

∫ t

0

dtπ1

∫ tπ1

0

dtπ2 · · ·
∫ tπ(n−1)

0

dtπnP (γ̇a1(t1)Aa1(t1)γ̇
a2(t2)Aa2(t2) · · · γ̇an(tn)Aan(tn))

=
1

n!

∑
π

∫ t

0

dtπ1

∫ tπ1

0

dtπ2 · · ·
∫ tπ(n−1)

0

dtπnγ̇
aπ1(tπ1)Aaπ1(tπ1)γ̇

aπ2(tπ2)Aaπ2(tπ2) · · · γ̇aπn(tπn)Aaπn(tπn)

=
1

n!
× n!

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnγ̇
a1(t1)Aa1(t1)γ̇

a2(t2)Aa2(t2) · · · γ̇an(tn)Aan(tn)

=(式 (5.23)最左辺)

となるから確かに式 (5.23)が成り立つ．

関連文献について

Yang-Mills理論を扱う本は多いが，それらは大抵，素粒子物理に関係する多くの付加的な題材を同時

に扱っている．余分の話題を伴わない読みやすい文献として，Abers and Lee (1973)の論文，Huang

(1992)やGambini and Pullin (1996)の本を薦める．ホロノミーについてはBaez and Muniain (1994)

の本がよい．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Abers, E. and Lee, B. (1973) Phys. Rep. 9, 1.
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• Baez, J. and Muniain, J. (1994) Gauge Fields, Knots and Gravity. World Scientific, Singapore.

• Gambini, R. and Pullin, J. (1996) Loops, Knots, Gauge Theories and Quantum Gravity. Cam-

bridge University Press, Cambridge.

• Huang, K. (1992) Quarks, Leptons and Gauge Fields. World Scientific, Singapore.
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第 6章　量子力学と場の量子論の基礎

6.1　量子化

量子力学の基礎の復習であり，本稿では目新しい内容を特筆するに留める．

ある種の状況においては，波動関数が運動量の関数であるような極化［文脈から，基底の選択と推測

される (場の理論 (6.2節)では真空の定義)］を選ぶことが，より便利となる可能性もある．正準変数が

沢山ある場合，極化の選択にも多くの方法が生じる．有限個の自由度を備えた系を扱う場合，Stone-von

Neumann (ストーン-フォン ノイマン)の定理と呼ばれる命題があって，得られる結果はすべて等価な

ものになることが知られている (脚注 3：拘束条件がある系では，Stone-von Neumann定理は，有限次

元 (有限自由度)の状況下においてさえ適用できなくなる．)．

6.1節について

■「この理由から，……ℏの 1次までに限られる」(p.72，l.20,21)について これは因子順序化の曖昧さのた

めというよりもむしろ，そもそも「古典的な方程式が，演算子の間の恒等式としても (ℏの 1次までにおいて)

成立するという要請を課」(p.72，l.14,15)しているからと考えられる．

6.2　場の量子論の基礎

自由なスカラー場 (Klein-Gordon場)の量子論の復習であり，本稿では目新しい内容を特筆するに留める．

これでハミルトニアンは，次のように書き直される．

Ĥ =

∫
d3pω(p⃗)

{
â†p⃗âp⃗ +

1

2
[âp⃗, â

†
p⃗]

}
最後の項は，同じ p⃗を添字に持つ演算子の交換子であり，δ3(0)に比例する．つまり発散する．これは，

それぞれの調和振動子の基底エネルギーの総和を表しているに過ぎず，煩わしくはあるけれども，容易

に予想されるものである．場に関する実験 (重力を除く)においてはエネルギーの差だけが関心の対象

となるので，この発散定数が実験的に検出されることはない．しかし重力を対象に含めると，状況は著

しく悪くなり，この発散項を無視することが許されなくなる．ここでは詳しい議論を行わないが，量子

場に関する応力-エネルギーテンソルの計算を行うと，それが宇宙定数の形を持つことが見いだされる．

観測される宇宙定数の値は極めて小さいので，場の量子論において (少なくとも粗い推測としては)運

動量に切断 (カットオフ)を導入しないかぎり，この項が無限大になるという事実は，明らかに不都合

な問題である．これは最終的には，量子重力理論によって克服されるべき最重要問題のひとつと考えら

れている (これに代わる観点について Bianchi and Rovelli (2010) も参照されたい)．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

Bianchi, E. and Rovelli, C. (2010) “Why all these prejudices against a constant?”, arXiv:

1002.3966 [astro-ph.CO] [accessed 11 March 2011].
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この段階において，真空状態に対する場の作用 φ̂(x) |0⟩について考察しておくことに意義がある．場
の量子論における真空の定義は，量子力学の場合よりも少々微妙なものになる．先ほど言及したよう

に，有限次元系においては Stone-von Neumannの定理が成立し，あらゆる量子力学的な表示が等価で

あることが保証されている．場の量子論ではこれが成立せず，互いに等価ではない多くの表示が見いだ

されることになる．本節で行っているように，平坦な時空において場を量子化する際に，通常は真空状

態が Poincaré不変 (脚注 4：Lorentz変換と時空内推進 (並進)の下で不変という意味である．)になる

ような表示が選ばれる．そのような真空状態に対して，因子の順序は，場の運動量の期待値と，ハミル

トニアンの期待値がゼロになるように選ばれる．

そのような真空に関して，âp⃗ |0⟩ = 0となる．真空を選ぶために Poincaré不変性を利用したという

事実から，曲った時空における場の量子論を研究する際に困難に直面することが予想される．一般的な

曲った時空においては，Poincaré不変性のような規準の類似物がないからである．これが量子場の理

論を重力に適用する際の主要な問題になる．この問題については 10.1節において再び言及する．

6.3　量子場の相互作用と発散

本稿では場の量子論の予備知識の説明は省略し，要点だけをまとめる．

相互作用を導入するために，自由スカラー場のハミルトニアン H0 に対して

Hint =

∫
d3x

λ

4!
φ4(x⃗)

という項を付加した“ラムダ-ファイ 4乗 (lambda phi fourth)理論”を考える［相互作用ハミルトニアン密

度は λφ4/4!］．この文脈において，“結合定数”λは小さいものと仮定される．

相互作用描像における，場と相互作用ハミルトニアン

φI(x) =U(t, t0)φ(x)U
†(t, t0), (φ(x) : Heisenberg描像の演算子)

HI =e
iH0(t−t0)Hinte

−iH0(t−t0) (Hint : Schrödinger描像の演算子)

を定義する．ここに
U(t, t0) = eiH0(t−t0)e−iH(t−t0)

は相互作用描像における時間発展演算子であり［|A, t⟩I = U(t, t0) |A, t0⟩I となることによる］，Dyson級数

U(t, t0) =T

(
exp

[
−i
∫ t

t0

dt′HI(t
′)

])
=1 + (−i)

∫ t

t0

dt1HI(t1) +
(−i)2

2!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2T(HI(t1)HI(t2)) + · · · (6.37)

へと展開される (Tは時間順序化を表す)．［以上，詳しくは例えば文献 [14, pp.25–26,p.108]を参照．］

ここから，相互作用を持つ系の真空状態［|Ω⟩ (H の固有状態)］は，相互作用のない自由な理論の真

空状態［|0⟩ (H0 の固有状態)］とは異なるという事実を扱う必要がある．煩雑さを避けるために，ここ

ではこの問題を詳しく論じることは行わない．詳細について知りたい読者は，たとえば本節でも参考に

している Peskin and Schroeder (1995) ［の 4.2 節 (本稿章末の関連文献の抜粋を参照)］を見ればよ

い．(p.81)
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2点相関関数は |Ω⟩に関する真空期待値 ⟨Ω|T{φ(x)φ(y)}|Ω⟩ として定義される．これを

⟨Ω|T{φ(x)φ(y)}|Ω⟩ = lim
T∗→∞

⟨0|T
(
φI(x)φI(y) exp

[
−i
∫ T∗

−T∗ dtHI(t)
])
|0⟩

⟨0|T
(
exp

[
−i
∫ T∗

−T∗ dtHI(t)
])
|0⟩

(6.38)

のように，自由な理論における真空期待値に関係付けることができる．

note この式は Gell-Mann Lowの定理と呼ばれ，証明は文献 [18, pp.69–71]にある．QEDの文脈では，こ

の式の導出を既に文献 [13, p.297]で行っている．ただし |Ω⟩と |0⟩を区別する場合には，教科書で説
明されているように (p.82，l.1)，T ∗ に小さい虚部を与えて T ∗ →∞(1− iε)とする (同じく Peskinの

本の 4.2節)．

式 (6.38)の右辺の指数を展開すると

⟨0|T{φI(x1)φI(x2) · · ·φI(xn)}|0⟩ (6.39)

という形の因子が現れる．ここで場の正振動数部分 (消滅演算子を含む項)

φ+
I (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep⃗

ap⃗e
ip·x

を自由場の真空状態 |0⟩に作用させるとゼロになるため，式 (6.39)の時間順序化積にWickの定理を適用する

と，正規順序化積は真空期待値に寄与せず，すべての場が縮約された項だけが生き残る．場の縮約

⟨φI(x)φI(y)⟩ ≡ ⟨0|T{φI(x)φI(y)}|0⟩

［右辺はユニタリー変換の下で不変なので，描像に依らない］は Feynman伝播関数

DF(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
−i

p2 +m2 − iε
e−ip·(x−y)

に他ならない．式 (6.38)の右辺の分母を無視すると，λに関する最低次の補正項は

⟨0|T
(
φI(x)φI(y)(−i)

∫ ∞
−∞

dtHI(t)

)
|0⟩

=− i λ
4!

∫ ∞
−∞

dt

∫
d3z ⟨0|T{φI(x)φI(y)φ

4
I (z)}|0⟩

=− 3iλ

4!
DF(x− y)

∫
d4zDF(z − z)− iλ

∫
d4zDF(x− z)DF(y − z)DF(z − z) (6.44)

となる［最右辺第 2項の係数を訂正した (同じく Peskinの本の式 (4.44))］．

note 上式第 2辺の時間順序化積 T{φI(x)φI(y)φ
4
I (z)}にWickの定理を適用したときに現れる，すべての

場が縮約された項を考える．

1. φI(x)を φI(y)と縮約する場合，残る 4つの φI(z)をすべて縮約する方法は 3通りである．(同じ

種類の 4個のものを 2つの部屋に分ける方法は

(
4

2

)
= 6通りであるが，2つの部屋を区別しなけ

れば，方法は 6/2 = 3通りとなるから．)
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図 13 式 (6.44)に対応する Feynmanダイヤグラム

2. φI(x)を φI(z)と縮約する場合，φI(y)は φI(z)と縮約し，残った 2つの φI(z)を縮約することに

なる．φI(x)と縮約される φI(z)の選び方は 4通りあり，このとき φI(y)と縮約される φI(z)の選

び方は 3通りとなるから，場合の数は全部で 4× 3 = 12通りである．

こうして式 (6.44)の最右辺を得る．

式 (6.44)最右辺の 2つの項はそれぞれ図 13の Feynmanダイヤグラムで表される．いずれの項も因子

DF(z − z) = DF(0) =

∫
d4p

(2π)4
−i

p2 +m2 − iε

を含んでおり (図 13の点 z から出て点 z に入る“おたまじゃくし”(tadpole)の部分に対応)，これは運動量 p

が大きいところで発散する (“紫外発散”)．

6.4　繰り込み可能性

λφ4 理論に関しては，すべての発散は質量と結合定数，波動関数に繰り込むことができることが知られてい

る．しかしながら重力理論では結合定数が単位を持っており，状況は劇的に悪化することを説明する．

計量 gµν の平坦な時空における値 ηµν からのズレ hµν を摂動として扱おう．

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1.

すると重力場の作用 (Einstein-Hilbert作用)は，模式的には

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−det gR

=
1

16πG

∫
d4x

[
(∂h)2 + (∂h)2h+ · · ·

]
(6.50)

と展開される［本稿次節で補足，数係数を訂正］．ここに Gは Newton定数であり，自然単位系において長さ

の自乗の単位を持つ：

[G] = L2. ［通常の単位系では [G] = L3/MT 2，自然単位系では L = T =M−1.］

ところでスカラー場 ϕは長さの逆数の次元を持つ：

[ϕ] = L−1. ［通常の単位系では [ϕ] =M1/2L1/2T−1.］
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そこで h =
√
Gh̃としてスカラー場と同じ単位を持つ場 h̃を定義すると，作用 (6.50)は

S =
1

16π

∫
d4x

[
(∂h̃)2 +

√
G(∂h̃)2h̃+ · · ·

]
と書き換えられる．これは重力子を記述する“自由な理論”の項 (∂h̃)2 と，

√
G を結合定数とする“相互作

用”の項から成る．ここでの結合定数は長さの単位を持つので，摂動の次数を上げてゆくと，単位の整合を保

つために，被積分関数の分子に，摂動次数に応じて運動量因子を増やしてゆかなければならず，重力の量子論

は繰り込み不可能となる［本稿次節で補足］．

これらの項［発散項］の大部分は低エネルギーにおいて重要ではないので，摂動的な量子重力理論は，

低エネルギーにおける有効理論としては意味を持つ (たとえば Donoghue (1994)を参照)．しかしなが

ら高エネルギーにおいて，よい処方は見当たらない．(p.87)

最後に“漸近安全性 (asymptotic safety)の筋書き (シナリオ)”について言及する．

一般相対性理論のような量子場の繰り込みが不可能な理論においては，発散を相殺するために，原理

的には作用汎関数に無限個の相殺項を加える必要があり，そのような事情から理論としての予言能力を

欠くことになる．漸近安全性の背後にある概念は，無限個の相殺項が何らかの方法で組み合わされて，

理論からの予言が可能になるかもしれない，ということである．(p.87)

最近になって，このような線に沿った進展が見られたが，ここから量子重力理論として存立可能な

ものが導けるかどうかについて，一般的な合意は成立していない (Lauscher and Reuter (2002, 2005),

Percacci (2006)を参照)．(p.88)

最後に引用箇所で言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Donoghue, J. (1994) Phys. Rev. D 50, 3874.

• Lauscher, O. and Reuter, M. (2002) Phys. Rev. D 66, 025026; Int. J. Mod. Phys. A 17, 993-1002;

Class. Quan. Grav. 19, 483-492; Phys. Rev. D 65, 025013.

• Lauscher, O. and Reuter, M. (2005) JHEP 0510, 050.

• Percacci, R. (2006) Phys. Rev. D 73, 041501.

6.4節について

■「但し，第 1項の方は，……発散が相殺されて問題は生じない (……分母も含めて計算すればよい)」(p.85，

l.2–5)について 文献 [13, p.305]に QEDの文脈での説明がある．

Green 関数の式 (12.8) ［λφ4 理論の式 (6.38) に対応］の分子の摂動展開において現れる非連結の

“真空気泡”(vacuum-bubble)のグラフは，必ず Green関数の分母の ⟨0|S|0⟩の展開から現れる同じグ
ラフによって正確に相殺される．

このように分母の寄与を計算に含めることは“真空気泡”を，したがって真空の自由な理論との違いを考慮す

ることになると考えられる．
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■式 (6.50)について Einstein-Hilbert作用

S = − 1

16πG

∫
R
√
−det(g)d4x

と等価な，計量 (重力ポテンシャル)の 1階微分までを含む作用 [7, pp.298–300,p.307]

S = − 1

16πG

∫
G
√
−det(g)d4x, G ≡ gµν(ΓσµρΓρνσ − ΓρµνΓ

σ
ρσ)

を用いた方が簡明な表現が得られる (同文献にならい，教科書とは逆符号の作用を採用した)．gµν = ηµν+hµν

とすると，G の表式において

gµνΓσµρΓ
ρ
νσ =gµνgσαgρβΓα,µρΓβ,νσ

=gµνgσαgρβ
1

2
(hαµ,ρ + hρα,µ − hµρ,α)

1

2
(hβν,σ + hσβ,ν − hνσ,β)

=
1

4
(hαµ,β + hαβ,µ − hβµ,α)(−hαµ,β + hαβ,µ + hβµ,α)

=
1

4
(−hαβ,µhαβ,µ + 2hαµ,βh

βµ,α),

gµνΓρµνΓ
σ
ρσ =gµνgραgσβΓα,µνΓβ,ρσ

=gµνgραgσβ
1

2
(hαµ,ν + hνα,µ − hµν,α)

1

2
(hβρ,σ + hσβ,ρ − hρσ,β)

=
1

4
(h ,µ
αµ + hµα,µ − h,α)(h

α,β
β + h,α − hαβ,β)

=
1

4
(2h ,µ

αµ − h,α)h,α

となる．ただしここでは ηµν ではなく gµν を用いて添字の上げ下げをしており，h ≡ hµµ = gµνhµν である．

よって

G = −1

4
hαβ,µh

αβ,µ +
1

2
hαµ,βh

βµ,α − 1

2
h ,µ
αµ h,α +

1

4
h,αh

,α (25)

を得る．これは hµν の 2次の量である．そこで
√
−det(g)に関しては hµν の 1次まで拾うと，

det(g) =εµνρσ(η0µ + h0µ)(η1ν + h1ν)(η2ρ + h2ρ)(η3σ + h3σ)

=− 1 + (εµ123h0µ + ε ν
0 23h1ν + ε ρ

01 3h2ρ + ε σ
012 h3σ) +O(h 2

αβ )

=− 1 + (−h00 + h11 + h22 + h33) +O(h 2
αβ )

=− 1− h+O(h 2
αβ ), (∵ h ≃ ηµνhµν = h00 − h11 − h22 − h33)√

−det(g) =1 +
1

2
h+O(h 2

αβ )

となる．我々の興味があるのは G の式 (25)における第 4項 (∂h)2/4であり，その作用に対する寄与

− 1

16πG

∫
1

4
(∂h)2

(
1 +

1

2
h+ · · ·

)
d4x = − 1

16πG

∫ (
1

4
(∂h)2 +

1

8
(∂h)2h+ · · ·

)
d4x

は無次元の数係数の違いを除いて，式 (6.50) に一致する．G の式 (25) 第 1 項の寄与も「模式的」(p.86，

l.22–23)には同じ形をとる．
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■「ここでの結合定数は長さの単位を持つので，……重力の量子論は繰り込み不可能となり……」(p.87，l.3–8)

について 運動量空間における Feynman ダイヤグラムを考える．対応する運動量空間の積分が
∫
dν1p/pν2

のように振舞うとき，K = ν1 − ν2 によって発散次数を定義する．単純な次元の議論では K > 0に対して，

積分は pK のように発散する恐れがある (K = 0の積分 (∼
∫
dp/p)は対数発散)．

さて，結合 gi (iは結合の種類の指標)の摂動を次数 ni まで考慮すると，グラフには因子 gi を充てられる結

節点が ni 個導入される．gi の自然次元 (自然単位系での次元を (質量)α と表したときの指数 α)を [gi]で表そ

う．すると摂動次数を∆ni 変更すれば，グラフから外線を除いた結節部分の自然次元への寄与は +∆ni[gi]だ

け変化する．ところが結節部分の自然次元は摂動の次数に依らず一定でなければならない．今，グラフの外線

を固定していることを踏まえると，結節部分の自然次元を不変に保つには，内部運動量の因子の数が−∆ni[gi]
変化しなければならない．よって一般に，発散次数は

K = K0(be, fe)−
∑
i

ni[gi]

であれば良い．ここに be, fe はそれぞれボゾンとフェルミオンの外線の本数であり，K0(be, fe)は摂動次数に

依存しない．このときある結合定数の次元が [gi] < 0となる理論では，発散次数K は摂動次数 ni とともに増

大することになり，繰り込み不可能となる [13, pp.284–287]．重力理論は結合定数の次元が [
√
G] = −1なの

で，そのような場合に該当する．

■Woodardが導入した系 (6.52)について 適当な係数をくくり出して結合定数 g を定義しているため，g は

無次元となっている．しかし係数を吸収させた次元を持つ結合定数を考えれば，ここでも「単位の整合性を保

つために」(p.87下から 3,2行)高階導関数 q̈ を導入したと見ることができる．

■摂動の次数ごとの方程式 (6.54–56)について 最小作用原理

0 = δS =

∫ (
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂q̈
δq̈

)
dt =

∫ (
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+

d2

dt2
∂L

∂q̈

)
δqdt

より (部分積分の境界項がゼロになる境界条件を仮定した)，運動方程式が

0 =
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+

d2

dt2
∂L

∂q̈
= −mω2q −mq̈ − gm

ω2

d4q

dt4
, ∴ q̈ + ω2q = − g

ω2

d4q

dt4

となることによる．

関連文献について

我々は，広大な場の量子論の分野の中から，ほとんど無限小の部分を紹介したにすぎない．Paskin

and Schroeder (1995)は，大変よい入門書であり，本章の記述でもこの文献を基礎に置いた．Woodard

(2009)も，摂動的量子重力の問題について特別に明快な解説をしており，いくつかの有用な類例にも言

及してある．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Peskin, M. and Schroeder, D. (1995) An Introduction to Quantum Field Theory. Addison Wesley,

New York.
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• Woodard, R. (2009) “How far are we from the quantum theory of gravity?”, Rept. Prog. Phys.

72, 126002, 200
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第 7章　 Ashtekar変数を用いた一般相対性理論

7.1　正準重力

一般相対性理論のハミルトン形式による定式化の詳細な取扱いは，本書の想定の範囲外である．ここ

では，それが 50年以上の年月を要したことを述べておけば充分であろう．それはMaxwell理論に対し

て行った取扱いと劇的に異なるようなものではないのだが，必要とされる計算が遥かに複雑である．本

節では，そのような定式化におけるいくつかの要点を概観するにとどめる．(p.91)

• Einstein-Hilbert作用 S = 1
16πG

∫
d4xR

√
−det(g)において，Rは ∂0g

00, ∂0g
0i を含まない．

→ g00 = 1/N2, g0i = N i/N2 ［本稿次節で補足］は Lagrangeの未定乗数，配位変数は gij．

• gij の正準共役運動量 π̃ij(チルダは密度を表す) ↔ 外部曲率Kij(式 (3.24))．

4.4節で述べたように，理論の全ハミルトニアンは拘束条件の組合せになる．

変位 N iに関係する拘束条件 → 空間的な微分同相写像に関する対称性，

経時 N に関係する拘束条件 → 3 + 1分解における 3次元の断面空間の変形に関する対称性．

((超)ハミルトニアン拘束)

配位変数 gijの独立な成分数 (配位自由度) · · · · · · 6,
拘束条件の個数 · · · · · · 4,
物理的な自由度 · · · · · · 2 (Maxwell理論と同じ)

7.1節について

■p.91，l.12の式 g00 = 1/N2, g0i = N i/N2 について 文献 [19, p.4]によれば g00 = −1/N2 のように負号

が付く．また qij を qij の逆テンソルとして (qikqkj = δij)，g
ij = qij − (N iN j/N2)である．まとめると

g00 = − 1

N2
, g0i =

N i

N2
, gij = qij − N iN j

N2
.

これが確かに，3.6節の式 (16)から読み取られる計量テンソル

g00 = −N2 + qabN
aN b, g0i = qaiN

a, gij = qij

の逆テンソルとなっていることが，次のように示される．ブロック行列の積を計算することにより，

(gµρ)(g
ρν) =

(
−N2 + qabN

aN b qaiN
a

qaiN
a qij

)(
− 1
N2

Ni

N2

Ni

N2 qij − NiNj

N2

)

=

(−N2
�����
+qabN

aN b
) (
− 1
N2

)
�����
+qaiN

a Ni

N2

(
HHH−N2

�����
+qabN

aN b
)
Ni

N2 + qajN
a
(
@@q
ij
����−N

iNj

N2

)
XXXXXXXqaiN

a
(
− 1
N2

)HHHH+qij
Nj

N2 �����
qaiN

a Nj

N2 + qik

(
qkj����−N

kNj

N2

) 
=

(
1 0

0 δji

)
= (δνµ),
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(gµρ)(gρν) =

(
− 1
N2

Ni

N2

Ni

N2 qij − NiNj

N2

)(
−N2 + qabN

aN b qaiN
a

qaiN
a qij

)

=

 (
− 1
N2

) (
−N2

�����
+qabN

aN b
)
�����
+Ni

N2 qaiN
a XXXXXX− 1

N2 qajN
aHHHH+Ni

N2 qji

Ni

N2

(
HHH−N2

�����
+qabN

aN b
)
+
(
@@q
ij
����−N

iNj

N2

)
qajN

a �����Ni

N2 qajN
a +

(
qik����−N

iNk

N2

)
qkj


=

(
1 0
0 δij

)
= (δµν ).

なお gij = qij −N iN j/N2 は文献 [7, p.262]における 3次元空間の計量

γij = −gij + g0ig0j/g00

に類似している．

7.2　 Ashtekar変数：古典論

• Ashtekar変数 Ẽai , A
i
a

– 配位変数 · · · · · · SU(2)Yang-Mills接続のように振舞う変数 Aia

– 正準共役な運動量 · · · · · · 加重度 +1の 3脚場 Ẽai

– 正準変数間の Poisson括弧
{Aia, Ẽbj} = 8πGβδbaδ

i
jδ

3(x− y). (7.2)

β は“Barbero-Immirziパラメーター”と呼ばれ，

ゼロ以外の任意の値 (複素数でもよい)にとることができる (正準変換の自由度に対応)．

［デルタ関数はスカラー密度なので，正準交換関係が共変的であるためには，運動量密度はその名の通

り密度として変換しなければならない．加重度 +1の 3脚場 Ẽai はこの条件を満たしている．］

• Ashtekar変数と重力の関係

˜̃qab =det(q)qab = Ẽai Ẽ
b
jδ
ij , (式 (3.36)) (7.3)

Aia =Γia + βKi
a. (Γia ≡ Γajkε

jki, Ki
a ≡ KabẼ

bi/
√
det(q)［右辺の文字定義は第 3章］) (7.4)

［重力理論からいかにして SU(2)Yang-Mills接続 Aia が得られるかの答．］

• 一般相対性理論のラグランジアン

L =
1

8πGβ

∫
d3x

(
Ẽai Ȧ

i
a +N˜ εijkẼai ẼbjF kab +NaẼbiF

i
ab + λi(DaẼ

a)i
)
. (7.5)

式 (7.1)［Einstein-Hilbert 作用］からこのラグランジアンを導くのは骨の折れる作業であるが，その過程

は以下の議論に必要ではないので，詳細をここで論じることはしない．特に指摘しておくべき点は，我々は

Lagrangeの未定係数の定義において，N に計量の行列式の平方根の因子を吸収させて，これを加重度 −1の

量に変更し［N˜ ∼ N/
√

−det(g) (3.7節)］，併せて因子 β もひとつ吸収させたことである (脚注 1を省略)．

そして，ここでは仮に β = iと設定しておくが，この点については後から論じることにする．(p.93)

★ 順序としては

3脚場 Ẽai を導入 → Aia = Γia+βK
i
aが定まる → L = (7.15) → 共役な場

δL

δȦia
= Ẽai は 3脚場

と考えられる．ここから 3脚場 Ẽai を電場のように見なすことが動機付けられる (ただし場の強度 F iab

ではない)．

59



• 自由度の勘定

配位変数 Aaiの個数 (配位自由度) · · · · · · 9,
拘束条件の個数 · · · · · · 7,

∵


経時 N に関して 1個

変位 Naに関して 3個

ゲージパラメーターλiに関して 3個

物理的な自由度 · · · · · · 2 (Maxwell理論と同じ)

• 拘束条件［式 (7.5)と見比べよ］

– 真空中の Gaussの法則　 Gi = DaẼ
a
i = 0　［ただし Ẽai は電場ではなく 3脚場］

– “運動量拘束”または“ベクトル拘束”　 Va = ẼbiF
i
ab = 0

– “ハミルトニアン拘束”　 H = εijkẼ
a
i Ẽ

b
jF

k
ab = 0

理論の全ハミルトニアンは，これらの拘束条件の式の線形結合

HT =

∫
d3x

(
N˜ εijkẼai ẼbjF kab +NaẼbiF

i
ab + λi(DaẼ

a)i
)

(7.11)

で与えられる．
(p.93 訳註を引用) ここでは，Yang-Mills 理論の結合定数 g にあたる因子を 1 と置く．たとえば，F iab =

∂aA
i
b − ∂bA

i
a + εijkAjaA

k
b (式 (5.7)参照)．Da の定義 (式 (5.3∗)参照)からも同様に g を省く．Thiemann

(2008)［本稿章末の関連文献の抜粋を参照］の 4.2節を参照されたい．

• 拘束条件の生成する対称性
– Gaussの法則 → su(2)ゲージ変換

– 運動量拘束 → 空間的な微分同相写像とゲージ変換

∗ 純粋な微分同相写像は線形結合

Ca = Va −Aia(DbẼ
b
i )

から生成される (Ca = 0は“微分同相拘束”と呼ばれる)．実際，不鮮明化した微分同相拘束

の式

C(N⃗) ≡
∫

d3xNaCa

(N⃗ は試験ベクトル場)と正準共役変数の関数 f(Ẽ, A)との Poisson括弧は

{C(N⃗), f(Ẽ, A)} ∼ LN⃗f (7.10)

のように，［空間内の］ベクトル N⃗ に沿った Lie 微分になる．［本稿次節で導出．ここで Lie

微分は変化率というよりもむしろ，変化量そのものに当たる (3.5節のノート，付録 A.8)．］

– ハミルトニアン拘束 → x0 による“時間発展”［“ハミルトニアン拘束”の名前の由来］
∗ ただし座標時間 x0は任意に選べるため (実際パラメーター x0 の付け替えの下で作用は不変)，
これは真の時間発展とは言えない．［このためH はハミルトニアンそのものではなく，あくま
で拘束量であり，やはり我々は完全拘束系を扱っていることになる．］

(p.94 訳註を引用) 4.4 節の単純な自由粒子系の例とは違って，ここでのハミルトニアン拘束 (7.8)

［H = εijkẼ
a
i Ẽ

b
jF

k
ab = 0］は時間のパラメーター付け T (t) のようなものがあらわに見えない形を

しているが，Ashtekar変数の導入自体が，断面空間の導入の仕方の任意性に伴って，全空間におけ

る時間パラメーターを，より複雑な形で付け替え得る自由度を含意しているわけである．3.6-3.7節

と式 (7.4)を参照．
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• Yang-Mills理論との相違

– 一般相対性理論を，Gaussの法則の他に 4つの拘束条件が加わり，

全ハミルトニアンがゼロになるような別種の Yang-Mills理論と捉えることができる．

– Yang-Mills理論を扱うための技法のすべてを，

そのまま一般相対性理論に応用することはできない．

• β = i (Ashtekarの選択)について

– この選択は式が簡単になるという利点があるけれども，理論の量子化の際，

複素数ではなく実数の一般相対性理論を再現しているということの確認に苦労を強いられる．

– 最近の解析により，β を実数に選んだ場合でも，

それに伴う余計な複雑さに対処できることが示された．その場合，ハミルトン拘束だけは

H = εijkẼ
a
i Ẽ

b
jF

k
ab + 2

β2 + 1

β2
(Ẽai Ẽ

b
j − Ẽaj Ẽbi )(Aia − Γia)(A

j
b − Γjb) = 0 (7.12)

で置き換える必要がある (β = iとおくと第 2項が消えて H = εijkẼ
a
i Ẽ

b
jF

k
ab に戻る)．

Berbero, F. (1995) Phys. Rev. D 51, 5507.

• “拘束代数”
拘束条件が系の発展の下で保持されるには，拘束条件の式と全ハミルトニアンの Poisson括弧はゼロで

なければならない．ところが全ハミルトニアンは拘束条件 (の式)の線形結合で与えられるから，各拘

束条件間の Poisson括弧は拘束条件の線形結合にならねばならない．実際，不鮮明化した拘束条件

G(λ) =

∫
d3xλi(DaẼ

a)i, C(N⃗) ≡
∫

d3xNaCa, H(N) =

∫
d3xN

ẼaiẼbjF kabεijk√
det(q)

を導入すると (いずれも被積分関数の加重度は +1)，これらの間の Poisson括弧は以下のようになる．

– まず
{G(λ), G(µ)} = G([λ, µ]) ([λ, µ]i ≡ λjµkεijk) (7.14)

である［本稿次節で導出］．つまり不鮮明化した Gaussの法則 G(λ), G(µ)同士の“交換子”は，不

鮮明化関数同士の交換子 [λ, µ]i による Gaussの法則になる．［[λ, µ]1 = λ2µ3 − λ3µ2, etc.］

– また
{C(N⃗), C(M⃗)} = C(LN⃗M⃗) (7.15)

となる［参考：7.3節のノート］．これは一方の微分同相拘束 C(N⃗)の，もう一方の C(M⃗)への影

響が，試験場 M⃗ (正準変数の関数ではない)以外のすべての微分同相変換であり，したがって試験

場 M⃗ だけをずらすことと等価であることを意味している．同様に

{C(N⃗), G(λ)} = G(LN⃗λ), {C(N⃗),H(M)} = H(LN⃗M)

となる．

– さらに残りの Poisson括弧の組合せは

{G(λ), H(M)} = 0,

{H(N),H(M)} = C(K⃗), Ka ≡ Ẽai Ẽ
bi(N∂bM −M∂bN)

det(q)
← 正準変数を含む

で与えられる．
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7.2節について

■式 (7.10):{C(N⃗), f(Ẽ, A)} ∼ LN⃗f の導出 はじめに SU(N)Yang-Mills理論の場の強度と，その共変微分

の定義式
F iab = ∂aA

i
b − ∂bAia + gfijkA

j
aA

k
b , DaẼ

b
i = ∂aẼ

b
i + gfjikẼ

b
jA

k
a

を思い出しておく (付録 F.2)．

注意：3脚場の共変微分 ここで 3脚場の共変微分 (式 (3.29)のようにスピン接続を用いる)を，電場の微分と

同様に計算できると仮定した (本稿のこれ以降でもこの仮定を度々用いている (式 (7.14),(7.28),(7.30)

の箇所など))．実際このとき，微分同相拘束

Ca =Va −Aia(DbẼ
b
i ) = ẼbiF

i
ab −Aia(DbẼ

b
i )

=Ẽbi (∂aA
i
b − ∂bAia������

+gfijkA
j
aA

k
b )−Aia(∂bẼbi������

+gfjikẼ
b
jA

k
b )

の不鮮明化

C(N⃗) =

∫
d3xNaCa =

∫
d3xNa{Ẽbi (∂aAib − ∂bAia)−Aia∂bẼbi }

=

∫
d3xẼbi (N

a∂aA
i
b +Aia∂bN

a) (第 3項を部分積分した) (26)

は，共変ベクトルの Lie微分の公式 (6)に注意すると，Thiemannの本の式 (I.3.3. 3):

C(N⃗) =

∫
d3x(LN⃗A

i)bẼ
b
i

に一致している [8]．

また f(Ẽ(y), A(y)) ≡ f(y)と略記すると，ここで正準変数と f(y)との Poisson括弧は

{Aia(x), f(y)} =
∫

d3z
∑
b,j

{
δAia(x)

δAjb(z)

δf(y)

δẼbj (z)
− δAia(x)

δẼbj (z)

δf(y)

δAjb(z)

}
=

δf(y)

δẼai (x)
, {Ẽai (x), f(y)} = −

δf(y)

δAia(x)

と計算できる．(これらは力学で馴染みある関係式であり，ただし微分が汎関数微分に置き換わっている．)

注意：Poisson括弧の比例係数 しかしながらこれは f を正準変数 Ajb, Ẽ
b
j 自身に選ぶと，正準変数間の

Poisson括弧 (7.2)を再現できないため，適当な係数 8πGβ を補わねばならない可能性がある．

さらに場 Aib, Ẽ
b
i それ自体を場の汎関数と見て

δf(y)

δAib(x)
=

∂f(y)

∂Aja(y)

δAja(y)

δAib(x)
=

∂f(y)

∂Aib(y)
δ3(x− y), δf(y)

δẼbi (x)
=

∂f(y)

∂Ẽbi (y)
δ3(x− y)

とできる．
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このとき

{C(N⃗), f(y)} =
∫

d3x{(LN⃗A
i
b)Ẽ

b
i , f(y)}

=

∫
d3x

[
LN⃗{A

i
b, f(y)}Ẽbi + (LN⃗A

i
b){Ẽbi , f(y)}

]
=

∫
d3x

[
LN⃗ ({Aib, f(y)}Ẽbi )− {Aib, f(y)}LN⃗ Ẽ

b
i + (LN⃗A

i
b){Ẽbi , f(y)}

]
(∵ Lie微分は Leibniz則を満たすように定義したため)

=

∫
d3x

[
Na∂a

(
∂f(y)

∂Ẽbi (y)
δ3(x− y)Ẽbi (x)

)
− ∂f(y)

∂Ẽbi (y)
δ3(x− y)LN⃗ Ẽ

b
i (x)− (LN⃗A

i
b)
∂f(y)

∂Aib(y)
δ3(x− y)

]
(∵ スカラーの Lie微分は方向微分)

=− (∂aN
a)Ẽbi

∂f

∂Ẽbi
− ∂f

∂Ẽbi
LN⃗ Ẽ

b
i −

∂f

∂Aib
LN⃗A

i
b (第 1項を部分積分した)

と計算できる．ただし最右辺の量の引数はすべて y であり，後ろの 2項は Lie微分 −LN⃗f と見なせる．ある
いは Poisson括弧の順序を入れ替えて

{f, C(N⃗)} = LN⃗f + (∂aN
a)Ẽbi

∂f

∂Ẽbi
.

注意 式 (7.10)と比べて余計な第 2項は，付加条件 ∂aN
a = 0を課せば消すことができる．しかし任意のベ

クトル場は無発散場と回転のない場に分解されることを踏まえると (Helmholtzの定理)，このように恣

意的に無発散場 N⃗ を仮定することは，微分同相変換の一般性を損ねることが懸念される．

なお Lie微分の性質に頼らず，C(N⃗)の式 (26)に立ち戻って計算を行っても，同じ結果が得られる．実際，

{C(N⃗), f} =

∫
d3xNa

[
{Ẽbi , f}(∂aAib − ∂bA

i
a) + Ẽbi

(
∂a{Aib, f} − ∂b{Aia, f}

)
− {Aia, f}∂bẼbi −Aia∂b{Ẽbi , f}

]
=

∫
d3xNa

[
− δf

δAib
(∂aA

i
b−∂bAia) + Ẽbi

(
∂a

δf

δẼbi
−∂b

δf

δẼai

)
− δf

δẼai
∂bẼ

b
i+A

i
a∂b

δf

δAib

]

=

∫
d3xNa

[
− δf

δAib
∂aA

i
b+Ẽ

b
i ∂a

δf

δẼbi
+∂b

(
δf

δAib
Aia

)
−∂b

(
δf

δẼai
Ẽbi

)]

となる．次いで色の付いた項を部分積分した後，xに関する積分を実行すると，

{C(N⃗), f} =−Na

(
∂f

∂Aib
∂aA

i
b+

∂f

∂Ẽbi
∂aẼ

b
i

)
−(∂aN

a)Ẽbi
∂f

∂Ẽbi
−(∂bN

a)
∂f

∂Aib
Aia+(∂bN

a)
∂f

∂Ẽai

=− ∂f

∂Ẽbi
(Na∂aẼ

b
i−Ẽbi ∂bNa)︸ ︷︷ ︸
L

N⃗
Ẽb

i

− ∂f

∂Aib
(Na∂aA

i
b+A

i
a∂bN

a)︸ ︷︷ ︸
L

N⃗
Ai

b

−(∂aN
a)Ẽbi

∂f

∂Ẽbi

=− LN⃗f − (∂aN
a)Ẽbi

∂f

∂Ẽbi

を得る．

■式 (7.14):{G(λ), G(µ)} = G([λ, µ])の導出

G(λ) =

∫
d3xλi(DaẼ

a)i =

∫
d3xλi(∂aẼ

a
i + gfjikẼ

a
jA

k
a)
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より，

{G(λ), G(µ)} =
∫

d3xd3x′λi(x)λj(x′){∂aẼai (x) + gfkilẼ
a
k(x)A

l
a(x), ∂b

′Ẽbj (x
′) + gfmjnẼ

b
m(x′)Anb (x

′)}

=

∫
d3xd3x′λi(x)λj(x′)

[
gfmjn∂a{Ẽai (x), Anb (x′)}Ẽbm(x′) + gfkil∂b

′{Ala(x), Ẽbj (x′)}Ẽak(x)

+ g2fkilfmjn

(
Ẽak(x){Ala(x), Ẽbm(x′)}Anb (x′) + Ẽbm(x′){Ẽan(x), Anb (x′)}Ala(x)

)]
=

∫
d3xd3x′λi(x)λj(x′)

[
−gfmji{∂aδ3(x− x′)}Ẽam(x′) + gfkij{∂a′δ3(x− x′)}Ẽak(x)

+ g2fkilfljnẼ
a
k(x)δ

3(x− x′)Aban(x′) + g2fkilfmjkẼ
a
m(x′)δ3(x− x′)Ala(x)

]
=

∫
d3x
[
(∂aλ

i)µj · gfmjiẼam − λi(∂aµj) · gfkijẼak

+ λiµj · g2(fkilfljnẼakAna − fkilfmjkẼamAla)
]

=

∫
d3x

[
−g∂a(λiµjfkij)Ẽak + g2λiλj(fmilfljn − fkinfmjk)ẼamAna

]
.

ここで付録 F.1の式 (160):
fbcdfade + fcadfbde + fabdfcde = 0

で内部添字を a→ i, b→ j, c→ m, d→ k, e→ nと置き換えると，上式最右辺において

fmilfljn − fkinfmjk = fijkfmkn

となることが見出される．また SU(2)Yang-Mills 理論における構造定数は fijk = εijk である．よって p.93

の訳註を踏まえて g = 1とおくと，

{G(λ), G(µ)} =
∫

d3x
{
−(∂a[λ, µ]k)Ẽak + [λ, µ]kεmknẼ

a
mA

n
a

}
=

∫
d3x[λ, µ]k(∂aẼ

a
k + εmknẼ

a
mA

n
a)

=

∫
d3x[λ, µ]k(DaẼ

a
k)

=G([λ, µ]) : (7.14)

を得る．

7.3　物質との結合

第 9章の準備として，スカラー場 φで記述される物質と結合する理論を考える．曲がった時空でのスカラー

場の作用は，形式的に d4x→
√
−det(g)d4xとすると得られ，

S =

∫
d4x

(
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)√
−det(g) (7.19)

となる．［係数 1/2 を補った (式 (7.20),(7.21),(7.23) も同様)．スカラー場 φ に対して ∇µφ = ∂µφ なので，

微分はあからさまに共変微分に置き換えなくても良い．］正準運動量［密度］π̃ = δL/δφ̇と経時 N，変位 Na
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を用いて，対応するハミルトニアンは

H =

∫
d3x

{
N

(
1

2

π̃2√
det(q)

+
√
det(q)

(
1

2
qab∂aφ∂bφ+ V (φ)

))
+Naπ̃∂aφ

}
(7.20)

=

∫
d3x

{
N√
det(q)

(
1

2
π̃2 +

1

2
Ẽai Ẽ

bi∂aφ∂bφ+ det(q)V (φ)

)
+Naπ̃∂aφ

}
(∵ 式 (7.3)) (7.21)

と表される［本稿次節で式 (7.20)を導出］*11．

重力をスカラー場に結合させるには，上式 (7.21)から読み取られるスカラー場の微分同相拘束とハミルト

ニアン拘束

C(N⃗)φ =

∫
d3xNaπ̃∂aφ, (7.22)

H(N)φ =

∫
d3x

N√
det(q)

(
1

2
π̃2 +

1

2
Ẽai Ẽ

bi∂aφ∂bφ+ det(q)V (φ)

)
(7.23)

［本稿次節で補足］(の 8πGβ 倍)を重力場のそれに加えれば良い．

7.3節について

■スカラー場のハミルトニアン (7.20)の導出 はじめに 3 + 1分解の公式

g00 = −N2 +NaN
a, g0a = Na, gab = qab,

g00 = − 1

N2
, g0a =

Na

N2
, gab = qab − NaN b

N2

を思い出しておく (7.1節のノート参照)．式 (7.19)から同定されるスカラー場のラグランジアンに対し，共役

な運動量密度は

π̃ =
δL

δφ̇
=
∂L̃
∂φ̇
− ∂a

∂L̃
∂(∂aφ̇)

=− 1

2

∂

∂φ̇
(g00φ̇2 + 2g0aφ̇∂aφ)

√
−det(g)

=− (g00φ̇+ g0a∂aφ)
√
−det(g)

=− 1

N2
(−φ̇+Na∂aφ)

√
−det(g)

と計算される．φ̇について逆に解くと

φ̇ =
N2√
−det(g)

π̃ +Na∂aφ.

またラグランジアン密度は

L̃ =−
(
1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

)√
−det(g)

=−
[
1

2

{
− 1

N2
φ̇2 + 2

Na

N2
φ̇∂aφ+

(
qab − NaN b

N2

)
∂aφ∂bφ

}
+ V (φ)

]√
−det(g)

*11 平坦な時空では式 (7.20)は H =
∫
d3x

{
1
2
(π2 + (∇⃗φ)2) + V (φ)

}
に帰す (導出過程参照)．
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であり，最右辺の最初の 2項から φ̇を消去すると

− 1

N2
φ̇2 + 2

Na

N2
φ̇∂aφ = − N2

(−det(g))
π̃2 +

NaN b

N2
∂aφ∂bφ

となるので，

L̃ = −
{
1

2

(
− N2

(−det(g))
π̃2 + qab∂aφ∂bφ

)
+ V (φ)

}√
−det(g)

を得る．よってハミルトニアンは

H =

∫
d3x(π̃φ̇− L̃)

=

∫
d3x

[
N2√
−det(g)

π̃2 +Naπ̃∂aφ+

{
1

2

(
− N2

(−det(g))
π̃2 + qab∂aφ∂bφ

)
+ V (φ)

}√
−det(g)

]

=

∫
d3x

{
1

2

N2√
−det(g)

π̃2 +
√
−det(g)

(
1

2
qab∂aφ∂bφ+ V (φ)

)
+Naπ̃∂aφ

}
(27)

と計算される．

ここで
√
−det(g) と

√
det(q) の関係を調べよう．(gµν) の逆行列成分 g00 は，g00 の余因子 det(q) を用

いて

g00 =
det(q)

det(g)

で与えられる．ところが g00 = −1/N2 だから，

−det(g) = N2det(q), ∴
√
−det(g) = N

√
det(q)

が見出される．これは時空の固有体積要素
√
−det(g)d4xが，空間の固有体積要素

√
det(q)d3xと経時の因子

Ndtの積で与えられることを意味する．

これをハミルトニアンの式 (27)に代入して，式 (7.20)を得る．

■不鮮明化した拘束条件の式 (7.22),(7.23)について 重力場の全ハミルトニアンが式 (7.11):

HT =

∫
d3x(N˜H +Na(Ca −AiaGi) + λiGi) = H(N) + C(N⃗) +G(λ−NaAa)

で与えられるのと同じく，物質場のハミルトニアンにおいてシフト Na とラプス N を未定乗数 (不鮮明化関

数)に持つ項がそれぞれ微分同相拘束とハミルトニアン拘束になっている．(ただし各々がゼロになる理由は見

当たらない．しかし 9.1節や 9.5節では H(N)φ を含めた全ハミルトニアン拘束をゼロとおく．)

実際に式 (7.22)の C(N⃗)φ が，スカラー場の関数 f(φ)における微分同相変換を生成することを確かめよう

(章末の問題 2)．

{C(N⃗)φ, f(φ(x))} =
∫

d3x′Na(x′){π̃(x′)∂a′φ(x′), f(φ(x))}

=

∫
d3x′Na(x′)

[
π̃(x′)∂a

′{φ(x′), f(φ(x))}+ {π̃(x′), f(φ(x))}∂a′φ(x′)
]
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において，

{φ(x′), f(φ(x))} =
∫

d3x′′
{
δφ(x′)

δφ(x′′)

δf(φ(x))

δπ̃(x′′)
− δφ(x′)

δπ̃(x′′)

δf(φ(x))

δφ(x′′)

}
=0,

{π̃(x′), f(φ(x))} =
∫

d3x′′
{
δπ̃(x′)

δφ(x′′)

δf(φ(x))

δπ̃(x′′)
− δπ̃(x′)

δπ̃(x′′)

δf(φ(x))

δφ(x′′)

}
=− δf(φ(x))

δφ(x′)

=− ∂f(φ(x))

∂φ(x)

δφ(x)

δφ(x′)

=− ∂f(φ(x))

∂φ(x)
δ3(x− x′)

なので，

{C(N⃗)φ, f(φ(x))} = −Na(x)
∂f(φ(x))

∂φ(x)
∂aφ(x) = −Na(x)∂af(x) = −LN⃗f(φ(x)).

最終的な結果は，Poisson括弧の順序を入れ替えて

{f(φ(x)), C(N⃗)φ} = LN⃗f(φ(x))

と書くのが自然である．

また式 (7.23) の H(N)φ が，スカラー場の発展に伴う関数 f(φ) の変化を生成することも確かめられる．

まず，

{H(N)φ, f(φ(x))}

=

∫
d3x′

N(x′)√
det(q(x′))

{
1

2
π̃2(x′) +

1

2
Ẽai (x

′)Ẽbi(x′)(∂a
′φ(x′))(∂b

′φ(x′)) + det(q(x′))V (φ(x′)), f(φ(x))

}
において，

{π̃2(x′), f(φ(x))} = 2π̃(x′){π̃(x′), f(φ(x))} = −2π̃(x′)∂f(φ(x))
∂φ(x)

δ3(x− x′),

Ẽai (x
′)Ẽbi(x′){(∂a′φ(x′))(∂b′φ(x′)), f(φ(x))} = 2Ẽai Ẽ

bi(∂b
′φ(x′))∂a

′{φ(x′), f(φ(x))} = 0,

{V (φ(x′)), f(φ(x))} = 0

なので，

{H(N)φ, f(φ)} = −
N√
det(q)

π̃
∂f

∂φ

を得る．ここで既に調べた関係

π̃ = − 1

N2
(−φ̇+Na∂aφ)

√
−det(g) = 1

N
(φ̇−Na∂aφ)

√
det(q)

を代入すると，

{H(N)φ, f(φ)} = −(φ̇−Na∂aφ)
∂f

∂φ

となる．これは時間微分 φ̇に対する付加的な項も含んでおり，外部曲率の式 (3.24),(3.25)の箇所と同様に

φ̇ = Ltφ = NLnφ+ LN⃗φ = NLnφ+Na∂aφ
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と考えると，超曲面 Σの法線方向への Lie微分

{H(N)φ, f(φ)} = −N(Lnφ)
∂f

∂φ
= −N(nµ∂µφ)

∂f

∂φ
= −Nnµ∂µf = −NLnf

が生成されていることが分かる．最終的な結果は，Poisson括弧の順序を入れ替えて

{f(φ),H(N)φ} = NLnf

と書くのが自然である．

まとめると C(N⃗)φ と H(N)φ はそれぞれ，シフト Na とラプス N 方向への移動に伴う場の変化を生成す

る．それらの未定乗数 (不鮮明化関数)がシフト Na とラプス N であるのは理に適っている．このとき全ハミ

ルトニアンは時間発展を生成する：

{f,H} = {f, C(N⃗)φ +H(N)φ} = LN⃗f +NLnf = ḟ.

■微分同相拘束どうしの Poisson括弧 重力理論における式 (7.15):

{C(N⃗), C(M⃗)} = C(LN⃗M⃗)

の直接的確認には，煩雑な計算を要する．しかしながらスカラー場に対する微分同相拘束 (7.22)が同様の関

係を満たすことは，無理なく確かめられる (章末の問題 1で要求されているのはこのことか)．実際，

{C(N⃗)φ, C(M⃗)φ} =
∫

d3xd3x′Na(x)M b(x′){π̃(x)∂aφ(x), π̃(x′)∂b′φ(x′)}

=

∫
d3xd3x′Na(x)M b(x′)

[
π̃(x′)∂b

′{π̃(x), φ(x′)}∂aφ(x) + π̃(x)∂a{φ(x), π̃(x′)}∂b′φ(x′)
]

=

∫
d3xd3x′Na(x)M b(x′)

[
−π̃(x′){∂b′δ3(x− x′)}∂aφ(x) + π̃(x){∂aδ3(x− x′)}∂b′φ(x′)

]
=

∫
d3xd3x′

[
Na(x)∂b

′(M b(x′)π̃(x′))∂aφ(x)−M b(x′)∂a(N
a(x)π̃(x))∂b

′φ(x′)
]
δ3(x− x′)

=

∫
d3x

{
Na∂b(M

bπ̃)∂aφ−M b∂a(N
aπ̃)∂bφ

}
=

∫
d3x

{
−M bπ̃∂b(N

a∂aφ) +Naπ̃∂a(M
b∂bφ)

}
=

∫
d3x

(
Na∂aM

b −Ma∂aN
b
)
π̃(∂bφ)

=

∫
d3x

(
LN⃗M⃗

)b
π̃(∂bφ) (∵ 3.5節のノートの式 (5))

=C(LN⃗M⃗)φ.

7.4　量子化

Ashtekar変数では接続 Aia が配位変数であり，共役な場は 3脚場 Ẽai となる．3脚場は計量 qab と関係する

ため，これは qab を配位変数とする伝統的な取扱いと，ある意味反対の方法となっている．
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Aia を配位変数とするとき，自然な波動関数は Ψ(Aia)である．そのような“接続表示”［波動関数 Ψ(x)を

用いる定式化を“位置表示”と呼ぶのと同じ用法］では，正準変数は

ÂiaΨ(A) =AiaΨ(A), (7.24)

ˆ̃Eai Ψ(A) =− i δΨ(A)

δAia
(7.25)

を満たす演算子 Âia,
ˆ̃Eai に移行し，正準交換関係は

[Âjb(y),
ˆ̃Eai (x)] = iδab δ

j
i δ

3(x− y) (7.26)

となる (ここでは 8πG = β = 1)．［正準量子化の手続きに基づき，Poisson括弧 (7.2)を交換関係 (7.26)に置

き換える．上式 (7.25)は p̂ = −i ∂∂q と比較され，正準交換関係の帰結と考えられる (本稿次節で補足)．］

次に拘束条件を演算子の式へ移行させることを考える．

• Gaussの法則

Gaussの法則の式 Gi = DaẼ
a
i は

ĜiΨ(A) = Da
ˆ̃Eai Ψ(A) = −iDa

δΨ(A)

δAia

を満たす演算子 Ĝi となる*12．演算子に関しても不鮮明化した Gaussの法則

Ĝ(λ) =

∫
d3xλi(x)Ĝi(x)

を導入すると，λi を無限小パラメーターとして[
1 + Ĝ(λ)

]
Ψ(A) = Ψ(A+Dλ) (7.28a)

となることが見出される［導出は本稿次節］．これは拘束条件の Ψ に対する作用が引数のゲージ変換

A→ A+Dλ (式 (5.12)参照)であることを意味する．他方，拘束条件 G(λ) = 0より量子力学におい

ても Ĝ(λ)は状態を消滅させることを要求すると (Ĝ(λ)Ψ(A) = 0)，[
1 + Ĝ(λ)

]
Ψ(A) = Ψ(A) (7.28b)

となる．上式 (7.28a,b)より
Ψ(A+Dλ) = Ψ(A) (7.28c)

が得られる．これは波動関数が，接続の“ゲージ不変な”関数でなければならないことを意味する．

• ベクトル拘束
ベクトル拘束の式 Va = ẼbiF

i
ab は

V̂aΨ(A) = F̂ iab
ˆ̃EbiΨ(A) = −iF̂ iab

δΨ(A)

δAib

*12 3脚場を接続の (したがって Da の)右側に配置する“因子順序化”(factor ordering)を採用した［古典的な式を演算子の式に置
き換える際には演算子の順序が問題になる］．
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となる［Gaussの法則と同様に因子順序化した］．ベクトル拘束 (正確には微分同相拘束)に関して，式

(7.28a–c)に対応する式は [
1 + Ĉ(N⃗)

]
Ψ(A) = Ψ(A+ LN⃗A) = Ψ(A) (7.30′)

となる［本稿次節で補足］．第 2の等号は量子状態が微分同相変換の下で不変な関数でなければならな

いことを意味する．

ハミルトニアン拘束 H = εijkẼ
a
i Ẽ

b
jF

k
ab については，いくつかの問題に直面する．

• 古典論の水準でも，
ハミルトニアン拘束は x0 方向の発展を生成し，断面空間における単純な幾何的作用を生成しない．

• 一般に量子状態は

Ψ(A) =

∫
d3xψ(A(x)) ψ(A(x)) : Aiaのゲージ不変な関数

という形をとる．空間積分により，微分同相変換［積分変数の変更に帰着］に対する不変性も自動的に

満たされている．［ただし循環論法に陥るのを避けるため，式 (7.28),(7.30)の箇所では積分は空間全体

からの場の値の寄与を表し，x依存性を消す自然な措置と考えた．］すると量子論ではハミルトニアン

拘束における 2つの 3脚場が汎関数微分に置き換わるので，

Ĥ(N)Ψ(A) ∼ δ2Ψ(A)

δAia(x)δA
i
b(x)

=
δ

δAia(x)

∂ψ(A(x))

∂Ajb(x)
=

∂2ψ(A(x))

∂Akc (x)∂A
j
b(x)

δAkc (x)

δAia(x)

=
∂2ψ(A(x))

∂Aia(x)∂A
j
b(x)

δ3(x− x) ∼ δ3(0)(=∞)

となる．このように演算子は一般に分布 (デルタ関数) となり，よく定義された量とはならない (第 1

章)．

– 背景時空が固定された場の量子論では，この問題は“正則化”によって対処できる．これは演算子

積 Ô1(x)Ô2(x)の代わりに∫
d3yÔ1(x)Ô2(y)fε(x, y) (ε→ 0で fε(x, y)→ δ3(x− y))

を用いて計算を行い，最後に ε→ 0として有限の結果が得られるようにする技法である．しかし背
景の幾何が固定されていない場合には，このような措置は背景独立性を壊してしまう．例えばハミ
ルトニアン拘束は，もはや微分同相変換の下でスカラーではなくなり，拘束代数の整合性を損なう．
背景独立性に関する p.100の訳註を引用 background independence. 背景 (として仮に設定する座標系)か

ら，時空幾何的な影響を受けないような理論構造を持つ量子重力理論を背景独立な理論と称する．ルー

プ量子重力理論 (次章)では，背景座標からではなく，そこで量子力学的に実現される状態に依存して初

めて空間的な面積や体積が現れる形になるので，これは背景独立な理論であると言える．他方，弦理論

は現在までのところ，背景独立な理論形態を実現していない (背景時空が恣意的に設定され，背景時空に

依存した有効理論が得られる)．

• 量子論では内積の利用が不可欠である．ループ量子重力の技法を導入することによって初めて，接続の
波動関数を扱う上で適切な，ゲージ変換と微分同相変換の下で不変な内積が自然に定義された (8.1節)．

• 背景幾何を持たない多様体で自然に定義される対象は加重度 +1である (Diracのデルタ関数)．このた
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め不鮮明化した拘束条件も加重度 +1を持たねばならず*13，そこで 7.2節では
√
det(q)を分母に導入

して，不鮮明化したハミルトニアン拘束を

H(N) =

∫
d3xN

ẼaiẼjbF kabεijk√
det(q)

とした．しかし分母に
√

det(q)が含まれると，拘束条件が変数に対して非多項式的になってしまう［す

ると演算子としての意味を明確にとれない］．Thiemannにならって，体積

V =

∫
d3x
√

det(q) =

∫
d3x

√
1

6
|Ẽai Ẽbj Ẽckεijkε˜abc| (7.31)

［最右辺や積分範囲について本稿次節で補足］と接続 Aia の Poisson括弧

{Akc , V } =
Ẽai Ẽ

b
jε˜abcεkij√
det(q)

(7.32)

［本稿次節を参照］を用いれば，加重度 +1のハミルトニアン拘束を多項式的な形

H(N) =

∫
d3xN{Akc , V }F kabε̃abc (7.33)

に書くことができる．［本稿次節を参照．これが「多項式的」であるのは体積の式 (7.31) の第 2 辺に

よる．］

同様の技法を用いて，ハミルトニアン［拘束の式 (7.12)］の第 2 項 (Barbero-Immirzi パラメー

ター β を実数と置いたときに現れる項) の生成も行うことができる．記述の煩雑さを避けるため

に，ここでは論じないが，詳しい議論は Thiemann の論文と彼の本に載っている．これ以降は，

Barbero-Immirziパラメーターを実数値に設定することにする．(p.101)

– この Thiemannの技法が導入されるまでの 1988年から 1996年の期間に為された試みは，正当な

理論の座を奪われたものの，現在の理論を理解する上で微妙な役割を果たしている．

ゲージ不変 (Gauss拘束不変)かつ微分同相不変であって，適切な内積も定義し得る，数学的に制御

可能な接続の関数 Ψ(A)を扱う方法が知られておらず，ハミルトニアン拘束を演算子化することが困難

であるという事情が，ループ表現と呼ばれる代替表現の開発につながっていった．これについて次章で

論じることにする．(pp.101–102)

7.4節について

■接続表示での演算子の作用 (7.24–25)について 一般に 1粒子系の量子力学から場の理論へ移行するには，

次のように理論の定式化を改める必要がある [18, p.169]．まず Schrödinger描像の場の演算子 φ̂(x⃗) (時間に

陽に依らない)に対して，φ̂(x⃗) |φ⟩ = φ(x⃗) |φ⟩を満たす固有状態 |φ⟩を基底にとる．すると状態 |Ψ⟩を表す波
動関数 Ψ(φ) = ⟨φ|Ψ⟩は場の汎関数になる．そこで φ-表示における場と共役な運動量密度の演算子は

φ̂(x⃗) → φ(x⃗), π̂(x⃗) → −i δ

δφ(x⃗)

*13 7.2節では「多様体上での積分ができるように，被積分関数の加重度を +1にしておく必要がある」(p.96，l.4)と説明されている
［このとき積分 H(N)はスカラーになる (スカラー密度に関する 3.7節のノートも参照)］．
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のように，微分が汎関数微分に置き換わると考える．この措置は正準交換関係

[φ̂(x⃗), π̂(x⃗′)] = iδ3(x⃗− x⃗′)

が満たされることから正当化される．実際，上式は 1粒子系の量子力学において，x-表示を採用して初等的に

正準交換関係 [x, p] = iを導いたときと同様に，波動関数に対する演算子の作用を調べれば確かめられる：

[φ̂(x⃗), π̂(x⃗′)]Ψ(φ) = −iφ(x⃗) δΨ(φ)

δφ(x⃗′)
+ i

δ

δφ(x⃗′)
(φ(x⃗)Ψ(φ)) = i

δφ(x⃗)

δφ(x⃗′)
Ψ(φ) = iδ3(x⃗− x⃗′)Ψ(φ).

■式 (7.28a)の導出 左辺に虚数単位 iを補って，示したい関係式は[
1− iĜ(λ)

]
Ψ(A) = Ψ(A+Dλ)

であると考える (そうすれば以下のように計算の辻褄が合う)．これは e−iG(λ)Ψ(A) = Ψ(A +Dλ)を無限小

変換に対して書き下した式となっている．

note すると p.72の訳註をアレンジしてまとめれば，

Ψ(A)が物理的状態 ↔ G(λ)Ψ(A) = 0 ↔ e−iG(λ)Ψ(A) ≃ [1− iĜ(λ)]Ψ(A) = Ψ(A)

↔ Ψ(A)は e−iG(λ)の固有状態．

さて，式 (7.28a)の両辺はそれぞれ[
1− iĜ(λ)

]
Ψ(A) =

[
1 + (−i)2

∫
d3xλiDa

δ

δAia

]
Ψ(A)

=Ψ(A)−
∫

d3xλiDa
δΨ(A)

δAia
,

Ψ(A+Dλ) =Ψ(A) +

∫
d3x

δΨ(A)

δAia
(Daλ)

i (汎関数微分の定義 [13, p.314])

=Ψ(A) +

∫
d3x

δΨ(A)

δAia
(∂aλ

i + gεijkAjaλ
k) (式 (5.12))

となる．計算を進めるために，教科書の p.99，l.24,25にある一般的な汎関数の形

Ψ[A] =

∫
d3xψ(A(x))

を仮定する．このとき
δΨ[A]

δAia(x)
=
∂ψ(A(x))

∂Aia(x)

なので [13, p.314]，式 (7.28a)の右辺はさらに

Ψ(A+Dλ) =Ψ(A) +

∫
d3x

∂ψ(A)

∂Aia
(∂aλ

i + gεijkAjaλ
k)

=Ψ(A) +

∫
d3x

(
−λi∂a

∂ψ(A)

∂Aia
+ gεkjiAjaλ

i ∂ψ(A)

∂Aka

)
=Ψ(A)−

∫
d3xλi(∂aδ

ik + gεijkAja)
∂ψ(A)

∂Aka
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と書き換えられる．ここで式 (5.3∗):(Dµϕ)
i ≡ ∂µϕi + gεijkAjµϕ

k ないし付録 F.2末尾の式

(Dµ)
ac = ∂µδ

ac − igAbµ[ad(Tb)]ac(= ∂µδ
ac + gfabcA

b
µ) (ここでは a, b, cが内部添字)

と同様に，接続の関数 ∂ψ(A)
∂Ak

a
の共変微分が

(Da)
ik ≡ ∂aδik + gεijkAja

で定義されると考えると，これは式 (7.28a)の左辺に一致する．

■式 (7.30)について 左辺に虚数単位 iを補って，示したい関係式は[
1 + iĈ(N⃗)

]
Ψ(A) = Ψ(A+ LN⃗A)

であると考える (そうすれば以下のように計算の辻褄が合う)．式 (7.28a)の導出と同様の仮定の下で，[
1 + iĈ(N⃗)

]
Ψ(A) =Ψ(A) + i

∫
d3xNa

(
V̂a − Âia(DbẼ

b
i )
)
Ψ(A)

=Ψ(A) + i

∫
d3xNa

(
−iF iab

δΨ(A)

δAib
−Aia(−iDb)

δΨ(A)

δAib

)
=Ψ(A) +

∫
d3xNa(F iab −AiaDb)

∂ψ

∂Aib

=Ψ(A) +

∫
d3xNa

{
(∂aA

i
b − ∂bAia + gεijkAjaA

k
b )
∂ψ

∂Aib
−Aia(∂bδik + gεijkAjb)

∂ψ

∂Akb

}
=Ψ(A) +

∫
d3x

[
{Na(∂aA

i
b − ∂bAia) + ∂b(N

aAia)}
∂ψ

∂Aib
+ g

{
�������
εijkAjaA

k
b

∂ψ

∂Aib��������
−εijkAiaA

j
b

∂ψ

∂Akb

}]
(最後の項で添字の巡回置換 i→ j → k → iを行えば良い)

=Ψ(A) +

∫
d3x(Na∂aA

i
b +Aia∂bN

a)
∂ψ

∂Aib

=Ψ(A) +

∫
d3x(LN⃗A

i)b
δΨ(A)

δAib
(∵ 共変ベクトルの Lie微分の公式 (6))

=Ψ(A+ LN⃗A)

と書き換えられる．

■体積の式 (7.31) 最右辺について Levi-Civita 記号 ε˜abc に下付きチルダが付いているのは，加重度に関す
る見かけの整合性を保つためと考えられる．実際にはこれは ε˜abc = εabc√

det(q)
ではなく，通常の完全反対称テ

ンソル密度 εabc と見て良い．誤解を避けるため，ここでは Levi-Civita記号に関してはチルダを省いて表記す

る*14．他方，3脚場に関しては Eai と Ẽai = Eai
√

det(q)を区別する．そして E = (Eai ), Ẽ = (Ẽai )をそれぞ

れ 3× 3行列と見て，各々の行列式 det(E), det(Ẽ)を定義する．すると，

1

6
Ẽai Ẽ

b
j Ẽ

c
kε
ijkεabc =

1

6
εijk · εabcẼai Ẽbj Ẽck =

1

6
εijk · εijkdet(Ẽ) =

1

6
· 3! det(Ẽ)

=det(Ẽ) (28)

=[det(q)]3/2det(E) (29)

となる．

*14 教科書でも例えば H(M)の式 (7.33)における ε̃abc のチルダが，後の式 (8.23)では省かれている．
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第 2の等号について

εabcẼ
a
i Ẽ

b
j Ẽ

c
k =

∣∣∣∣∣∣
Ẽ1
i Ẽ2

i Ẽ3
i

Ẽ1
j Ẽ2

j Ẽ3
j

Ẽ1
k Ẽ2

k Ẽ3
k

∣∣∣∣∣∣
であり，右辺は Ẽ の行を入れ替えた行列の行列式である．ところが行を入れ替えると，行列式は符号が変わるか

ら，これは εijkdet(Ẽ)に等しい．

第 3の等号について εijk, εijk はいずれも反対称なので，縮約 εijkεijk は添字の相異なる 3!個の項の和である．それら

の項は (i, j, k)が (1, 2, 3)の偶置換か奇置換のいずれかであり，

偶置換 → εijk = εijk = +1,

奇置換 → εijk = εijk = −1

なので，3!個の項は全て (±1)2 = 1に等しい．よって εijkεijk = 3!．

ところで 3脚場の性質 (3.26):
(qab) = Eai E

b
jδ
ij

を行列の関係 (qab)
−1 = (Eai )(δ

ij)(Ebj )
T と見て (T は転置)，両辺の行列式をとると

1

det(q)
= [det(E)]2 (30)

が見出される*15．これを上式 (29)に代入して det(E)を消去すると，

√
det(q) =

√∣∣∣∣16 Ẽai Ẽbj Ẽckεijkεabc
∣∣∣∣ =√|det(Ẽ)| (31)

が得られる (第 2の等号は式 (28)による)．ただし上式 (30)より det(q) ≥ 0であることに注意して，絶対値を

導入した．よって式 (7.31)の係数は 1/6→ 1/
√
6と改めなければならない (本稿では訂正済み) [20, pp.3–4]．

■Thiemannの恒等式 (7.32)について 式 (31)を用いて体積 (7.31)を

V =

∫
d3x

√
|det(Ẽ)|

と書き換えておくと便利である．次に式 (7.10)の導出時に用いた一般公式

{Aia(x), f(x′)} =
δf(x′)

δẼai (x
′)

=
∂f(x′)

∂Ẽai (x
′)
δ3(x− x′), f(x′) ≡ f(Ẽ(x′), A(x′))

を利用して*16，体積 (7.31)と接続の Poisson括弧 {Ald(x), V }を計算する．その際，既に指摘したように ε˜abc
は単なる Levi-Civita記号 εabc であって，Poisson括弧の外に出せると仮定する．また計算過程で現れる数係

数 (や絶対値を除く際の負号)は，最終的にハミルトニアン拘束 (7.33)における不鮮明化関数M に吸収させ

*15 3脚場 Eai に相反なベクトル Eia を導入すると (付録 C)，定義により E = (Eai )と E−1 = (Eia)は互いに逆行列なので，これは
det(q) = [det(E−1)]2 と書くこともできる．

*16 本節では 8πG = β = 1とおいたので (p.98脚注 3)，余計な定数係数は現れないと考えられる．
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ることができるので，正確に計算する必要はない．すると

{Ald(x), V } =
∫

d3x′
{
Ald(x),

√
|det(Ẽ(x′))|

}
=

∫
d3x′

∂
√
|det(Ẽ(x′))|

∂Ẽdl (x
′)

δ3(x− x′)

=
1

2
√
|det(Ẽ)|

∂

∂Ẽdl
|det(Ẽ)| ∼ 1√

det(q)

∂

∂Ẽdl
Ẽai Ẽ

b
j Ẽ

c
kε
ijkεabc (∵ 式 (31))

=
1√

det(q)
{δadδliẼbj Ẽckεijkεabc + (a, b, cを巡回置換した項)}

=
3√

det(q)
εljkεdbcẼ

b
j Ẽ

c
k ∼

εljkεdbcẼ
b
j Ẽ

c
k√

det(q)

となるので，(興味のない数係数の違いを除いて)式 (7.32)が成立する．

■式 (7.33)の確認 式 (7.32)の導出過程を踏まえ，その右辺に適当な定数係数 C を補ってから，式 (7.33)の

右辺に代入すると， ∫
d3xN{Akc , V }F kabε̃abc =C

∫
d3xN

Ẽdi Ẽ
e
j ε˜decεkijF kabε̃abc√

det(q)

=C

∫
d3xN

Ẽdi Ẽ
e
j (δ

a
dδ
b
e − δae δbd)εkijF kab√
det(q)

=C

∫
d3xN

(Ẽai Ẽ
b
j − Ẽbi Ẽaj )εkijF kab√

det(q)

=2C

∫
d3xN

Ẽai Ẽ
b
jε
kijF kab√

det(q)

=H(2CN)

となる．最右辺において予告通り，数係数 2C を不鮮明化関数に吸収させた．こうして式 (7.31)，式 (7.32)と

同様，数係数の違いを除いて式 (7.33)が成立する．

■体積 (7.31)の積分範囲について 以上の計算から分かるように，体積 (7.31)の積分変数 x′ の範囲が位置 x

を含んでいない限り，接続 Akc (x)との Poisson括弧はゼロとなり，Thiemannの恒等式 (7.32)は成立しない．

ところがハミルトニアン拘束 (7.33)において変数 xは空間全体を動くから，ここでは V として実質，空間全

体の体積をとらねばならないと考えられる．

関連文献について

Ashtekar (1988)の本は，重力の接続による表示と，Ashtekar変数を導入する古い方法について，よ

い説明を与えている．より現代的な取扱いは，Rovelli (2007)や Thiemann (2008)において見いださ

れる．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Ashtekar, A. (1988) New Perspectives in Canonical Gravity. Bibliopolis, Naples.

• Rovelli, C. (2007) Quantum Gravity. Cambridge University Press, Cambridge.
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• Thiemann, T. (2008)Modern Canonical Quantum General Relativity. Cambridge University Press,

Cambridge.
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第 8章　ループ量子重力

8.1　ループ変換とスピン・ネットワーク

• 多様体のあらゆるループ γ に関してホロノミーの対角和 (Wilsonループ)

Wγ [A] = Tr

(
P

[
exp

(
+

∮
γ

γ̇a(s)Asds

)])
［5.2節の係数 ig が省かれている (p.93訳註も参照)，5.2節と同様に符号を − → +と改めた］

を指定すると，接続のゲージ不変なすべての情報が与えられる (Gilesの定理 (5.2節))．

• Gaussの法則による拘束条件は，

接続表示の波動関数が接続のゲージ不変な関数であることを要求する (7.4節)．

↓

波動関数 Ψ[A]はWγ [A]を基底として

Ψ[A] =
∑
γ

Ψ[γ]Wγ [A] (8.1)

と展開できる (
∑
γ はすべての可能なループに関する形式的な和)．

上式 (8.1)は位置表示から運動量表示への移行

Ψ(x) =

∫
dk√
2π

Ψ(k)eikx → Ψ(k)

と比較される関係であり，式 (8.1)を“ループ変換”，また展開係数 Ψ[γ]による定式化を“ループ表現 (表示)”

と呼ぶ．

例えばループ表示で微分同相拘束［Ψ[A]が微分同相変換の下で不変な関数であることを要求 (7.4節)］を解

くには，単にループの滑らかな変形の下で不変な関数 Ψ[γ]を考えれば良い．結び目不変 (knot invariant)な

関数はこの性質を満たす関数であり，例として 3次元の平坦な空間では，2つの閉曲線 γa(s1)と ηb(s2)に対

する Gaussのリンク数 (‘まつわり数’：linking number)

Linking(γ, η) =
1

4π

∮
γ

ds1

∮
η

ds2∂
a

(
1

|γd(s1)− ηd(s2)|

)
εabcγ̇

b(s1)η̇
c(s2) (8.3)

［左辺の引数を訂正した，|γd−ηd| ≡ |γ⃗− η⃗|］が挙げられる．これは 2つの閉曲線がリンクしていれば 1，そう

でなければ 0になる (図 14参照，それ故ループの滑らかな変形の下で不変な関数である)．［証明は本稿次節．

我々が最初に考えていたのはループの関数 Ψ[γ]であるのに対し，リンク数 (8.3)は単一のループではなく，2

つの閉曲線 γ, η に関する量となっている．ただし式 (8.5)の箇所で見るように，別個に同時に設置した γ ∪ η
というループはWilsonループにおいて，それらを繋いだループ γ ◦ η, γ ◦ η−1 と無関係ではあり得ない．］
ここでループ基底は過完備 (over-complete)であるという問題を取り上げる．3次元空間において 4つの基

底ベクトルを用いると，これらの基底 (に関する 4つのベクトル成分)は全てが独立とはならない．ループ基

底に関してもこれと状況は似ており，多様体におけるすべてのWγ [A]が独立とはならない．この過完備性は，

su(2)行列 A,Bの対角和に関する恒等関係

Tr(A)Tr(B) = Tr(AB) + Tr(AB−1) (8.4)
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図 14 Gaussのリンク数 (8.3)

［本稿次節で確認］の帰結として，

Wγ [A]Wη[A] =Wγ◦η[A] +Wγ◦η−1 [A] (8.5)

などの関係が成り立つことに由来する［本稿次節で導出］．ここに η−1は ηの向きを反転させたループであり，
γ ◦ ηはまず γ を巡り，次いで ηを巡るループを表す．

(p.105の訳註を引用)章末の問題 2(p.121)［本稿次節］を参照．式 (8.5)の左辺は，γ と η を互いに繋がずに別

個に同時に設置した“γ ∪ η というループ”に関するWilson指標と見なされる (ループの追加は，状態関数におい

て乗法的な操作である)．この等式があるために，3種類のループ γ ∪ η，γ ◦ η，γ ◦ η−1 のすべてを独立なループ

基底として扱うことはできないわけである．

ループ基底の過完備性の問題を扱うために，“スピン・ネットワーク”(spin network) を導入する．su(2)

代数
[σi, σj ] = 2iεijkσk

を満たす行列 σi (su(2)代数の表現)は 2× 2の Pauli行列に限らず，一般には (N + 1)× (N + 1)行列を用い
ることができる (N = 1, 2, 3, · · · )．スピン・ネットワークは図 15のようなグラフであり，各々の線は，その
線に沿う平行移動関数に用いている行列の次元 (N + 1)における数 N によって“色付け”(coloring)されて
いる*17．su(2)の高次元表現は基本表現 (Pauli行列) σi のテンソル積 (単に σi を並べたもの)と 1対 1の関
係を持つことが知られており，高次元表現の平行移動関数は基本表現の平行移動関数が束になって平行に走っ
ているものと等価と見なせる．このとき別々の線を結ぶ結節点では，それぞれの線に関する平行移動関数の行
列の添字を縮約するための“結節因子”(intertwiner)として，εijk と δij の適切な形のテンソル積を用い，曲
線を「結び付ける」(tie up)ことができる．［これはスピン・ネットワーク sの状態 (波動関数) ψsのことを述
べていると考えられる．実際，次節には「状態 ψs が，結節因子によって結節点につながっているそれぞれの
閉曲線に沿った平行移動関数の集まりである」(p.111下 2行)とある．具体的には本稿次節を参照．］

• 詳細は Rovelli and Upadhya (1998)の論文の付録を見るとよい．

Rovelli, C. and Upadhya, P. (1998) “Loop quantum gravity and quanta of space: A primer”, arXiv:

gr-qc/9806079 [accessed 11 March 2011].

• pp.106–107の訳註を一部抜粋する：

スピン・ネットワーク表現においては，潜在的に考えうるループ線の ‘向き’の区別を指定するわけではないの

で，元々のループ表現における向きの反転に関係する冗長性 (式 (8.5)参照)が低減される．(多価ネットワー

クでは，冗長性が完全に解消されるわけではないけれども．)

スピン・ネットワークは，ループ基底の過完備な自由度を最小化して (3価，すなわち 3本の線を結ぶ

結節点では余計な自由度が完全になくなる) すべてのゲージ不変な関数の基底を構成する仕掛けになる

が，さらに量子重力状態を展開するためにも適した基底を提供する．このことを最も簡単に見るには，空

*17 N の代わりに半整数 J = N/2を添えることもある．

78



図 15 スピン・ネットワークの一例．各線に付した数字 N は，その線に沿った平行移動関数が (N + 1)

次元行列であることを意味する．

間において新たな内積を導入すればよい．内積の構築は，接続の空間において Ashtekar-Lewandowski

(レワンドフスキー)測度 (1997) として知られる測度を導入することによって具体的に行うことができ

る．(p.107)

Ashtekar, A. and Lewandowski, J. (1997) Class. Quan. Grav. 14, A55.

結果的に 2 つのスピン・ネットワーク s, s′ が互いに微分同相写像で関係付けられるならば (滑らかな変形に

よって互いに移行できるならば)，これらの状態 ψs, ψs′ の内積は 1になり，そうでなければ 0になる．

(p.107の訳註を引用)つまり，背景独立なスピン・ネットワークの概念は，(1)Gauss拘束→ループ表

現 (スピン・ネットワーク表現)の導入，および (2)微分同相拘束→ Ashtekar-Lewandowski測度の導

入 (滑らかな変形によって互いに移行できるネットワークを区別しない)，という 2段階の手続きによっ

て得られている．(1)はどちらかというと表面的な表示の変更にすぎず，(2)において本質的な概念変

更が行われていると見るべきであろう．固定された背景座標の下でネットワーク・グラフを考えるなら

ば，同じトポロジー的構造を持つグラフからでさえ無限の可能性が出てきてしまうが (場の量子論にお

ける発散はそういう性質のものである)，ここで話を逆転させて，グラフの ‘構造’ (‘滑らかな’変形しか

許容されないので純粋なトポロジー以外の ‘構造’情報も少々含まれるが) こそがむしろ空間の本質であ

ると捉え直し，背景座標が含んでいる潜在的な自由度を大幅に削ぎ落としていることになる．

このとき異なる (すなわち微分同相写像の関係にない)スピン・ネットワーク状態 ψs は互いに線形独立とな

る．実際，ψs と異なる一連の状態 {ψsm}に対して線形従属性

ψs =
∑
m

cmψsm

を仮定し，両辺の ψs との内積を作ると，1 = 0という矛盾を生じる．よって異なる ψs は互いに線形独立であ

る．［このように予告通り，スピン・ネットワーク状態 ψs は基底として好ましい性質を備えている．］
上述の結果は，3価のスピン・ネットワーク (ネットワークに含まれる結節点が，最大で 3本の線を結び付けて

いるようなネットワークという意味である) に関して厳密に正しい．ネットワークが 4価以上の結節点を含んでい

る場合は (そのような状態も必要になることを後から見る予定である)，結節因子 (インターツイナー)の選び方に
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冗長性が生じ，上のような状態の構築のために，基底として独立なスピン・ネットワークの組を意識的に選ぶ必要

が生じる. (p.108)

• Ashtekar-Lewandowski内積を用いて，厳密なやり方でループ変換とその逆変換をつくれる

Thiemann, T. (1998) J. Math. Phys. 39, 1236.

•「Ashtekar-Lewandowski測度について我々が行った説明が，

過度に単純化されたものであることを強調しておきたい．」(p.108，l.15,16)

学部の水準の読者の読みやすさを考えて，本節では数学的な議論の詳細を大幅に省いた．より詳しい内容に関心

のある読者は，Thiemann (2008) の本［本稿章末の関連文献の抜粋を参照］を見てもらいたい．(中略)“LOST-F

定理”［脚注 2 を省略］として知られる強力な数学的結果によれば (Lewandowski, et al. (2006), Fleischhack

(2006)［下記にて抜粋］)，いくつかの穏当な仮定 (ホロノミーに基礎を置く代数と背景独立性を利用する)の下で，

この測度の決め方［Ashtekar-Lewandowski測度の採用］が“一意的”であることが示されている．したがって，

ループ量子重力の運動学的な土台は極めて堅固なものであって，少なくとも微分同相変換不変性を伴う文脈におい

ては，利用可能な唯一の選択が用意されているのである．(p.109)

• Lewandowski, J., Okolów, A., Sahlmann, H., and Thiemann, T. (2006) Commun. Math. Phys. 267, 703.

• Fleischhack, C. (2006) Phys. Rev. Lett. 97, 061302.

8.1節について

■Gaussのリンク数 (8.3)がリンク数を表すことの証明 章末問題 5のヒントを踏まえ，静磁気学とのアナロ

ジーを利用して証明を行う．(もちろん物理的な意味付けを取り除けば，純粋に数学的な証明が得られる．) 自

然単位系と Heaviside単位系を採用して，Ampèreの法則と Biot-Savartの法則を

∇⃗ × H⃗(x⃗) = j⃗(x⃗), H⃗(x⃗) = ∇⃗ × 1

4π

∫
j⃗(x⃗′)

|x⃗− x⃗′|
d3x′ =

1

4π

∫
j⃗(x⃗′)× (x⃗− x⃗′)
|x⃗− x⃗′|3

d3x′

と書こう [7, pp.116–117]．

閉曲線 γa, ηb に割り当てるパラメーター s1, s2 の正の向きを，図 16の矢印のように定める．s1 > 0の向き

を正として，閉曲線 γa(s1)に定常電流 I を流すと，もう一方の閉曲線上の位置 ηb(s2)には，Biot-Savartの

法則に従う磁場

H⃗(η⃗) =
1

4π

∂

∂η⃗
×
∮
γ

Idγ⃗

|γ⃗ − η⃗|
i.e. Hc(η⃗) =

I

4π

∮
γ

εcab
∂

∂ηa

γ̇bds1
|γ⃗ − η⃗|

が作られる．よって閉曲線 ηb(s2)に沿う磁場の循環は，2重の線積分∮
η

H⃗ · dη⃗ =

∮
η

Hc(η⃗)η̇
cds2

=
I

4π

∮
γ

ds1

∮
η

ds2εcab

(
∂

∂ηa

1

|γ⃗ − η⃗|

)
γ̇bη̇c

=I × (式 (8.3))

で与えられる．ところが Biot-Savartの法則の基となる Ampèreの法則に立ち戻れば，循環
∮
η
H⃗ · dη⃗ は閉曲

線 ηb(s2) を貫く電流に等しいから，これを一定の電流 I で割った量 (8.3) は閉曲線 γa(s1) が ηb(s2) を (決

まった向きに)貫く回数を与えることになる (図 14では 1と 0)．

閉曲線 ηb(s2)に定常電流 I を流したならば，閉曲線 γa(s1)に沿う磁場の循環は式 (8.3)で γ ↔ η と入れ替
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図 16 Gaussのリンク数 (8.3)に関する状況設定

えた式 (の I 倍)で与えられる．しかし式 (8.3)は 2つの閉曲線の入れ替えに関して対称である：

1

4π

∮
γ

ds1

∮
η

ds2εabc

(
∂

∂γa

1

|γ⃗ − η⃗|

)
η̇bγ̇c =

1

4π

∮
γ

ds1

∮
η

ds2(−εacb)
(
− ∂

∂ηa

1

|γ⃗ − η⃗|

)
γ̇cη̇b

=
1

4π

∮
γ

ds1

∮
η

ds2εabc

(
∂

∂ηa

1

|γ⃗ − η⃗|

)
γ̇bη̇c.

■su(2)行列の対角和に関する恒等式 (8.4)の確認 一般的な su(2)行列 (行列式が 1の 2× 2のユニタリー行

列)は

A =

(
a b
−b∗ a∗

)
, B =

(
c d
−d∗ c∗

)
と表される．ただし

det(A) = |a|2 + |b|2 = 1, det(B) = |c|2 + |d|2 = 1

である [21, p.229]．すると

AB =

(
ac− bd∗ ad− bc∗
−b∗c− a∗d∗ −b∗d+ a∗c∗

)
, AB−1 =

(
a b
−b∗ a∗

)(
c∗ −d
d∗ c

)
=

(
ac∗ + bd∗ −ad+ bc
−b∗c∗ + a∗d∗ b∗d+ a∗c

)
より

Tr(A)Tr(B) =(a+ a∗)(c+ c∗) = ac+ ac∗ + a∗c+ a∗c∗,

Tr(AB) =ac− bd∗ − b∗d+ a∗c∗,

Tr(AB−1) =ac∗ + bd∗ + b∗d+ a∗c

となるので，式 (8.4):Tr(A)Tr(B) = Tr(AB) + Tr(AB−1) が成立する．

■式 (8.5)の導出 平行移動関数は

hγ [A] = P

[
exp

(∫
γ

γ̇a(s)Aa(s)ds

)]
で定義され，これは閉曲線 γ に対してホロノミーとなる (5.2節)．接続Aa(s)は su(2)行列であり，Pauli行

列を用いて展開される．ところで Pauli行列は，したがって
∫
γ
γ̇a(s)Aa(s)dsはトレースレスの Hermite行
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図 17 “樹木曲線”(trees)は 1本の線を往復する径路である．

列なので [21, p.222]，その指数関数 (の径路順序化) hγ [A]は行列式が 1のユニタリー行列 (su(2)行列)とな

る (行列式が 1となることについては本稿の付録 F.1の計算を参照)．

2つの閉曲線 γ, η が共有点を持たない場合に，γ ◦ η を定義する方法を考えよう (章末問題 2)．それには閉

曲線 γ に，図 17のような往復径路 (往路 C，復路 C−1 とする“樹木曲線”(trees)) を付け加えても，ホロノ

ミーの値は変わらないことに注目すれば良い．

hγ◦C◦C−1 [A] = P

[
exp

(∫
γ◦C◦C−1

ẋa(s)Aa(s)ds

)]
= P

[
exp

(∫
γ

ẋa(s)Aa(s)ds

)]
= hγ [A].

すると，このような径路を付け加えて 2曲線 γ, η に共有点を持たせることで，γ ◦ η を定義することができる．
さて，径路順序化の下では接続を交換して良いので，閉曲線 γ, η に対して“指数法則”

hγ [A]hη[A] =P

[
exp

(∫
γ

γ̇a(t)Aa(t)dt

)]
P

[
exp

(∫
η

η̇b(s)Ab(s)ds

)]
=P

[
exp

(∫
γ◦η

ẋa(t)Aa(t)dt

)]
=hγ◦η[A]

が成り立つ．これは {
hγ [A]hγ−1 [A] = 1

hγ−1 [A]hγ [A] = 1
∴ (hγ [A])

−1 = hγ−1 [A]

を含意する．

以上より A = hγ [A],B = hη[A]とおいて公式 (8.4)を適用すると，

Wγ [A]Wη[A] =Tr(hγ [A])Tr(hη[A])

=Tr(hγ [A]hη[A]) + Tr(hγ [A](hη[A])
−1)

=Tr(hγ◦η[A]) + Tr(hγ◦η−1 [A])

=Wγ◦η[A] +Wγ◦η−1 [A] : (8.5)

が得られる．
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■“Mandelstam (マンデルシュタム)恒等式”(章末問題 1) 式 (8.5)からさらに複雑な恒等式を次々と作る

ことができる．そのような一連の恒等式は“Mandelstam (マンデルシュタム)恒等式”と呼ばれる．一例とし

て章末の問題 1では，

Wγ1Wγ2Wγ3 =Wγ1◦γ2Wγ3 +Wγ2◦γ3Wγ1 +Wγ3◦γ1Wγ2 −Wγ1◦γ2◦γ3 −Wγ1◦γ3◦γ2 (8.28)

の関係を証明するよう要求されている (以降，すべてのW··· に共通の引数 Aを省略する)．ここではこの問題

に取り組もう．

式 (8.5)を繰り返し用いると，

Wγ1Wγ2Wγ3 =

{
(Wγ1◦γ2 +Wγ1◦γ2−1)Wγ3

Wγ1(Wγ2◦γ3 +Wγ2◦γ3−1)

=Wγ1◦γ2◦γ3 +Wγ1◦γ2−1◦γ3−1 +Wγ1◦γ2−1◦γ3 +Wγ1◦γ2◦γ3−1 (32)

を得る．

ここで su(2)行列は一般に

A =

(
a b
−b∗ a∗

)
(ただし det(A) = |a|2 + |b|2 = 1)

と表され [21, p.229]，それ故，逆行列

A−1 =

(
a∗ −b
b∗ a

)
とトレースが等しいことに着目する．

Tr(A) = Tr(A−1) = a+ a∗.

するとホロノミー hγ は su(2)行列なので，任意の閉曲線 γ に対して

Wγ−1 = Tr(hγ−1) = Tr((hγ)
−1) = Tr(hγ) =Wγ

の関係が見出される．これを上式 (32)最右辺の第 2項に適用すると，

Wγ1Wγ2Wγ3 =Wγ1◦γ2◦γ3 +Wγ1−1◦γ2◦γ3 +Wγ1◦γ2−1◦γ3 +Wγ1◦γ2◦γ3−1 (33)

と書き換えられる．

他方，式 (8.5)より
Wγ1◦γ2Wγ3 =Wγ1◦γ2◦γ3 +Wγ1◦γ2◦γ3−1

であり，添字 1, 2, 3を巡回置換した項を加えると

Wγ1◦γ2Wγ3+Wγ2◦γ3Wγ1+Wγ3◦γ1Wγ2 = 3Wγ1◦γ2◦γ3+
{
Wγ1−1◦γ2◦γ3 +Wγ1◦γ2−1◦γ3 +Wγ1◦γ2◦γ3−1

}
(34)

となる．ただし任意の閉曲線 γ, η に対して，ホロノミー hγ◦η における周回積分は始点の選び方に依らない

ので，
Wγ◦η =Wη◦γ

のように γ と η の順番を入れ替えられることを利用した．上式 (34)を用いて式 (33)右辺の後ろの 3項を消

去すると，
Wγ1Wγ2Wγ3 =Wγ1◦γ2Wγ3 +Wγ2◦γ3Wγ1 +Wγ3◦γ1Wγ2 − 2Wγ1◦γ2◦γ3 (35)
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図 18 ホロノミー hγ1◦γ2◦γ3 の積分路 図 19 ホロノミー hγ1◦γ3◦γ2 の積分路

を得る．

ところで図 18，図 19の 2種類の積分路に関するホロノミー hγ1◦γ2◦γ3 , hγ1◦γ3◦γ2 の値は，従ってその対角

和Wγ1◦γ2◦γ3 ,Wγ1◦γ3◦γ2 は等しいと考えられる (いずれも 3つのループ γ1, γ2, γ3 に関する周回積分の和であ

る)．そこで上式 (35)右辺の第 4項を敢えて

2Wγ1◦γ2◦γ3 =Wγ1◦γ2◦γ3 +Wγ1◦γ3◦γ2

と書けば，与式 (8.28)に到達する．

■スピン・ネットワーク状態 N 個の頂点と L本の線 (リンク)を持つスピン・ネットワーク sを考える．各

リンク l(= 1, · · · , L)には Jl = Nl/2表現のホロノミー

[h
(Jl)
l (A)]αl

βl

が (したがって向きが)充てられており，ここに αl, βl は行列成分を指定する添字である．ここで

• L個の添字 α1, · · · , αL のうち，頂点 nを始点に持つホロノミーの添字を　 α1′(n)
, α2′(n)

, · · ·
• L個の添字 β1, · · · , βL のうち，頂点 nを終点に持つホロノミーの添字を　 β1′′(n)

, β2′′(n)
, · · ·

と書き，各頂点 n(= 1, · · · , N)に適当な結節因子 (intertwiner)

vn
β1′′(n)

β2′′(n)
···
α1′(n)

α2′(n)
···

を充てる．このとき得られるスピン・ネットワーク状態は，ホロノミーと結節因子の縮約

ψs(A) = v1
β1′′(1)

β2′′(1)
···
α1′(1)

α2′(1)
··· · · · vN

β1′′(N)
β2′′(N)

···
α1′(N)

α2′(N)
···[h

(J1)
1 (A)]α1

β1
· · · [h(JN )

N (A)]αN

βN

(36)

で与えられる．ただし各添字 αl, βl は，各々の定義域で和をとられる*18．

具体的に本文中のスピン・ネットワークの例 (図 15)を考える．まず問題設定を明確にするために，各リン

ク (l = 1, · · · , 6と名付ける) に図 20のような向きを与え，ホロノミー hJl を充てる (以降，引数の接続 Aを

*18 文献 [17, p.230,p.235]の式 (6.30)に |S⟩の式 (6.29)を代入し，内積を式 (6.16)で評価して得られる．
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図 20 スピン・ネットワーク sの対応する式 ψs への翻訳

図 21 7.4節と 8.1節の要約

省略する)．次に各頂点を n = 1, 2, 3, 4と名付け，図 20のように適切な結節因子 vn
···
··· を充てる．このとき

対応する状態 ψs は

ψs = v1
β1β3

α5
v2
β5
α2α4

v3
β4
α1α6

v4
β2β6

α3
h
(1/2)
1

α1

β1
h
(1/2)
2

α2

β2
h
(1)
3

α3

β3
h
(1)
4

α4

β4
h
(3/2)
5

α5

β5
h
(3/2)
6

α6

β6

と書き下せる．

■まとめ いったん，7.4節からの話の流れを図 21に要約しておく．

8.2　ホロノミー演算子と幾何的演算子

演算子をループ表現に移行することを考える．
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［拘束条件による］ゲージ対称性のある理論では，ゲージ不変な演算子，すなわち［古典的には］拘束条件
との Poisson括弧がゼロになる量 (“Diracの観測可能量”と呼ばれる)だけが関心の対象となる．しかしなが
ら重力理論ではこれは難問であり，少なくとも真空における理論に関して，すべての拘束条件との Poisson括
弧がゼロになる量を我々は知らない．
参考 物質と結合した重力理論において，物質を“参照座標”として利用し，Diracの観測可能量を構築した仕事：

Giesel, K., Hoffmann, S., Thiemann, T., and Winkler, O. (2007) Class. Quan. Grav. 27, 055005; 055006.

上述の問題は措いておき，まずループ表現で定義できる最も単純な演算子として，ホロノミー演算子に言及
する．あるスピン・ネットワーク s′ に沿ったホロノミー ĥs′ を別のスピン・ネットワーク状態 |s⟩に作用さ
せると，sと s′ から構成されるスピン・ネットワーク状態 |s ∪ s′⟩が得られる (教科書の水準では証明はでき
ない)．

(p.110 の訳註を引用) ホロノミー演算子の作用は，元々のホロノミーの定義から推察することもできる．元の

ネットワーク状態の波動関数は |s⟩は［原文ママ］，sを構成するホロノミー (と結節因子)から成り立っている．そ

こに s′ のホロノミーを作用させることになるが，ホロノミーの定義式 (8.16)には 3脚場が含まれず接続だけが含

まれるので，s′ のホロノミー演算子の作用としても，単に乗法的な形で s′ のホロノミーを波動関数に付け加える

ものと考えればよい (式 (7.24),(7.25)［ÂiaΨ(A) = AiaΨ(A), etc.］参照)．

但し［ここでは接続ありきでホロノミーの作用を考察したが (A → h)］，背景独立性を重視するループ量子重力

理論の立場からすると，背景座標の下で接続からホロノミーが定義されるというよりも，見方を逆転させて，ホロ

ノミー演算子こそが第一義的に重要な基本的演算子であると見なすことになる．場の量子論における生成演算子

が，場 (のエネルギー量子)を生成する最も基礎的な演算子であるということとかなり近い意味合いで (あるいは，

むしろそれよりも重要な意味合いで)，ループ量子重力理論においてはホロノミー演算子が，‘空間計量の量子’(3脚

場の量子)を生成するための最も基礎的な演算子と位置づけられる．そして，3脚場を通じて，空間の面積や体積

が現れる (式 (8.13),(8.22)［=(式 (7.31))］)．

次に幾何的演算子 (geometrical operator) を導入する．これは幾何学の要素に関係する量子力学的な演算

子のことである．

“面積演算子”(area operator)から始めよう．与えられた面 Σが x3 = 0となる座標系で，面の面積は

AΣ =

∫
Σ

dx1dx2
√

det q(2), (8.8)

det q(2) =q11q22 − q 2
12 : 2次元空間の計量の行列式

と表される．ただし［簡単のために特定の座標系でのみ成り立つ式を書いたので，］このとき対応する面積演

算子は，スピン・ネットワーク状態において微分同相不変ではない作用を持つ．式 (7.3):Ẽai Ẽ
bi = det(q)qab

より，これは［正準変数を用いて］

AΣ =

∫
Σ

dx1dx2
√
Ẽ3
i Ẽ

3i (8.10)

と書き換えられる［導出は本稿次節］．ここで 3脚場 Ẽ3
i を演算子

−8iπGβ δ

δAi3

に移行させる*19．［この点はループ表示でも接続表示でも同じである．］このとき面積は［同一点の場による

汎関数微分の］演算子積になり (その問題点は既に［7.4 節で*20］論じた)，しかもその演算子積は根号の中

に入っている．このような問題を扱うために，ε → 0 で 2 次元のデルタ関数 δ2(x − y) になる不鮮明化関数

*19 ここでは正準交換関係 (7.26)の右辺において，対応する Poisson括弧 (7.2)の因子 8πGβ を復活させる．このとき［正準交換関
係から導かれる］3脚場の作用 (7.25)の右辺にも同じ因子 8πGβ が追加される．

*20 ただしここでのデルタ関数の現れ方は異なる．本稿次節を参照．
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fε(x, y) ［7.4節でもこのような関数に言及］を導入して，不鮮明化した 3脚場

[Ẽ3
i ]f (x) =

∫
Σ

d2yfε(x, y)Ẽ
3
i (y)

を定義する (ε→ 0で [Ẽ3
i ]f → Ẽ3

i )．これを［量子化した演算子 [ ˆ̃E3
i ]f を］用いて，面積演算子を

ÂΣ =

∫
Σ

dx1dx2
√
[ ˆ̃E3
i ]f [

ˆ̃E3
i ]f (8.13)

で与えることにする．ところで不鮮明化した 3脚場の演算子 [ ˆ̃E3
i ]f の，スピン・ネットワーク状態 ψs への作

用は

[ ˆ̃E3
i ]f (x)ψs =− 8iπGβ

∫
Σ

d2yfε(x, y)
δψs

δAi3(y)
(8.14)

= · · ·
=8iπGβγ̇3(t∗)Tr

(
T iψs

)
fε(x, y∗) (8.20)

と計算される (導出 (と対角和 Trの意味)は下記)［式 (8.20)ではループの関数 ψs の引数 xを消し，また γ̇3

と fε の引数を sと Σの交点での値 y = y∗, t = t∗ に改めた (本稿次節)］．ここに γ は面 Σを通る曲線であり

(図 22参照)，T iは su(2)代数の J(= N/2)表現での基底である．つまりあらかじめ理解できるように，Ai3(y)

によるスピン・ネットワーク状態の汎関数微分は，y が交点 y∗ に一致するときのみゼロでない結果を与える．

もし交点が複数あれば，それぞれの点からの寄与を足し合わせる必要がある［本稿次節の導出過程から理解で

きる］．さらに [ ˆ̃E3
i ]f (x)をもう 1つ作用させると同様の寄与が及び，2つの生成子の積の和 T iT i = J(J +1)1

［1は単位行列］を生じる［本稿次節で補足］．このため面積演算子のスピン・ネットワークへの作用は

ÂΣψs =8πl2Planckβ
∑
I

√
jI(jI + 1)ψs (8.21){

jI :線 I の“色”

lPlanck =
√
Gℏ/c3 ∼ 10−33cm :“Planck長さ”

となる (和は面 Σを貫くすべての線 I にわたる)［本稿次節で補足］．Planck長さは G, c, ℏから作られる長さ
の尺度であり，素粒子物理の尺度と比べても極めて小さい．上式 (8.21)はスピン・ネットワーク状態 ψs が面

積演算子 ÂΣ の固有状態であることを意味しており，つまらない係数の違いを除けば，その固有値は l2Planck

を単位として量子化されていることになる．因子
√
jI(jI + 1)は角運動量の自乗 L̂2 の固有値［l(l+1)ℏ2］を

想起させ，固有値の離散化は等間隔ではない．

式 (8.21)における面積の固有値は Barbero-Immirziパラメーター β に依存しているため，β の値が異なれ

ば物理も異なることになる．このように β の異なる理論は，古典的には正準変換で関連付けられており等価

であるにも関わらず，量子力学的には等価ではなくなるということが起きる．第 10章［10.1.3節］で見るよ

うに，ブラックホールのエントロピーの計算結果を半古典的なそれに整合させるには，特定の β を選ばなけれ

ばならない．

面積演算子の固有値は，スピン・ネットワークを構成する線が指定した面に交わるかどうかというこ

とと，その線の色に依存して決まる［背景独立性］．あたかもスピン・ネットワークに含まれるそれぞ

れの線がすべて“面積の量子”を担っており，指定された面は，スピン・ネットワークの線がその面を

通ることによって面積を獲得する，というように解釈することができる (p.112,図 8.3［本稿の図 22］

参照)．(p.115)
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図 22 面 Σは 1本のスピン・ネットワークの線と交わると，“面積の量子”を獲得する．

［リンク線の色が基本表現のホロノミーを持つ線の束の本数と解釈できることを思い出すと (8.1節)，色の依

存性も含めて，面積は面を貫くネットワーク線の本数で決まると言える．］

ここまで我々は，面 Σが

• 線と点で交わるだけではなく，線の一部を含む場合
• 2本の線の結節点を含む場合

を無視してきた．完全な議論に関しては Ashtekar and Lewandowski (1997) や Thiemann (2008)の本を参
照せよ．

• Ashtekar, A. and Lewandowski, J. (1997) Class. Quan. Grav. 14, A55.

• Thiemann, T. (2008) Modern Canonical Quantum General Relativity. Cambridge University Press, Cam-

bridge.

3次元領域の体積 (7.31)を量子力学的な演算子へ移行させる方法は，大体のところ面積演算子の場合と同じ

である．

現れてくる描像は，スピン・ネッ トワークが，線の部分に“面積の量子”を，結節点の部分に“体積

の量子”を担っており，これらが量子的幾何を構成する要素になっている，というものである．指定さ

れた領域は，もしその中にスピン・ネットワークのしかるべき結節点が含まれるならば，体積を付与さ

れ，指定された面は，もしそこにスピン・ネットワークの線が通っていれば，面積を付与される．こう

して図 8.4 ［本稿の図 23］のように，空間の“基礎建築用ブロック”(elementary building block)の

描像が見いだされる．(pp.115–116)

［空間を言わば各頂点の“守備範囲”へと適当に分割すれば*21，各々のブロックは決まった体積 (と表面積)を

持ち，それらを空間の構成単位ないし“基礎建築用ブロック”と見なすことができるということ．］ここで

• 体積演算子がゼロ以外になるためには，少なくとも 4価の結節点が必要であることが判明している．

• 線や結節点の数がまばらになる Planck長さ程度の領域においては，奇妙な量子的性質

(体積の伴わない面積［領域が線に貫かれ，結節点を内に含まない場合］など)が顕在化する．

*21 もちろんそのような方法は一意的ではないが，代表的な手法として Voronoi (ボロノイ)分割が挙げられる (図 24参照)．
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図 23 スピン・ネットワークを“空間の基礎建築用ブロック”の集まりとして捉えることもできる．4価

以上の結節点は“体積ブロック”を形成しており，それぞれのブロックの表面積は，ブロックの表面を貫く

ネットワーク線によって決まる．

図 24 この 2 次元的なパターンでは緑の線をネットワーク線とすると個々の青い正六角形が各頂点の

Voronoi 領域に，青い線をネットワーク線とすると個々の緑の正三角形が各頂点の Voronoi 領域になる．

このときネットワーク線は Voronoi領域に対する Delaunay (ドロネー)図になっている．

8.2節，式の導出など

■式 (8.20)の導出 状態 ψs が，結節因子によって結節点につながっているそれぞれの閉曲線に沿った平行移

動関数の集まりであることを思い出そう［本稿の式 (36)］．すると式 (8.14)右辺における，Σ上の点 y での接

続 Ai3(y)による汎関数微分は，スピン・ネットワーク上の線が面 Σを通るとき (図 22参照)，ゼロでない値

δψs
δAi3(y)

= Tr

(
δhJ

δAi3(y)

δψs
δhJ

)
(8.15)

を持つ．［しかも期待されるように，yが交点 y∗ に一致しなければ，これは自動的にゼロになる (後の式 (8.19)

におけるデルタ関数による)．］
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hJ は，面 Σを貫く線に関係する平行移動関数を，適切な J 表現で与えたものである (J = N/2)．こ

こでは Tr (対角和)を一般化された意味で使っている．つまり ψs を hJ で微分すると，hJ が抜き取ら

れて始点と終点に開いた結節因子 (インターツイナー)が残り，そこに δhJ/δAi3(y)の構造が整合して

入り，最終的には自由な添字のない量が与えられる［本稿次節で補足］．(p.112)

ここで点 y［= y∗］を通る曲線 γ に沿ったホロノミー

h =

∞∑
n=0

∫
t1≥···≥tn≥0

γ̇a1(t1)Aa1(t1) · · · γ̇an(tn)Aan(tn)dt1 · · · dtn (8.16)

に対して，式 (8.15)右辺の汎関数微分 δhJ

δAi
3(y)
を考える［h = hJ］．su(2)代数の J(= N/2)表現の基底を T i

とするとAa = AiaT
i であり，またAa(tk) ≡ Aa(γ(tk))なので，

δAak(tk)

δAi3(y)
=
δAjak(γ(tk))

δAi3(y)
T j = T iδ3(y − γ(tk))δ3ak (8.17)

となる．よって

δh

δAi3(y)
∼
∞∑
n=0

∫
t1≥···≥tk≥···≥tn≥0

dt1 · · ·dtn

× γ̇a1(t1)Aa1(t1) · · · {γ̇3(tk)δ3(y − γ(tk))T i} · · · γ̇an(tn)Aan(tn) (8.18)

∼
∫

dtkh
J(tk, tmax)γ̇

3(tk)T
iδ3(y − γ(tk))hJ(0, tk) ［教科書では tmax = 1］ (8.19)

のようになる．［式 (8.19)では行列 hJ(tk, tmax), h
J (0, tk)の位置を入れ替えた． δh

δAi
3(y)

= (式 (8.19)右辺)は

厳密に成り立つ．以上，本稿次節における導出を参照．］以上の式 (8.14),(8.15),(8.19)より，式 (8.20)を得る

［本稿次節で補足］．

8.2節について

■Diracの観測可能量 (8.2節 l.4,5)について 1次と 2次を合わせたすべての拘束量との Poisson括弧がゼロ

である量は，第 1種 (first class)の量と呼ばれる (D.2.1節)．しかしながら Diracの観測可能量は「ゲージ不

変な」(8.2節 l.2)量とある．そして系統的に作られる第 1種拘束量の全体 {ϕl}が物理量 F のゲージ変換

∆F = εl{F, ϕl}

を生成するから，Dirac観測量 F とは第 1種の量のことではなく，全ての ϕl との Poisson括弧がゼロになる

量のことと考えられる．(ただしゲージ変換の定義より，変換前後の F の値は，差が∆F ̸= 0であっても物理

的には等価である．)Diracは {ϕl}が第 1種の拘束量 (1次も 2次も含む)全体になってしまうと予想したが，

その場合にも Dirac観測量 F は，2次の拘束量との Poisson括弧がゼロになる保証はないから，第 1種の量

とは言えない．しかも Diracの予想は一般には成り立たない．以上，詳しくは D.3.2節を参照．

■教科書の式 (8.8)の 2行下における det q(2) の式について 行列式の定義式が

detq(2) =
1

2
εABεCDqACqBD

と書けるのは，式 (7.31)導出過程における式 (28):

det(Ẽ) =
1

3!
εabcε

ijkẼai Ẽ
b
j Ẽ

c
k
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において，既に見た通りである．
ここでは q(2) = (qAB)が 2× 2の行列なので，成分計算による直接的な確認も可能である．Levi-Civita記号がゼロに

ならない添字の組
(A,B,C,D) = (1, 2, 1, 2), (1, 2, 2, 1), (2, 1, 1, 2), (2, 1, 2, 1)

を代入すると，

1

2
εABεCDqACqBD =

1

2
{(+1)(+1)q11q22 + (+1)(−1)q12q21 + (−1)(+1)q21q12 + (−1)(−1)q22q11}

=q11q22 − q 2
12 .

■逆行列成分 qab の表式 (8.9)について 分母において 3!→ 2!と訂正する．その上で行列式を移項して

det(q) qab =
1

2
εacdεbefqceqdf

と書いたとき，右辺が (qab)の第 (a, b)余因子 ∆ab となっていれば良い．まず Levi-Civita記号の反対称性よ

り，右辺に寄与するのは q··· の第 1添字 c, dが aと異なり，第 2添字 e, f が bと異なる項のみである．その

ような q··· は行列 (q)から a行目と b列目を除いた小行列 (q̂(ab))の成分 (大文字の添字 C,D, · · · で指定する)

をとるので，

1

2
εacdεbefqceqdf = (−1)a+b 1

2
εCDεEF qCEqDF = (−1)a+bdet(q̂(ab)) = ∆ab.

よって示された．

なお上の結果で a = b = 3とおけば，これは既に示したかった式 (8.10):

(Ẽ3
i Ẽ

3i =)det(q) q33 =
1

2
ε3abε3cdqacqbd =

1

2
εABεCDqACqBD = detq(2).

を与えている．

■面積の式 (8.10)の導出 面 Σを x3 = 0に選んだので，

Ẽ3
i Ẽ

3i =det(q) q33

=(行列 (qab)の第 (3, 3)余因子)

=(−1)3+3det q(2)

=det q(2)

とすれば十分である．

教科書では余因子 (ないし逆行列成分 q33)の表式

qab =
εacdεbefqceqdf

2!det(q)
(8.9)

［分母において 3!→ 2!と訂正した］をあからさまに書き，

det q(2) =q11q22 − q 2
12 =

1

2
εABεCDqACqBD =

1

2
ε3abε3cdqacqbd

(ただしA, · · · , D = 1, 2，a, · · · , d = 1, 2, 3)

=det(q)q33 (∵式 (8.9))

=Ẽ3
i Ẽ

3i (∵ 式 (7.3) : Ẽai Ẽ
bi = det(q)qab)

としている．
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■「因子 8πGβ を復活させるので，……面積が正しい単位を持つことが明白に判る」(p.111，l.7,8) につい

て 我々は自然単位系を採用しており，あらゆる物理量は長さ L のベキとして表される．Newton 定数の

次元は [G] = L2 である (6.4 節)．また長さの次元を持つ座標を採用する限り，空間計量 qab は無次元であ

り，式 (7.3):Ẽai Ẽ
bi = det(q)qab より，3 脚場 Ẽai もまた無次元となる．Yang-Mills 理論のゲージ場の次元

は [Aia] = 1/L であり [14, p.103]，Ashtekar 変数の接続も同じ次元を持つものと見て良い．実際このとき

[β] = 1の下で，例えば正準交換関係 (7.26):

[Âjb(y),
ˆ̃Eai (x)] = 8πiGβδab δ

j
i δ

3(x− y)

の両辺は等しい次元 1/Lを持っていることが見てとれる．以上をまとめると，

[G] = L2, [β] = 1, [qab] = 1, [Ẽai ] = 1, [Aia] =
1

L
.

すると [Ẽai ] = 1より，古典的な面積の式 (8.10)は確かに L2 の次元を持っている．汎関数微分の次元は[
δ

δAia

]
=

1

[Aia]L
3
=

1

L2

となるので (通常の微分とは次元が異なることを思い出そう)，3脚場は演算子への移行

Ẽ3
i → −8iπGβ δ

δAi3

の後にも無次元となることが保証され，それ故，面積演算子は適正な次元を持つ．

■「面を何回も突き抜けていれば，追加の寄与も生じる」(p.112，l.6,7)について ネットワークの線が面 Σ

と何回も交わる場合，式 (8.15) は面上の積分 (8.14) に対して，点 y が各交点に一致するたびに自動的に寄

与を持つ．このように式 (8.15)自体は，線が面を何度も突き抜ける場合にも正しいと考えられる．下記の式

(8.15′)を参照．

■式 (8.15)について 添字 αl, βl を省略して，スピン・ネットワーク状態 (36)を簡単に

ψs =

(∏
n

vn

)(∏
l

h
(Jl)
l

)

と書く．このときリンク線 lのうち面 Σを貫くものを添字 I で指定すると，

δψs
δAi3(y)

=
∑
I

(∏
n

vn

)∏
l ̸=I

h
(Jl)
l


︸ ︷︷ ︸

δψs/δh
(JI )

I

δh
(JI)
I

δAi3(y)

のようになる．ただし上式において添字の縮約が含意されており，その雰囲気を表すために，教科書の式

(8.15)にならって Trを拡大解釈し，これを

δψs
δAi3(y)

=
∑
I

Tr

(
δh

(JI)
I

δAi3(y)

δψs

δh
(JI)
I

)
(8.15′)

と書くことができる．このような速記術を用いても，式の意味は曖昧さなく理解できるはずである．
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図 25 式 (8.19)両辺の積分範囲
図 26 式 (8.19)の 2重和の範囲 (影

を付けた領域 (境界を含む)上の格子

点にわたる)

■式 (8.18),(8.19)について f(tl) ≡ γ̇a(tl)Aa(tl)と略記する．

式 (8.18)について，実際には全てのA(tk)の汎関数微分が寄与する形

δh

δAi3(y)
=
∞∑
n=1

n∑
k=1

∫
tmax≥t1≥···≥tn≥0

dt1 · · · dtnf(t1) · · · {γ̇3(tk)δ3(y − γ(tk))T i} · · · f(tn)

(n = 0の項 1は汎関数微分に寄与しない)

=
∞∑
n=1

n∑
k=1

∫
tmax≥t1≥···≥tk−1≥0

dt1 · · ·dtk−1f(t1) · · · f(tk−1)

×
∫ tk−1

0

dtkγ̇
3(tk)δ

3(y − γ(tk))T i

×
∫
tk≥···≥tn≥0

dtk+1 · · · dtnf(tk+1) · · · f(tn) (37)

になると考えられる．実際，曲面上の位置 y が線との交点 y∗ に一致しているならば，大小関係 t1 ≥ · · · ≥
tn ≥ 0を守りながら各積分変数 tk が 0 (始点)から tmax (終点)まで動くとき，どの動点 γ(tk)も交点 y∗ を踏

むはずである．よって上式 (37)の全ての項が δh
δAi

3(y∗)
に寄与を持つ．

さて，図 25を参考にすると，上式 (37)の積分は

δh

δAi3(y)
=

∫ tmax

0

dtk

∞∑
n=1

n∑
k=1

[∫
tmax≥t1≥···≥tk−1≥tk

dt1 · · · dtk−1f(t1) · · · f(tk−1)

]
× γ̇3(tk)δ3(y − γ(tk))T i

×

[∫
tk≥tk+1≥···≥tn≥0

dtk+1 · · · dtnf(tk+1) · · · f(tn)

]
(38)

と書き換えられると考えられる．
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他方，

(式 (8.19)右辺) =

∫
dtkh

J (tk, tmax)γ̇
3(tk)T

iδ3(y − γ(tk))hJ (0, tk)

=

∫
dtk

[ ∞∑
l=1

∫
tmax≥s1≥···≥sl≥tk

ds1 · · ·dsl−1f(s1) · · · f(sl−1)

]
× γ̇3(tk)δ3(y − γ(tk))T i

×

[ ∞∑
m=0

∫
tk≥s1≥···≥sm≥0

ds1 · · ·dsmf(s1) · · · f(sm)

]

である．ここで l +m = nとおくと，図 26より 2重和は

∞∑
l=1

∞∑
m=0

→
∞∑
n=0

n∑
l=1

と書き直せるので，

(式 (8.19)右辺) =

∫
dtk

∞∑
n=0

n∑
l=1

[∫
tmax≥s1≥···≥sl≥tk

ds1 · · ·dsl−1f(s1) · · · f(sl−1)
]

× γ̇3(tk)δ3(y − γ(tk))T i

×

[∫
tk≥s1≥···≥sn−l≥0

ds1 · · ·dsn−lf(s1) · · · f(sn−l)

]

となる．さらに右辺 3行目の (n− l)個の積分変数を

s1, · · · , sn−l → sk+1, · · · , sn

と改めると，

(式 (8.19)右辺) =

∫
dtk

∞∑
n=0

n∑
l=1

[∫
tmax≥s1≥···≥sl≥tk

ds1 · · · dsl−1f(s1) · · · f(sl−1)
]

× γ̇3(tk)δ3(y − γ(tk))T i

×

[∫
tk≥sk+1≥···≥sn≥0

dsk+1 · · ·dsnf(sk+1) · · · f(sn)

]

となって式 (38)に一致するので，式 (8.19)が成立する．

「これと似た定義」(p.113，l.15,16)について 空間位置 xから y までの平行移動関数 hy←x (教科書の表記

では h(x, y))は，その定義より性質
hz←yhy←x = hz←x

を満たすことが要求される．ところで無限小の経路に沿う平行移動関数は，5.2節のノートの式 (24):

hx+dx←x = 1 +Aa(x)dx
a

で与えられる (ここでも ig を省略)．よって曲線 γ を始点 x0 = γ(0)から終点 xn = γ(tmax)まで n分割する

と，ホロノミーを

hxn←x0 = lim
n→∞

[n][n− 1] · · · [2][1], [k] ≡ 1 +Aak(xk)(xk − xk−1)ak
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と書ける [22, p.10]．「これと似た定義」(p.113，l.15,16)とはこのことを述べていると考えられる．
なお，これに対応する簡単な式「ex = limN→∞(1 + x/N)N」(p.113，l.14)について，N → ∞のとき

(
1 +

x

N

)N
=

N∑
n=0

xn

n!

N !

(N − n)!Nn
→

∞∑
n=0

xn

n!

(
∵ N !

(N − n)!Nn
=
N

N
· N − 1

N
· · · N − n+ 1

N
→ 1

)
となる．最右辺は指数関数の Taylor展開だから， (

1 +
x

N

)N
→ ex

である*22．x = 1とすると，これは eの定義式になる．直観的には

ex =
(
e

x
N

)N
≃
(
1 +

x

N

)N
(N ≫ 1)

である．

上式を用いて，再び式 (8.19)を導出できる (式 (8.19)の下 7行)．実際，

δh

δAi3(y)
= lim
n→∞

n∑
k=1

[n] · · · [k + 1]
δ[k]

δAi3(y)
[k − 1] · · · [1] = lim

n→∞

n∑
k=1

hJ(tk, tmax)
δ[k]

δAi3(y)
hJ (0, tk)

において
δ[k]

δAi3(y)
= (xk − xk−1)3δ3(y − γ(tk))T i, (xk − xk−1)3 = γ̇3(tk)dtk

なので，
δh

δAi3(y)
=

∫
dtkh

J(tk, tmax)γ̇
3(tk)T

iδ3(y − γ(tk))hJ(0, tk) : (8.19)

を得る．このように全ての [k]を微分しなければならないので，式 (8.19)における tk の積分が現れる．

■式 (8.14),(8.15),(8.19)から式 (8.20)の導出 簡単のために面 Σとネットワーク線がただ 1つの交点を持つ

場合を考える．交点の位置を y = y∗ とし，交点に対応する線のパラメーターを t = t∗ とする．面 Σや線上に

限らず，任意の空間位置に座標 (y1, y2, t)を割り当てよう (線上で 2次元座標 y = y∗，面上で t = t∗)．する

とホロノミー (8.19)の右辺におけるデルタ関数は

δ3(y − γ(tk)) = δ2(y − y∗)δ(t∗ − tk)

と分解できる．これを踏まえ，式 (8.19)→式 (8.15)→式 (8.14)と正直に代入すると，

[ ˆ̃E3
i ]f (x)ψs =− 8iπGβ

∫
Σ

d2yfε(x, y)Tr

[(∫
dtkh

J(tk, tmax)γ̇
3(tk)T

iδ3(y − γ(tk))hJ(0, tk)
)
δψs
δhJ

]
=− 8iπGβ

∫
d2yδ2(y − y∗)

∫
dtkδ(tk − t∗)γ̇3(tk)Tr

[(
hJ (tk, tmax)T

ihJ (0, tk)
) δψs
δhJ

]
fε(x, y)

となる．このように「結局は 3 次元 Dirac デルタ関数の 3 次元積分が実行される」(p.113 下から 5,4 行)．

p.114 の訳註には，「式 (8.20) の右辺は，
∫
dy1dy2dt という 3 重積分の表記が省略されている」とあるけれ

ど，我々は (y1, y2, tk)に関する空間積分を実行すると (代わりに式 (8.20)の引数を本稿のように訂正するこ

とになる)，

[ ˆ̃E3
i ]f (x)ψs = −8iπGβγ̇3(t∗)Tr

[(
hJ(t∗, tmax)T

ihJ(0, t∗)
) δψs
δhJ

]
fε(x, y∗)

*22 通常の数に限らず，演算子 xに対してもその指数関数を級数展開の形 ex =
∑∞
n=0

xn

n!
で定義すれば，この結果は正しい．
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となる．ここでトレースの意味を再考する．ψs からホロノミー hJ を抜き取った因子
(
δψs

δhJ

)β
α
は，hJ の始

点と終点に関係する結節因子の生きた添字 α, β を行列添字に持つ行列である．他方，hJ の汎関数微分 (8.19)

も同じ行列添字を持つので，

Tr

[(
hJ(t∗, tmax)T

ihJ(0, t∗)
) δψs
δhJ

]
≡
(
hJ(t∗, tmax)T

ihJ (0, t∗)
)α
β

(
δψs
δhJ

)β
α

=(T i)µν
(
hJ(0, t∗)

)ν
β

(
δψs
δhJ

)β
α

(
hJ (t∗, tmax)

)α
µ

と書ける．最右辺における T i の係数は ψs からホロノミー hJ を抜き取った因子
(
δψs

δhJ

)β
α
を結節因子とし

て，始点から交点まで，交点から終点までのホロノミー hJ(0, t∗), h
J(t∗, tmax)を両端において繋ぎとめたも

のである．したがって大まかにはもとの ψs が復元されるものの，交点においてホロノミーが途切れているこ

とに対応して，新たなダミー添字 µ, ν が生じている．そこでこれを

(ψs)
ν
µ ≡

(
hJ(0, t∗)

)ν
β

(
δψs
δhJ

)β
α

(
hJ (t∗, tmax)

)α
µ

と書き，(T i)µν との縮約を改めて (T i)µν(ψs)
ν
µ = Tr(T iψs)で表すと，式 (8.20)が得られる．

■「T iT i = J(J + 1)1」(p.114，l.7)について (N + 1)次行列の生成子 T i (ただし N = 1, 2, · · · )は su(2)

代数 (角運動量の交換関係)
[T i, T j ] = iεijkT k (ℏ = 1) (39)

を満たすため，角運動量 J の固有状態 |j,m⟩ ≡ |m⟩を基底とする行列表現

T i = (⟨m|Ji|m′⟩)

と見なせる．ここで磁気量子数mは (2j + 1)通りの値をとり得るから，

N + 1 = 2j + 1, j =
N

2
(≡ J)

と同定される．このとき角運動量の“大きさ”j に属する任意の状態 |α⟩ =
∑
m cm |m⟩に関しては，固有方

程式
J2 |α⟩ = j(j + 1) |α⟩

が成り立つから，演算子の関係として
J2 = j(j + 1)1

が満たされると考えられる (1は恒等演算子)．これは完備関係式
∑
m |m⟩ ⟨m| = 1を挿入して，直ちに行列

の関係
T iT i = J(J + 1)I (40)

に読み替えられる (I は単位行列)．実際，以上の性質は角運動量 J の交換関係 (と Hermite性)だけから導か

れるから [21, pp.253–259]，生成子 T i も同様の関係を満たさなければならない．

なお基本表現 (N = 1)では，生成子 T i はスピン 1/2の行列表現 (⟨±|Si|±⟩)→ Si に対応し，Pauli行列と

σi =
(⟨±|Si|±⟩)

1/2
→ 2Si
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で関係付けられる．このとき上式 (40)はスピン演算子の表式 S2 = 3
41 (恒等演算子 1に比例) [21, p.37]と整

合した結果 SiSi = 3
4I (教科書 p.114，l.8)を与える．また交換関係 (39)は T i = Si = σi/2を代入すると，

式 (8.6):
[σi, σk] = 2iεijkσk

を再現する．

■面積演算子の固有方程式 (8.21)について

[ ˆ̃E3
i ]f (x)[

ˆ̃E3
i ]f (x)ψs ∼

∑
y∗,y∗∗

(8πGβ)2γ̇3(t∗)γ̇
3(t∗∗)Tr(T

iT iψs)fε(x, y∗)fε(x, y∗∗)

∼
∑
y∗

(8πGβ)2{γ̇3(t∗)}2jI(jI + 1)ψs{fε(x, y∗)}2,

(“デルタ関数”の積 fε(x, y∗)fε(x, y∗∗)の下で y∗ = y∗∗のみ寄与を持つ)

ÂΣψs ∼
∫
Σ

d2x
√
(上式)

(

√
[ ˆ̃E3
i ]f [

ˆ̃E3
i ]fの固有値は [ ˆ̃E3

i ]f [
ˆ̃E3
i ]fの固有値の平方根と考える)

=
∑
y∗

8πGβ|γ̇3(t∗)|
√
jI(jI + 1)ψs

∫
Σ

d2xfε(x, y∗)

∼
∑
y∗

8πGβ
√
jI(jI + 1)ψs : (8.21).

(自然単位系で l2Planck = G，パラメーター付けの条件 |γ̇3(t)| = 1)

このように演算子 Ô の固有値が O のとき，
√
Ô の固有値を

√
O と考えるのは自然である．

■「特に jI が小さいところでは固有値の間隔の差が著しい」(p.114，l.18–19)について 差分

∆
√
jI(jI + 1) ≡

√(
jI +

1

2

)(
jI +

3

2

)
−
√
jI(jI + 1)

に対して相対誤差

∆
√
jI(jI + 1)√
jI(jI + 1)

=

√(
1 +

1

2jI

)(
1 +

3

2jI

)(
1 +

1

jI

)−1
− 1

は，jI ∼ 1のとき 1程度の値を取り得るのに対し，jI ≫ 1では√
jI(jI + 1) ≃ jI , ∴ ∆

√
jI(jI + 1) ≃ 1

2

より，相対誤差は
∆
√
jI(jI + 1)√
jI(jI + 1)

∼ 1

jI
≪ 1

に過ぎない．ただし差分∆
√
jI(jI + 1)そのものは常に 1程度である (図 27参照)．

■「演算子をどのようにしてよく定義し，発散が現れないようにしたかに注意されたい」(p.115，l.4,5)につ

いて 不鮮明化を施さない場合，式 (8.14)は単に

ˆ̃E3
i (x)ψs = −8iπGβ

δψs
δAi3(x)
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図 27 面積の固有値における因子
√
jI(jI + 1)の間隔

となる．ここに xは面積演算子 (8.13)の積分変数であり，面 Σ上にあると想定される．不鮮明化を施さない

場合にも，式 (8.15),(8.19)で y → xと置き換えた式が成り立つ (導出過程で y → xとすれば良い)．これを

上式に代入すると，面 Σと線の交点を x∗(= y∗)として，式 (8.20)で fε(x, y)→ δ2(x− x∗)と置き換えた式

ˆ̃E3
i (x)ψs = 8iπGβγ̇3(t∗)Tr(T

iψs)δ
2(x− x∗)

が得られる (式 (8.20)の導出過程と見比べれば良い)．これは xが交点 x∗ に一致するときのみ，ψs の Ai3(x)

による汎関数微分がゼロでない値を持ち得ることを考えれば，理に適っている．すると式 (8.21)の導出過程

は依然として成立するが，不鮮明化した関数は全て fε(x, y∗) → δ(x − x∗) と置き換わることになる．結局，
不鮮明化の利点は，デルタ関数を用いた証明と同じことを，代わりに有限の関数 fε を用いて行えることにあ

ると考えられる．ここで特に式 (8.21)の導出にて，積 fε(x, y∗)fε(x, y∗∗)の下で y∗ = y∗∗ のみ寄与を持つと

したことは，充分すそ野の狭い関数 fε を用いれば正しく，必ずしも ε → 0の極限 fε(x, y∗) → δ(x − x∗)を
想定しなくても良いことに注意する．

■「それぞれの不鮮明化された 3脚場の作用は……」(p.115下から 12～9行目)について

ε˜abcẼai Ẽbj Ẽck → T iT jT k × ε˜abcγ̇aγ̇bγ̇c
における，正接 γ̇a, γ̇b, γ̇c の張る平行 6面体の体積がゼロでないのは，「スピン・ネットワークを構成する線の

3本以上が非平面的に結び付く点だけである」(p.115下から 10,9行目)．

■空間の離散化について 離散的な空間として素朴にイメージし得るのは，格子点が空間中に分布している状

況だろう．このとき，なお格子点の間の空間を想像・定義し得るため，実際には空間が離散化されている状

況を考えられないのではないかという疑問が生じる．(数値シミュレーションにおいても，格子点上でのみ物

理量を定義することが行われるが，それは便宜的な措置である．) すなわち「空間における格子点」あるいは

「空間におけるスピン・ネットワーク」と言うとき，既に空間が生成される前から (連続的な)空間の概念が密

輸入されていることになる．しかしながらスピン・ネットワークは抽象的なグラフであって，空間の中にある

のではなく，正しくは空間そのものである．確かに第 1義的には 3次元の多様体に埋め込まれたスピン・ネッ
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図 28 空間の離散化

トワークが定義されるものの，微分同相不変性の観点から連続的な変形によって互いに移行できるグラフを同

一視することで，“抽象的なスピン・ネットワーク”が定義される．空間の量子状態はこの抽象的なスピン・

ネットワークによって決まり，その空間における形状や位置は重要ではない [17, pp.20–21]．

このように我々が得た描像 (図 23)はスピン・ネットワークを基調とする量子論の帰結であり，それほど単

純なものではない．確かに頭の中では空間における 3次元の領域を，連続的に変形してゆくことができる．し

かしその領域が含む結節点の個数や表面を貫く線の本数が変わらない限り，量子力学的にはその領域が持つ体

積や表面積は一定であることになる (図 28参照)．ちょうど領域の境界が頂点にさしかかって，新しい頂点が

領域の中に取り込まれると，領域の体積は不連続的に増加する．また表面積も，リンク線の枝分かれする頂点

を境として，不連続的に変化する．

8.3　ハミルトニアン拘束のループ表現

本節ではハミルトニアン拘束 (7.33):

H(N) =

∫
d3xN{Akc , V }F kabεabc (8.23)

［本稿次節で補足］を，ループ表現の量子力学的な演算子へと移行させたい．その際，格子正則化 (lattice

regularization)の手続きを利用する．格子正則化ではまず，空間を互いに隣接する四面体によって分割する．

最初にいくつかの表記を導入する．各四面体∆において 1つの頂点 v(∆)を選び，そこに端を持つ 3本の辺

を si(∆) (i = 1, 2, 3)で表す．また si と sj を結ぶ，頂点 v と向かい合う辺を sij と書く．さらに辺 si, sij , sj

をこの順に沿って進むループ
αij(∆) = si(∆) ∪ sij(∆) ∪ sj(∆)−1

を定義する (図 29参照)．

四面体 ∆全体を点 v(∆)へと縮める極限で，辺 sk に沿う平行移動関数は

lim
∆→v(∆)

hsk = 1+Acs
c
k (8.24)
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図 29 格子正則化の“三角形分割”における 1つの四面体と辺の名称

となる［5.2節のノートにおける無限小の平行移動関数 (24)で，ig → 1,dxa → sak とすれば良い］．またルー

プ αij に沿うホロノミーは，同じ極限で

lim
∆→v(∆)

hαij = 1+
1

2
Fabs

a
i s
b
j (8.25)

となる［本稿次節を参照］．以上を用いると，三角形分割の下で定義された量

H∆(N) =
∑
∆

N(v(∆))εijkTr(hαijhsk{h−1sk , V }) (8.26)

は，∆→ v(∆)の極限でハミルトニアン拘束の式 (8.23)に帰着することが示される［本稿次節で確認］．背景

構造の情報 (四面体の辺の長さなど)は，この手続きの最後において消失している．ハミルトニアン拘束の式

(8.26)はホロノミーや体積演算子で表されているから，即座にループ表現における演算子へと移行させること

ができる．

拘束条件は体積を含むため，結節点に非平面的に少なくとも 3本の線が結び付いている場合にのみ寄与を持

ち得る．そこで三角形分割の頂点 v(∆) と辺 si, sj , sk は，ネットワーク状態におけるそのような結節点と線

に重なるようにとらなければならない (図 30参照)*23．［極限∆→ v(∆)を想定して，結節点に集まるネット

ワーク線を局所的に真っ直ぐな線と見なしていると考えられる．あるいは微分同相不変なネットワークのトポ

ロジカルな構造だけが重要であり，真っ直ぐな線を仮定して構わないということか．］

このようにしてハミルトニアン拘束の作用を計算できる．3価の結節点への作用を考えた場合の正味

の効果は，sij に対応する余分の線を付加することによって結節点に「衣を着せて」，si と sj の色を変

え，全体に掛かる因子を生成する，というものである．図 8.6［本稿の図 30］を参照してもらいたい．価

数が高くなると，ハミルトニアン拘束の作用はさらに複雑になる．(中略)参考文献としては Borissov,

De Pietri, and Rovelli (1997)を薦める．(p.119)

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく：

Borissov, R., De Pietri, R., and Rovelli, C. (1997) Class. Quan. Grav. 14, 2793.

*23 極限操作 ∆ → v(∆) の際に，スピン・ネットワークにおける結節点と線に対応しない三角形分割の頂点と線が多数，現れること
は問題ない．
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図 30 ハミルトニアン拘束の正則化に用いられる三角形分割は，演算子の作用するスピン・ ネットワーク

状態における結節点と線が，四面体の頂点と辺に載るように施される．結節点 v(∆) へのハミルトニアン

拘束の作用により，線分 sij がネットワークに加わる．

(p.119訳註を引用) ハミルトニアン拘束 (8.26)に含まれる平行移動関数は，ホロノミー演算子として状態関数に

対して単に乗法的に作用する (そのホロノミーを追加する) と考えればよい．p.110 脚註参照．それでも式 (8.26)

全体の作用の解析は，3価の結節点に作用させる場合でさえ，少々込み入ったものになる．具体的な解析手順を知

りたい読者は，文中にも挙げてある Borissov et al. (1997) [arXiv:gr-qc/9703090] の Section 5 を参照すれば

よい．

ハミルトニアン拘束は微分同相変換の下で不変ではないため，その作用は，微分同相変換の下で不変ではな

い“運動学的”(kinematical)なスピン・ネットワーク状態 |k⟩の空間においてのみ定義できる．その作用を，
微分同相不変な状態に対する作用へ移行させることができる*24．その結果，ハミルトニアン拘束がスピン・

ネットワーク状態に対して付け加える線は，何処でも構わないことになる．微分同相不変な状態を扱うので，

加える線がその頂点から“近い”としても“遠い”としても，演算子の作用としては変わらない．

よく定義されたハミルトニアン拘束を得たことは，発散量がなく有限な，非摂動的な量子重力理論を構築す

るための基礎となる．［6.4節では摂動的な量子重力理論が無限大の問題を持つことを見た．］

我々はさらに，この理論が正しい物理を捉えているかを判断しなければならない．そのためには，次の点を

検討することが考えられる．

• 物理的な状態，すなわちハミルトニアン拘束によって消滅するような量子状態を構築すること．
– しかしその後には，完全拘束の理論から，“時間”発展を解明するという難問がある．

これは一般相対性理論については解決されていない (10.5節参照)．

• 導入されたハミルトニアン拘束によって，正しい代数を量子力学的に再現すること．
– しかし Ashtekar-Lewandowski測度を導入したスピン・ネットワークにおいて，

*24 具体的には互いに微分同相写像で関係付けられるスピン・ネットワーク s, s′ に対して，⟨Ψ|s⟩ = ⟨Ψ|s′⟩ となる状態 ⟨Ψ| を考え
る．［これは ⟨Ψ| が微分同相不変な状態であることを意味すると考えられる．しかしながら］⟨Ψ| は，ある極限において運動学的
空間の中にあるように定義される．そこで状態 Ψを用いて，Ĥ(N)の Ψへの作用を

⟨Ĥ(N)Ψ|s⟩ = lim
∆→v

∑
∆

⟨Ψ|Ĥ∆(N)s⟩

で定義する．
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微分同相拘束は演算子によって表されず，すべての拘束代数を証明することは望めない．

拘束条件の作用については，特に 4価にグラフについて［原文ママ］，もうすこし技術的な詳細があ

ること，あるいは拘束条件の作用の対象となる状態の空間を特徴付けた方法が，かなり粗っぽいもので

あったことは，強調しておく必要がある．(中略)また，我々は β ̸= iの場合に現れる，難物に見えるハ

ミルトニアンの第 2 項に関する議論もすべて省いた．(中略) この先の議論については，読者に対して

Thiemann (2008) ［本稿章末の関連文献の抜粋を参照］を薦めておく．(後略) (p.121)

8.3節について

■ハミルトニアン拘束の式 (8.23)について 7.4節で，以降 β を実数値にとると約束したので (p.101)，正確

にはハミルトニアン拘束として式 (7.33)=(8.23)の代わりに，付加項を伴う式 (7.12)を用いる必要がある (節

末 (p.121))．関連：章末問題 3．

式 (7.33)と比べると，εabc の加重度がゼロになっている．これについては式 (7.31)のノートを参照．

■ホロノミー hαij の式 (8.25)について 付録 F.2で示したように，図 47の 2つの経路に沿って場 φを平行

移動した結果の差は，式 (174):

∆φ(x) = [Dµ, Dν ]φ(x)dx
µdyν = −igFµν(x)φ(x)dxµdyν

で与えられる．これは図 47の平行四辺形 (記号 ♢で表そう)に沿って反時計回りに場 φを 1周，平行移動し

たときの変化が，
(∆φ)♢ = −∆φ = igFµνφdx

µdyν

と表されることを意味する．上式は四辺形に沿う周回積分 (∼ (∆φ)♢)が，内部の面積 (∼ dxµdyν)に比例す

るという，Stokesの定理に対応している*25．

さて，ここからは空間内の経路 dxµ = (0, dxa)を考え，また ig → 1とおく：

(∆φ)♢ = Fabφdx
adyb.

四辺形の代わりにループ αij に沿って平行移動を行う場合，場の変化は右辺の面積要素 dxadyb を，三角形

αij の作る面積要素 sai s
b
j/2で置き換えた式

(∆φ)αij = Fabφ
1

2
sai s

b
j (41)

で与えられると考えられる．
式 (41)の説明 微小な三角形のループ αij の内部を，さらに細かい平行四辺形に分割し (図 31参照)，すべての四辺形に

関して (∆φ)♢ の和をとる．すると隣接する四辺形に共有される辺では，逆向きの平行移動による場の変化が相殺

するので，ループ αij に沿う平行移動による場の変化

(∆φ)αij =
∑
♢
(∆φ)♢ = Fabφ

∑
♢

dxadyb

*25 実際，曲がった時空におけるベクトルの平行移動の経路による差 (3.12):

[∇µ,∇ν ]V λ = RλρµνV
ρ

は，4次元時空における Stokesの定理を用いて導かれる [7, p.289]．また，ここでは曲率テンソル R··· の役割を場の強度 Fµν が
担っている (付録 F.2も参照)．
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図 31 微小な三角形 αij 内部の，さらに細かい平行四辺形への分割

が得られる (Stokesの定理のアイデアに対応)．ただし第 2の等号では三角形 αij が微小なので，場 Fab, φを頂点

v で評価して和の外に出した．最右辺の面積要素 dxadyb の和は，三角形 αij の作る面積要素 sai s
b
j/2を与えると

考えれば，式 (41)が得られる．

上式 (41)を場の変化 (hαij − 1)φと等置して，ホロノミー hαij の式 (8.25)を得る．

■H∆(N)の式 (8.26)が ∆ → v(∆)の極限で H(N)の式 (8.23)に帰着することの確認 (章末問題 6) p.118

の筋書きに従って計算する．式 (8.26)において

{h−1sk , V } = {hs−1
k
, V } = {1−Acs

c
k, V } = −sck{Ac, V }

なので，

Tr
[
hαijhsk{h−1sk , V }

]
= −Tr

[(
1+

1

2
Fabs

a
i s
b
j

)
(1+Ads

d
k)s

c
k{Ac, V }

]
となる．ここで hsk = 1+Ads

d
k における微小な sdk の項を無視して，

Tr
[
hαij

hsk{h−1sk , V }
]
= −Tr

[(
1+

1

2
Fabs

a
i s
b
j

)
sck{Ac, V }

]
とする*26．また Pauli行列のトレースが

Tr({Ac, V }) = {Alc, V }Tr(σl) = 0, Tr(σlσm) = Tr(δlm + iεlmnσn) = 2δlm

であることに注意すると，生き残る項は

Tr
[
hαijhsk{h−1sk , V }

]
=− Tr

[
1

2
Fabs

a
i s
b
js
c
k{Ac, V }

]
=− 1

2
sai s

b
js
c
kF

l
ab{Amc , V }Tr(σlσm)

=− sai sbjsckF lab{Alc, V }

*26 最終的に体積要素を構成する sai の 3次の項を許容するにも関わらず，2次の項

−Tr[Ads
d
ks
c
k{Ac, V }] = −scks

d
kA

l
d{A

m
c , V }Tr(σlσm) = −2scks

d
kA

l
d{A

l
c, V } (∵ Tr(σlσm) = 2δlm)

を捨てていることになる．
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と計算される．線要素 sai , s
b
j , s

c
k は式 (8.26)の Levi-Civita記号と合わせて，体積要素を構成する．具体的に

は，3辺 sai , s
b
j , s

c
k の張る平行 6面体の体積が，四面体の体積 |∆|の 6倍なので，

εijksai s
b
js
c
k = 6εabc|∆|

と書ける*27．よって，ここでも数係数を無視すれば，

H∆(N) ∼
∑
∆

|∆|V (v(∆))εabcF lab{Alc, V }

→
∫

d3xN(x)εabcF lab{Alc, V } : (8.23)

(
連続極限

∑
∆

|∆| →
∫

d3x

)

となる．

関連文献について

Rovelli (2007)と Thiemann (2008)の本が，本章の題材を含んでいる．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．これらは第 7章

の関連文献としても挙げられている．

• Rovelli, C. (2007) Quantum Gravity. Cambridge University Press, Cambridge.

• Thiemann, T. (2008)Modern Canonical Quantum General Relativity. Cambridge University Press,

Cambridge.

*27 実際，両辺を εabc と縮約すれば，これは

|∆| = det(sai ) =
1

3!
εabcε

ijksai s
b
js
c
k

と整合していることが分かる．
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第 9章　ループ量子宇宙

9.1　古典論

量子重力理論に対する期待のひとつとして，量子重力は何らかの形で，ビッグバン特異点を消滅させ

る仕組みを与えるのではないかと考えられている．本章では，ループ量子重力を宇宙論に応用する方法

を学ぶ．大筋において，前章で概説した考察を継続し，ハミルトニアン拘束によって消滅するような量

子状態を見出すことになるが，更にここに付け加わる条件は，状態が近似的に一様かつ等方的であると

いうことである．量子的な水準において，正確に一様で等方的な状態を期待することはできない．それ

は自由度の凍結を意味してしまい，動的な状態としては，量子力学における不確定性原理の観点から許

容されないものである．(中略)

正攻法に代わる研究方法がひとつ考えられる．理論を古典的に一様で等方的なものに還元しておい

て，それから量子化を施したら如何だろう？ このようにすると，有限の自由度を持つ力学系が得られ

る［9.1節］．これは“ミニ超空間”(mini-superspace)の近似と呼ばれる．(中略) Stone-von Neumann

定理によれば，有限個の多自由度を持つ系において，あらゆる量子力学的な表示は互いに等価である

［6.1節］．古典的な宇宙モデルを一様等方に還元してから，伝統的な変数を用いて量子化する方法で量

子宇宙論を研究した人々は，特異点が除去されないことを見出した (たとえば Kiefer (1988))［9.2節］．

Stone-von Neumann定理を考慮すると，この限定された文脈の中で，異なる方法を工夫しても，異な

る結果が導かれる望みはほとんどない．(中略)しかしながら Bojowald (ボジョワルド)(2000)は，一様

な宇宙論の文脈において，ループ量子重力の鍵となる挙動を模倣するような技法を導入できるという重

要な発見をした．そして，この技法は Stone-von Neumann定理の前提とされた連続の仮定のひとつを

破るものなので，新たな結果への扉が開かれた［9.3節］．ここから人々は，ループ量子宇宙論において

特異点は解消されるであろう［と］いう注目すべき予言を行った［9.4–9.5節］．本章では，これらの結

果のいくつかを吟味する．(pp.123–124)

引用箇所で言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Kiefer, C. (1988) Phys. Rev. D 38, 1761.

• Bojowald, M. (2000) Class. Quan. Grav. 17, 1489.

一様性と等方性を備えた平坦な宇宙モデル (3.17):

ds2 = −dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2) (9.1)

を考える．この計量を再現する Ashtekar変数として，対角的な形

Aia =cδia, (9.2)

Ẽai =pδai (9.3)

を選ぶことができる (ただし |p| = a2, c ∝ ȧ)［本稿次節参照］．この設定には自動的に Gauss拘束が満たされ

るという利点がある［本稿次節参照］．正準変数 Aia, Ẽ
a
i の Poisson括弧の関係は c, p間の Poisson括弧

{c, p} = 6

3
πGβ［= 2πGβ］ (9.4)
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に引き継がれるので，c, pは正準共役になっている．

(p.124訳註を引用)変数記号 cは，おそらく configuration variable (配位変数)の頭文字から採った

ものである．pはその正準共役運動量にあたる．

Ashtekar接続 (9.3)に対して，曲率 (場の強さ)は

F kab = c2εkab (9.5)

と計算される［本稿次節参照］．これらを用いてハミルトニアン拘束は

HG = − 6

β2
c2
√
|p| (9.7)

と書き直される．［本稿次節参照．すぐ後のスカラー場の寄与 Hφ と区別するため，gravitationalの頭文字 G

を添えていると想像される．］重力理論を，一様なスカラー場で記述される物質と結合させよう．スカラー場

の微分同相拘束への寄与［式 (7.22)の 8πGβ 倍］は，一様性のためゼロになる．また簡単のために V (φ) = 0

とすると，ハミルトニアン拘束への寄与はHφ ∼ p 2
φ /|p|3/2 となり［pφ の定義を含めて本稿次節で補足］，ハ

ミルトニアン拘束は H ∼ HG +Hφ である．

ハミルトニアン拘束はスカラー場 φを陽に含まないので，pφ は運動の定数となる．

運動方程式 ṗ = {p,H} ∼ −∂H
∂c
∼
√
|p|c,

拘束条件 H ∼ HG +Hφ = 0 → c ∼ 1

p

より，

ṗ ∼ 1√
|p|
, ∴ p3/2 ∼ t

となる．上式は t = 0において宇宙の体積がゼロになることを示しており (ビッグバン特異点)，Hubbleパラ

メーターH = ṗ/(2p)とスカラー場の物質密度 ρ = p 2
φ /(2|p|3)に対する Friedmann方程式

H2 =
8πG

3
ρ (9.12)

［文献 [2, p.466](のノート)を参照］に対応する．
(p.125訳註を引用)pの正準運動方程式に適用するハミルトニアンには，経時 (ラプス)を N = 1と置いて，全

ハミルトニアンを (ここではハミルトニアン拘束を)充てればよい．4.4節の自由粒子の取扱いを参照．重力を一般

的な形で扱おうとすると，時間発展を考えることは容易ではないが (式 (7.11)の後の部分の記述を参照［Ashtekar

変数で定式化した一般相対性理論の真の“力学”を，ひとつの任意パラメーター x0 (もしくは t)に関する発展に

よって捉えることができない］)，ここでは宇宙モデルを平坦化することによって問題を著しく単純にしているた

めに，このような措置によって簡便に運動方程式を利用することができる．

9.1節について

■平坦な FRWモデルに対する Ashtekar変数 (9.2),(9.3)について 式 (3.36),(7.3):

˜̃qab = det(q)qab = Ẽai Ẽ
b
jδ
ij

に式 (9.3):Ẽai = pδai を代入すると，

det(q)qab = p2δai δ
b
jδ
ij = p2δab
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となる．ここで
(δac ) = (qab)(qbc), ∴ 1 = |qab||qbc| = |qab| det(q)

に注意して両辺の行列式をとると，

{det(q)}3 1

det(q)
= p6, ∴ det(q) = |p|3

であり (det(q) > 0を考慮した)，これを上式に戻すと

qab =
δab

|p|

を得る．これが式 (9.1)の計量

qab = a2δab, ∴ qab =
δab

a2

に一致することを要求すると，|p| = a2 が得られる．

次に Ashtekar接続の式 (9.3)について，定義式 (7.4):

Aia = Γia + βKi
a

においてスピン接続の定義が明記されていないが (3.7節)，今考えている平坦な時空では

Γia = Γajkε
jki = 0

であると考える*28．すると
Aia = βKi

a = βKabẼ
bi/
√
det(q)

であり，ここに

Ẽbi =pδbi = ±a2δbi,

Kab =
1

2N
(q̇ab − LN⃗qab) =

aȧ

N
δab, (∵ qab = a2δab)

det(q) =|p|3 = a6, ∴ 1√
det(q)

= ± 1

a3
(複号同順)

を代入すると

Aia = cδia : (9.3), c ≡ βȧ

N

が得られる．

「古典論の解においては，以下で見るように a2 = |p|で，cは ȧ(t)に比例する」(p.124，l.16,17)とあるが，

そのことは以上のように，この段階 (幾何学のレベル)で確かめられる．式 (9.1)の計量と同様，c, pは時刻 t

だけの関数であり，Ashtekar変数 (9.2),(9.3)は空間位置には依存しないことになる．

*28 性質 DaEbi = 0を要求した場合のスピン接続

Γ k
a i = Ekb (∂aE

b
i + ΓbacE

c
i )

(3.7節のノート参照)は，通常の接続が Γbac = 0であることに加えて，一様な 3脚場をとれることから (∂aEbi = 0)，ゼロにな
る．
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■「この設定には自動的に Gauss拘束が満たされるという利点がある」(p.124，l.19)について Ashtekar変

数 (9.2),(9.3)に対して，

DaẼ
a
i = ∂aẼ

a
i + gεjikẼ

a
jA

k
a = ∂a(pδ

a
i ) + pcεjik(pδ

a
j )(cδ

k
a) = 0.

ただしここでは g を明記してあり，最後の等号では添字 j, k について対称な項 δaj δ
k
a = δkj と反対称な項 εjik

の縮約が消えることを用いた．

■曲率 (9.5)の導出 Ashtekar接続 (9.3):Aia = cδia に対して，曲率 (場の強さ)(5.7)は

F kab = ∂aA
k
b − ∂bAka + εkijAiaA

j
b = εkij(cδia)(cδ

j
b) = c2εkab

と計算される．ただしここでも g = 1とおいた．

■ハミルトニアン拘束 (9.7)について ハミルトニアン拘束の式 (7.12):

H = εijkẼ
a
i Ẽ

b
jF

k
ab + 2

β2 + 1

β2
(Ẽai Ẽ

b
j − Ẽaj Ẽbi )(Aia − Γia)(A

j
b − Γjb)

において，

Ẽai Ẽ
b
jF

k
ab = p2c2δai δ

b
jε
k
ab = p2c2εkij , ∴ εijkẼ

a
i Ẽ

b
jF

k
ab = 3!p2c2,

(Ẽai Ẽ
b
j − Ẽaj Ẽbi )(Aia − Γia)(A

j
b − Γjb) = p2c2(δai δ

b
j − δaj δbi )δiaδ

j
b = p2c2(9− 3) = 6p2c2

なので，

H = 6p2c2
(
1 + 2

β2 + 1

β2

)
= 6

3β2 + 2

β2
p2c2

となって，ハミルトニアン拘束の式 (9.7)と pの次数，係数が一致しない．これはもとのハミルトニアン拘束

の式

HG =
εabcεijkẼ

a
i Ẽ

b
jF

k
ab√

det(q)
+
β2 + 1

β2

(Ẽai Ẽ
b
j − Ẽaj Ẽbi )(Aia − Γia)(A

j
b − Γjb)√

det(q)
(9.6)

が，式 (7.12)とは異なっているからであると考えられる．実際，式 (9.6)のように全体を√
det(q) = |p|3/2

で割ると，pの次数は合う．しかしながら数係数の辻褄は合わない．そもそも式 (9.6)第 1項にはダミー添字

a, bが 3回繰り返されていることを許容しても，フリーな添字 cが生き残るという致命的な問題がある．そこ

で式 (9.6)を

HG =
εijkẼ

a
i Ẽ

b
jF

k
ab√

det(q)
− β2 + 1

β2

(Ẽai Ẽ
b
j − Ẽaj Ẽbi )(Aia − Γia)(A

j
b − Γjb)√

det(q)
(9.6′)

と修正すれば，

HG = 6|p|1/2c2
(
1− β2 + 1

β2

)
= − 6

β2
c2
√
|p|

となって，ハミルトニアン拘束の式 (9.7)が正確に再現される．
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■スカラー場のハミルトニアン拘束への寄与Hφ = 8πGp 2
φ /|p|3/2 (p.125，l.8)について pφ の定義が明記さ

れていないが，これはスカラー場 φに共役な運動量密度に関係すると考えられる．(その証拠に 9.2節では力

学系の相空間変数を c, p, φ, pφ としている．) 実際，7.3節のノートで見出した関係

π̃ = − 1

N2
(−φ̇+Na∂aφ)

√
−det(g) = 1

N
φ̇
√
det(q) (∵ ∂aφ = 0,

√
−det(g) = N

√
det(q))

は，
√

det(q) = |p|3/2 とすぐ後の選択 N = 1を用いると，「φの運動方程式」φ̇ = pφ/p
3/2 (p.125，l.15)に

一致する．「ここでは密度を表すチルダ記号をすべて省いた」(p.125，l.8–9)とあることにも注意する．

スカラー場のハミルトニアン拘束への寄与は，式 (7.23):

H(N)φ =

∫
d3x

N√
det(q)

{
π̃2 + Ẽai Ẽ

bi∂aφ∂bφ+ det(q)V (φ)
}

=

∫
d3x

N√
det(q)

π̃2 (∵ ∂aφ = 0, V (φ) = 0)

の 8πGβ 倍である．再び
√

det(q) = |p|3/2 とおくと，Hφ ∼ p 2
φ /|p|3/2 が得られる．ここで一様な場を考え

ているので，空間積分は重要ではない．

9.2　伝統的なWheeler-De Witt量子化

相空間変数 (c, p, φ, pφ)を持つ前節で考察した力学系を，ループ量子重力の概念を用いずにそのまま量子化

すると，伝統的な量子宇宙論が再現される．

• p, φ表示での演算子の作用

p̂Ψ = pΨ, φ̂Ψ = φΨ, ĉΨ = iℏ
8πβG

3

∂Ψ

∂p
, p̂φΨ = −iℏ∂Ψ

∂φ
.

• ハミルトニアン拘束の量子力学版 =“Wheeler-De Witt (ホィーラー-ド・ウィット)方程式”

→ pφ は運動の定数

→ φは単調増加する“時間”

• この文脈での完全な Dirac観測量の組：pφ と，指定された時刻における宇宙の体積 Vφ

• Dirac観測量が自己共役［Hermite］であることを要求 → 内積が一意的に決まる

– Ashtekar, A., Pawlowski, T., and Singh, P., (2006) Phys. Rev. D 74, 084003.

• 古典的な解の付近にピークを持つ波束を作ると，ビッグバンに至るまで不確定性の小さい状態が保持
→ このモデルでは量子効果によって特異点を解消することはできない

9.3　ループ量子宇宙論

一様な空間を扱うので“基本胞”(elementary cell)における力学を考察すれば良く，Ashtekar変数 (9.2):Aia =

cδia に対して胞の縁 (長さ λ)に沿うホロノミーは hλ = exp(iλc)となる．我々は宇宙論モデルをループ量子

重力と並行して考えるので，ホロノミーは λに対して連続的とは見なせず［素朴には空間に最小単位があり長

さ λを連続変数と見なせない (9.4節)，厳密には本節末尾］，ĥλ の λに関する微分を考えることで演算子 ĉを

定義することはできなくなる．［ここで接続よりもホロノミーの方が基本的な量と見なされることを思い出す
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(8.2節 p.110の訳註を参照)．］これは変数 cで表される接続がよく定義された量子力学的演算子にならないこ

とに対応している：

閉曲線を少し変形させても，変形前後の曲線が微分同相写像の関係にあれば，得られる結果［Ashtekar-

Lewandowski内積］に全く違いはないし，そうでなければ完全に異なる結果になる．その意味すると

ことは，この測度を用いるならば，滑らかな関数になっているような接続ではなく，ループの構造を特

徴づける部分 (ネットワークの構造の区別を生じる部分)への“分布”になっているような接続を扱う

ということである．(中略)ここには重要な含意がある．ホロノミーはよく定義された量子力学的演算子

になるにもかかわらず，接続はそうならないということである．(p.108)

(p.127訳註を引用)巨視的には空間を一様と見なす宇宙モデルであっても，元々の接続 Aia の ‘分布’としての性

質 (8.1節の末尾 [p.108]の記述を参照)が cにも潜在的に備わっているとする立場を取るならば，exp(iλc)が連続

的であるとは言えない．Aia は，よく定義された演算子とは言えないまでも，(乗法的な)演算子と見ることが一応

は可能であったが，その ‘分布的’な性質を形式的に ‘平均化’した cは，もはや演算子としての定義を与えることが

不可能である．

この部分において Stone-von Neumann 定理の前提となる仮定が破られ，非自明な状況の現れる余地が生じ

る．このような通常の量子力学には見られない事情は専ら，演算子 Âia そのものではなく，その指数 ĥ (ホロ

ノミー)を用いた表現 (表示)だけが，背景独立な微分同相不変性が導入された，利用できる“唯一の”表現で

あることによっている．

表示の構築へと議論を進めよう．通常の量子力学とよく似た運動学的な Hilbert空間 (kinematical Hilbert

space)を導入すると，p̂は
p̂ |p⟩ = p |p⟩

を満たす乗法的な演算子として定義され，自ずと自己共役［Hermite］になる．運動学的な Hilbert空間の重

力的な部分において一般の状態 |Ψ⟩は，p̂の固有状態 |pi⟩ (規格直交性 ⟨pi|pj⟩ = δij を満たす) を基底として

|Ψ⟩ =
∑
i

Ψi |pi⟩

と表される．既に慣れ親しんでいる量子力学 (1粒子系の p表示［空間の体積 V → ∞］)と違い，固有状態
|pi⟩は離散的である．

(p.128 訳註を引用) 運動量変数 p は，3 脚場 Ẽai に対応している (式 (9.3))．3 脚場が連続的ではなく，離散的

(分布的)であることは，8.2節において見た．

ここから宇宙論における深遠な帰結が導かれることになる．すなわち通常の量子力学における関係

exp(iλx̂) |p⟩ = |p+ λ⟩と同様に
ĥλ |p⟩ = |p+ λ⟩

が成り立つことを踏まえると，固有値 pが離散的であることは，λが連続では“ない”ことを含意する．まと

めると，

ループ量子重力の形式による量子化は，連続性の欠如のために，宇宙論モデルのような単純な設定に

おいてさえ Stone-von Neumann定理の前提を崩すのである．(p.129)

9.3節について

■「3脚場流束」(9.3節 l.2,13)について 初出は 8.1節の p.109である．
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このことは 3脚場 (トライアド)に関係する演算子，すなわち“3脚場流束”(トライアド・フラック

ス)の演算子を考えることによって容易に確認される．この演算子は 3脚場を面積分することによって

得られる．これについては，次節で論じることにする．

引用箇所は面積 (8.10)ないし，それを不鮮明化した演算子 (8.13)に言及しているものと考えられる．

■ホロノミー hλ におけるループについて ホロノミー hλ は，固有状態として空間に与えられているスピン・

ネットワークではなく，人為的に導入した基本胞について定義されていることに注意する．9.4節では胞の側

面が面積を担うように胞の大きさを選んでおり，そこでは胞の縁が囲う側面をネットワークの線が貫く状況が

考えられていることになる．

9.4　ハミルトニアン拘束

運動学の形式の準備ができたところで，次に，ハミルトニアン拘束［H ∼ HG+Hφ (9.1節)］を表す，よく定義

された演算子を構築しなければならない．cに対応する演算子が存在しないので，式 (9.7):HG = − 6
β2 |p|1/2c2

を単純に量子力学的な演算子へ移行させることはできない．そこで

(HG)effective = −
6

β2
|p|1/2 sin

2(µ0c)

µ 2
0

(9.17)

と書けば，µ0 → 0の極限で元々のハミルトニアン拘束 HG が再現される (Hφ については細工は不要)．そし

て正弦関数は［sin(µ0c) =
eiµ0c−e−iµ0c

2i =
hµ0−h−µ0

2i のように］ホロノミー hµ0 で表されるので，演算子への

移行は直接的に行える．しかしながらループ表現がもつ本来的な離散性のために，量子論ではループの長さ

µ0 → 0という極限操作が許容されない．これは根源的には，現実の面積を囲うことのできる大きさのループ

を扱わねばならないことに関係していると考えられる．実際，ループ量子重力において面積が量子化されるこ

とを思い出すと，このときループの大きさをゼロまで縮ませることはできず，µ0 の自然な値は，面積固有値

(∼ l2Planckβ)の最小値から決まるものと考えられる．その値は µ0 = 3
√
3

2 ［×lPlanck か］である．
式 (9.17)に関する p.129脚注の引用 このやり方の代わりに (そしてより正確に) Thiemannがその完全な理論の中で導

入した方法と似た手続きにしたがって，量子力学的なハミルトニアン拘束を得ることもでき，最終的な結果は同じ

になる．Ashtekar, Pawlowski, and Singh (2006)を参照．

引用箇所の参考文献の詳細 Ashtekar, A., Pawlowski, T., and Singh, P., (2006) Phys. Rev. D 74, 084003.

9.5　半古典的な理論

我々はここで，完全な量子論を紹介するわけではない．完全に量子化された理論の取扱いについては

Ashtekar, Pawlowski, and Singh (2006)［文献の詳細は 9.4節］を見てもらいたい．本節で紹介するの

は，極めて有用であることが判明している別の手続きについてである．(p.130)

式 (9.17)の有効ハミルトニアン拘束で µ0 を前節末尾の値に設定した，半古典的なハミルトニアンを考える

［古典的な極限は µ0 → 0］．運動方程式は

ṗ = {p, (HG)effective +Hφ} ∼ −
∂

∂c
(HG)effective ∼ |p|1/2 sin(µ0c) cos(µ0c) (9.18)
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図 32 式 (9.19)のグラフ

となり，これは Friedmann方程式を修正した形

H2 =
ṗ2

4p2
=

8πG

3
ρ

(
1− ρ

ρcrit

)
, (9.19)

ρcrit ≡
3

8πGβ2µ 2
0 p

: 臨界密度 (9.20)

に書ける．［本稿次節参照．式 (9.19)は低密度の極限で式 (9.12)に戻る．また古典的極限 µ0 → 0,∴ ρcrit →
∞で式 (9.12)に戻る．］H2 の式 (9.19)は正定値ではなく，宇宙の時間発展を逆に遡っていくと［密度 ρの増

大に伴っていずれH2(> 0)は減少し］，

ρ = ρcrit =

(
3

8πGβ2µ 2
0

)3/2 √
2

pφ
(9.21)

［最右辺の表式を本稿次節で確認］に達したところでH2 はゼロになる［図 32参照］．

そこからさらに遡ってゆくならば，宇宙は再び膨張に転じる．つまり，ビッグバンが“反跳”(bounce)

に置き換えられている．ρcrit の値は pφ に依存し，任意であることに注意してもらいたい．このことは，

反跳が任意の密度で起こり得ることを意味する．これはループ量子宇宙論を構築するための初期の試み

において，深刻な欠点であった．しかしながら，その後，理論が洗練されて，µ0パラメーターが正準変数

に依存する形で扱われるようになり，その結果として臨界密度の値も確定した (Ashtekar, Pawlowski,

and Singh (2007))．方程式の形に変更はなかったが，臨界密度は ρcrit ∼ ρPlanck ∼ 10100kg/m3 に固

定された．これが，宇宙の縮小が終わって“反跳”が起こるときの密度である．(p.130)

Ashtekar, A., Pawlowski, T., and Singh, P., (2007) Phys. Rev. D 75, 024035.

反跳の起源として，面積や体積の最小量子を持つ理論によって扱われる対象が，最小量子よりも小さく縮むこ

とを拒むという描像を思い描くことができる．
上記のように，現代的な取扱いにおいて µ0 が力学変数であるのは，

基本ループの長さが計量に依存することは明らかで，かつ計量は力学変数だからである．このことを考慮に入れ

ると，ループ量子宇宙論はさらに改善されたものになる．たとえば ρcrit が正準変数に依存しなくなり，単なる基

礎定数の組合せによって与えられる定数になる．(p.131)

ただし半古典的な取扱いは ρ ∼ ρcrit となる領域までよい近似であるとは考えにくいため，

ここでの解析から，ビッグバン特異点が解消されると自信を持って結論づけることはできない．しか
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しながら，ループ量子重力の完全に量子力学的な取扱いからも，同様の結論が導かれる．そのような議

論は Ashtekar, Pawlowski, and Singh (2007) ［文献の詳細は上記］に見られる．ビッグバンは，やは

り“ビッグバウンス”に置き換えられ，さらなる過去に向けて宇宙は再び膨張を始める．(p.131)

現在までに調べられたモデルは，何れもまだ極めて単純なものであり，ループ量子重力によって特異点が

除かれることが確定したと受け取るべきではない．今後，一様でないモデルを含めたさらなる検討が必要で

ある．

9.5節について

■式 (9.19)について ここでも

H ≡ ṗ

2p
, ρ ≡

p 2
φ

2|p|3

であり，ハミルトニアン拘束 (9.17):

16πGHeffective[= 16πG{(HG)effective +Hφ}] = −
6

β2
|p|1/2 sin

2(µ0c)

µ 2
0

+ 8πG
1

|p|3/2
p 2
φ

がゼロになることと，運動方程式 (9.18):

ṗ =
2|p|1/2

βµ0
sin(µ0c) cos(µ0c)

を用いると，

H2 =
ṗ2

4p2
=

1

4p2
4|p|
β2µ 2

0

sin2(µ0c) cos
2(µ0c)

=
1

4p2
4|p|
β2µ 2

0

· β
2µ 2

0

6|p|1/2
8πG

|p|3/2
p 2
φ ·

(
1− β2µ 2

0

6|p|1/2
8πG

|p|3/2
p 2
φ

)
=
8πG

3
·
p 2
φ

2|p|3

(
1−

p 2
φ /2|p|3

3/8πGβ2µ 2
0 p

)

=
8πG

3
ρ

(
1− ρ

ρcrit

)
: (9.19)

を得る．

■式 (9.21)について ρ = ρcrit は，両辺の定義式を思い出すと

p 2
φ

2|p|3
=

3

8πGβ2µ 2
0 p

, ∴ p =

(
8πGβ2µ 2

0

3

)1/2
pφ√
2

を意味する．これを改めて ρcrit の式 (9.20)に代入して pを消去すると，式 (9.21)の最右辺を得る．

■Planck密度 (p.130下から 5行目)について ρPlanck = cαℏβGγ とおいて両辺の次元をとると，

ML−3 =

(
L

T

)α(
ML2

T

)β (
L3

MT 2

)γ
=Mβ−γLα+2β+3γT−α−β−2γ

(M：質量，L：長さ，T：時間)より

α = 5, β = −1, γ = −2, ∴ ρPlanck =
c5

ℏG2

と定まる．
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関連文献について

Ashtekar and Singh (2011)と Singh (2011)のレビュー論文は，ループ量子宇宙論の教育的な紹介

になっている．Bojowald (2008)による Living Reviewsの論文も，この分野をよくまとめている．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Ashtekar, A. and Singh, P. (2011) “Loop cosmology” in preparation for Class. Quan. Grav.

• Bojowald, M. (2008) Liv. Rev. Rel. 11, 4.

• Sing, P. (2011) “A pedestrian guide to loop quantum cosmology” in preparation for Pap. in

Phys.
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第 10章　発展的な話題

10.1　ブラックホール・エントロピー

10.1.1　ブラックホールの熱力学

ブラックホールは質量M，電荷 Q，角運動量 Lの 3つのパラメーターだけによって特徴づけられる．実際

ブラックホールに星［電荷と角運動量はゼロと仮定］を 1つ投入すると，質量の増加以外の追加的な情報は重

力波の放射によって逃避する．

注意深く条件を整えれば，ブラックホールに荷電粒子を落とし込むことで，ブラックホールからエネルギー

を引き出すことも可能である (“Penrose過程”［本稿の付録 G.1参照］)．ただしブラックホールには，それ

以上に質量を減らせない“既約質量”(irreducible mass)

Mirr =
1

2

√(
M +

√
M2 −Q2 − a2

)2
+ a2

(
a ≡ L

M
: Kerrパラメーター

)
(10.2)

があり (G = 1, c = 1)，この方法で引き出せるエネルギーには限度がある (Christodoulou and Ruffini

(1971))*29．ところでブラックホールの表面積 (事象の地平の面積) は A = 16πM2
irr で与えられる．すると

［Mirr はその定義により物質の投入過程で減少させることができないので］，表面積 Aもまた減らすことはで

きず，増やすことだけが可能である．Hawking (1971) も独立に，きわめて一般的な論法によって同じ結論

に達した．ここからブラックホールの表面積を，熱力学のエントロピーに関係付けることが動機づけられる

(Bekenstein (1973))．

以上で言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Christodoulou, D. and Ruffini, R. (1971) Phys. Rev. D 4, 3552.

• Hawking, S. (1971) Phys. Rev. Lett. 26, 1344.

• Bekenstein, J. (1973) Phys. Rev. D 7, 2333.

実際，ブラックホールのエントロピーを考えることは理に適っている：

• エントロピーは，物理系に関する情報の欠如に関係する概念である［本稿次節で補足］
↔ ブラックホールを形成する物質の情報は，M,Q,Lの情報以外，獲得されない

• エントロピーの増大は，
エネルギーの劣化 (仕事に変換できない部分の増加)を意味する［本稿次節で補足］

↔ ブラックホールの表面積 (従ってMirr)の増大は，引き出せないエネルギーの増大を意味する

ブラックホールは

“外部の”地平 r+ =M +
√
M2 −Q2 − a2 · · · · · ·引き返すことができなくなる表面

“内部の”地平 r− =M −
√
M2 −Q2 − a2 · · · · · ·宇宙の初期データがすべて与えられたとしても，

そこから先へは幾何学を拡げて適用できない面

*29 特に電荷も角運動量も持たないブラックホール (Q = 0, a = 0)ではMirr =M となるので，エネルギーを引き出し質量を減らす
ことはできない．
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を持つ．［ここでは r± は単に式を整理するために導入したパラメーターと見て良い．角運動量と電荷を持た

ない Schwarzschildブラックホールでは r+ = 2M, r− = 0．］ここで表面積 A = 16πM2
irr を微分すると，

dM =Θ
dA

4π
+ Ω⃗ · dL⃗+ΦdQ, (10.6)

Θ ≡ r+ − r−
4(r2+ + a2)

, Ω⃗ ≡ a⃗

r2+ + a2
, Φ ≡ Qr+

r2+ + a2

が得られる［L⃗ は角運動量ベクトル，a⃗ ≡ L⃗/M，導出は本稿次節］．上式 (10.6) は熱力学第 1 法則 dE =

TdS − pdV と比較される関係であり，右辺の第 2項と第 3項はそれぞれ，ブラックホールの角運動量と電荷

を dQ,dL⃗変化させる仕事と解釈される．また右辺第 1項において Θを温度と見ると，ブラックホールのエ

ントロピーは S = A/4π と同定でき，予想通り表面積 Aに比例している．

10.1.1節について

■「Hawking (1971)も彼らとは独立に，……表面積を減らせないことを証明した」(p.134下から 4,3行)につ

いて [2, pp.403–404]

ブラックホールを含んだいかなる動的過程においても，

すべての地平面の面積の総和は時間とともに減少することはない (Hawkingの面積定理)．

→ ブラックホールの合体は可能だが，分裂は不可能．

• 定理の仮定は物質の局所的なエネルギー密度 (ρ)が正であることだけである．

• 定理とエントロピー増大則の類似性
→ ブラックホールは自然な形で熱力学に組み込まれる．

■「エントロピーは，物理系に関する情報の欠如に関係する概念」(p.135，l.12,13)について 情報熱力学に

おける Shannonエントロピーは Shannon情報量とも呼ばれ，系の確率分布がランダムになる (したがって情

報が減じる)ほど増大する [23, pp.137–140]．

関連して，ゆらぎの熱力学と情報熱力学の教科書 [23, pp.137–140]のハイライトを以下に要約する．

熱力学は非平衡状態にも適用できる一般的な枠組みへと拡張されつつあり，その際エントロピー S として

「Shannon情報量」が採用される (少なくとも平衡状態 (カノニカル分布)では Shannon情報量は平衡系で定

義されるエントロピーに一致する)．Shannonエントロピー S は「自己情報量」のアンサンブル平均であり，

自己情報量は確率的にゆらぐ量としての系のエントロピー ŝにあたる．そして熱浴も含めた孤立系全体の確率

的なエントロピー生成 σ̂ は，負の値も取り得る．その確率を特徴付けるのが「ゆらぎの定理」である．ゆらぎ

の定理には様々な派生的な表現があり，それらの出発点を「詳細ゆらぎの定理」にとることができる．詳細ゆ

らぎの定理が成り立つことは，Hamilton系で (そして Markovジャンプ過程と Langevin系に対しても個別

的に)証明できる．しかしながら直観的に意味を捉えやすいのは派生形の「Crooksのゆらぎの定理」であり，

大まかにはエントロピー生成のある正の値 σ̂ = aが得られる確率と比べて，逆符号の値 −aをとる確率が e−a

倍も小さいことを意味する (エントロピー生成 aは kB を単位として無次元化した値)．また詳細ゆらぎの定理

から，エントロピー生成のアンサンブル平均は第二法則 σ ≡ ⟨σ̂⟩ ≥ 0を満たすことが導かれる．

さて，Shannonエントロピーを考えることは，情報熱力学において「Maxwellのデーモン」のパラドックス

を解決する足掛かりとなる．まずは仕事の観点から考えよう．σ ≥ 0に基づくと，デーモンが系の測定により

得た情報 (相互情報量 I)を用いてフィードバックを行うとき，kBTI までの仕事を取り出すことができる (T
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は熱浴の温度)．これは一見すると，単一の熱浴と接する系からサイクルで仕事を取り出すことはできないと

いう，Kelvinの原理 (第二法則)に反している．しかしデーモンに対しても「測定」と「初期化 (情報消去)」

を合わせた過程で，kBTI 以上の仕事をしなければならず，パラドックスは解消される．(なお測定と消去の一

方の仕事は個別的にゼロにできるため，測定と消去に要する仕事にはトレード・オフの関係がある．) 次にエ

ントロピーの観点から考えると，デーモンも熱力学系と見なしたとき，系とデーモン (と熱浴)の全エントロ

ピー生成は非負であり，はじめから第二法則は満たされている．しかし系だけの「エントロピー生成」に注目

すると，それはフィードバックの過程で −kBTI まで負になり得るので，あたかも第二法則が破れているよう
に見えていたにすぎない．以上の仕事とエントロピーの観点は等価であることを式の上で見て取ることがで

き，これらをもってMaxwellのデーモンのパラドックスは完全に理解されたと言える．

■「通常の熱力学において，エントロピーの増大は，系のエネルギーの劣化に関係している」(p.135，l.14,15)

について Thomsonは熱力学第 2法則を，エネルギーの「散逸」ないし「低級化」，つまり「利用可能性」の

喪失と解釈した [24, p.202]．エントロピーの増大とエネルギーの散逸の関係は，次のように定式化できる [24,

pp.220–224]．複数の恒温熱源を考え，i番目の熱源の温度を , Ti
′，そのなかの最低温度を T0

′ とする．これら

の熱源の間でサイクルを働かせて仕事を取り出すときに，i番目の熱源から作業物質に与えられる熱を ∆qi と

書こう (作業物質から熱源に熱が与えられるときは ∆qi < 0)．［作業物質が熱源 iから ∆qi の熱を得て −∆q0
の熱を熱源 0に捨てる場合の理想機関の熱効率は 1− T0′/Ti′ なので (図 33参照)，］得られる最大仕事は

Wmax =
∑
i

∆qi

(
1− T0

′

Ti
′

)
である．式の上でも見て取れるように，i = 0の項は仕事に寄与しない．熱源が無限個あり，それらの温度が

連続的に変化している場合には，上式は積分

Wmax =

∮
dq

(
1− T0

′

T ′

)
に置き換えられる．他方，現実に得られる仕事は，［サイクルを 1周すると内部エネルギー変化はゼロなので］

第 1法則より

W =
∑
i

∆qi =

∮
dq.

よって無駄に捨てられる熱 (エネルギー散逸)は

D =Wmax −W = −T0′
∮

dq

T ′
= T0

′∆Stotal

となる．ここに

∆Stotal = −
∮

dq

T ′

は系全体のエントロピー変化である*30．このようにエネルギーの散逸 D はエントロピーの増大 ∆Stotal をも

たらす．ただし逆に，エントロピーの増大が常にエネルギーの散逸を意味するとは限らない．実際，同温・同

圧の気体の混合や過冷却した水の凍結のように，温度もエネルギーも変わらないがエントロピーは増大する非

可逆過程が存在する．

*30 サイクルを 1 周すると作業物質はもとに戻るため，作業物質自体のエントロピー変化はないのに対し，熱源は温度 T ′ で −dq の
熱を得るから．
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図 33 エントロピー増大に関する Thomsonのエネルギー散逸論

■式 (10.5)の確認 既約質量の式 (10.2)より，

A

4π
= 4M2

irr =
(
M +

√
M2 −Q2 − a2

)2
+ a2 (42)

=2M2 −Q2 + 2M
√
M2 −Q2 − a2 (43)

となる．定義式 r+ =M +
√
M2 −Q2 − a2 より，

(式 (42)) = r2+ + a2, (式 (43)) = 2Mr+ −Q2

と書き換えられる．これは本稿の付録 G.1 における，Kerr ブラックホールに対する地平面の計算結果

(189):A = 4π(r2+ + a2)とあっている．

■式 (10.6)の確認
√
M2 −Q2 − a2 ≡

√
· · ·と略記しよう．式 (43)の微分をとり，

a⃗ =
L⃗

M
, ∴ da⃗ =

dL⃗

M
− L⃗dM

M2
=

dL⃗

M
− a⃗dM

M

に注意すると，

dA

4π
=4MdM − 2QdQ+ 2

√
· · ·dM + 2M

MdM −QdQ− a⃗ · da⃗√
· · ·

=2

(
2M +

√
· · ·+ M2 + a2√

· · ·

)
dM − 2Q

(
1 +

M√
· · ·

)
dQ− 2a⃗ · dL⃗√

· · ·
(44)

となる．他方，式 (10.5):r2+ + a2 =
(
M +

√
· · ·
)2

+ a2 より

Θ ≡ r+ − r−
4(r2+ + a2)

=

√
· · ·

2
{(
M +

√
· · ·
)2

+ a2
}

であり，これは上式 (44)最右辺における dM の係数

2

(
2M +

√
· · ·+ M2 + a2√

· · ·

)
= 2

2M
√
· · ·+ (

√
· · ·)2 +M2 + a2√
· · ·

= 2

(
M +

√
· · ·
)2

+ a2
√
· · ·
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の逆数に一致している．そこで式 (44)は

dM = Θ
dA

4π
+ 2ΘQ

(
1 +

M√
· · ·

)
dQ+ 2Θ

a⃗ · dL⃗√
· · ·

(45)

と書き換えられる．すると

Φ ≡Q r+
r2+ + a2

= QΘ
4r+

r+ − r−
= QΘ

2
(
M +

√
· · ·
)

√
· · ·

,

Ω⃗ ≡ a⃗

r2+ + a2
= Θ

4

r+ − r−
a⃗ = 2Θ

a⃗√
· · ·

はそれぞれ，式 (45)における dQ,dL⃗の係数に一致するので，式 (10.6)が成立する．

10.1.2　 Hawking輻射
Hawkingはブラックホールの背景下での量子場を研究し，ブラックホールが輻射を放ち，その輻射温度が
まさに 10.1.1節のΘで与えられることに気付いた (詳しくは Carroll (2003)の本)．

Carroll, S. (2003) Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity. Benjamin Cummings.

Based on notes available online at http://preposterousuniverse.com/grnotes/ [accessed 11 March 2011].

Hawking輻射ついて簡単に説明する．曲った時空におけるスカラー場を考えると，その波動方程式は微分

が共変微分に置き換わり，
gµν∇µ∇νφ−m2φ = 0 (10.8)

となる［本稿次節で，式 (7.19) のラグランジアンから導出する］．すると場の Fourier 展開に用いる平面波

exp(ikµx
µ)［分散関係 k2 = −m2］は，場の方程式 (10.8)の解にならない．しかし代わりに式 (10.8)の適当

な解 fi を基底関数に選んで，場を

φ̂ =
∑
i

(
âifi + â†if

∗
i

)
と表すことは可能であり，展開係数 âi, â

†
i は生成・消滅演算子となる．ただし異なるモード gi の組を選んで量

子場を構築することも可能であり，量子場の構築方法に応じて決まる真空状態は異なる．このような真空状態

の非一意性は，次のような事態を引き起こす．すなわち平坦な時空において，慣性系における粒子検出器が，

我々が真空状態の中にいることを示しているとしても，同じ状況下において加速している粒子検出器は粒子を

検出する (“Unruh (ウンルー)効果”)．Schwarzschildブラックホールの重力下でもこれと同様のことが起

こる．ここでは真空状態は，ブラックホールの中心に向かって自由落下する慣性系で自然に定義されると考え

られる．ところがこの真空状態を，固定された位置にいる観測者の座標系で見ると，観測者は粒子を観測する

ことになる．これが Hawking輻射として放たれる粒子である．

Hawking輻射は略式の描像では，次のように説明できる．まずブラックホールの事象の地平付近で粒子の対

が生成すると，一方はブラックホールに落ち込む．このときもう一方の粒子は無限遠へと飛び去り，Hawking

輻射を成す．［詳しくは本稿の付録 G.2を参照．］

Schwarzschildブラックホールの Hawking温度

T =
ℏc3

8πGMkb
= 10−6

(
MSun

M

)
◦K (10.10)

(kb は Boltzmann定数) ［本稿の付録 G.2を参照］は質量に反比例するため，ブラックホールが輻射によっ

て蒸発する過程で質量が減ると，温度は上がってゆき，蒸発過程が徐々に加速していく．
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Hawking輻射の熱力学的では，温度は曲った時空における場の量子論から現れているのに対し，その他の要

素は完全に古典的な描像に基づいている．ところがエントロピーの式には Planck定数が含まれるから［我々

はそれを ℏ = 1と置いてきた］，エントロピーは量子力学的な起源を持たなければならない．次項ではこれを

量子重力理論によって説明する問題を取り上げる．

ブラックホールが蒸発の過程で小さくなると，事象の地平における曲率は大きくなるため，重力場自体の量

子ゆらぎを無視できなくなる．このことからも，最終的には完全な量子重力による記述が必要であると考えら

れる．半古典的な描像を最後まで貫こうとすると生じる有名な問題に，“情報の逆理 (パラドックス)”がある．

量子力学的なユニタリーの時間発展では，情報は保持されなければならない．ところがブラックホールが完全

に蒸発しきったときに残される輻射は純粋に熱的なものであり，温度 T だけで完全に特徴づけられるため，そ

こからブラックホールを形成したすべての物質に関する情報を復元することは原理的に不可能である，という

のがパラドックスの内容である．この矛盾を解決することも，量子重力理論の主要な目標である．

なお，何人かの研究者は，熱力学から一般相対性理論が導かれることを論じている．

• Jacobson, T. (1995) Phys. Rev. Lett. 75 1260.

• Padmanabhan, T. (2010) Rept. Prog. Phys. 73, 046901.

現時点ではこの観点にループ量子重力が貢献するようには見えない．

10.1.2節について

■場の方程式 (10.8)の導出 式 (7.19)のラグランジアン密度は，7.3節のノートと同様に係数 1/2を補うと

L̃ = −1

2

(
gµν(∂µφ)(∂νφ) +m2φ2

)√
−g

である．ただし det(g)→ g と略記しており，また教科書 p.137，l.5の“ポテンシャル”の式にも 1/2を掛け

て V (φ) = m2φ2/2とした (もっとも L̃全体の係数の違いは運動方程式に影響しない)．すると

∂L̃
∂φ

= −m2φ
√
−g, ∂L̃

∂(∂αφ)
= −gµα(∂µφ), ∂α

(
∂L̃

∂(∂αφ)

)
= −∂α{gµα(∂µφ)}

より，Euler-Lagrange方程式は

0 = ∂α

(
∂L̃

∂(∂αφ)

)
− ∂L̃
∂φ

= −∂α{gµα(∂µφ)}+m2φ
√
−g, ∴ 1√

−g
∂α{gµα(∂µφ)} −m2φ = 0

となる．ここでスカラー φに対する公式

φ;α
;α ≡ (φ;α);α =

1√
−g

∂α{gαβ(∂βφ)}

を思い出すと [7, p.272]，
φ;α
;α −m2φ = 0.

さらにスカラー φに対しては∇αφ = ∂αφであること，また gαβ;γ = 0であることに注意すると，第 1項は

φ;α
;α ≡ (φ;α);α = (gαβ∂βφ);α = gαβ{(∂βφ);α} = gαβ∇α∇βφ

と書き換えられるので，場の方程式 (10.8)を得る．
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■「……エントロピーは無単位量なので，……エントロピーは S ∼ [面積]× 1070 である」(p.139，l.10–14)に

ついて 「我々が採用している単位系」(p.139，l.10)では暗に kb = 1としているため，「エントロピーは無単

位」(p.139，l.10–11)であると考えられる．ところで自然単位系を採用して c = 1, ℏ = 1, G = 1と置いてい

るため，長さとしては，Planck長さ lP ∼ 10−33cm = 10−35mを単位として測った無次元量を考えているこ

とになる．よってブラックホールの地平の面積 Aは l2P = 10−70m2 を単位として測った数値であり，m2 を単

位として測った面積 (数値)を A∗ と書くと，

A =
A∗m2

l2P
= A∗ × 1070

と表される．

10.1.3　ループ量子重力によるブラックホール・エントロピー

現在までのループ量子重力理論によるブラックホール・エントロピーの計算は，ブラックホールが Planck

寸法に比べて大きいという (穏当な)仮定の下での近似計算であり，Hawking輻射を完全に無視している．事

象の地平に対応した境界 S を持つ時空をとり，ブラックホールの外部と境界を調べ，それらの間の相互作用を

考えることが基本的なアイデアとなる．これは“分離した地平”(isolated horizon)と呼ばれる枠組みによっ

て可能になった (Ashtekar and Krishnan (2004))．
この枠組みにおいて，

• 境界が事象の地平と対応する条件が確立された．
• 境界における分離した正準理論が見出された．

– 作用が境界において微分不可能になる問題を解消．

• 境界における経時 (lapse)がゼロになることを要求できる．

↔ ハミルトニアン拘束は如何なる発展も生成せず，地平は“分離”．

– 事象の地平の面積 (∼エントロピー)が自動的に Dirac観測量になる．

– エントロピーは境界における量だけに依存し，

時空の拡がり (バルク)におけるループ量子重力の複雑な問題に関わる必要はなくなる．

ブラックホールのエントロピーは微視的正準集団［ミクロカノニカル・アンサンブル］の観点から計算でき

る．すなわち表面積 a0のブラックホールを考えると，面積演算子の固有値が適当な幅 2δの範囲 [a0−δ, a0+δ]
に含まれる量子状態の数 N を用いて，エントロピーは N の対数で与えられる．ここで各々の状態としては図

34のように，地平面がスピン・ネットワークの線で貫かれた状態が考えられており，面積固有値の計算には分

離した地平の枠組みを用いる．Agulló et al. (2010)は状態を正確に数え上げ，Bekensteinの公式［S ∼ a0/l2P
(lP:Planck長さ)］に整合するエントロピー

S(a0) =
a0
4l2P
− 3

2
log

(
a0
l2P

)
+O(1) + · · ·

を得た．(明示してある項は面積の大きい極限の計算結果であるため，後ろに「+ · · ·」を付けてある．) この

結果を得るためには，Barbero-Immirziパラメーターを

1 =

∞∑
k=1

(k + 1) exp

(
−1

2
β
√
k(k + 2)

)
の解 β = 0.274067に選ばなければならない (Meissner (2004))．［こうして 8.2節で予告したように，β の値

が決定される．］

最後に，以上で言及した関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．
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図 34 ブラックホールの事象の地平が境界となり，その境界をスピン・ネットワークの線が貫いている．

• Ashtekar, A. and Krishnan, B. (2004) Liv. Rev. Rel. 7, 10.

• Agulló, I., Barbero, J. F., Borja, E., Dı́az-Polo, J., and Villasenor, E. (2010) Phys. Rev. D 82,

084029.

• Meissner, K. (2004) Class. Quan. Grav. 21, 5245.

10.2　マスター拘束と均一離散化

10.2.1　マスター拘束プログラム

一般相対性理論の拘束代数を量子論の水準において行うことは，重要な挑戦課題であり続けている．

1. ループ量子重力においては，微分同相変換の拘束を演算子として実行できない (8.3節)．

2. 一般相対性理論の真空における Dirac観測量が見つかっていないことと併せて (8.2節冒頭)，

古典的な極限を定義することが困難となっている．

ハミルトニアン拘束 (8.23)は，不鮮明化しない形で書けば，［xに応じた］無数の拘束

H̃(x) = {Akc , V }F kabεabc

である．Thomas Thiemannらが開発したマスター拘束プログラム (master constraint program) では，これ

を単一の“マスター拘束”

M =
1

2

∫
d3x

H̃2(x)√
det(q)

で置き換え，状況の改善を試みる．

M = 0 ⇔ H̃(x) = 0 (all x)

が見て取れる．O が Dirac観測量である条件 {H̃(x), O} = 0は，マスター拘束を用いて

{{M,O}, O} = 0 (10.16)

と書ける［本稿次節参照］．
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マスター拘束と微分同相拘束は簡単な代数

{C(N⃗),M}［ ∼ LN⃗M］= 0, ［式 (7.10)参照］ (10.17)

{M,M} = 0, (10.18)

{C(N⃗), C(M⃗)} = C(LN⃗M⃗) : (7.15)

を満たす．式 (10.17)はマスター拘束が微分同相変換の下で不変であることを意味する．

［量子化の際に］為すべき作業は，マスター拘束を量子力学的な演算子へ移行させ，それによって消

滅するような量子状態を見いだすことである．その利点は，これが微分同相不変な量なので，微分同

相不変な状態の空間において演算子へ移行させ得ることに疑いは無いという点にある［冒頭の問題点 1

の改善］．そして拘束代数が構造定数でなく構造関数を持ってしまうという問題 (7.2節末尾参照) ［式

(7.18):{H(N),H(M)} = C(K⃗)の右辺が正準変数の関数であること］も回避される．このように量子

化されたものは，必ずしもすべての場合において正準量子化と等価ではない．したがって，この作業を

Diracの正準量子化の手続きの一般化として捉えることができる．(p.144)

マスター拘束を適当な自己共役［Hermite］演算子 M̂ に移行できたとすると，ユニタリー演算子 Û(t) =

exp(itM̂)を用いて量子力学的な Dirac観測量を構築することが可能である［冒頭の問題点 2の改善］．具体

的にはいくぶん形式的ではあるが，空間的な微分同相変換の下で不変な演算子 Ôに対して，“時間平均演算子”

Ô = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
dtÛ(t)ÔÛ(t)−1 (10.19)

を作れば良い［本稿次節参照］．

10.2.1節について

■Dirac観測量 O の満たす式 (10.16)について 式 (7.32)の確認作業と同様，
√

det(q)は Poisson括弧の外

に出せると仮定する．また H̃(x) = 0であっても {H̃(x), O} = 0とはできないことに注意すると (付録 D.1.3

参照)，

0 = {{M,O}, O} =1

2

∫
d3x√
det(q)

{{H̃2(x), O}, O}

=

∫
d3x√
det(q)

{{H̃(x), O}H̃(x), O}

=

∫
d3x√
det(q)

[(
{H̃(x), O}

)2
+ {{H̃(x), O}, O}H̃(x)

]
=

∫
d3x√
det(q)

(
{H̃(x), O}

)2
となる．これは確かに O が Dirac観測量であること {H̃(x), O} = 0と等価である．

■時間平均演算子 (10.19) が量子力学的な Dirac 観測量であることの確認 Dirac 観測量の条件として，

Poisson括弧を交換子に置き換えた関係

[M̂, Ô] = 0, [Ĉ(N⃗), Ô] = 0
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が成り立てば良い．第 2式は Ô が微分同相不変であることを意味し，これは式 (10.19)における Ô を微分同

相不変と仮定していることから直ちに保証される．

そこで第 1式を考える．M̂ の Hermite性より Û(t)−1 = exp(−itM̂)であることに注意すると，

[M̂, Ô] = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
dt
(
M̂Û(t)ÔÛ(t)−1 − Û(t)ÔÛ(t)−1M̂

)
= lim
T→∞

1

2iT

∫ T

−T
dt

d

dt

(
Û(t)ÔÛ(t)−1

)
= lim
T→∞

1

2iT

[
Û(t)ÔÛ(t)−1

]T
−T

=0

となる．ただし最後の等号では Û(t)ÔÛ(t)−1 が時刻 t の有限な関数 (演算子) であることを用いた．これは

よく知られているように，時間の有限な関数の，時間微分の時間平均がゼロであることの証明にあたる [12,

p.28]．教科書 p.145の定性的な説明は，以上の計算の解釈になっていると考えられる：

得られる演算子［Ôのこと］がマスター拘束と可換であることは自明である．何故なら，マスター拘

束との交換子は無限小の時間推進と等価であり，ここでは，そのような推進のすべての和をとってある

からである．これは負の無限大から正の無限大までの実軸を“少し右へずらす”ことと等価であり，変

化が生じないことは明らかである．

10.2.2　均一離散化

はじめに問題提起として，第 1段落 (pp.145–146)をすべて引用する．

場の理論を，その量子化のために離散化する技法は，Yang-Mills理論の文脈において大きな成功を

収めている．その技法は格子ゲージ理論として知られ，特に計算機による取扱いに適している．対称性

を持つ理論を離散化する際には，対称性を損なわずに保持することが，細心の注意を要する課題にな

る．一般相対性理論の場合は特にそうである．時空を離散化してしまうと，微分同相不変性が直ちに失

われる．正準理論の水準において，これには以下のような含意がある．同じ時刻における諸変数に関係

していて，本来は時間発展の下で自動的に保存されるような拘束条件の式が，保存されなくなってし

まう．すなわち拘束条件と運動方程式を同時に課することが不可能になる．同じ時刻においてすべて

の式を成立させるための唯一の方法は，Lagrangeの未定係数の値を選ぶことである．しかしそのよう

にすると，未定のはずの係数が任意ではなくなり，理論の性格が著しく変わってしまう．さらに悪い

ことに，Lagrangeの未定係数を決める式が代数方程式になる (離散化の下で，すべての微分が有限の

差分に置き換えられる)．その代数方程式は非線形であり，一般に複素解を持ち得る．もちろん，一旦，

Lagrangeの未定係数が複素数になってしまうと，それはもはや出発点となった実数変数による連続な

理論に対する近似ではない．そして Lagrangeの未定係数，特に経時 (ラプス)は，状態の発展の速さを

表している．理論の式から経時 (ラプス)が大きいことが示されるならば，それは離散的な時間発展に

おいて，直近の時刻の間に大きな飛躍があり，離散的な理論による連続理論への近似を，よく制御する

方法がなくなることを意味する．これらの問題が，ハミルトニアン形式の一般相対性理論の格子ゲージ

理論版を展開する上で，本質的な障害となってきた．

124



連続な理論の差分化には様々な方法が考えられ，“均一差分化”(uniform discretization)では変数 Aの発展

の式を，マスター拘束によって生成される形

An+1 = An + {An,M}+ {{An,M},M}+ · · ·

にする［nは離散時間のラベル］．これにはマスター拘束M の値が正確に保存されるという利点がある．そこ

で連続な理論ではマスター拘束がゼロであることを踏まえ，最初にM を小さい値 δ2/2に選べば，変数の発

展の下でも連続な理論に近い状態が保持されることになる．また N 個の拘束 ϕi(q, p) = 0 を持つ理論では，

λi = ϕi/δ と定義すると，力学変数 qの発展は δの 1次まででは，全ハミルトニアンHT =
∑N
i=1 λiϕi の下で

の完全拘束系の発展に一致する．

qn+1 = qn +
N∑
i=1

{qn, ϕi}λiδ +O(δ2).

ここで δ は発展の“ステップ”の役割を果たしている．

10.3　スピン泡

10.3.1　量子力学の径路積分形式

量子力学において，粒子の遷移振幅が径路積分

P (xN , t, x0, 0) =

∫
Dx exp

(
i

ℏ
S[x]

)
(10.34)

で与えられることの復習．この話題については文献 [21, pp.148–166]のノートでまとめたので，本稿では要約

を省略し，以下の点を補足するに留める．すなわち配位空間における径路積分 (10.34)とは一見，対照的に，

次節の式 (10.35)では配位変数 Aia だけでなく，共役な場 Ẽai についても積分が施されている．実際，粒子の

遷移振幅 (10.34)も元々は位相空間における径路積分で表され，次いで運動量変数に関する積分を実行して得

られる [15, pp.32–41]．教科書では式 (10.25–27)において，運動量に関する積分を行っている．

10.3.2　一般相対性理論による径路積分とスピン泡

3次元断面空間における幾何の，始状態から終状態への遷移確率 P は，径路積分を用いて

P
(
(Aia)final, (A

i
a)initial

)
=

∫
DNDNaDλiDẼDA exp

(
− i
ℏ
S(Ẽ, A)

)
, (10.35)

S(Ẽ, A) =

∫
d4x(Ẽai Ȧ

i
a −NC −NaCa − λiGi)

と書けるだろう．［作用 S(Ẽ, A) をラグランジアン (7.12) と比べると，細かい係数や符号は異なっている．］

ただし

• 径路積分における“軌跡”(幾何の発展)に拘束条件を反映させなければならない

• Lagrangeの未定乗数の積分範囲が不明である

という問題のため，径路積分の量子重力への適用が妨げられてきた．

ループ量子重力に用いられる数学的な道具の発展に伴い，それらの技法を径路積分の定義に利用する

可能性について，自然に関心が生じてきた．その結果，量子重力に対する“スピン泡”(spin foam)の
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アプローチが，まず Reisenberger and Rovelli (1997)によって開拓され，それに続いて多くの研究者

が，この方法の発展に貢献している．スピン泡は，頂点，辺，多角形の面から構築される幾何学的な構

造である［脚注 1を省略］．それぞれの面には，スピン・ネットワークにおける線とよく似た方法で，群

表現のラベルが付与される．それぞれの辺には，結節演算子のラベルが付く．これは全体として石鹸の

泡のかたまりのように見えるので，“スピン泡”と名づけられている．スピン泡の断面は，スピン・ネッ

トワークになる．スピン泡に含まれる多角形の面が切断された部分は，断面のスピン・ネットワークに

おいて群表現を伴った線分となり，スピン泡に含まれる線分が切断された部分は，断面のスピン・ネッ

トワークにおいて結節因子を伴った結節点になる．ここで目標となる課題は，ひとつのスピン・ネット

ワークから，別のスピン・ネットワークへ移行する遷移振幅を，両者をつなぐすべての可能なスピン泡

に関する加算によって計算することである．一般相対性理論に関して，このような方法は今日でも完全

に理解されるに至っていないが，より単純な BF理論と呼ばれる理論の文脈において，多くの進展が見

られている．(pp.150–151)

以上の引用箇所で言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

Reisenberger, M. and Rovelli, C. (1997) Phys. Rev. D 56, 3490.

• 泡の中の頂点に重みを対応させる提案
– Engle, J., Pereira, R., and Rovelli, C. (2007) Phys. Rev. Lett. 99, 161301.

– Freidel, L. and Krasnov, K. (2008) Class. Quan. Grav. 25, 125018.

→ 頂点の定義は良い性質を示すようになった

• スピン泡を利用した重力の伝播関数の計算 → 適正な Newton極限を持つ関数を得た

– Alesci, E., Bianchi, E., and Rovelli, C. (2009) Class. Quan. Grav. 26, 215001.

– その参考文献

このような研究活動の大多数は，時空の代わりに 4次元 Euclid空間を扱うものである

• Regge (レッジェ)計算法

– 曲った時空を平坦な単体で近似 (↔ 2次元球面を三角形の組合せから成るドーム構造で近似)

– すべての単体の辺の長さ li を指定すれば，元の多様体の形 (したがって曲率)が指定される

– この観点では長さ li を積分変数とする径路積分を考える

10.4　観測可能な効果？

現在，量子重力理論の検証に用いることができる実験がないのは，重力の結合定数と Planck定数から決ま

る自然な尺度が，実験によって検証可能な範囲から，大きくかけ離れているという事情による．

(Planckエネルギー) ∼ 1019GeV · · · · · ·素粒子加速器で到達可能なエネルギーより 15桁も高い，

観測される宇宙線の最高エネルギーより 10桁も高い，　

(Planck長さ) ∼ 10−33cm · · · · · ·陽子半径より 20桁も小さい，

(Planck時間) ∼ 10−44s · · · · · ·数年後に実現が予想される高精度の原子時計の精度から
20桁の隔たりがある．
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10.4.1　量子重力とガンマ線バーストからのガンマ線到着時間

Amelino-Camelia et al. (1998)はガンマ線バーストの観測において，量子重力効果の痕跡が見いだされる可

能性を指摘した．時空が Planck長さ lP 程度の粒状構造を持つならば，波長 λの光は 1波長あたり lP/λ程度

の量子重力効果を受けると考えられる．これは波長の短いガンマ線 (λ ∼ 10−12m)に対しても lP/λ ∼ 10−23

に過ぎない．しかしながら L ∼ 1025m (106 光年程度)遠方で発生したガンマ線バーストでは，光が長距離を

伝播する過程で，量子効果の影響が観測可能な水準にまで増幅する可能性がある．Amelino-Camelia et al.は

弦理論のモデルを利用して，粒状構造との相互作用により光の分散関係が

c2p2 = E2

[
1 + χ

E

EP
+O

(
E2

E 2
P

)]
, χ ∼ 1 (10.37)

となると推測した．［EP は Planckエネルギー．通常の分散関係は E = cp．］χ ［したがって量子重力効果の

最低次の項］がゼロでなれば，異常な分散関係により，異なるエネルギーのガンマ線は検出器への到達時間が

異なるため，その時間差を検出できるはずである．

Amelino-Camelia, G., Ellis, J., Mavromatons, N., Nanopoulous, D, and Sarkar, S. (1998) Nature

393, 763.

ただし上式 (10.37)の平方根をとると，Planckエネルギーの分数冪が現れることになる．一部の研究者はこ

の点が不自然であると考え，χがゼロでないという仮定に疑義を表明している．

Gambini and Pullin (1999)は単純な“おもちゃ模型”(toy model) によるループ量子重力の計算を行い，

光の分散関係が
Ω± ∼ |k|(1∓ 2χlP|k|) + · · · (χ ∼ 1) (10.47)

となる可能性を示した［本稿では説明を省略］．ここに Ωは波の振動数，複号 ±はそれぞれ右巻きと左巻きの
波を表し，上式 (10.47)はで通常の分散関係 Ω± = |k|に対して，ヘリシティに応じて符号の異なる lP/λ程度

の補正が得られている．

Gambini, R. and Pullin, J. (1999) Phys. Rev. D 59, 124021.

ただしこの計算は制限付きであり，ループ量子重力に基づく確定的な予言とは言えない．したがって式 (10.47)

の効果の可能性が，実験的な制約から既にある程度まで排除されているからといって，「ループ量子重力は否

定された」と結論することはできない．

10.4.2　時間と距離の測定精度限界

量子重力効果が生じる特徴的な距離尺度は，Planck尺度に比べてかなり大きいかもしれないという提案が

ある．

まず「時計が実現できる正確さの究極的な限界は何処か」という問題を考えよう．2 枚の鏡の間を光子が

反射して行き来するような理想的な時計においても，鏡の波動関数それ自体が時間発展により拡がるため，

不正確さは生じ得る．測りたい時間を t，鏡の質量をM として，Salecker and Wigner (1958)はその精度を

δt ∼
√
t/M と見積もった．これは測りたい時間が長くなるほど不正確さが増すことを意味する．また正確な

時計を得るには，質量を大きくすれば良いことになる．

Salecker, H. and Wigner, E. (1958) Phys. Rev. 109, 571.
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しかし上述の議論は，重力を考慮に入れていない．重力を考慮すると，質量がある程度大きくなると時計は

ブラックホールに転化してしまう．そこで時計が高密度になってブラックホールに転じるのを防ぐために，時

計を重くするのと同時に大きくすると，光速の制約のために時計は劣化していく．実際には時計がその寸法の

下で，ブラックホールに転化する寸前の質量を持つときに，最高の正確さ

δt ∼ t2/3P t1/3 = 3

√
t

tP
tP

が実現される (tP は Planck時間)．

• Károlhyázy F., Frenkel A., and Lukás, B. (1986)“Gravity in the reduction of the wavefunction”,

in R. Penrose and C. Isham, (eds.), Quantum Concepts in Space and Time. Oxford University

Press, Oxford.

• Ng, Y. and van Dam, H. (1995) Annals N. Y. Acad. Sci. 755, 579.

このとき t ∼1日，1時間とすると δtは tP の 1010 倍程度となる．［したがって冒頭の予告に対応して，Planck

尺度より大きな重力効果の時間スケールが得られたことになる．］このことは何らかの巧妙な工夫によって，

精度の限界を検出できるかもしれないという期待を抱かせる．ただし上述の議論は重力を古典的な概念として

導入するものであり，本質的に難しい部分を誤魔化している気味があることに注意されたい．

10.5　時間に関する問題

一般相対性理論において Dirac観測量は，拘束条件との，したがって全ハミルトニアンとの Poisson括弧が

ゼロになる量なので，それらは発展しない定数となってしまう．本節では，この問題を扱った最近の提案につ

いて，いくらか論じてみる．

10.5.1　運動の定数のパラメーター発展

簡単な例として，1次元的な運動を行う相対論的な粒子を考え，正準座標 p0, p, q
0, q をとる．［時間成分も

座標に用いている．時空のダイナミクスも念頭に置いてか，あるいは拡大状態空間に引き上げた正準力学を考

えているのか [3, pp.216–217]．］4元運動量は拘束条件

ϕ ≡ p 2
0 − p2 −m2 = 0

を満たす．このとき pおよび

X ≡ q − p√
p2 +m2

q0 (10.50)

はDirac観測量となる［本稿次節で確認］．［p,X が一定のDirac観測量であることは，一定速度 v ≡ p√
p2+m2

で粒子が直線運動 q = X + vq0 を行うことを意味しており，］Q(t = q0) = q とおけば，2つの Dirac観測量

から，発展する運動の定数 (evolving constant of the motion)

Q(t, q0, q, p) = X +
p√

p2 +m2
t

を構築したことになる．このように正準な配位変数の 1つと同じ値をとるパラメーター tを選べば，拘束条件

との Poisson括弧がゼロであって，なお発展する Dirac観測量 Q(t)が得られるという提案がなされている．

このアプローチに対して，2つの批判があり得る．
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• パラメーター tの役割は何か．

– このパラメーターによる発展が，何故，我々が自然界において見るものに対応するのか．

– 物理的な観測量にあたる変数に，時間の記述の基礎を置くべきではないのか．

• 量子化の際，t = q0 という要請はどうなるのか．

– 正準変数 q0 は量子化しなければならないのに対し，tは古典的な連続変数のままなのか．

– 連続パラメーター tに同定するための，量子化しない正準変数 q0 を 1つ選ぶのか．

これらの難点について，我々は古典的なパラメーター tを参照せずに，発展する観測量を扱う方法が存在する

ことを見る予定である［10.5.3節］．

10.5.1節について

■pおよび式 (10.50)の X が Dirac観測量であることの確認

{ϕ, p} =∂ϕ
∂q
· 1− ∂ϕ

∂p
· 0 = 0,

{ϕ,X} ={ϕ, q} − {ϕ, q0} p√
p2 +m2

(
∵
{
ϕ,

p√
p2 +m2

}
= 0

)

=− ∂ϕ

∂p
+
∂ϕ

∂p0
p√

p2 +m2

=2p− 2p0
p√

p2 +m2

=0.
(
∵ ϕ = 0, i.e. p0 =

√
p2 +m2

)
ただし第 2 式の 2 行目では Poisson 括弧が p0 ではなく，p0(= −p0) による微分で定義されているものと考
えた．

10.5.2　条件付き確率の解釈

Page and Wootters (1983)は一般相対性理論のような完全拘束系における時間の問題に関して，条件付き

確率の解釈 (conditional probabilities interpretation)と呼ばれる提案を行った．それは時間の変数 T も演算

子へと移行し，時刻が T0 になるという条件下で，量子力学的な変数 X が X0 という値をとる条件付き確率

P (X = X0|T = T0) =
⟨Ψ|PT0PX0 |Ψ⟩
⟨Ψ|PT0 |Ψ⟩

を問う，というものである．ここに Ψは量子状態であり，PT0 , PX0 はそれぞれ固有値 T0, X0 を持つ固有空間

への射影演算子を表す．PageとWootersは X と T として，拘束条件との Poisson括弧がゼロにならない量

(したがって Dirac観測量ではない) を選ぶことで，時間 T が定数とならないようにした．そして拘束条件に

よって消滅する状態を状態 Ψに選ぶことで，理論に拘束条件を取り込んだ．しかしながらこのとき，一般に

射影 PX0 |Ψ⟩ , PT0 |Ψ⟩ は拘束条件によって消滅しない状態へと移行するという問題が生じる．この問題に起
因して，Kuchař (1992)はパラメーター付けされた粒子の不適切な伝播関数

⟨t, x|t′, x′⟩ = δ(t− t′)δ(x− x′)

が導かれてしまうことを示した．上式は粒子が伝播しないことを意味している．

以上で言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．
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• Page, D. and Wootters, W. (1983) Phys. Rev. D 27, 2885.

• Kuchař, K. (1992)“Time and Interpretations of Quantum Gravity”, in G. Kunstatter, D. Vincent,

and J. Williams (eds.), Proceeding of the 4th Canadian Conference on General Relativity and

Relativistic Astrophysics. World Scientific, Singapore. To be reprinted in Int. J. Mod. Phys. D.

10.5.3　発展する運動の定数を用いた条件付き確率

最近，ここまでに示した 2つの提案を組み合わせるならば，個別の提案において遭遇するいくつかの

困難を解消できることが示された (Gambini et al. (2009a))．そのアイデアは，条件付き確率を構築す

るけれども，そこで条件付き確率を計算する対象となる量を，発展する運動の定数にするというもので

ある．(p.162)

具体的には拘束条件のある正準系において，まず，発展する運動の定数 X(t) を構築する．次に X(t) との

Poisson括弧がゼロになるような，もう 1つの発展する定数 T (t)を時間の変数にとり，条件付き確率

P (X = X0|T = T0) = lim
τ→∞

∫ τ

−τ
dt ⟨Ψ|PT0PX0 |Ψ⟩∫ τ

−τ
dt ⟨Ψ|PT0 |Ψ⟩

を計算する．

• Dirac観測量［の射影演算子 PT0 , PX0］を拘束条件によって消滅する状態 |Ψ⟩に作用させると，
拘束条件によって消滅する状態が得られる［本稿次節で補足］．

• 観測できない古典パラメーター tは，積分変数に過ぎない．

• 時計の役割を担う変数を注意深く選べば，
通常の伝播関数が導かれることが，簡単な例によって示される．

一般に，真空における一般相対性理論において，発展する運動の定数を構築することは不可能であるが，

発展する運動の定数を構築するための近似的な体系 (スキーム)も提案されており (Dittrich (2006))，

この文脈において，時間に関する問題を解決できる可能性はあり得る．(p.163)

以上で言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Gambini, R., Porto, R., Pullin, J., and Torterolo, S. (2009a) Phys. Rev. D 79, 041501(R).

• Dittrich, B. (2006) Class. Quan. Grav. 23, 6155.

10.5.3節について

■「発展する運動の定数は……拘束条件によって消滅するような状態を生成する」(p.163，l.1–3) について

拘束条件の式を C と書くと，量子力学では Dirac観測量 P = PX0 , PT0 の条件は，交換関係

[C,P ] = 0

で与えられる．すると C |Ψ⟩ = 0を満たす (物理的)状態 |Ψ⟩に対して，

C(P |Ψ⟩) = P (C |Ψ⟩) = 0
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となる．

関連文献について

本章で扱った題材の大部分は，現在研究が進みつつあるものなので，教育的な入門書はほとんどな

い．推奨できる文献は，本文中に挙げたものくらいである．［しかも本稿では，その全てを載せてはい

ない．］ブラックホールに関する熱力学の一般的な議論は Carroll (2003) において簡潔に扱われてい

る．量子力学における径路積分の良い入門書は Feynman and Hibbs (1965)である．幾分古さはある

が，スピン泡に関する良い入門が Perez (2004)に見られ，これには改訂の予定がある (Perez (2011))．

Rovelli (2007)と Thiemann (2008)の本には，スピン泡と，ブラックホールエントロピーを扱う章が

含まれている．特に Rovelliの本では，ブラックホールのエントロピーが何を表しているのかという問

題について，物理的に優れた議論がなされている．時間に関する問題は，Kuchař (1992)のレビューに

美しくまとめられている．

ここで言及されている関連文献を，巻末の参考文献リスト (pp.171–176)から抜粋しておく．

• Carroll, S. (2003) Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity. Benjamin

Cummings. Based on notes available online at http://preposterousuniverse.com/grnotes/ [accessed

11 March 2011].

• Feynman, R. and Hibbs, A. (1965) Quantum Mechanics and Path Integrals. McGraw-Hill.

• Kuchař, K. (1992)“Time and Interpretations of Quantum Gravity”, in G. Kunstatter, D. Vincent,

and J. Williams (eds.), Proceeding of the 4th Canadian Conference on General Relativity and

Relativistic Astrophysics. World Scientific, Singapore. To be reprinted in Int. J. Mod. Phys. D.

• Perez, A. (2004)“Introduction to loop quantum gravity and spin foams”, [arXiv:gr-qc/0409061]

[accessed 11 March 2011].

• Perez, A. (2011) “The spin foams approach to quantum gravity”, In preparation for Liv. Rev.

Rel. and “Recent advances in spin foam models” in preparation for Pap. in Phys.

• Rovelli, C. (2007) Quantum Gravity. Cambridge University Press, Cambridge.

• Thiemann, T. (2008)Modern Canonical Quantum General Relativity. Cambridge University Press,

Cambridge.
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第 11章　未解決問題と論争

幸い，ループ量子重力に対する批判の一部は，注意深い査読を通すような雑誌に掲載されている．

Nicolai, Peeters, and Zamaklar (2005)は，科学者たちのいくつかの立場を概観する論文を書いた．彼

らの論文は少々古くなっているが，現在も読まれるべき価値がある．Thiemann (2007)もいくつかの

批判について論じている．Nicolai and Peeters (2007)は，彼らの議論を更新した．ここでは，これら

の論文で注目されている問題のいくつかに照明をあててみる．(p.165)

• Nicolai, H., Peeters, K., and Zamaklar, M. (2005) Class. Quan. Grav. 22, R193.

• Thiemann, T. (2007) Lect. Notes Phys. 721, 185.

• Nicolai, H. and Peeters, K. (2007) Lect. Notes Phys. 721, 151.

■運動学的な構造に関する反論 ループ量子宇宙論における有限の数の自由度を持つ力学系でさえ，Ashtekar-

Lewandowski内積を持つ表現 (表示)における不連続性によって，Stone-von Neumannの定理からの制約を

回避し，非自明な結果を得ることができる［第 9章］．しかしながら同様の表現を，たとえば調和振動子など

の馴染み深い物理系に適用すると，適正な物理的結果を得ることができないという反論がある．

■Thiemannの構築したハミルトニアン拘束への反論

• それ自体の構築方法の曖昧さ
• 因子の順序化の曖昧さ

– 体積をホロノミーの左側に置くと問題に突き当たる

• 三角形分割を縮小する極限においてハミルトニアン拘束の中に曲率と接続を生み出すような項を
構築するために，結節点にどのような種類のループを加えるかという曖昧さ

– 三角形分割をゼロに縮小させた極限を取る際に，

得られる演算子は無限に多くの寄与を含み，発散する

– ホロノミーを SU(2)の基本表現によって加えると決めたことの曖昧さ

ループ量子重力の研究者たちは，いくつかの理由から，ハミルトニアン拘束の定義における曖昧さは，繰り込

み不可能な摂動論における無数の相殺項の導入と類似のものではないと考える傾向にある．

■物質との結合

Thiemannは，純粋な重力理論のためのハミルトニアン拘束を書くための技法と同じ方法を，重力と

素粒子の標準模型 (フェルミオン，スカラー場，ゲージ場を含み，超対称性を備えたもの) を組み合わ

せたモデルにも応用できることを示した．それによれば，物質との結合は，特段の制約なしに行うこと

ができ，量子異常 (アノマリー)や発散が引き起こされることもないように見える．このことは，他の

量子重力へのアプローチとは著しい対照をなしている．(中略)しかしながら，ループ量子重力が物質と

の結合に無矛盾性の要請を課することがないように見えるのは，運動学的な水準の話にすぎないという

ことも強調しておかなければならない．(pp.167–168)

■その他の問題
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• 摂動的な量子重力に現れる無限大が，ループ量子重力の何処に対応するのか，ということ
• Lorentz不変性や微分同相不変性を破る可能性の問題

– 拘束代数を微分同相拘束とハミルトニアン拘束の両方を含んだ形で実行できないという不都合

まとめると，ループ量子重力の，理論として不完全な状態と，通常の場の理論の取扱いとは異なる諸

側面のために，ループ量子重力には何か問題が含まれているという懸念を持つ人々もいる．現在まで，

よく定義された具体的な批判が，ループ量子重力に対してなされたわけではない．このことは，しかし

ながら正直な科学者が，この理輪のアプローチ全体に対して懐疑を持たないということを意味するわけ

でもない．この理論に主体的に携わる研究者には，さらに物理的に複雑さの増した状況をよく調べて，

究極的に，判定感度の高い物理的な予言を生み出す義務がある．この文脈において，ループ量子重力の

中に，実験事実との整合のために作為的に決めるような要因が多くないことは心強いことである．我々

が見てきた運動学的な枠組みは，独特の一意性を備えたものである．時空次元も固定されている．物質

場を加えることもできるが，それらは純粋に重力的な部分からの予言に影響を与えず，後者の部分は厳

しい制約を受けている．このような事情は弦理論とは対照的である．弦理論の研究は，かなり多様な展

開を見せており，あまりにも自由度が多くなりすぎるために，予言的な理論にはなり得ないと考える

人々もいる．ループ量子重力が存立可能な理論か否かを知るためには，さらなる研究と時間が必要であ

ろう．あるいはまた，この理論が最終的な量子重力理論となり得るかどうかに関わらず，ここから場の

量子論に対する非摂動論的なアプローチの構築方法について得られる多くの教訓は，この分野に費やさ

れる努力を，価値のある魅力的なものに転化させるであろう．(p.169)
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付録 A 多様体とベクトル場，Lie微分と Lie群

3.5節の補足として，多様体上のベクトル場に関する数学についてまとめる．Lie微分との関連で Lie群に

ついても言及する．任意の階数のテンソルに対する Lie微分の公式は，3.5節のノートを参照．

A.1 微分可能多様体 [3, pp.37–38]

本稿では多様体の数学的に厳密ではあるが堅苦しい定義を与える代わりに，その意味合いを簡単にくみ取っ

てまとめよう．m次元 (無限回)微分可能体Mはm次元空間であって*31，次の条件を満たす．

1. Mの各点 Qのまわりに一価連続な局所座標 (q1, · · · , qm)を割り当てられる．

↔ 同相写像 ϕ(Q) = (q1, · · · , qm)がある．

• ϕ, ϕ−1 が連続な 1対 1写像 ϕを同相写像という．

2. 2通りの座標系 (q1, · · · , qm), (q̄1, · · · , q̄m)の間の座標変換が滑らかである．

↔ 関数 q̄k = φk(q1, · · · , qm)が無限回微分可能である．

• r 回だけ微分可能であることを要求した場合，Mは r 回微分可能多様体と呼ばれる．

物理では特に r =∞の場合が重要である．

結局 m次元微分可能多様体とは，何枚ものスムーズに重なる近傍で覆われ，どの点でもその点のま

わりに局所座標系 (q1, q2, · · · , qm)が書き込め，したがって局所的にはユークリッド空間のように扱う

ことができる空間（連続的な点の集合）である．

A.2 多様体上の関数と曲線 [3, pp.39–40]

多様体Mの性質 → すべての座標系に共通した性質，

幾何学的対象 → 座標変換によって変わらない対象．

Φが 1対 1の写像で Φ,Φ−1 が微分可能のとき，Φを微分同相写像という．以降では多様体間の写像につい

て必要なだけの微分可能性を仮定する．

• M上の関数　 f : Q→ f(Q)

多様体M上の点 Qを実数 f(Q)に対応付ける写像 f を，M上の関数という．

– 点 Qに充てられた座標 q = (q1, · · · , qm)を用いて，

簡単に f(Q) = f(q)と記しても構わない (物理学ではむしろこれが普通である)．

– f の連続性や微分可能性はその局所座標表示 q → f(q)についていう．

• N上の曲線　 c : t→ c(t)

実数 tを多様体 N上の点 c(t)に対応付ける写像 cを，N上の曲線という．

*31 厳密には Hausdorff空間 (任意の異なる 2点を別々の開近傍に分けられる位相空間)である．もっとも物理で扱う空間 (配位空間，
状態空間，相空間など)はすべてこの条件を満たしているから，あまり気にしなくてよい．
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図 35 合成写像 t ∈ R 7→ c(t) ∈ M 7→ f ◦ c(t) ≡ f(c(t)) ∈ R

– このように本来，数学用語としての「曲線」は写像そのものを指す．

しかし曲線 c(t)として，動点の軌跡をイメージした方が分かりやすいこともある．

A.3 方向微分と微分作用素 [3, pp.41–43]

多様体上での速度ベクトルと接空間を定義するために，方向微分の概念を導入する．たった今導入した M

上の「関数」f と「曲線」cを用いて，図 35のような合成写像を考える．これは 1変数 tの単なる実数値関数

f(c(t))だから，その導関数 df(c(t))
dt を定義できる．そこで対応

f 7→ v[f ] ≡ df(c(t))

dt

を曲線 cに沿った方向微分と呼び，方向微分作用素 (演算子) v を定義する．このとき v はMの局所座標系と

無関係に定義されることになる．

次に点 c(t)をその座標 q(t)と同一視すると，

f 7→ v[f ] ≡ df(c(t))

dt
= q̇i∂if (46)

(ただし q̇i ≡ dqi

dt , ∂i ≡
∂
∂qi ) なので

*32，方向微分作用素は局所座標を用いて

v =
d

dt
= q̇i∂i (47)

と表される．

note 1 f(q)を多様体上の定常的な場と解釈すると，式 (46)は動点 (粒子)の位置で評価した場の値の時間変

化率 (いわゆる物質微分，Lagrange微分)に他ならない．

note 2 本節の結果は，方向単位ベクトル nを用いた通常の方向微分の表式 n ·∇f と比較される．ただしこ

こでは単位ベクトルの代わりに，速度 (q̇1, · · · , q̇n)を用いて方向が指定されている．

*32 表記の煩わしさを厭わず，式 (46)が点 Q = c(τ)における値であることを明示すると，

vQ[f ] =
df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=τ

= q̇i(τ)(∂if)Q.
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A.4 接ベクトルと接空間 [3, pp.43–46]

3次元空間内の曲面を座標 q = (q1, q2)でパラメトライズすると，曲面上の動点の速度は

v =
d

dt
r(q(t)) = q̇i(∂ir) (48)

と表される．ここで位置ベクトル r は曲面の外の 3次元空間に突き出している．これに対し一般の多様体で

は，それを超曲面として内に含む高次元の空間が存在するとは限らない．そこで上式 (48)から r を形式的に

取り除くと，式 (47):v = q̇i∂i の形になる．そこで微分作用素 (47)を速度ベクトルと見なすことが動機付けら

れる．

note つまり以下で見るように，c(t) に応じて (つまり動点の運動に応じて){∂i} を基底とする様々な速度
{q̇i}を持つ作用素 v が得られる．その全体が接空間を張る．

実際，(与えられた点 Qにおいて)微分作用素 vQ は和と実数倍に関してベクトル空間を張る：{
v = vi∂i

u = ui∂i
⇒

{
v + u = (vi + ui)∂i

av = avi∂i (a ∈ R)

そこで微分作用素 vQ を点 Qにおける接ベクトル，vQ の集合の張るベクトル空間 TMQ を点 Qにおける接空

間と呼ぶ．
また {(∂i)Q}は接空間 TMQ の基底となる*33．

理由 {(∂i)Q}はTMQ の元であり，またTMQの元は {(∂i)Q}の 1次結合 vQ = viQ(∂i)Qで表される．そこで {(∂i)Q}
が 1次独立であることを示せば十分である．以下では添字 Qを省こう．

v[f ] = vi(∂if(q)) = 0

を仮定する．ここで f を
f(q) = qj(q) = qj

で定義される座標関数 qj にとる (上式の最右辺における qj は関数名ではなく座標そのものである)．すると

0 = vi(∂if(q)) = vi(∂iq
j) = viδji = vj

となるので，{∂i}は 1次独立である．

{(∂i)Q}を自然基底といい，(∂i)Q = (ei)Q とも表す．

• 接空間 TMQ は幾何学的対象である．
理由 {

(∂i)Q = (∂/∂qi)Q → TMQを張る

(∂̄i)Q = (∂/∂q̄i)Q → TMQを張る

とすると，

∂̄i =
∂qj

∂q̄i
∂j , ∴ TMQ ⊂ TMQ.

同様に TMQ ⊂ TMQ なので，TMQ = TMQ．

• 接ベクトル vQ は幾何学的対象である．
理由 {

˙̄qi = (∂q̄i/∂qj)q̇j : 反変ベクトル

∂̄i =
∂qj

∂q̄i
∂j : 共変ベクトル

⇒ v = q̇i∂i = ˙̄qi∂̄i.

*33 {(∂i)Q}における添字の Qは，微分演算子を任意の関数 f に作用させた後で点 Qにおける値 (∂f/∂qi)Q をとることを表す．
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A.5 接バンドルとベクトル場 [3, pp.46–49]

多様体Mの各点 Qに接ベクトル vQ を 1つずつ対応付ける写像

v : Q 7→ vQ

をM上のベクトル場という*34．

例 1 fv : Q 7→ f(Q)vQ

例 2 vf : Q 7→ vQ[f ]　 (vQ[f ]は方向微分)

例 3 ∂i : Q 7→ (∂i)Q 　 (∂i を基底場という)

操作的には，

各点 Qのベクトルの関係
添字 Q を除く−−−−−−−−−⇀↽−−−−−−−−−
添字 Q を付ける

ベクトル場の関係

とできる．例えば各点のベクトルと多様体上のベクトル場の局所座標表示はそれぞれ，

vQ = viQ(∂i)Q, v = vi∂i.

A.6 積分曲線と 1径数変換群 [3, pp.49–50]

多様体M上にベクトル場 w が与えられているとき，初期位置 q(0) = Q0 からベクトル場 w に導かれて運

動する動点の軌跡，すなわち
dqi

dt
= wi(q) (49)

の解 q = c(t)が表す曲線を，w の積分曲線 (解曲線)という (図 36参照)*35．［平たく言えば，積分曲線はベ

クトルを滑らかに繋いで得られる曲線であり，例えば流体の速度場の積分曲線は流線，電場の積分曲線は電気

力線である．］

動点の初期位置 Q0 を時間 t後の位置 Qt = c(t)に対応付ける写像

φt : Q0 7→ Qt

の全体 {φt|t ∈ R}を相流ないし流れ (フロー)という．

φ0 = id. (恒等写像),

φt+s = φt ◦ φs,
φ−t = (φt)

−1

より相流は群を成す．この群をベクトル場 wが定める 1径数変換群という．

*34 これは多様体Mから，M上のすべての点の接空間の集合

TM =
∪

Q∈M

(TM)Q

(接バンドルという)への写像である．
*35 式 (49)は，各点でのベクトル wi∂i が動点の速度 q̇i∂i に一致する条件 q̇i∂i = wi∂i と等価である．
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図 36 多様体上のベクトル場と積分曲線

A.7 引き戻しと微分写像 [3, pp.50–52]

多様体M上の各点 Q(座標 q)を多様体 N上の点 P = φ(Q)(座標 p)に移す微分同相写像 ϕを考える．さら

に N上の点 Pを実数 g(P)に対応付ける写像 g を定義する．これを

g(P) = g(φ(Q)) = g ◦ φ(Q) ≡ (φ∗g)(Q) (50)

と見ると，φ∗g はMにおいて作用する関数となる．φ∗g を g の ϕによるM上への引き戻し (pull back)とい

う (図 37参照)．

M上の曲線 q = c(t)に沿う動点の運動は，微分同相写像 φを用いて，N上の曲線 p = (φ ◦ c)(t)に沿う動
点の運動に対応付けられる．するとMの点 Qにおける接ベクトル vQ を，Nの点 P = φ(Q)における接ベク

トル uP = (φ∗v)P に移す写像を定義できる (図 38参照)．一時的に添字 Q,Pを省略すると，局所座標表示で

は vj = q̇j に対して

v =
d

dt
= vj

∂

∂qj
= vj

∂pi

∂qj
∂

∂pi
, u =

d

dt
= ui

∂

∂pi

であり，2式を比較すると

ui =
∂pi

∂qj
vj

となる．あるいは添字を復元して

uiP =
∂pi

∂qj
vjQ. (51)

これは (反変)ベクトル成分の変換則となっており，微分の変換 dpi = ∂pi

∂qj dq
j と同じ変換則なので，写像

φ∗ : vQ 7→ uP (52)

を微分写像という．
note ここでは共変ベクトル ∂/∂qi → ∂/∂pi の変換則の下で，ベクトルの不変性 v = u が成り立つことを要求して，

vi → ui が反変ベクトル成分の変換則となることを導いたことになる．同じことは直接，

ui = ṗi =
∂pi

∂qj
q̇j =

∂pi

∂qj
vj

としても示される．つまり vi = q̇i, ui = ṗi は座標の微分だから，反変ベクトル成分の変換則に従う．(このときベ

クトルの不変性 u = v が保証される．)
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図 37 引き戻し 図 38 微分写像

N上の関数 g の，Nにおけるベクトル uP = (φ∗v)P に沿う方向微分は，M上に引き戻した関数 φ∗g の，M

におけるベクトル vQ に沿う方向微分に一致する：

uP[g] =
dg(φ(c(t)))

dt

∣∣∣∣
t=τ

=
d(g ◦ φ)(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=τ

= vQ[g ◦ φ] = vQ[φ
∗g]. (53)

ただし τ は点 Q (したがって点 P)に対応する tの値である．

最後に A.10 節の準備として，上式 (53) を便利な形に書き換えておこう．まず A.5 節で導入した表記法

vQ[f ] = vf(Q)を用いると，
((φ∗v)g) ◦ φ(Q) = (v(φ∗g))(Q)

となる (左辺において P = φ(Q)を考慮した)．次いで式 (50)を用いて左辺を書き換えると，

φ∗((φ∗v)g)(Q) = (v(φ∗g))(Q) (54)

が得られる．

A.8 Lie微分 [3, pp.53–55]

多様体上のベクトル場 v に対して，Qを始点とする積分曲線を φt(Q) = c(t)と書こう (A.6節参照)．多様

体上の関数 f の積分曲線に沿う変化率は，点 Q = c(0)において

Lv(f) ≡ lim
t→0

f(c(t))− f(c(0))
t

= vQ[f ]

と表される．これを Lie (リー)微分という．つまり関数の Lie微分は，積分曲線に沿った方向微分に他なら

ない．

ベクトル場 uの Lie微分も，積分曲線に沿う uの変化率

Lv(u) = lim
t→0

φ−t∗u− u
t

(55)

として定義できる．ここで第 1項の (φ−t∗u)Q は，ベクトル場 uを積分曲線に沿って時間 tだけ逆向きにずら

して得られるベクトル場 u′ = φ−t∗uの，点 Qでの値である (φ−t∗ は A.7節の式 (52)の微分写像)．これは

時間 tだけ進んだ点 φt(Q) = Q′ でのベクトル uQ′ を，点 Qに移したベクトルに他ならない (図 39参照)．こ

のように式 (55)では，同一の点 Qでのベクトル uQ, u
′
Q を比較している．
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図 39 ベクトル場 uの Lie微分

注意 多様体上の異なる 2点 Q,Q′ のベクトル uQ, uQ′ の差は意味を持たない．と言うのも，一般に多様体の

異なる 2点でのベクトル成分は異なる変換係数 (∂q̄i/∂qj)を持つため，それらの和や差はベクトル成分

とならないからである [3, p.30]．

ベクトル場の Lie微分に対して，公式
Lv(u) = vu− uv (56)

が成り立つ．
公式 (56)の証明 ベクトル場 v の積分曲線上の 2点 Q = {qi}, φt(Q) = Q′ = {q′i}に対して，

uQ =ui(q)∂i,

u′
Q =uj(q′)∂j

′ = uj(q′)
∂qi

∂q′j
∂i ≡ (φ−t∗u)Q

なので，

Lv(u)Q = lim
t→0

1

t

{
uj(q′)

∂qi

∂q′j
− ui(q)

}
∂i.

ここで点 Q′ を始点 Qの近くにとると，

q′
i
= qi+tvi+O(t2), ∴ uj(q′) = uj+tvk∂kv

j+O(t2),
∂qi

∂q′j
= δij−t

∂vi

∂q′j
+O(t2) = δij−t∂jvi+O(t2)

より {
uj(q′)

∂qi

∂q′j
− ui(q)

}
∂i =

{(
uj + tvk∂kv

j
)(

δij − t∂jv
i
)
− ui

}
∂i +O(t2)

=t
{
(vk∂ku

i)− (uk∂kv
i)
}
∂i +O(t2)

となるので，

Lv(u)Q =
{
(vk∂ku

i)− (uk∂kv
i)
}
∂i (57)

=(vk∂k)(u
i∂i)− (uk∂k)(v

i∂i)

=(vu− uv)Q

を得る．これをベクトル場の関係として書いたのが式 (56)である．
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A.9 Lie括弧と Lie代数 [3, pp.55–57]

式 (56)の右辺
vu− uv ≡ [v, u]L (58)

をベクトル場 v, uの Lie括弧ないし交換子という．これを用いて式 (56)は改めて

Lv(u) = [v, u]L

と書ける．

Lie括弧は式 (57):
[v, u]L = {(vui)− (uvi)}∂i

のように書けるので，Lie括弧 [v, u]L もまた各点で接ベクトルを与えるベクトル場である*36．

したがって Lie括弧は，2つのベクトル場 u, v をベクトル場 [v, u]L に対応付ける写像となっている．そし

て Lie括弧は［量子力学における交換子と同様］，次の性質を満たす．

1. 双線形
[au+ bv, w]L = a[u,w]L + b[v, w]L, [u, av + bw]L = a[u, v]L + b[u,w]L.

2. 歪対称
[u, v]L = −[v, u]L.

3. Jacobiの恒等式
[u, [v, w]L]L + [v, [w, u]L]L + [w, [u, v]L]L = 0.

このとき多様体上のベクトル場の作るベクトル空間は，Lie括弧を積演算として Lie代数を構成することを説

明する．一般にベクトル空間 V の任意の 2個の要素 x, y ∈ V を要素 x× y ∈ V に対応付ける双線形・歪対称
な写像 (演算)が，Jacobiの恒等式

(x× (y × z)) + (y × (z × x)) + (z × (x× y)) = 0

を満たすとき，ベクトル空間 V はこの演算を演算積として Lie代数を構成するという．なお Lie代数の次元

を n = dimV として V の基底ベクトルを (e1, e2, · · · , en)とすると，ei × ej ∈ V だから

ei × ej = c k
ij ek

と表される．右辺の n3 個の定数の組 {c k
ij }を Lie代数の構造定数という．

A.10 Lie群と Lie代数 [3, pp.57–60]

リー代数と関係の深いリー群を考える．リー群（Lie group）とは，群 Gの各元が連続な有限個のパ

ラメータの組で指定され，群 G自体がこのパラメータの組を座標とする微分可能多様体を成し，かつ

群の演算が微分可能な写像であるものをいう．群演算が微分可能な写像であるとは，積 gigj の座標が

gi と gj の座標の微分可能な関数であり，逆元 g −1i の座標が gi の座標の微分可能な関数になっている

ことである．なお多様体としての Gの次元をリー群の次元という．

*36 しかも A.7節のノートで指摘したように，各点Qでの値について，ベクトル u = ui∂i, v = vi∂i そのものは不変量なので，{· · · }
内の因子 (vui)− (uvi)はベクトル成分の変換則に従う．
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図 40 xにより定義される，Lie群 G上の左不変ベクトル場

Gをリー群とする．ただし簡単のため以下では Gは連結，すなわち Gの任意の元 g を単位元と結ぶ

G上の連続曲線が必ず存在するとする．

Gの任意の元 g に対して，Gの左移動

Lg : h 7→ Lgh = gh for ∀h ∈ G

を定義する．すると Lie 群 (多様体) G の単位元 e は Lge = ge = g に移る．このため e における接平面

(TG)e 上の接ベクトル xを 1つとると，これは Lg の微分写像 Lg∗ (A.7節の式 (52)を参照)によって，点 g

の接ベクトル Lg∗xに移される．そこで g を G全体に動かせば，ベクトル場

Vx : g 7→ Vx(g) = Lg∗x

が得られる［このベクトル場 Vx は最初に選んだベクトル xで特徴付けられる］．このときベクトル場 Vx の g

での値 Vx(g) = Lg∗xを微分写像 Lh∗ で移した先

Lh∗Vx(g) = Lh∗ ◦ Lg∗x = Lhg∗x = Vx(hg) (∵ Lh ◦ Lg = Lhg)

は同じベクトル場 Vx の hg での値となる (図 40参照)．この意味でベクトル場 Vx は左からの Gの作用［す

なわち Lh∗］に関して不変だから，左不変ベクトル場と呼ばれる．(全く同様に右移動 Rg : h 7→ hg に対して，

微分写像 Rg∗ を用いて右不変ベクトル場が作られる．)

次に Lie 群 G 上で定義された左不変ベクトル場の全体が作る集合を G とする．このときベクトル場
V,W ∈ G に対して Lie括弧 [V,W ]L を定義することができ，[V,W ]L もまたベクトル場になる (A.9節)．以
下，G は Lie括弧を積演算として Lie代数を成すことを証明する (G を Lie群 Gの Lie代数という，右不変
ベクトル場についても同様)．
証明 Lie括弧 [V,W ]L が左不変であり，それ故 G の元であることを示せば十分である．実際このとき Lie括弧は (i)双

線形，(ii)歪対称，(iii)Jacobiの恒等式を満たすから，Lie代数が構成される．ここで特に双線形の条件 (i):

[au+ bv, w]L = a[u,w]L + b[v, w]L, [u, av + bw]L = a[u, v]L + b[u,w]L
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において，例えば V ≡ [u,w]L ∈ G ,W ≡ [v, w]L ∈ G ならば

aV + bW ∈ G

であることに注意する．

さて，Lie括弧が左不変であることの証明に移ろう．f を G上で定義された任意の微分可能な関数として，式 (54)

で φ→ Lg, v → [V,W ]L, g → f とおくと

L ∗
g {(Lg∗[V,W ]L)f} = [V,W ]L(L

∗
g f)

が見出される．さらに上式右辺は

[V,W ]L(L
∗
g f) =V {W (L ∗

g f)} −W{V (L ∗
g f)} (∵ Lie括弧の定義式 (58))

=V (L ∗
g {(Lg∗W )f})−W (L ∗

g {(Lg∗V )f})
(式 (54)で v →W,φ→ Lg, g → f として第 1項を得る．V ↔W として第 2項を得る．)

=L ∗
g [(Lg∗V ){(Lg∗W )f} − (Lg∗W ){(Lg∗V )f}]

(式 (54)で v → V, φ→ Lg, g → {(Lg∗W )f}として第 1項を得る．V ↔W として第 2項を得る．)

=L ∗
g ([Lg∗V,Lg∗W ]Lf) (∵ Lie括弧の定義式 (58))

=L ∗
g ([V,W ]Lf) (∵ 左不変性Lg∗V (g′) = V (gg′) ∀g, g′ ∈ G , etc, 引数を省略)

と書き換えられるので，
L ∗
g {(Lg∗[V,W ]L)f} = L ∗

g ([V,W ]Lf)

を得る．ところが L ∗
g は全単射であり，f は (微分可能な)任意関数なので，

Lg∗[V,W ]L = [V,W ]L

が成り立つ．これは Lie括弧が左不変であることを意味している．

最後に接平面 (TG)e が G と，ベクトル空間としても Lie代数としても同じものと見なせることを説明する
((TG)e を Lie群Gに付随する Lie代数という)．
ベクトル空間として 写像

x ∈ (TG)e 7→ Vx ∈ G

は全射 (上への写像)である［任意の Vx に写像されるベクトル x = Vx(e)をとれるから］．また写像

V ∈ G 7→ V (e) ∈ (TG)e

は単射である．実際，左不変ベクトル場 V,W ∈ G に対して V (e) =W (e)とすると，任意の g ∈ Gに対して

V (g) = Lg∗V (e) = Lg∗W (e) =W (g)

なので，ベクトル場として V = W が成り立つ．［対偶をとると，V ̸= W ならば V (e) ̸= W (e)である (単射)．］

以上よりベクトル空間として G と (TG)e は同型である．

基底ベクトル そこで
dimG = dim(TG)e = dimG(多様体 Gの次元) ≡ n

として G の基底を (V1, · · · , Vn)と書くと，

(x1, · · · , xn) ≡ (V1(e), · · · , Vn(e))

は (TG)e の基底ベクトルになる．

Lie代数として [Vi, Vj ]L ∈ G より
[Vi, Vj ]L = c k

ij Vk, {c k
ij } : 構造定数

と書ける．上式両辺のベクトル場の単位元 eでの値をとると

[xi, xj ] = c k
ij xk

となる．ここで定義した括弧積 [xi, xj ] ≡ [Vi, Vj ]L(e) もまた，A.9 節に挙げた Lie 括弧の 3 つの性質を満たす．

よってベクトル空間 (TG)e はこの括弧積を積演算として G と同型の Lie代数になる．
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A.11 1径数部分群と指数写像 [3, pp.60–66]

ベクトル場 V ∈ G の積分曲線 cV (λ)は

dcV (λ)

dλ
= V (cV (λ))

を満たす．このうち Lie群 Gの単位元 eを通るものを考えると，一般性を失うことなく cV (0) = eとして良

い．このとき cV (λ)は
cV (σ + λ) = cV (σ)cV (λ) (σ, λ ∈ R) (59)

を満たすため (右辺の積は Lie群 Gの積演算，証明は下記)，集合 {cV (λ)|λ ∈ R}は Gの部分群となる．［し
かも集合 {cV (λ)}は単一のパラメーター λで特徴付けられるから，］{cV (λ)}を Lie群 Gの１径数部分群と
いう．
式 (59)の証明 σ を固定し，式 (59)の両辺を λで微分すると，左辺は

d

dλ
cV (σ + λ) = V (cV (σ + λ))

となる．他方，右辺も

d

dλ
(cV (σ)cV (λ)) =LcV (σ)∗

d

dλ
cV (λ)

=LcV (σ)∗V (cV (λ))

=V (cV (σ)cV (λ)) (∵ 左不変性Lg∗V (g′) = V (gg′) ∀g, g′ ∈ G ) (60)

となるので，式 (59) の両辺は同一の微分方程式を満たす．しかも式 (59) の両辺は λ = 0 で同一の初期値 cV (σ)

を持つので，(微分方程式の解の一意性より)両者は一致する．

note──式 (60)の第 1の等号について 左移動 LcV (σ) により

cV (λ) 7→ LcV (σ)cV (λ) = cV (σ)cV (λ)

となるので，cV (λ)におけるベクトル
dcV (λ)

dλ
= V (cV (λ))は対応する微分写像 LcV (σ)∗ により

dcV (λ)

dλ
7→ LcV (σ)∗

d

dλ
cV (λ) =

d

dλ
(cV (σ)cV (λ))

と移される．

特にベクトル場 V として，単位元 eにおける任意の接ベクトル xにより決まる左不変ベクトル場 Vx をと

る．このときの 1径数部分群 {cVx(λ)}は，

exp : x ∈ (TG)e 7→ cVx(1) = exp(x) ∈ G (61)

で定義される指数写像で与えられる (名前の由来は後述)，すなわち

exp(λx) = cVx(λ) (62)

が成り立つ (証明は下記)．(積分曲線が原点 (単位元)を通るという仮定 cVx(0) = eとより，exp(0x) = eであ

ることになる．)
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式 (62)の証明 λ ∈ Rを任意に固定すると

d

dσ
cVx(σλ)

∣∣∣∣
σ=0

= λ
d

dσ
cVx(σ)

∣∣∣∣
σ=0

= λVx(e) = λx

となる．これは σ ∈ Rを変数と見たとき，cVx(σλ)が接ベクトル λx ∈ (TG)e により生成される 1径数部分群の

元 CVλx(σ)になることを意味する：
cVx(σλ) = CVλx(σ).

ここで σ = 1とおくと
cVx(λ) = cVλx(1) = exp(λx) : (62)

を得る (第 2の等号は指数写像の定義 (61)による)．

例 1

具体例を通して，式 (61) を指数写像と呼んで exp と書く動機を説明する．n 次の正則な実行列の全体

GL(n,R)は Lie群である*37．単位元 I (単位行列)での“接ベクトル”として行列 X をとる．(単位元 I を

通る曲線 A(λ) ∈ GL(n,R) (ただし A(0) = I)に対して X = A′(0)とすれば良い．)行列 B ∈ GL(n,R)に

よる左移動 LBX = BX を定義すると，左不変ベクトル場

VX : B 7→ Vx(B) = BX

が得られる．単位元を通るその積分曲線は

d

dλ
C(λ) = VX(C(λ)) = C(λ)X, C(0) = I

の解

C(λ) =
∞∑
k=0

1

k!
(λX)k ≡ eλX (ただし X0 = I)

で与えられる．すなわち一般論としての指数写像は，ここでは指数関数である．

例 2

簡単な例として，デカルト座標を用いて

v1 = −ωy ∂
∂x

+ ωx
∂

∂y
, v2 = λx

∂

∂x
+ λy

∂

∂y

と表されるR2 上の 2つのベクトル場を考える．これらの場はそれぞれ図 41，図 42のようであり，以下の結

果はここから直観的に理解できる．極座標表示では v1, v2 はそれぞれ

u1 = ω
∂

∂θ
, u2 = λr

∂

∂r

となる．

ベクトル場 u1 の積分曲線は

(ṙ, θ̇) = (0, ω), ∴ (r, θ) = (a, ωt+ δ) (63)

*37 Lie 群の定義は A.10 節の冒頭を参照．ただしこの場合の積演算は行列の積であり，n2 個の行列要素 aij が多様体 GL(n,R) の
局所座標となる [3, p.57]．
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図 41 ベクトル場 v1 図 42 ベクトル場 v2

と求まる (始点 (r, θ) = (a, δ))．またベクトル場 u2 の積分曲線は

(ṙ, θ̇) = (λr, 0), ∴ (r, θ) = (aeλr, δ) (64)

と求まる (始点 (r, θ) = (a, δ))．

例えばベクトル場 u2 の u1 に沿った変化率を与える Lie微分は

Lu1(u2) = [u1, u2]L = ωλ

[
∂

∂θ
, r
∂

∂r

]
L

= 0

となる．これはベクトル場 u1, u2 が直交していることから期待される結果である．

最後に積分曲線 (63)，(64)を改めてデカルト座標表示で求める問題を考える．ベクトル場 v1 に対しては

d

dt

(
x
y

)
= ωJ

(
x
y

)
, J ≡

(
0 −1
1 0

)
なので，再び始点を (x0, y0) = a(cos δ, sin δ)とすると，解曲線は(

x
y

)
=exp(ωtJ)

(
x0
y0

)
(65)

=

{(
1− (ωt)2

2!
+

(ωt)4

4!
− · · ·

)
I +

(
ωt− (ωt)3

3!
+

(ωt)5

5!
− · · ·

)
J

}(
x0
y0

)
(∵ J2 = −I, I : 単位行列)

=

(
cosωt − sinωt
sinωt cosωt

)(
a cos δ
a sin δ

)
=

(
a cos(ωt+ δ)
a sin(ωt+ δ)

)
(⇔ 式 (63))

と計算できる．同様にベクトル場 v2 については，

d

dt

(
x
y

)
= λI

(
x
y

)
, ∴

(
x
y

)
=exp(λtI)

(
x0
y0

)
(66)

=

(
eλt 0
0 eλt

)(
a cos δ
a sin δ

)
=

(
aeλt cos(δ)
aeλt sin(δ)

)
. (⇔ 式 (64))

上式 (65)，(66)は指数写像の具体例である．
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付録 B 微分形式

ここでは微分形式と呼ばれる写像を導入する [3, pp.37–46,pp.67–76,pp.79–99]．

接ベクトル 多様体Mの各点における微分作用素 v = vi∂i.

図 35の曲線 cに沿った方向微分
df(q(t))

dt
= q̇i∂i (∂i ≡ ∂/∂qi)

→ 方向微分作用素 v = q̇i∂i

c(t)に応じて (つまり動点の運動に応じて){∂i}を基底とする様々な速度 {q̇i}を持つ作用素 v が得られ

る．その全体が接空間を張る (付録 A)．

次に多様体の接空間に限らず，抽象的ベクトル空間 V を考える．その基底を {ei}，元を u(i) = u j
(i) ej と

書く．

pベクトル p個のベクトル u(1), · · · , u(p) を実数に対応させる写像のうち，引数となるベクトルについて

p重線形 : ωp[u(1), · · · , au(i) + bv(i), · · · , u(p)] = aωp[u(1), · · · , u(i), · · · , u(p)] + bωp[u(1), · · · , v(i), · · · , u(p)]
歪対称 : ωp[u(1), · · · , u(i), · · · , u(j), · · · , u(p)] = −ωp[u(1), · · · , u(j), · · · , u(i), · · · , u(p)]

となる ωp のこと．

• 例えば 1ベクトル ω は
ω : V → R : u ∈ V 7→ ω[u] ∈ R

という線形写像．

• 特に 1ベクトル E i を，
E i[ujej ] = ui

で定義しておく．これはベクトル u = ujej の第 i成分 ui を取り出す写像である．

1ベクトル ω(1), · · · , ω(p) から pベクトルを構成することを考える．

テンソル積 ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p)

テンソル積 ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p) を

(ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p))[u(1), · · · , u(p)] = ω(1)[u(1)] · · ·ω(p)[u(p)]

で定義する．

外積 ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p)

テンソル積 ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p) を用いて外積 ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p) を

(ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p))[u(1), · · · , u(p)] =
∑
π

sgn(π)(ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p))[u(π1), · · · , u(πp)]

で定義する．ここに

置換π =

(
1 2 · · · p
π1 π2 · · · πp

)
, その符号 sgn(π) =

{
+1 (偶置換)

−1 (奇置換)
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である．

これは行列式 ∣∣∣∣∣∣
ω(1)[u(1)] · · · ω(1)[u(p)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω(p)[u(1)] · · · ω(p)[u(p)]

∣∣∣∣∣∣
であり，u(1), · · · , u(p) について歪対称だから pベクトルである．

また，ここから外積は ω(1), · · · , ω(p) についても歪対称であることが分かる．

さらにこれは転置行列の行列式にも一致するから∑
π

sgn(π)(ω(π1) ⊗ · · · ⊗ ω(πp))[u(1), · · · , u(p)]

とも書け，
ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p) =

∑
π

sgn(π)(ω(π1) ⊗ · · · ⊗ ω(πp)).

pベクトル ωp が

ωp =
∑′

ai1···ipE i1 ∧ · · · ∧ E ip (67)

と展開されることを示す (ただし
∑′ は 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ dimV の和)．ai1···ip ≡ ωp[ei1 , · · · , eip ]とおく

と，これは添字に関して反対称である．

ωp[u(1), · · · , u(p)] =ωp[ei1 , · · · , eip ]u
i1

(1) · · ·u
ip

(p) (ωpの線形性)

=ai1···ipE i1 [u(1)] · · · E ip [u(p)]
=ai1···ipE i1 ⊗ · · · ⊗ E ip [u(1), · · · , u(p)]

なので，
ωp = ai1···ipE i1 ⊗ · · · ⊗ E ip

と書ける．よって

ωp =
∑′∑

π

aπi1···πipEπi1 ⊗ · · · ⊗ Eπip

(ここで
∑′
で 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ dimV と大小関係を指定する代わりに，

置換π =

(
i1 i2 · · · ip
πi1 πi2 · · · πip

)
で順序を混ぜている)

=
∑′∑

π

sgn(π)ai1···ipEπi1 ⊗ · · · ⊗ Eπip (ai1···ipの反対称性)

=
∑′

ai1···ipE i1 ∧ · · · ∧ E ip .

V として多様体の接空間をとり pベクトル ωp =
∑′

ai1···ipE i1 ∧ · · · ∧ E ip を考える．

微分 df 接ベクトル v = vi∂i に作用して方向微分 vi∂if を与える 1ベクトル (従って写像)

df [v] = vi∂if = (∂if)E i[v], ∴ df = (∂if)E i (68)

を導入する．
qj(q) = qj
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で定義される座標関数 qj を f にとると，微分 df の式 (68)に現れる ∂if における f(q) = qj(q) = qj

は座標関数ではなく座標成分となることに注意して

∂if = δ ji , ∴ dqj = Ej

を得る．

よって pベクトルは

ωp =
∑′

ai1···ipdq
i1 ∧ · · · ∧ dqip

と表される．ωp は多様体のある点 Qの接ベクトルに作用する (点 Qの接ベクトルを引数とする)写像である

ことを明記するため，これを (ωp)Q と書く．

p(次微分)形式 ωp 多様体の各点で pベクトル (ωp)Q を与える“場”

ωp =
∑′

ai1···ipdq
i1 ∧ · · · ∧ dqip .

全微分 df 微分 (df)Q の“場”である 1形式 df = (∂if)dq
i．

座標関数の全微分は dq̄i = ∂q̄i

∂qj dq
j より反変ベクトル成分の変換則に従うため，p形式

∑′
ai1···ipdq

i1 ∧
· · · ∧ dqip が座標系に依らない意味を持つには ai1···ip は p階共変テンソルの変換則に従わなければなら

ない．

外微分 p形式

ω =
∑′

fi1···ipdq
i1 ∧ · · · ∧ dqip

を外微分すると，dfi1···ip を fi1···ip の全微分 (従って 1形式)として p+ 1形式

dω =
∑′

dfi1···ip ∧ dqi1 ∧ · · · ∧ dqip

を得る．

■微分形式の積分 以下では ωp[u(1), · · · , u(p)] ≡ ⟨ωp|u(1), · · · , u(p)⟩という記法を用いる．多様体上の積分
領域 Aを (ξ1, · · · , ξp)でパラメトライズし，領域 Aに対応する (ξ1, · · · , ξp)の範囲を Āとする．このとき p

形式 ωp の積分は ∫
A

ωp ≡
∫
Ā

⟨
ωp
∣∣∣∣ ∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξp

⟩
dξ1 · · ·dξp

で定義される．ここで

∂

∂ξj
=
∂qk

∂ξj
∂

∂qk
, ∴ dqi

[
∂

∂ξj

]
= E i

[
∂qk

∂ξj
∂

∂qk

]
=
∂qi

∂ξj
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なので ⟨
ωp
∣∣∣∣ ∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξp

⟩
=
∑′

fi1···ip

⟨
dqi1 ∧ · · · ∧ dqip

∣∣∣∣ ∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξp

⟩

=
∑′

fi1···ip

∣∣∣∣∣∣
dqi1 [∂/∂ξ1] · · · dqi1 [∂/∂ξp]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dqip [∂/∂ξ1] · · · dqip [∂/∂ξp]

∣∣∣∣∣∣
=
∑′

fi1···ip
∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

,

∴
∫
A

ωp =

∫
Ā

∑′
fi1···ip

∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

dξ1 · · · dξp (69)

と書き換えられる．なお

∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

dξ1 · · ·dξp ≡ ∂(q)

∂(ξ)
dpξ =

∂(q)

∂(ξ)

∂(ξ)

∂(ξ̄)
dpξ̄ =

∂(q)

∂(ξ̄)
dpξ̄

より，この積分はパラメータ (ξ1, · · · , ξp)の取り方に依らない．

■Stokesの定理 n次元の領域 Dと境界 ∂D に向きのつけられるとき，任意の p ≡ (n− 1)形式 ω に対して∫
D

dω =

∫
∂D

ω (70)

が成り立つ．

■面積要素を構成する 領域 D の境界 ∂D を (ξ1, · · · , ξp)でパラメトライズする．1つのパラメータ ξj が動

いてできる座標曲線上の 2点 q(ξj), q(ξj + dξj)を結ぶ ∂D の接ベクトルを d(j)q とすると，その第 i成分は

d(j)qi = ∂qi

∂ξj dξ
j(j について和をとらない)なので，∂D にわたる ωp の積分から

∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

dξ1 · · · dξp =

∣∣∣∣∣∣∣
∂qi1

∂ξ1 dξ
1 · · · ∂qi1

∂ξp dξ
p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂qip

∂ξ1 dξ
1 · · · ∂qip

∂ξp dξp

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
d(1)qi1 · · · d(p)qi1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d(1)qip · · · d(p)qip

∣∣∣∣∣∣
が現れる．これは無限小ベクトル d(1)q, · · · , d(p)q の張る面積要素を与える．
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付録 C 4脚場 (テトラード)

3.7節の 3脚場 (トライアド)に関連して，4脚場 (テトラード)についてまとめる [7, pp.325–328]．

Einstein方程式を書き下すには，計量から曲率テンソルを (もっと言えば Ricciテンソルを)計算する必要

がある．その計算を簡略化する公式として，曲率テンソルのテトラード形の表現が挙げられる．

添字 aで番号付けられる 4つのベクトル eµ(a) (テトラード，4脚場)を，

eµ(a)e(b)µ = ηab (71)

を満たす 4つの線形独立な基本 (標構) 4元ベクトルとして導入する．ここに ηab は符号系 +−−−を持つ一
定の (xµ に依らない)対称行列であり，必ずしも

(ηab) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


である必要はない．問題に応じて便利な ηab を用いて eµ(a) を定義すれば良い．またテトラード eµ(a) に相反で

あるベクトル e(a)µ (上付きの標構添字 (a)で番号付けられる)を

e(a)µ eµ(b) = δab (72)

で定義する．上式 (72)は e
(a)
µ が 3つのベクトル eµ(b) (b ̸= a)と直交することを意味する．さらに式 (72)の両

辺に eν(a) を掛けて aで和をとると (eν(a)e
(a)
µ )eµ(b) = eν(b) となるから，式 (71)と同時に

e(a)µ eν(a) = δνµ (73)

も自動的に成り立つことになる［3脚場の式 (3.26):qab = Eai E
b
jδ
ij に対応］．

ηab を ηab の逆行列として，式 (71):eµ(a)e(c)µ = ηac の両辺に ηbc を掛けて cで和をとると，

eµ(a)(η
bce(c)µ) = δba

となる．これを式 (72)と比較すると

e(b)µ = ηbce(c)µ, e(b)µ = ηbce
(c)
µ (74)

が見出される［第 2式は第 1式 e
(c)
µ = ηcae(a)µ 両辺に ηbc を掛けて cで和をとって得られる］．これは基本ベ

クトルの添字の上げ下げが，ηbc および ηbc によって行われることを意味する．

基本ベクトルを導入した意義は，それによって計量テンソルを表すことができる点にある．実際 e
(a)
µ =

gµρe
(a)ρ の両辺に e(a)ν を掛けて aで和をとり，式 (73)，式 (74)を用いると

gµν = ηabe
(a)
µ e(b)ν (75)

となる (導出は下記)．すると線要素の 2乗は

ds2 = gµνdx
µdxν = ηab(e

(a)
µ dxµ)(e(b)ν dxν)

と表される．
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上式 (75)の確認 式 (74)より左辺は
e(a)νe

(a)
µ = ηabe

(a)
µ e(b)ν

となる．他方，ηab, ηab により添字 (a)を上げ下げして，式 (73)を e(a)µe
(a)ν = δνµ と書き直して用い

ると，右辺は
gµρe(a)νe

(a)ρ = gµρδ
ρ
ν = gµν

となる．これらを等置して式 (75)を得る．

4元ベクトル Aµ のテトラード成分は，基本ベクトルへの“射影”

A(a) = eµ(a)Aµ[= e(a)µA
µ], A(a) = e(a)µ Aµ[= (ηabe(b)µ)A

µ] = ηabA(b) (76)

によって定義される (任意の階数の 4元テンソルに対しても同様)．逆に

e(a)µ A(a)[= e(a)µ (eν(a)Aν) = δνµAν ] = Aµ, ∴ eµ(a)A
(a) = Aµ.

同様に“aの方向に沿う”微分演算
ϕ,a = eµ(a)∂µϕ (77)

を定義する．

ここでRicciの回転係数と呼ばれる量

γabc = e(a)µ;νe
µ
(b)e

ν
(c)

を導入しておく．

曲率テンソルのテトラード成分 R(a)(b)(c)(d) を決定しよう．はじめに任意の共変ベクトル Aµ の共変微分の

順序による差が，曲率テンソルを用いて

Aµ;ν;ρ −Aµ;ρ;ν = AσR
σ
µνρ

と書けることに注目する．［こうすれば，計量テンソル (75)から曲率テンソルを計算せずに済む．］特に Aµ と

して基本ベクトル e(a)µ を選ぶと，

e(a)µ;ν;ρ − e(a)µ;ρ;ν = eσ(a)Rσµνρ.

ここから

R(a)(b)(c)(d) ≡eσ(a)e
µ
(b)e

ν
(c)e

ρ
(d)Rσµνρ (式 (76)の箇所を参照)

=(e(a)µ;ν;ρ − e(a)µ;ρ;ν)eµ(b)e
ν
(c)e

ρ
(d) (78)

を得る．右辺を γabc で表すと

R(a)(b)(c)(d) = γabc,d − γabd,c + γabf (γ
f
cd − γ

f
dc) + γafcγ

f
bd − γafdγ

f
bc (79)

(ただし γabc ≡ ηadγdbc) となる (導出は下記)．これが冒頭で述べた，曲率テンソルのテトラード表現である．

これを添字 a, cについて縮約すると，Ricciテンソルのテトラード成分 R(b)(d) = ηacR(a)(b)(c)(d) が得られる．
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上式 (79)の導出 準備として

γabce
(b)
µ e(c)ν ={e(a)ρ;σeρ(b)e

σ
(c)}e

(b)
µ e(c)ν = e(a)ρ;σδ

ρ
µδ
σ
ν

=e(a)µ;ν (80)

および，両辺に ηaa
′
を縮約して得られる関係

e(a
′)

µ;ν = γa
′

bce
(b)
µ e(c)ν (81)

が成り立つことに注意する．すると

R(a)(b)(c)(d) =(e(a)µ;ν;ρ − e(a)µ;ρ;ν)eµ(b)e
ν
(c)e

ρ
(d) (∵ 式 (78))

={(γab′c′e(b
′)

µ e(c
′)

ν );ρ − (ν ↔ ρ)}eµ(b)e
ν
(c)e

ρ
(d) (∵ 式 (80))

=[{γab′c′,ρe(b
′)

µ e(c
′)

ν + γab′c′(e
(b′)
µ;ρ e

(c′)
ν + e(b

′)
µ e(c

′)
ν;ρ )} − {ν ↔ ρ}]eµ(b)e

ν
(c)e

ρ
(d)

(γabc ≡ e(a)µ;νeµ(b)e
ν
(c)はスカラーなので，その共変微分は通常の微分に一致)

=[{γab′c′,ρe(b
′)

µ e(c
′)

ν + γab′c′((γ
b′

b′′c′′e
(b′′)
µ e(c

′′)
ρ )e(c

′)
ν + e(b

′)
µ (γc

′

b′′c′′e
(b′′)
ν e(c

′′)
ρ ))}

− {ν ↔ ρ}]eµ(b)e
ν
(c)e

ρ
(d) (∵ 式 (81))

=(γabc,d + γab′cγ
b′

bd + γabc′γ
c′

cd)− (c↔ d)

(µ, ν, ρの縮約を実行，定義式 (77) : γabc,d ≡ γabc,ρeρ(d))

=(γabc,d − γabd,c) + (γab′cγ
b′

bd − γab′dγb
′

bc) + γabc′(γ
c′

cd − γc
′

dc) : (79)

となる．

テトラード (4脚場)の代わりにトライアド (3脚場)と呼ばれる 3つの基本ベクトルの組を用いれば，3次

元計量における Riemannテンソルや Ricciテンソルを計算できる．(その際，以上で得た全ての結果はトライ

アド表現に適用できる [7, p.424]．)

■参考── λabc の導入 γabc の 1次結合

λabc ≡ γabc − γacb = (e(a)µ;ν − e(a)ν;µ)e
µ
(b)e

ν
(c) = (e(a)µ,ν − e(a)ν,µ)e

µ
(b)e

ν
(c) (82)

を導入する．上式 (82) の最右辺のように，λabc は基本ベクトルの単なる微分によって計算できる．このため Ricciテン

ソルを γabc の代わりに λabc で表しておけば，応用の際に便利であることを言い添えておく．そこで λabc の性質などにつ

いて，以下に証明とともにまとめる．

γabc と λabc は反対称性
γabc = −γbac, λabc = −λacb (83)

を持つ．

反対称性 (83)の確認

γabc =e(a)µ;νe
µ
(b)e

ν
(c)

={(e(a)µeµ(b));ν − eµ(b);νe(a)µ}e
ν
(c).

最右辺において

e(a)µe
µ
(b) = (ηace

(c)
µ )eµ(b) = ηacδ

c
a = ηab → (e(a)µe

µ
(b));ν = ηab;ν = 0,

gµρ;ν = 0 → eµ(b);νe(a)µ = (gµρe(b)ρ);νe(a)µ = e(b)ρ;ν(g
µρe(a)µ) = e(b)ρ;νe

ρ
(a)

なので，
γabc = −e(b)ρ;νeρ(a)e

ν
(c) = −γbac
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となる．

第 2式 λabc ≡ γabc − γacb = −λacb は明らか．
逆に γabc を λabc で表すと

γabc =
1

2
(λabc + λbca − λcab) (84)

となる．

上式 (84)の確認
1

2
(λabc + λbca − λcab) =

1

2
(γabc���−γacbXXX+γbca − γbac���−γcabXXX+γcba) = γabc.

ただし第 2の等号では，反対称性 (83):γabc = −γbac を用いた．
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最後に，以上の議論を図 43，図 44に要約する．

図 43 要約 (1/2)

図 44 要約 (2/2)
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付録 D 拘束系の正準力学

主に 4.2節の補足として，拘束系の正準力学についてまとめる．

D.1 Diracの処方

D.1.1 特異ラグランジアンと 1次拘束条件 [25, pp.498–499]

ラグランジアンが正則，すなわちヘス行列 (Aij) = (∂2L/∂q̇i∂q̇j)が逆行列を持つとき，一般化運動量の定

義式

pi =
∂L(q, q̇, t)

∂q̇i

は q̇i = ψi(q, p, t)のように，速度について一意的に解けることを 4.2節のノートで示した (i = 1, 2, · · · , N)．

この章ではラグランジアンが正則でない場合に，Hamilton形式の力学への移行がどのように成されるのかを

論じる．

ヘス行列 (Aij) の階数 (rank) を N − r(< N) と仮定する (この場合の L を特異ラグランジアンという)．

q, tをパラメーターとして固定すると，q̇ の微小変化 δq̇i に伴う運動量 pi =
∂L
∂q̇i の変化は，ヘス行列要素を変

換係数とする線形変換

δpi =
∂2L(q, q̇, t)

∂q̇i∂q̇j
δq̇j = Aijδq̇

j

で与えられる [15, p.130]．よって状態空間から相空間への写像 (q, q̇) 7→ (q, p = ∂L/∂q̇)による像は，相空間

の中のN+(N−r) = 2N−r次元の超曲面M1を成す．(もしラグランジアンが正則であれば rank (Aij) = N

だから，再び対応 q̇ ↔ pは 1対 1という結論が得られる．) この超曲面M1 は r 個の拘束条件

ϕm(q, p, t) = 0 (m = 1, 2, · · · , r) (85)

によって特定でき［ホロノミックな拘束の相空間への一般化］，N 個の pi のうち (N − r)個だけが独立とな
る．このようにラグランジアンの q, q̇ への依存性に由来する拘束条件を，Diracにならって 1次拘束条件，ま

た ϕm を 1次の拘束量，このときの系を拘束系という．

D.1.2 Hamiltonの原理と正準方程式 [25, pp.499–501]

特異ラグランジアンに対してもハミルトニアンを

H = piq̇
i − L

で定義する．この場合にも H を q と pの関数として表すこと自体は可能である (4.2節のノート参照)．ここ

で作用積分を Hamilton主関数の形

S =

∫
(pidq

i −Hdt)

に書き，これが相空間 (q, p)上の軌道の変分 (端点で δqi = 0)に対して停留値をとること

0 = δS =

∫ t2

t1

{(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi
}
dt

を要求すると，Hamilton方程式

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
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が導かれたことを思い出そう (修正 Hamiltonの原理) [12, pp.177–178]．

ここでは変分 (δq, δp)は 2N 個の成分すべてが独立ではなく，拘束条件 (85)より

∂ϕm

∂pi
δpi +

∂ϕm

∂qi
δqi = 0 (m = 1, 2, · · · , r)

の関係がある．そこで未定乗数 u1, u2, · · · , ur を導入して

0 = δS =

∫ t2

t1

{(
q̇i − ∂H

∂pi
−

r∑
m=1

um
∂ϕm

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi
+

r∑
m=1

um
∂ϕm

∂qi

)
δqi

}
dt

とすれば，運動方程式として

q̇i =
∂H

∂pi
+

r∑
m=1

um
∂ϕm

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
−

r∑
m=1

um
∂ϕm

∂qi
(86)

が得られる．上式 (86)の第 1式は q̇ が q, pだけでなく，r個のパラメータ {um}に依存することを意味する．
これは (2N − r)次元の (q, p)空間から，r だけ次元の高い (q, q̇)空間への逆写像が一意的に決まらないこと

に関係している．

note ランダウ=リフシッツ『力学』§ 38では Lagrange形式の力学において，最小作用原理に立ち戻って

未定乗数法を適用した [12, pp.156–157]．ここでは Hamilton形式において同様の議論を行ったことに

なる．

変数 z = (q, p)，すなわち

(z1, · · · , zN , zN+1, · · · , z2N ) = (q1, · · · , qN , p1, · · · , pN )

を導入すると，

(Ωµν) ≡
(

0N IN
−IN 0N

)
, 0N : N 次零行列, IN : N 次単位行列

として，上式 (86)は

żµ =

2N∑
ν=1

Ωµν

(
∂H

∂zν
+

r∑
m=1

um
∂ϕm

∂zν

)

={zµ,H}+
r∑

m=1

um{zµ, ϕm} (µ = 1, 2, · · · , 2N) (87)

とまとめられる ({ , }は Poisson括弧)．
上式 (87)第 2の等号の確認 まず Poisson括弧は

{f, g} ≡ ∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
=

∂f

∂zα
Ωαβ

∂g

∂zβ
(88)

と書けることに注意する (α, β = 1, · · · , 2N で和をとる) [25, p.314]．実際，第 2の等号は

∂f

∂zα
Ωαβ

∂g

∂zβ
=
∂f

∂zi
Ωi,N+j ∂g

∂zN+j
+

∂f

∂zN+i
ΩN+i,j ∂g

∂zj
(∵ Ωij = 0,ΩN+i,N+j = 0)

=
∂f

∂qi
δij

∂g

∂pj
+
∂f

∂pi
(−δji)

∂g

∂qj

=
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
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と確かめられる．すると

{zµ, H} =
∂zµ

∂zα
Ωαβ

∂H

∂zβ
= Ωµβ

∂H

∂zβ
, {zµ, ϕm} = Ωµβ

∂ϕm

∂zβ

となるので，上式 (87)第 2の等号が成立する．

すると一般の力学量 f(q, p, t)に対する運動方程式は

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H}+

r∑
m=1

um{f, ϕm} (89)

となる．
上式 (89)の導出 式 (87)より

df

dt
=
∂f

∂t
+

∂f

∂zµ
dzµ

dt
=
∂f

∂t
+

∂f

∂zµ
Ωµν

(
∂H

∂zν
+

r∑
m=1

um
∂ϕm

∂zν

)
であり (µ, ν = 1, · · · , 2N で和をとる)，再び最右辺に公式 (88)を適用すると上式 (89)が導かれる．

さらに超曲面M1 上では式 (85):ϕm = 0が満たされているので，

{f, umϕm} = um{f, ϕm}+ {f, um}ϕm = um{f, ϕm}

として良い［ϕm = 0であっても一般には {f, ϕm} = 0とはならない (D.1.3節)］．そこで新しいハミルトニ

アンを

H ′ = H +
r∑

m=1

umϕ
m

と定義すれば［4.2節の全ハミルトニアン (4.11):H = Horig +
∑
α λαϕα に対応 (整合性の条件から未定乗数

を可能な限り決定すると，後の式 (108)になる)］，上式 (89)は通常の正準方程式の形

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H ′} (90)

に書ける．

超曲面M1 上では H と H ′ は同じものである．このことはもともとはM1 上で定義されたハミルト

ニアン H を相空間 M 全体に拡張する際に，
∑
umϕ

m の形の付加項の任意性があることを意味して

いる．

［未定乗数 um に応じた解 (q(t), p(t))の不定性があることは，ラグランジアンの正則性が古典的因果律の満た

される条件であることからも理解できる．］

D.1.3 整合性の条件 [25, pp.501–506]

未定乗数 um は，式 (86)を満たす (q(t), p(t))が，その後もずっとM1 上から外に出ないという条件から決

定される．［実際，2N 本の運動方程式 (86)と r本の拘束条件の式 (85)から，(2N + r)個の変数 qi, pi, um が

定まる．本節と次節で未定乗数を具体的に決定する．］この条件は，場合によっては，新しい拘束条件を与え

る (M1 がさらに限定される)ことを説明する．

まず，点 (q, p)が拘束条件 (85):ϕm(q, p) = 0を満たす (M1 上にある)場合にも，{f, ϕm} = 0が成り立つ

とは限らないことに注意する．と言うのも，この Poisson括弧を計算する際に必要な，pi 軸や qi 軸方向への

微分 ∂ϕm/∂pi, ∂ϕ
m/∂qi は，一般にはM1 から飛び出す方向への微分なので，ゼロにならないからである．

また，Diracにならって
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• 相空間のある超曲面 Λの上でのみ成り立つ等式を弱い等式と呼び，

弱い等号「
Λ≈」(あるいは単に「≈」)で表す．

– 拘束条件 (85)は ϕm(q, p, t)
M1≈ 0と書ける．これを ϕm(q, p, t)|M1 = 0とも書く．

• 相空間の全体で成り立つ等式を強い等式と呼び，通常の等号「=」で表す．

さて，1次拘束条件 (85):ϕm(q, p) = 0が任意の時刻で成り立つためには，

dk

dtk
ϕm ≈ 0 (m = 1, 2, · · · , r) (91)

が (k = 0はもちろん)すべての k = 1, 2, · · · に対して成立しなければならない．ϕm の微係数に関する上記の
注意を踏まえると，一般には条件 (91)はもとの条件 (85)から自動的には出てこないから，系の運動を超曲面

M ⊆ M1 に拘束することになる．この付加条件を 1次拘束条件に対する整合性の条件という．

k = 1に対する式 (91)は，運動方程式 (89)を用いて

∂ϕm

∂t
+ {ϕm,H}+

r∑
n=1

{ϕm, ϕn}un ≈ 0 (92)

と書き換えられる．以降，拘束量 {ϕm}は時間 tに陽によらない場合を仮定する*38．このとき上式 (92)は

BU = h

となる．ここに

B =(Bmn) = ({ϕm, ϕn}) : r × r 反対称行列，
U =t(u1, u2, · · · , ur), h = t({H,ϕ1}, {H,ϕ2}, · · · , {H,ϕr})

である．行列 B の階数を bとすると，同次方程式 BU = 0の解空間は (r− b)次元であり，基底として (r− b)
個の基本解 U = U

(λ)
0 (λ = 1, 2, · · · , r− b) をとることができる [26, p.116]．このとき非同次方程式 BU = h

のすべての解は，1つの特殊解 U1 と (r − b)個の任意定数 {aλ}を用いて，U = U1 +
∑
λ aλU

(λ)
0 の形に表

される [26, pp.117–118]．これは r 個の未定乗数 {um}が (r − b)個の任意定数を含む形で解かれることを意
味している．ここから式 (92):BU = hは，適当な 1次変換を施せば，未定乗数のうちの b個を決定する方程

式と新しい拘束条件を与える残りの式に分かれると期待される．

実際，このことは次のように具体的に確かめられる．［以下の式 (100):u
(1)

m ≈ v
(1)

m (m = 1, 2, · · · , 2s1)
(正確には強い等号の式 (101))が b(= 2s1)個の未定乗数を定め，新しい拘束条件は式 (99)から生じ得る．］

■具体的な議論 一般に実反対称行列の階数は偶数であることが知られており，そこで B の階数を b = 2s1

とおくと，適当な r 次の正方正則行列 P を用いて

tPBP =

 0 Is1 0
−Is1 0 0
0 0 0

 ≡ B′
とすることができる (Is1 は s1 次単位行列) [26, p.180]．B′ における左上の s1 × s1 の部分

Ω′s1 ≡
(

0 Is1
−Is1 0

)
*38 {ϕm} が時間 t に陽による場合には，以下の議論で単に {ϕm, H} → ∂ϕm

∂t
+ {ϕm, H} と置き換えれば良い [25, p.509] [15,

p.136]．
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は，2N 次の行列 Ω′ ≡ (Ωµν)で N → s1 とおいた行列になっている．

ここで

ϕm(1) =
r∑

n=1

(tP )mnϕ
n =

r∑
n=1

P m
n ϕm, (93)

u (1)
m =

r∑
n=1

(P−1) n
m un (94)

を導入する．
添字の位置について ここでは P n

m , (P−1) n
m のように，添字は基本的に右上がりに付けている．このとき (tP ) の

(m,n)成分は P m
n なので，(tP )の添字はmが上付き，nが下付きとするのが自然である．しかも (m,n)成分を

表すには，mを左側，nを右側に置かなければならないから，添字の位置は (tP )mn のように右下がりに決まる．

すると下の図式より，整合性の条件 (92)は

0 ≈
[
dϕm(1)

dt
=

]{
ϕm(1), H +

r∑
n=1

unϕ
n

}
(95)

と書ける．

ϕm = 0 ←−−−−−−−→
正則な変換 (93)

ϕm(1) = 0y y
dϕm/dt = 0 ←→ dϕm(1)/dt = 0y式 (89) ←→ 式 (90)

y
式 (92) : {ϕm,H}+

∑
n{ϕm, ϕn} = 0 式 (95) :

{
ϕm(1),H +

∑
n unϕ

n
}
= 0

上式 (95)に ∑
n

u (1)
n ϕn(1) =

∑
l,m,n

(P n
l ϕ

l)((P−1) m
n um) =

∑
m

umϕ
m (∵ 式 (93),式 (94)) (96)

を代入すると，

0 ≈
[
dϕm(1)

dt
=

]
{ϕm(1),H}+

r∑
n=1

{ϕm(1), u (1)
n ϕn(1)} (97)

と書き換えられる．さらに右辺第 2項は∑
n

{ϕm(1), u (1)
n ϕn(1)} ≈

∑
n

{ϕm(1), ϕn(1)}u (1)
n (∵ ϕn(1) ≈ 0)

≈
∑
k,l,m

P m
k P n

l {ϕk, ϕl}u (1)
n =

∑
k,l,m

P m
k P n

l B
klu (1)

n =
∑
n

(tPBP )mnu (1)
n

=
∑
n

B′
mn
u (1)
n

となるので，式 (97)は

{ϕ1(1),H}
...

{ϕ2s1(1),H}
{ϕ2s1+1(1),H}

...
{ϕr(1), H}


≈



ϕ̇1(1)

...

ϕ̇2s1(1)

ϕ̇2s1+1(1)

...

ϕ̇r(1)


−
(
Ω′2s1 0
0 0

)


u
(1)

1
...

u
(1)

2s1

u
(1)

2s1+1
...

u
(1)
r
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とまとめられる (ϕ̇m(1) ≡ dϕm(1)/dt)．この列ベクトルの関係において，

• 最初の 2s1 個の成分は［ϕ̇m(1) ≈ 0とおけば］， {ϕ
1(1),H}
...

{ϕ2s1(1),H}

 ≈ −Ω′2s1

u

(1)
1
...

u
(1)

2s1

 (98)

• 残りの成分は［ϕ̇m(1) を明示すれば］，

ϕ̇m(1) = {ϕm(1),H} ≈ 0 (m = 2s1 + 1, 2s1 + 2, · · · , r) (99)

となる．第 1の式 (98)は，左から Ω′2s1 の逆行列

Ω2s1 ≡
(

0 −Is1
Is1 0

)
をかけると， 

u
(1)

1
...

u
(1)

s1

u
(1)

s1+1
...

u
(1)

2s1


≈ −Ω2s1



{ϕ1(1),H}
...

{ϕs1(1), H}
{ϕs1+1(1),H}

...
{ϕ2s1(1),H}


=



{ϕs1+1(1),H}
...

{ϕ2s1(1),H}
−{ϕ1(1),H}

...
−{ϕs1(1),H}


≡



v
(1)

1
...

v
(1)

s1

v
(1)

s1+1
...

v
(1)

2s1


(100)

と書き換えられる*39．

そこで初めの 2s1 個の未定乗数を

u (1)
m = v (1)

m (m = 1, 2, · · · , 2s1) (101)

と定めると，式 (100):u
(1)

m ≈ v (1)
m (m = 1, 2, · · · , 2s1)の弱い等号も満たされる．

このとき式 (96)とより

r∑
n=1

unϕ
n =

r∑
n=1

u (1)
n ϕn(1) =

2s1∑
m=1

v (1)
m ϕm(1) +

r∑
σ=2s1+1

u (1)
σ ϕσ(1)

となるので，新しいハミルトニアン

H1 ≡ H +

2s1∑
m=1

v (1)
m ϕm(1)

を定義すると，運動方程式 (90)は

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H1}+

r∑
σ=2s1+1

{f, ϕσ(1)}u (1)
σ (∵ ϕσ(1) ≈ 0) (102)

と書ける．ただしこの段階では，右辺における r − 2s1 個の乗数 {u (1)
σ }は未定である．

*39 添字の上下が不揃いであるのは，添字を下げるのに用いている Ω2s1 の成分 0,±1を具体的に代入したためであり，これは見かけ
上の問題である．
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次に，残りの式 (99)について考察する．本節冒頭で指摘したように，ϕm(1)|M1
= 0であっても

ϕ̇m(1)|M1 = {ϕm(1),H}|M1 ̸= 0 (103)

となり得るため，式 (99)からは新しい拘束条件が生じ得る．したがって式 (99)は，一般にはM1 の部分空間

M2(⊆ M1)を規定しており，弱い等号は
M2≈ の意味と見なければならない．これに対し，特に

ϕ̇m(1)|M1 = {ϕm(1),H}|M1 = 0 (104)

(ただし m = 2s1 + 1, · · · , r) が成り立つ場合には，新たな拘束条件は生じないことを説明する (これは

M2 = M1 の場合にあたる)．超曲面M1 は r個の 1次拘束条件 ϕm(1) = 0で定義されているから，式 (104)の

ケースに分類される ϕ̇m(1) = {ϕm(1),H}は r 個の {ϕm(1)}の 1次結合

ϕ̇m(1) =

r∑
n=1

amn(q, p)ϕ
n(1) (m = 2s1 + 1, · · · , r) (105)

で表される．［r個の 1次拘束条件の式 ϕm(1) = 0はM1 上で成り立つ独立な式だから，M1 上でゼロになる任

意の関数は，r 個の {ϕm(1)}を“基底”として展開できると考えている．］他方，［式 (100)はゼロと置いてき

た ϕ̇m(1) を明示すれば ϕ̇m(1) ≈ 0に他ならないから，これを強い等号に置き換えた式 (101)は ϕ̇m(1) = 0を

意味する．よって］初めの 2s1 個の ϕ̇m(1) は

ϕ̇m(1) = 0 (m = 1, 2, · · · , 2s1)

を満たしている．これと式 (105)を合わせて用いると

ϕ̈m(1) =

r∑
n=1

ȧmnϕ
n(1) +

r∑
n=1

amnϕ̇
n(1) =

r∑
n=1

(
ȧmn +

r∑
l=1

amla
l
n

)
ϕn(1)

となる．最右辺において 1次拘束条件 ϕn(1) ≈ 0を考慮すると，2次拘束条件 ϕ̈m(1) ≈ 0も自動的に満たされ

ることが分かる［弱い等号は
M1≈ の意味］．同様に

...
ϕm(1) ≈ 0, etc.も成り立つので話はここで完結し，この場

合 (r − 2s1)個の乗数 {u (1)
σ }は未定のままに残される．

D.1.4 2次拘束条件 [25, pp.506–508]

それに対して式 (103) のケースに分類される ϕ̇m(1) = {ϕm(1),H} が存在するときには，そのうち独立な
{ϕm(1),H}を順に並べて χl(1) (l = 1, 2, · · · , r1)とすると (ただし r1 ≤ r − 2s1)，新しい拘束条件

χl(1) ≈ 0 (l = 1, 2, · · · , r1) (106)

が生じることになる［弱い等号は
M2≈ の意味］．これを 2次拘束条件，{χl(1)}を 2次の拘束量と呼ぶ．式 (106)

は 1次拘束条件 ϕm(1) = 0と合わせて，超曲面M2 ⊂ M1 を定義する．

式 (106):ϕ̇l(1) = χl(1) ≈ 0より，k = 2に対する整合性の条件 (91)は ϕ̈l(1) = χ̇l(1) ≈ 0を与える．運動方

程式 (102)を適用すれば，

{χl(1),H1}+
r∑

σ=2s1+1

{χl(1), ϕσ(1)}u (1)
σ ≈ 0 (l = 1, 2, · · · , r1) (107)

と書き換えられる．ここで Poisson括弧

Clm = {χl(1), ϕσ(1)} (σ = m+ 2s1 = 1 + 2s1, · · · , r)
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を (l,m)要素に持つ r1 × (r − 2s1)行列 C を定義し，その階数を s2(≤ r1)とする．すると式 (107)において

再び u
(1)
σ に適当な 1次変換 u(1) 7→ u(2) を施すことにより，

• s2 個の未定乗数を決定する式　 u
(2)
l = v

(2)
l (l = 1, 2, · · · , s2)

• 新しい拘束条件を生じ得る (さもなくば，これまでの拘束条件に含まれる)，残り (r1 − s2)個の式

が得られる．
具体的には，適当な r1 次と r − 2s1 次の正方正則行列 Q,Rを用いて

QCR−1 =

(
Is2 0
0 0

)
≡ C′

とできる [26, pp.127–128]．そこで

u (2)
m =

r−2s1∑
n=1

R n
m u

(1)
n+2s1

, χl(2) =

r1∑
k=1

Qlkχ
k(1)

を導入すると，拘束条件 (106)は χl(2) ≈ 0と等価であり，式 (107)は

0 ≈
r1∑
k=1

Qlk

(
{χk(1), H1}+

r−2s1∑
m=1

Ckmu
(1)

m+2s1

)

={χl(2), H1}+
r−2s1∑
m=1

(QC)lmu
(1)

m+2s1

={χl(2), H1}+
∑
m,m′

(QC)lm(R−1R) m′
m u

(1)

m′+2s1

={χl(2), H1}+
∑

m,m′,m′′

(QC)lm(R−1) m′′
m R m′

m′′ u
(1)

m′+2s1

={χl(2), H1}+
∑
m′′

C′lm′′
u

(2)

m′′

と書き換えられる．C′ の成分を代入して，最右辺の行列の成分計算を実行すると

u
(2)
l ≈ −{χl(2), H1} ≡ v

(2)
l , (l = 1, 2, · · · , s2)

{χl(2),H1} ≈ 0 (l = s2 + 1, · · · , r1)

が得られる．ここでも第 1式を強い等式に置き換えて未定乗数を決定する．第 2式から新しい拘束条件

χl(2)
M3≈ 0 (l = 1, 2,

..., r2)

が生じ得る．

note ここでは χ̇l(2) = {χl(2), H1} → χl(2) と再定義していると考えられる．実際，単振り子の例 [25, pp.509–511]で

は χ(2) ∼ dχ(1)

dt
としている．

なお 1次変換 u(1) 7→ u(2) に伴って，ϕ(1) は

ϕm(2) =

r−2s1∑
n=1

(tR−1)mnϕ
n+2s1(1)

と変換する．

このとき改めて新しいハミルトニアン

H2 ≡ H1 +

s2∑
l=1

v
(2)
l ϕl(2)
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を定義すると，運動方程式は

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H2}+

r−2s1∑
m=s2+1

{f, ϕm(2)}u (2)
m

と書ける．

拘束条件の数は有限 (2N − r 以下［1 次・2 次の拘束条件の合計は空間の次元 2N を超えない］) だか

ら，この操作を繰り返してゆけば，いずれは新しい拘束条件が得られなくなる．K 回までは新たな拘束条

件が生じるとし［いずれも 2 次拘束条件と呼ぶ］，また，ここまでの記法を踏襲する．すると，最終的に整

合性の条件から s = 2s1 + s2 + · · · + sK 個の未定乗数が決定され (u
(K)
l = v

(K)
l )，残り (r − s) 個の乗数

u
(K)
σ (σ = sK + 1, · · · , r − s+ sK)は未定のままとなる．全ハミルトニアン

HT ≡ H +

2s1∑
m=1

v (1)
m ϕm(1) +

K∑
k=2

(
sk∑
l=1

v
(k)
l ϕl(k)

)
+

r−s+sK∑
σ=sK+1

u (K)
σ ϕσ(K) (108)

を定義すると，運動方程式 (89)は
df

dt
≈ ∂f

∂t
+ {f,HT} (109)

と書ける．全ての整合性の条件 dk

dtk
ϕm = 0 を満たす運動空間は，超曲面 M̄(= MK ⊂ · · · ⊂ M1 ⊂ M) であ

る．未定乗数 u
(K)
σ の任意性はゲージ変換の自由度に対応する (D.3節)．
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まとめ� �
2N 次元相空間M

rank

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
= N − r → 1次拘束条件 ϕm(q, p, t) = 0 (m = 1, 2, · · · , r) → 超曲面M1

未定乗数 um (m = 1, 2, · · · , r)

H ′ = H +

r∑
m=1

umϕ
m, (M1上で H ′ = H)

運動方程式
df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H ′} =

∂f

∂t
+

r∑
m=1

um{f, ϕm}

整合性の条件　
dk

dtk
ϕm

M1≈ 0

k = 1:
∂ϕm

∂t
+ {ϕm, H}+

r∑
n=1

{ϕm, ϕn}un
M1≈ 0, rank({ϕm, ϕn}) = 2s1

y 1次変換 u→ u(1), ϕ→ ϕ(1)u
(1)

m ≈ v
(1)

m (m = 1, 2, · · · , 2s1) → 強い等式で未定乗数を決定

ϕ̇m(1) =
∂ϕm(1)

∂t
+ {ϕm(1),H} ≈ 0 (m = 2s1 + 1, · · · , r) → 2次拘束条件 χl(1)

M2≈ 0 (l = 1, 2, · · · , r1)

H1 = H +

2s1∑
m=1

v (1)
m ϕm(1), 運動方程式

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H1}+

r∑
σ=2s1+1

{f, ϕσ(1)}u (1)
σ

k = 2:

∂χl(1)

∂t
+ {χl(1), H1}+

r∑
σ=2s1+1

{χl(1), ϕσ(1)}u (1)
σ

M2≈ 0, rank({χl(1), ϕσ(1)}) = s2(≤ r1)

y 1次変換 u(1) → u(2), ϕ(1) → ϕ(2), χ(1) → χ(2)
u

(2)
l ≈ v

(2)
l (l = 1, 2, · · · , s2) → 強い等式で未定乗数を決定

χ̇l(2) =
∂χl(2)

∂t
+ {χl(2), H} ≈ 0 (l = s2 + 1, · · · , r1)

→ 2次拘束条件［ ∂χl(2)

∂t
+ {χl(2), H} → ］χl(2)

M3≈ 0 (l = 1, 2, · · · , r2)

H2 = H1 +

s2∑
l=1

v (1)
m ϕm(1), 運動方程式

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H1}+

r∑
σ=2s1+1

{f, ϕσ(1)}u (1)
σ

...

k = K (k > K の整合性の条件からは，新たな拘束条件が生じない):{
s = 2s1 + s2 + · · ·+ sK個の乗数 u

(K)
l = v

(K)
l → 決定

残り (r − s)個の乗数 u
(K)
σ (σ = sK + 1, · · · , r − s+ sK) → 未定

HT ≡ H +

2s1∑
m=1

v (1)
m ϕm(1) +

K∑
k=2

(
sk∑
l=1

v
(k)
l ϕl(k)

)
+

r−s+sK∑
σ=sK+1

u (K)
σ ϕσ(K) : 全ハミルトニアン，

運動方程式
df

dt
≈ ∂f

∂t
+ {f,HT}, 運動空間 M̄(= MK ⊂ · · · ⊂ M1 ⊂ M)� �
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D.1.5 表記の整理と要約 [25, pp.508–509]

これまで行ってきた一連の 1次変換を図 45に模式的に示す．

• 青色で示されている s個の決定された乗数 v
(k)
l を一列に並べたものを vj と書く (j = 1, · · · , s)．

未定の (r − s)個の乗数 u
(K)
σ (赤色)は wσ と改める (σ = s+ 1, · · · , r)．

• 色を付けた ϕl(k) は全部で，もとの拘束量 {ϕm}と同じ個数 r だけあり，

以降ではこれら r 個の ϕl(k) を一列に並べたものも簡単のために ϕm と書く (m = 1, · · · , r)．
これらは決定された乗数 vj と対になる ϕj (青色)と，未定の wσ と対になる ϕσ (赤色)から成る．

このとき全ハミルトニアン (108)は

HT = H +
s∑
j=1

vjϕ
j +

r∑
σ=s+1

wσϕ
σ (110)

と書ける．また r′ = r1 + r2 + · · ·+ rK 個の 2次拘束量

χ1(1), · · · , χr1(1)︸ ︷︷ ︸
r1

, χ1(2), · · · , χr2(2)︸ ︷︷ ︸
r2

, · · · , χ1(K), · · · , χrK(K)︸ ︷︷ ︸
rK

についても，まとめて χl (l = 1, · · · , r′)と書く．
ところで行列 B′, C ′ の形から分かるように，

{ϕm, ϕσ} ≈ 0, {χl, ϕσ} ≈ 0

(m = 1, · · · , r; l = 1, · · · , r′; σ = s+ 1, · · · , r) (111)

が成り立つ．
上式 (111)の確認

{ϕm(1), ϕn(1)} = P m
i {ϕi, ϕj}P n

j = (tPBP )mn = (B′)mn

図 45 1次の拘束量 {ϕm}と未定乗数 {um}の 1次変換の模式的整理

166



より，行列 B′ の下 (r − 2s1)個の成分について

0 = (B′)mσ = {ϕm(1), ϕσ(1)} (σ = 2s1 + 1, · · · , r)

が成り立っている．(r − s)個の ϕσ(K) は (r − 2s1)個の ϕσ(1) の 1次変換から得られているから (図 45)，

{ϕm(1), ϕσ(K)} = 0 (σ = s+ 1, · · · , r)

が成り立つ．これが式 (111)第 1式に他ならない (ϕl(k) → ϕm と表記を改めたことを思い出そう)．

次に
{χl(2), ϕm(2)} = Qlk{χl(1), ϕn+2s1(1)}(tR−1)mn = (QCR−1)lm = (C′)lm

なので，行列 (C′)の右 {(r − 2s1)− s2}行の成分について

0 = (C′)lσ = {χl(2), ϕσ(2)} (l = 1, · · · , r1; σ = s2 + 1, · · · , r − 2s1)

が成り立っている．同様に

{χl(3), ϕσ(3)} = 0 (l = 1, · · · , r2; σ = s3 + 1, · · · , r − 2s1 − s2), etc.

が成り立つから，式 (111)第 2式が得られる．

式 (111) を用いると，整合性の条件 (97),(107) などは，未定の乗数が関係する後ろの (r − s) 個の項が消
えて，

{ϕm,H}+
s∑
j=1

{ϕm, ϕj}vj ≈ 0, (m = 1, 2, · · · , r) (112)

{χl,H}+
s∑
j=1

{χl, ϕj}vj ≈ 0, (l = 1, 2, · · · , r′) (113)

となる．(時間に陽による ϕm, χl に対しては，左辺に ∂ϕm/∂t, ∂χl/∂tを足す．) ここで vj に掛かる Poisson

括弧

Dij ≡

{
{ϕi, ϕj} (i = 1, · · · , r, j = 1, · · · , s)
{χi−r, ϕj} (i = r + 1, · · · , r + r′, j = 1, · · · , s)

(114)

を要素に持つ (r + r′) × s 行列 D = (Dij) を定義しておく．［整合性の条件による vj の定め方より，］上式

(112),(113)は vj について (弱い等号の範囲で)一意的に解けるので，Dの階数は sである [26, pp.114–118]．

D.2 Dirac括弧と相空間の簡約

D.2.1 第 1種と第 2種の拘束量 [25, pp.511–513]

• f が第 1種の量

↔ すべての 1次と 2次の拘束量 ϕk, χl に対して

{f, ϕk} = 0, {f, χl} = 0. (k = 1, 2, · · · , r; l = 1, 2, · · · , r′) (115)

• f が第 2種の量

↔ 上式 (115)の少なくとも 1つの Poisson括弧 ̸= 0．

• 第 1種の拘束条件 · · · · · · 第 1種の量 f ≈ 0

• 第 2種の拘束条件 · · · · · · 第 2種の量 f ≈ 0
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1次の拘束量 ϕm は次のように分類される．

• 未定の乗数 wσ の相手 ϕσ (σ = s+ 1, · · · , r)は第 1種の量 (∵式 (111))

• 定めた乗数 vj の相手 ϕj (j = 1, 2, · · · , s)の任意の 1次結合は第 2種の量

(∵) 1次結合 Φ =
s∑

k=1

akϕ
k が第 1種の量だとすると，

0 ={ϕi,Φ} =
s∑

k=1

{ϕi, ϕk}ak =
s∑

k=1

Dikak, (i = 1, 2, · · · , r)

0 ={χi−r,Φ} =
s∑

k=1

{χi−r, ϕk}ak =

s∑
k=1

Dikak, (i = r + 1, r + 2, · · · , r + r′)

が満たされねばならない．ところが行列 D の階数は s なので，このときすべての ak はゼロであ

り [26, pp.116–117]，Φ = 0となる．

2次の拘束量 χl についても同様の分類を行おう．今，拘束量の 1次結合

χ′
l
=

r′∑
i=1

aliχ
i +

s∑
k=1

blkϕ
k (l = 1, 2, · · · , r′)

を考える．ただし係数行列 a = (ali)は deta ̸= 0を満たすものとすると，拘束条件 ϕk ≈ 0, χl ≈ 0は

ϕk ≈ 0, χ′
l ≈ 0 (k = 1, 2, · · · , r; l = 1, 2, · · · , r′)

と等価である．すると {χl}の代わりに {χ′l}を改めて 2次拘束量にとることができる．ところで第 2種の量

の適当な線形結合が第 1種の量になることがある．そこで可能な限り多くの χ′
l が第 1種の量になるように，

係数 ali, b
l
k を選ぶ．このとき

• 第 1種の 2次拘束量　 χ′
ν
(ν = 1, 2, · · · , R′)

• 第 2種の 2次拘束量　 χ′
i
(i = R′ + 1, · · · , r′)

が得られる．そして第 2種の量 χ′
i
, ϕj のいかなる 1次結合も第 1種の量になることはない［さもなくば仮定

に反する］．

結局，1次と 2次の拘束量 ϕk, χ′
l は

• 第 1種の拘束量　 ({ϕσ}{χ′ν}) (σ = s+ 1, · · · , r; ν = 1, 2, · · · , R′)
• 第 2種の拘束量　 ({ϕj}{χ′i}) (j = 1, 2, · · · , s; i = R′ + 1, · · · , r′)
→ まとめて ξ1, ξ2, · · · , ξr′−R′+s と書く

に分類される．実はこの第 1種と第 2種の拘束量の区別は，1次と 2次の拘束量の区別より重要である．なお

本節ではこれ以降，簡単のために

• 第 1種の拘束量がない場合を考える．

• 拘束量はすべて時間 tに陽に依らないと仮定する．

• 繰り返された上下の添字については，適切な範囲で和をとるものと約束する．
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D.2.2 Dirac括弧 [25, pp.513–515]

任意の物理量 f(q, p, t)は M̄上でのみ意味を持つ．しかし M̄上では f(q, p, t)と，拘束量［仮定より第 2種

の拘束量 {ξm}のみ］の 1次結合を加えた

fT(q, p, t) = f(q, p, t) + λmξ
m (116)

は同じものである．そこでこの自由度を利用して，拘束量 ξn が Poisson括弧 {f, ξn}の中にあってもゼロと
できるように f を再定義することを考える．すなわち

{fT, ξn} = {f, ξn}+ λm{ξm, ξn} ≈ 0 (∵ ξm ≈ 0) (117)

が成り立つように付加項 λmξ
m を決めることが我々の目標である*40．

上式 (117)を未知数 {λm}に対する連立方程式と見ると，その係数 {ξm, ξn} ≡ ∆mn は (r′ −R′ + s)次反

対称行列 ∆ = (∆mn)を作る．このとき∆は正則 (det∆ ̸= 0)で，∆−1 が存在する．

理由 仮に det∆ = 0とすると，同次方程式 ∆lmXm = 0は非自明な解 {Xm} = {X0
m}( ̸= {0})を持つ．す

ると
{ξl, X0

mξ
m} = {ξl, ξm}X0

m + ξm{ξl, X0
m} ≈ {ξl, ξm}X0

m = ∆lmX0
m = 0

となる．これは {ξm}の 1次結合から，これ以上，第 1種の量を作れないこと［D.2.1節］に反するの

で，det∆ ̸= 0である．

［したがって rankD = r′ −R′ + sであり，］再び (実)反対称行列の階数が偶数であること [26, p.180]を思い

出すと，r′ −R′ + s = 2Rとおける．また，たった今導入した ∆を以下では∆2R と書く．

式 (117):∆nmλm ≈ {f, ξn}より

λm =(∆ −1
2R )mn{f, ξn} = −{f, ξn}(∆ −1

2R )nm, (118)

fT =f − {f, ξn}(∆ −1
2R )nmξ

m (119)

となる［強い等式で λm を定めた］．こうして定めたM上の関数 fT, gT に対して

{fT, gT} ≈ {f, ξn}(∆ −1
2R )nm{ξm, g} (120)

が成り立つ．
上式 (120)の確認 式 (118)の λm が関数 f に応じて定まる量であることを明示するために λ

(f)
m と書くと，

{fT, gT} ={fT, g + λ(g)
n ξn} ≈ {fT, g}+ λ(g)

n {fT, ξn} (∵ ξn ≈ 0)

≈{f + λ(f)
m ξm, g} (∵ 式 (117) : {fT, ξn} ≈ 0)

≈{f, g}+ λ(f)
m {ξm, g} (∵ ξm ≈ 0)

={f, ξn}(∆ −1
2R )nm{ξm, g} : (120). (∵ 式 (118))

式 (120)の右辺を f と g の間のDirac括弧 {f, g}D と定義する：

{f, g}D ≡ {f, ξn}(∆ −1
2R )nm{ξm, g}. (121)

*40 第 1 種の拘束量がある場合に，その 1 次結合を式 (116) を加えたとしても，そのような項は定義より Poisson 括弧 {fT, ξn} に
は寄与しないから，条件 (117)は変わらない．
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なお，はじめの条件 (117):{fT, ξn} = 0は fTの生成する ξnの変化率がゼロであることを意味するから [11,

p.557]，我々は M̄上で f に一致する無数の関数 f + λmξ
m のうち，拘束条件 ξn ≈ 0を保存する関数 fT を選

んだことになる．

実は式 (110)の全ハミルトニアン HT もまた，それが生成する変換 (時間発展)に対して拘束条件が変わら

ないようなハミルトニアンへの拡張になっている［これが fT という表記を採用している動機と推察される］．

実際，

HTの式 (110) ↔ fTの式 (116),

(
第 1種の拘束量ϕσなし，λm =

{
vm (m = 1, · · · , s)
0 (m = s+ 1, · · · , 2R)

)
整合性の条件 (112), (113) ↔ fTの条件 (117).

したがって vm, HT もそれぞれ，式 (118)，式 (119)と同じ形

vm ≈− {H, ξn}(∆ −1
2R )nm, (m = 1, · · · , s) (122)

0 ≈− {H, ξn}(∆ −1
2R )nm, (m = s+ 1, · · · , 2R) (123)

HT =H − {ξn, H}(∆ −1
2R )nmξ

m = H − ξm(∆ −1
2R )mn{ξn,H} (124)

に書けることになる (行列 (∆ −1
2R ) と Poisson 括弧の反対称性に注意)*41．上式 (124) より運動方程式

(109)は

df

dt
≈∂f
∂t

+ {f,H} − {f, ξm}(∆ −1
2R )mn{ξn,H}

=
∂f

∂t
+ {f,H}D (125)

と書き換えられる*42．つまり {f,HT} → {f,H}D と置き換わる (第 1種拘束量がなければ)．

D.2.3 相空間の簡約 [25, pp.515–518]

Poisson括弧はM全体で定義されているため，M̄上で ξm = 0であっても必ずしも {f, ξm} = 0とはなら

ない．これに対し Dirac括弧の定義式 (121)より，第 2種の量 ξm と任意の関数 f の間の Dirac括弧につい

ては，
{f, ξm}D = 0

が強い等式として成り立つ．
確認

{f, ξm}D = {f, ξm} − {f, ξl}(∆ −1
2R )ln {ξn, ξm}︸ ︷︷ ︸

(∆2R)nm

= 0.

ここから Dirac括弧は M̄上に限られた Poisson括弧になっていると期待される．このことは運動方程式が

Dirac括弧を用いて式 (125)のように書けることからも示唆される．

実際にこの予想が正しいことは，次の 2点を示すことで確認できる (文字の定義などは後述)．

*41 このことはもちろん，fT の条件 (117) の代わりに整合性の条件 (112),(113) から出発して，式 (118) の導出と同様の手順で式
(122),(123)を導き，これを HT の式 (110)に代入すれば直接確かめられる．

*42 ξm ≈ 0に注意して
{f, ξm(∆ −1

2R )mn{ξn, H}} = {f, ξm}(∆ −1
2R )mn{ξn, H}

とした．
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1. M̄上に誘導された 2形式

Ω̄ =
1

2
ω̄abdη

a ∧ dηb

が M̄上のシンプレクティック形式であること．

→ M̄を簡約された相空間と見なせる．

2. M̄上に限定された Dirac括弧 {f, g}D|ξ=0 が，M̄上の Lagrange括弧 [f̄, ḡ]と逆数関係にあること．

→ M̄上の Dirac括弧 {f, g}D|ξ=0 は，M̄上で計算された Poisson括弧である．

これらの証明に入る前に，以上 2点に関する予備知識を導入しておく．

正準 2形式とシンプレクティック形式 [3, pp.217–220]

正準変数 {zµ} = (q, p)に対して，正準 2形式

Ω = dpi ∧ dqi =
1

2
Ωµνdz

µ ∧ dzν with (Ωµν) =

(
0N −IN
IN 0N

)
(126)

を定義する．(微分形式については付録 Bを参照．本稿では行列 Ω̂ = (Ωµν) のハットを省いてきたた

め，正準 2形式 Ωと同じ記号を用いてることになるが，誤解の恐れはないだろう．)

幾何学的には，閉じた非退化な交代 2形式 (2階交代テンソル場) Ωが備わっている偶数次元の多様体

Mを，シンプレクティック多様体といい，この Ωをシンプレクティック形式という．ここで

• Ωが閉じた形式 (閉形式)であるとは，外微分が dΩ = 0となることをいう．

• Ωが非退化とは，⟨Ω|v, •⟩ = 0であれば必ず v = 0となることをいう．

(•はブランク (空白)であり，M上のベクトル場を入れると実数値関数を返す [3, p.83]．)

– 一般の座標系 x = (x1, x2, · · · , x2n)を用いれば*43，

Ω =
1

2
Ωρσdz

ρ ∧ dzσ =
1

2
Ωρσ

(
∂zρ

∂xµ
dxµ

)
∧
(
∂zσ

∂xν
dxν

)
=

1

2
ωµνdx

µ ∧ dxν , (127)

ωµν ≡
∂zρ

∂xµ
Ωρσ

∂zσ

∂xν
= −ωνµ (Ωρσの反対称性より) (128)

より ⟨Ω|v, •⟩ = ωµνv
µdxν となる*44．したがって 2 形式 Ω が非退化とは，すべての ν に対

して ωµνv
µ = 0となるとき v = vµ∂µ はゼロ・ベクトルであることを意味し，それ故，行列

ω = (ωµν)が正則 (detω ̸= 0)と言い換えられる．

正準 2 形式はシンプレクティック形式である．実際，正準 2 形式 (126) を定義する反対称行列 (Ωµν)

は一定だから，外微分は

dΩ =
1

2
(∂ρΩµν)dz

ρ ∧ dzµ ∧ dzν = 0

となる．また，正準 2形式に対して式 (128)で定義される行列 ω2N = (ωµν)は

detω2N =

(
det

(
∂zµ

∂xν

))2

× det(Ωρσ) ̸= 0

*43 ただし det(∂zµ/∂xν) ̸= 0 とする．さもなくば［1 次変換 dzµ = (∂zµ/∂xν)dxν は非可逆であって，1 対 1 の対応とならず
(rank(∂zµ/∂xν) < 2n)］，xは局所座標にならない [25, p.516]．

*44 途中計算を補足すれば，

(dxµ ∧ dxν)[v, •] =
∣∣∣∣dxµ[v] dxµ[•]
dxν [v] dxν [•]

∣∣∣∣ = vµdxν − vνdxµ, (∵ dxµ[v] = vµ)

∴ ⟨Ω|v, •⟩ =
1

2
ωµν(v

µdxν − vνdxµ) = ωµνv
µdxν .
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を満たすから*45，正則であり，正準 2形式 (127)は非退化である [25, p.516]．

このため相空間はシンプレクティック多様体であり，そこで正準変数 {zµ}はシンプレクティック変数
と呼ばれる．

Lagrange括弧 [3, p.301] [25, pp.316–317]

相空間の 2次元の超曲面に導入されたパラメータ (ξ, η)に対して，Lagrange括弧を

[ξ, η] =
∂zρ

∂ξ
Ωρσ

∂zσ

∂η
=
∂pi
∂ξ

∂qi

∂η
− ∂pi
∂η

∂qi

∂ξ
(129)

で定義する．正準 2形式に対して式 (128)で定義される ωµν は

ωµν = [xµ, xν ] (130)

と表されることになる．

さて，Poisson括弧と Lagrange括弧は，その定義 (88),(129)より，ある種の逆数関係にあることが予想

される．実際，相空間上の 2N 個の独立な関数 f1, f2, · · · , f2N を考えると，Poisson括弧と Lagrange

括弧を要素とする 2N × 2N 行列

P = (Pαβ) ≡ ({fα, fβ}), L = (Lαβ) ≡ ([fα, fβ ])

は互いに逆行列の関係にある：

PαβLβγ =

(
∂fα

∂zρ
Ωρσ

∂fβ

∂zσ

)(
∂zµ

∂fβ
Ωµν

∂zν

∂fγ

)
= δαγ .

特に {fα}として一般の座標 x = (x1, x2, · · · , x2N ) (正準変数でなくても良い) をとると，これは行列

∆ = (∆αβ) ≡ ({xα, xβ}), ω ≡ ω2N = (ωαβ) = ([xα, xβ ])

が逆の関係にあること
∆αβωβγ = δαγ i.e. ∆ = ω−1 (131)

を意味する．

以上を踏まえ，本節冒頭で予告した証明に移ろう．

■Dirac括弧が M̄上の Poisson括弧であることの証明 以下，

• ギリシャ文字 µ, ν, ρ, σ は 1, · · · , 2N(= dimM)を動く

• 添字 k, l,m, nは 1, · · · , 2Rを動く (2Rは第 2種の拘束条件 ξm = 0の数)

• 添字 a, b, cは 2R+ 1, · · · , 2N を動く (dim M̄ = 2N − 2R個の値)

とする．また拘束関数 ξ1, · · · , ξ2R と M̄上の適当な局所座標 η2R+1, · · · , η2N を合わせて，Mの局所座標

x = (ξ, η), (xm = ξm, xa = ηa)

(正準座標とは限らない)とする．［ξm = constが表す超曲面は相空間Mにメッシュを張るから，拘束関数 ξm を座標に

用いることができる．特に部分空間 M̄は全ての ξm = 0で規定される．］さらに Poisson括弧 {xµ, xν} ≡ ∆µν を要素と

する行列∆2N = (∆µν)を定義する．(そのmn要素の部分は既に導入した ∆2R = (∆mn) = ({ξm, ξn})である．)

*45 ここで相空間の座標 xは正準変数でなくても良い．
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Poisson 括弧の作る行列 ∆2N と Lagrange 括弧の作る行列 ω2N は互いに逆行列の関係にあるから (式 (131))，

rank∆2N = 2N である．そして式 (131):ω2N∆2N = I2N の ab要素，an要素をとると

ωaµ∆
µb = ωac∆

cb + ωam∆mb = δ b
a ,

ωaµ∆
µn = ωac∆

cn + ωam∆mn = 0

となる．ここで ∆2R = (∆mn)が逆行列 ∆ −1
2R を持つこと［(D.2.2節)，および ∆ln = (∆2R)

ln］に注意すると，第 2

式から
ωam = ωal(∆2R)

ln(∆ −1
2R )nm = ωal∆

ln(∆ −1
2R )nm = −ωac∆cn(∆ −1

2R )nm

が得られ，これを第 1式に代入すると

ωac{∆cb −∆cn(∆ −1
2R )nm∆mb} = δ b

a

が導かれる．このため 2(N −R)次行列 ω2(N−R) ≡ (ωab)も逆行列を持つ (detω2(N−R) ̸= 0)．この行列 ω2(N−R) の M̄

上での値を ω̄2(N−R) ≡ ω2(N−R)|ξ=0 = (ω̄ab)とすると，ω̄2(N−R) も逆行列

ω̄ −1
2(N−R)

(
その要素 (ω̄ −1

2(N−R) )ab = (∆ab −∆an(∆ −1
2R )nm∆mb)|ξ=0

)
(132)

を持ち，det ω̄2(N−R) ̸= 0である．したがってM上の正準 2形式

Ω =
1

2
Ωµνdz

µ ∧ dzν =
1

2
ωµνdx

µ ∧ dxν

から M̄上に誘導された 2形式

Ω̄ =
1

2
ω̄abdη

a ∧ dηb

は非退化である．しかも Ω̄は Ωと同様，閉形式である．このことは Ω̄が，正準変数の M̄の値 z̄ = z(ξ = 0, η)を用いて，

Ωと同じ形

Ω̄ =
1

2
Ωµνdz̄

µ ∧ dz̄ν

と書けることから分かる．以上より Ω̄ は M̄ 上のシンプレクティック形式である．これが証明したいことの 1 点目で

あった．

次に Dirac括弧と簡約された相空間 M̄の関係を調べる．一般の座標 x = (x1, x2, · · · , x2N )を導入すると，M上の関

数 f(z) = f(ξ(z), η(z)), g(z) = g(ξ(z), η(z))に対して Poisson括弧と Lagrange括弧の定義 (88),(129)は

{f, g} =
∂f

∂zρ
Ωρσ

∂g

∂zσ
=

∂f

∂xγ

(
∂xγ

∂zρ
Ωρσ

∂xσ

∂zσ

)
∂g

∂xσ
=

∂f

∂xγ
∆γδ ∂g

∂xσ
, (133)

[f, g] =
∂zρ

∂f
Ωρσ

∂zσ

∂g
=
∂xγ

∂f

(
∂zρ

∂xγ
Ωρσ

∂zσ

∂xσ

)
∂xσ

∂g
=
∂xγ

∂f
ωγδ

∂xσ

∂g
(134)

と書き換えられる (式 (130)に注意した) [25, p.317]．式 (133)を用いると，Dirac括弧 (121)は

{f, g}D ={f, g} − {f, ξm}(∆ −1
2R )mn{ξn, g}

=
∂f

∂xµ
∆µν ∂g

∂xν
− ∂f

∂xµ
∆µρ ∂ξ

m

∂xρ
(∆ −1

2R )mn
∂ξn

∂xσ
∆σν ∂g

∂xν

=
∂f

∂xµ
∆µν ∂g

∂xν
− ∂f

∂xµ
∆µm(∆ −1

2R )mn∆
nν ∂g

∂xν

(
∵ x = (ξ, η)より

∂ξm

∂xρ
= δmρ

)
=
∂f

∂xµ
(∆µν −∆µm(∆ −1

2R )mn∆
nν)

∂g

∂xν

と表される．さらに最右辺において µ, ν = m,nの項は，中括弧内が

µ = m : ∆mν −∆mk(∆ −1
2R )kl∆

lν = 0 for ν = n, b,

ν = n : ∆µn −∆µk(∆ −1
2R )kl∆

ln = 0 for µ = m,a
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となるので，

{f, g}D =
∂f

∂ηa
(∆ab −∆am(∆ −1

2R )mn∆
nb)

∂g

∂ηb

が得られる．よって Dirac括弧の M̄上での値は，f̄(η) = f(ξ = 0, η), ḡ(η) = g(ξ = 0, η)と書くと

{f, g}D|ξ=0 =
∂f̄

∂ηa
(ω̄ −1

2(N−R) )ab
∂ḡ

∂ηb
(135)

と表される (式 (132)を考慮した)．他方，式 (134)より M̄上での Lagrange括弧は

[f̄, ḡ] =
∂ηa

∂f̄
ω̄ab

∂ηb

∂ḡ
(136)

である．上式 (135),(136) より，M̄ 上に限定された Dirac 括弧は，M̄ 上の Lagrange 括弧と逆数関係にあることが言え

る．これが証明したいことの 2 点目であった．

D.2.4 正準変数の導入 [25, pp.519–521]

本稿では証明を省略し，結論だけを引用しよう．

以上の議論は一般の座標を用いたものであるが，M̄が相空間であるから，座標として正準変数（シン

プレクティック変数）を導入することができ，またその上での運動方程式も正準変数で表される (後略)

以上の議論は第 1 種の拘束量が存在しない場合のものであるが，第 1 種の拘束量が存在する場合に

も，M̄が相空間で，ディラック括弧が M̄上に限定されたポアソン括弧であることが示され，さらに M̄

に正準変数が導入できる．

結局，第 2種拘束条件 ξm ≈ 0 (m = 1, 2, · · · , 2R)が定める 2(N −R)次元空間 M̄ ⊂ Mは簡約され

た相空間であり，拘束系はその上での正準力学系と見ることができる．
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D.2.5 まとめ� �
• f が第 1種の量 ↔ {f, ϕk} = 0, {f, χl} = 0

• f が第 2種の量 ↔ 少なくとも 1つの Poisson括弧 ̸= 0

1次と 2次の拘束量 ϕk, χ′
l を

• 第 1種の拘束量　 ({ϕσ}{χ′ν})
• 第 2種の拘束量　 ({ϕj}{χ′i}) → まとめて ξ1, ξ2, · · · , ξ2R と書ける

と分類できる．(可能な限り多くの χ′
l が第 1 種の量になるように，2 次拘束量を χl → χ′

l と再定義し

た．) ここで簡単のために

• 第 1種の拘束量がない場合を考える．

• 拘束量はすべて時間 tに陽に依らないと仮定する．

任意の物理量 f(q, p, t)に対して，拘束量 (仮定より第 2種のみ)の 1次結合を加えた

fT = f − {f, ξm}(∆ −1
2R )mnξ

n (∆2R ≡ ({ξm, ξn}))

を定義すると，これは M̄上で f と一致する．そして ξm との Poisson括弧は

{fT, ξm} ≈ 0

となる (Poisson括弧の中でも ξm をゼロとおける)．これは fT の生成する ξn の変化率がゼロであるこ

とを意味するから，我々は拘束条件 ξm ≈ 0を保存する関数 fT を選んだことになる．(実は全ハミルト

ニアン HT は，そのような fT の 1例になっている．)

さて，こうして定めたM上の関数 fT, gT に対して

{fT, gT} ≈ {f, ξn}(∆ −1
2R )nm{ξm, g} ≡ {f, g}D : Dirac括弧

が成り立つ．ここで定義した Dirac括弧については，

{f, ξm}D = 0

が強い等式として成り立つ．(他方 Poisson括弧はM全体で定義されているため，その中では ξm をゼロ

とおけない．) さらに Dirac括弧を用いて運動方程式は

df

dt
≈ ∂f

∂t
+ {f,H}D

と書ける (第 1種拘束量がなければ)．これらのことから，Dirac括弧は M̄上に限られた Poisson括弧に

なっていることが示唆される．

実際，第 1種の拘束量が存在する場合にも，M̄が (簡約された)相空間で，Dirac括弧が M̄上に限定され

た Poisson括弧であることが示され，さらに M̄に正準変数が導入できる．� �
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D.3 第 1種の拘束量とゲージ変換

D.3.1 ゲージ変換 [25, pp.521–523]

D.1節で見たように，全ハミルトニアン (110)には，整合性の条件を用いてもなお未定のまま残る乗数 wσ

が含まれている．したがって同じ初期値 (q, p)から出発しても，運動方程式 (109)にしたがう時間発展では，

後の時刻での (q, p)は wσ に応じて様々な値をとり得る．これは同一の物理的状態を表す相空間の点がいくつ

も存在することを意味する．

そこで，同一の物理的状態に対応する異なる力学変数の間の関係を調べよう．与えられた力学量 F (t) ≡
F (q(t), p(t))の初期時刻 t = t0 における値を決めたとき，wσ の 2通りの値 w 1

σ , w 2
σ に応じた F (t)の微小時

間 δt後の値 F 1, F 2 は，式 (109),(110)より

F i ≈ F (t0) + δt{F (t0),H ′ + w i
σ ϕ

σ(t0)} (i = 1, 2)

と表される．よって
F 1 − F 2 ≈ δt(w 1

σ (t0)− w 2
σ (t0)){F (t0), ϕσ(t0)}

が得られる．［F が時間に陽に依る場合にも，∂F/∂tの項は相殺するから，この結果に変わりはない．］これ

は同一の物理的状態に対応する F 1 と F 2 が，第 1種の 1次拘束量 ϕσ の生成する (1径数正準)変換で結び付

いていることを意味する．もし物理的状態を変えない変換を広くゲージ変換と呼ぶならば，ϕσ はゲージ変換

の生成関数であると言える．

第 1種の 1次拘束量 ϕσ, ϕρ に対して，Poisson括弧 {ϕσ, ϕρ}, {H ′, ϕσ}もゲージ変換を生成する．

■証明 w 1
σ , w 2

σ に応じた 2 種類の全ハミルトニアン Hi
T = H ′ + w i

σ ϕ
σ (i = 1, 2) を考えよう．物理量 F の時刻

t = 0での値が与えられているとき，

• これを H1
T で微小時間 tだけ発展させ (その結果を F 1(t)とする)，

次いで H2
T で微小時間 t′ だけ発展させた結果を F 12 とする．

• これを H2
T で微小時間 t′ だけ発展させ (その結果を F 2(t′)とする)，

次いで H1
T で微小時間 tだけ発展させた結果を F 21 とする．

このとき F 12 と F 21 は同一の物理的状態に対応しなければならないことに注目する．

微小時間 t, t′ の 2次までの近似で，差 ∆F = F 12 − F 21 を計算しよう．H1
T による時間変化を考えると，Poisson括

弧 {F,H1
T}(= Ḟ )もまた正準変数の関数なので，

F̈ =
d

dt
{F,H1

T} = {{F,H1
T}, H1

T}

が成り立つ．よって

F 1(t) ≃ F (0) + Ḟ (0)t+
1

2
F̈ (0)t2 = F + {F,H1

T}t+
1

2
{{F,H1

T},H1
T}t2

とできる．ただし F,H1
T のように引数を省略した量は，t = 0 で評価されているものと見なす．この結果を再利用す

ると，

F 12 ≃F 1(t)+{F 1(t),H2
T(t)}t′+

1

2
{{F 1(t),H2

T(t)}, H2
T(t)}t′

2

≃F + {F,H1
T}t+

1

2
{{F,H1

T}, H1
T}t2+{F + {F,H1

T}t,H2
T + {H2

T, H
1
T}t}t′+

1

2
{{F,H2

T},H2
T}t′

2

≃F + {F,H1
T}t+ {F,H2

T}t′ +
1

2
{{F,H1

T}, H1
T}t2 +

1

2
{{F,H2

T}, H2
T}t′

2

+ {{F,H1
T}, H2

T}tt′ + {F, {H2
T, H

1
T}}tt′.
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F 21 は上式最右辺で，H1
T と H2

T，tと t′ を入れ替えた式で与えられるので，差 ∆F = F 12 − F 21 において tt′ に比例

する項以外は相殺し，

∆F ={{F,H1
T}, H2

T}tt′ + {F, {H2
T, H

1
T}}tt′ − {{F,H2

T}, H1
T}tt′ − {F, {H1

T, H
2
T}}tt′

=
[
{{F,H1

T}, H2
T}+ {{H2

T, F}, H1
T}+ {{H1

T,H
2
T}, F}

]
tt′ + {F, {H2

T, H
1
T}}tt′

となる．最右辺の [· · · ]でまとめた 3項は Jacobiの恒等式によって消えるから，

∆F ≃ {F, {H2
T, H

1
T}}tt′

を得る．さらに

{H2
T, H

1
T} ={H ′ + w 2

σ ϕσ,H ′ + w 1
ρ ϕ

ρ}

=w 1
ρ {H ′, ϕρ}+ w 2

σ {ϕσ,H ′}+ w 1
ρ w

2
σ {ϕσ, ϕρ}

=(w 1
ρ − w 2

ρ ){H ′, ϕσ}+ w 1
ρ w

2
σ {ϕσ, ϕρ}

となるので，
∆F ≃ tt′(w 1

ρ − w 2
ρ ){F, {H ′, ϕσ}}+ tt′w 1

ρ w
2
σ {F, {ϕσ, ϕρ}}

が導かれる．ところが最初に述べたように，F 12 と F 21 は同一の物理的状態に対応するから，この結果は {ϕσ, ϕρ} や

{H ′, ϕσ} がゲージ変換の生成関数であることを意味する．(w i
σ は任意だから，上式右辺の各項が独立なゲージ変換に対

応する．)

D.3.2 Diracの予想 [25, pp.523–525]

まず一般に 2つの第 1種の量 F,Gについて，Poisson括弧 {F,G}もまた第 1種の量となることを証明する．
証明 1次と 2次の拘束量をまとめて ψi (i = 1, 2, · · · , r + r′)と書くと，第 1種の量の定義より

{F,ψi} ≈ 0, {G,ψi} ≈ 0.

したがって適当な (q, p)の関数 f ij , g
i
j を用いて

{F, ψi} ≈ f ijψ
j , {G,ψi} ≈ gijψ

j

と書ける［式 (105)と同じ論法である］．すると

{{F,G}, ψi} ={{F, ψi}, G} − {{G,ψi}, F} (∵ Jacobiの恒等式)

={f ijψj , G} − {gijψj , F}

=− f ijg
j
kψ

k + gijf
j
kψ

k + {f ij , G}ψj − {gij , F}ψj ≈ 0

となるので，{F,G}は第 1種の量である．

ところで ϕσ は第 1種拘束量であり，また式 (112),(113)よりH ′ = H+vjϕ
j も第 1種の量なので，{ϕσ, ϕρ}

や {H ′, ϕσ}は第 1種拘束量であることになる*46．

［D.3.1節ではこれらの Poisson括弧 {ϕσ, ϕρ}, {H ′, ϕσ}がゲージ変換を生成することを示した．しかるに］
{ϕσ, ϕρ}, {H ′, ϕσ}は［第 1種拘束量であるからと言って］1次の第 1種拘束量 ϕσ だけの 1次結合で表され

るとは限らず，ϕσ とは独立な新しいゲージ変換を生み出し得る．

*46 第 1 種拘束量 ϕσ , H′ はその定義より {ϕσ , ϕρ} ≈ 0, {H′, ϕσ} ≈ 0 を満たさなければならないので，{ϕσ , ϕρ} や {H′, ϕσ} が
拘束量であることまではすぐに分かる．
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そこで，このような手続き［第 1種拘束量や H ′ 間の Poisson括弧を作ること］を繰り返して得られる第 1

種拘束量の集まり (1次の第 1種拘束量 ϕj (j = 1, · · · , r − s)と H ′ を含む)で，最小のもの G = {ϕl}を考え
る (l = 1, · · · , G)*47．この G がゲージ変換の生成関数の全体を特徴付け，ゲージ変換は

∆F = εl{F, ϕl} (137)

で与えられる (εl は無限小パラメータ)．［D.3.1節の議論を繰り返せば，次々と作られる ϕl もゲージ変換の生

成関数になると考えられる．］

全ハミルトニアン (110)を一般化して，

HG ≡ H ′ +
∑

w̄lϕ
l

をハミルトニアンとして用いても良い (
∑
は G のすべての元についての和)．［w̄l は (q, p)の関数であって良

い (D.3.3節)．］ここでも G個の w̄l の不定性はゲージ変換の自由度に対応している．そこで M̄上の点 Pと

ゲージ変換で結び付く，同じ状態を表す点の全体 M̄P を考えると，それは Pを通るゲージ軌道と呼ばれる，M̄

の G次元部分多様体となる．

Diracの予想 なお Diracは G が第 1種の拘束量の全体になってしまうと予想した．Diracの予想は物理的に

意味のある多くの例で実際に成り立っているが，Dirac の予想が成り立たない人工的な例も多く見つ

かっている．

D.3.3 ゲージ固定 [25, pp.525–527]

物理的な状態が w̄l のとり方によらないならば，w̄l の関数形を適当に定めて良いことになる (ゲージ固定)．

これは同一の物理的状態を表すゲージ軌道 M̄P から，適当な代表点を 1つ選び出すことにあたる．

そこで“外から”新しい拘束条件

γn(q, p) = 0 (n = 1, 2, · · · , G′) (138)

を付け加えて，ゲージ固定を行うことを考える．(それは物理量 (観測可能量)に対しては何の制約にもならな
い．) 上式 (138)の規定する超曲面 Γがすべてのゲージ軌道 M̄Pとそれぞれ唯一の点で交わるならば，Γと M̄

の交わりで定義される超曲面 M̄Γは各 M̄Pの点を 1つずつしか含まないから，ゲージを固定できたことになる
(図 46参照)．このようなことが可能であるためには，式 (138)の個数はG′ = Gでなければならない．
G′ = Gの証明 まず Γはすべての M̄P と交わるから，M̄上の任意の点 (q, p)は適当なゲージ変換で Γ上の点に移せる．

ところがゲージ変換 (137) の独立にとれるパラメータは G 個だから，その自由度を用いて G′ 個の Γ の方程式

(138)を満たせるためには，G′ ≤ Gでなければならない．

一方，Γ は各 M̄P と唯一の点で交わっているから，Γ に沿ったゲージ変換は恒等変換しかあり得ない．ϕl の生成

するゲージ変換 (q, p) → (q′, p′)が Γに沿っているならば，γn(q, p) = γn(q′, p′) = 0より γn の変化量はゼロで

なければならない (γn の保存)：

εl{γn, ϕl} = 0. (n = 1, · · · , G′, lは 1, · · · , Gで和をとる) (139)

そのようなゲージ変換が恒等変換に限られることは，このとき

εl = 0 (l = 1, · · · , G) (140)

*47 ただしそれらの要素は Poisson括弧で閉じている，すなわち

{ϕl, ϕm} = clmnϕ
n, {H′, ϕl} = hlmnϕ

n

を満たすものとする．
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図 46 Γはすべてのゲージ軌道 M̄P とそれぞれ唯一の点で交わる

となることを意味する．よって

(方程式 (139)の個数 G′) ≥ (未知数εlの個数 G)

でなければならない．これと先の G′ ≤ Gとより，G′ = Gである．

式 (139)から式 (140)が導かれるためには，G次正方行列

D = (Dlm) = ({γl, ϕm})

は正則でなければならない (detD ̸= 0)．そこで整合性の条件

0 ≈ γ̇l = {γl,HG} = {γl, H ′}+Dlmw̄m (141)

から未定乗数を
w̄l = −(D−1)lm{γm,H ′} (l = 1, · · · , G)

と定めれば，式 (141)は強い等式として満たされ，それ以上新しい拘束条件は現れない．
注意 γl に対する制約 detD ̸= 0はあくまで，Γが M̄P と唯一の点で交わるための必要条件であって，有限ゲージ変換

で結ばれる 2 つの点がともに式 (138) を満たす可能性を排除できない．よってここでは“少なくとも局所的には

ゲージが固定された”と述べるのが正確である．
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付録 E 拘束系としての電磁場 (QED)

ここでは 4.3節で示した自由電磁場の拘束系としての取り扱い，特に

• π̇0 = 0 → ∂aE
a = 0

• {G(λ),H} = 0

を，量子電磁力学 (QED)の場合へと一般化し，Dirac場と相互作用する電磁場を想定してまとめる．拘束系

の一般的な取り扱いについては，付録 Dを参照．

E.1 量子電磁力学 (QED)

■QED の Lagrangian 密度 電磁ポテンシャル (または単に電磁場) を Aµ，電磁テンソルを Fµν と書く．

QEDの Lagrangian密度は

L =
∑
l

ψ̄l(i/∂ −ml)ψl + e
∑
l

ψ̄l /Aψl −
1

4
FµνF

µν

で与えられる (l は荷電レプトンに関する和であり，中性レプトンは考察の対象から除く)．ただし電磁気学の

単位系として Heaviside単位系を用いている．−1
4FµνF

µν は周知の自由電磁場項である [7, p.78]．Dirac場

を含む項は自由 Dirac場の Lagrangian密度:L =
∑
l

ψ̄l(i/∂ −ml)ψl において，極小置換

∂µ → Dµ ≡ ∂µ − ieAµ (142)

を行うと得られる．言い換えると，この Dµ を用いて QEDの Lagrangian密度は

L =
∑
l

ψ̄l(i /D −ml)ψl −
1

4
FµνF

µν (143)

と書ける．

■ゲージ不変性 電磁ポテンシャルを Aµ → Aµ + ∂µf と変化させても導かれる電磁場 E,B は変化しな

い) [7, p.56]．また電磁場のゲージ変換 Aµ → Aµ + ∂µf と同時に Dirac場に局所的な位相変換

ψl(x)→ ψl(x)e
ief(x), ψ̄l(x)→ ψ̄l(x)e

−ief(x)

を施せば Lagrangian密度 (143)は不変に留まる (この位相変換が局所的と呼ばれるのは，位相 ±ef(x)が x

に依存するからである)．逆に言えば，Dirac場の局所的位相変換に対して不変な Lagrangian密度を得るには

Aµ → Aµ + ∂µf と変換するゲージ場 Aµ を導入して，極小置換 ∂µ → Dµ ≡ ∂µ − ieAµ を施せば良い (E.2節

参照) [14, pp.83–84,p.141] [15, pp.218–219]．

特に f(x)が xに依らない定数 εであるような大域的位相変換に対して Lagrangian密度 (143)が不変であ

ることから，
sα(x) = −e

∑
l

ψ̄l(x)γ
αψl(x) (144)

を電流密度とするような電荷に対する保存則 (連続の式)

∂αs
α = 0 (145)

が導かれる (E.2節参照) [14, p.70]．
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■QEDの Hamiltonian密度 Dirac場 ψl,電磁場 Aµ に共役な場

πψl
≡ − ∂L

∂(∂0ψl)
= ψ̄liγ

0 = iψ †l ,

πµ ≡ ∂L
∂(∂0Aµ)

= −F 0µ =

{
0 (µ = 0)

−F 0i (µ = i = 1, 2, 3)
(146)

を用いて [14, p.69] [15, p.211,p.225]，Hamiltonianは

H =

∫
Hd3x, Hamiltonian密度 : H =

∑
l

πψl
ψ̇l + πµȦµ − L

で定義される*48．ただし Ȧµ は式 (146)を用いて共役な場 πµ で表されており，具体的には

H =
∑
l

(iψ †l )ψ̇l −
∑
l

ψ̄l(i/∂ −ml)ψl − e
∑
l

ψ̄l /Aψl −
1

2
πkπ

k + πk∂kA0 +
1

4
FklF

kl (147)

である (ラテン文字 k, l, · · · は空間成分 1,2,3を動く，E.2節参照) [15, p.225]．

E.2 量子電磁力学 (QED)の Lagrangian密度 (補足)

■ゲージ不変性 (補足) E.1 節で述べた QED の Lagrangian 密度 (143) のゲージ不変性を確かめる．電

磁テンソル Fµν は，従って Lagrangian 密度 (143) における自由電磁場の項 − 1
4F

µνFµν はゲージ変換

Aµ → Aµ + ∂µf に対して不変である：

F ′µν ≡ ∂µA′ν − ∂νA′µ = ∂µ(Aν + ∂νf)− ∂ν(Aµ + ∂µf) = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν .

そこで自由 Dirac場の項 L0 ≡
∑
l

ψ̄l(i/∂ −ml)ψl と相互作用項 LI ≡ e
∑
l

ψ̄l /Aψl に対して L0 +LI の不変性

を示せば十分である．ゲージ変換

Aµ → Aµ + ∂µf, ψl → ψle
ief , ψ̄l → ψ̄le

−ief (148)

に対して

L0 →
∑
l

(ψ̄le
−ief )(i/∂ −ml)(ψle

ief ) = L0 +
∑
l

ψ̄li(ie/∂f)ψl = L0 − e
∑
l

ψ̄l(/∂f)ψl,

LI → e
∑
l

(ψ̄le
−ief )(/A+ /∂f)(ψle

ief ) = LI + e
∑
l

ψ̄l(/∂f)ψl

だから L0 + LI は不変である．

次に電荷保存則 (145)を導く．

一般に場 ϕr(x)の変化 ϕr(x)→ ϕr(x) + δϕr(x)の下で Lagrangian密度 Lが不変であるとき，

fα ≡ ∂L
∂(∂αϕr)

δϕr (149)

*48 ψ̄l は ψl に共役な場に当たるので (πψl
= iψ †

l )，これを ψl とは別にもう 1 種類の場と考えて，Hamiltonian 密度の式に∑
l

πψ̄l

˙̄ψl を加える必要はないだろう．
∑
l

πψ̄l

˙̄ψl の項を考えたとしても，πψ̄l
≡ ∂L

∂(∂0ψ̄l)
= 0により得られる Hamiltonian密

度は変わらない．
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は連続の式 ∂αf
α = 0を満たし，保存する流れ (4元流束密度)と呼ばれる:

0 = δL =
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂(∂αϕr)
δ(∂αϕr)

=

(
∂α

∂L
∂(∂αϕr)

)
δϕr +

∂L
∂(∂αϕr)

δ(∂αϕr)(
∵ Euler-Lagrange方程式∂α

∂L
∂(∂αϕr)

− ∂L
∂ϕr

= 0

)
=∂αf

α.

以上，場の種類 r についても和をとる [14, pp.37–38]．

式 (148)で f を無限小の定数 εとしたゲージ変換

Aµ → Aµ ∴ δAµ = 0,

ψl → eiεψl ≃ (1 + iε)ψl ∴ δψl = iεψl,

ψ̄l → e−iεψ̄l ≃ (1− iε)ψ̄l ∴ δψ̄l = −iεψ̄l

に対して Lagrangian密度 (143)は不変である．

∂L
∂(∂αψl)

= iψ̄lγ
α, δAµ = 0

に注意すると保存する流れ (149)は

fα =
∑
l

(iψ̄lγ
α)(iεψl) = −ε

∑
l

ψ̄lγ
αψl

となるので*49，
sα ≡ −e

∑
l

ψ̄lγ
αψl

は連続の式 ∂αs
α = 0を満たす．

■QEDの Hamiltonian密度 (補足) E.1節における Dirac場 ψl,電磁場 Aµ に共役な場の式 (146)を確かめ

る．ψl に共役な場 πψl
の定義式 (146)における Diracスピノル場による微分は，スピノル添字を α, β, · · · と

明記すると (πψl
)α ≡ − ∂L

∂(∂0ψl)α
を意味する．また Grassmann場 (ψ̄l)β , (ψl)γ が反交換することに注意する

と，左微分の約束に従い

(πψl
)α = − ∂

∂(∂0ψl)α
{(ψ̄l)βi(γ0)βγ∂0(ψl)γ} =

∂(∂0ψl)γ
∂(∂0ψl)α

(ψ̄l)βi(γ
0)βγ = i(ψ̄l)β(γ

0)βα = i(ψ †l )α

を得る．さらに

πλ ≡ ∂L
∂(∂0Aλ)

= −1

4

∂

∂(∂0Aλ)
FµνF

µν

において，

Fµν
∂

∂(∂0Aλ)
Fµν = Fµν

∂

∂(∂0Aλ)
(gµαgνβFαβ) = (gµαgνβFµν)

∂

∂(∂0Aλ)
Fαβ = Fαβ

∂

∂(∂0Aλ)
Fαβ

*49 ψ̄l は ψl に共役な場に当たるので (πψl
= iψ †

l )，保存する流れの式 (149)においてこれを ψl とは別にもう 1種類の場 ϕr とし

て考慮する必要はないだろう．考慮した場合にも ∂L
∂(∂αψ̄l)

= 0なのでこの結果に変わりはない．
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に注意すると

πλ = −2× 1

4

{
∂

∂(∂0Aλ)
Fµν

}
Fµν =− 2× 1

4

{
∂

∂(∂0Aλ)
(∂µAν − ∂νAµ)

}
(∂µAν − ∂νAµ)

=− 2× 1

4
(δ0µδ

λ
ν − δ0νδλµ)(∂µAν − ∂νAµ)

=− (∂0Aλ − ∂λA0) = −F 0λ

となるので，電磁場 Aµ に共役な場の表式 (146):πµ = −F 0µ が導かれる．

電磁場 Aµ の場合と異なり，Grassmann場 ψl に共役な場 πψl
が式 (146):πψl

= − ∂L
∂ψ̇l

のように負号の付く

形で定義されているのは次の事情による [15, pp.94–95]．すなわち Hamiltonian密度を

H[ψl, πψl
, Aµ, π

µ] =
∑
l

πψl
ψ̇l + πµȦµ − L[ψl, ψ̇l, Aµ, Ȧµ]

のように πψl
が ψ̇l の左に置かれる形で定義したため，ψl, ψ̇l の変化 ψl → ψl + δψl, ψ̇l → ψ̇l + δψ̇l に伴う

πψl
,Hの変化量 δπψl

, δHに対して

δH =
∑
l

(δπψl
)ψ̇l +

∑
l

πψl
δψ̇l −

∑
l

{
(δψl)

∂L
∂ψl

+ (δψ̇l)
∂L
∂ψ̇l

}
=
∑
l

(δπψl
)ψ̇l −

∑
l

(δψl)
∂L
∂ψl
−
∑
l

(δψ̇l)

(
πψl

+
∂L
∂ψ̇l

)
(∵ πψl

δψ̇l = −(δψ̇l)πψl
)

となる．よって πψl
= − ∂L

∂ψ̇l
とすれば Hが ψl, πψl

(および Aµ, π
µ)の関数であり，ψ̇l の関数ではないことが

保証される．一方，Hamiltonian密度を

H[ψl, πψl
, Aµ, π

µ] =
∑
l

ψ̇lπψl
+ Ȧµπ

µ − L[ψl, ψ̇l, Aµ, Ȧµ]

のように πψl
が ψ̇l の右に置かれる形で定義した場合

δH =
∑
l

ψ̇lδπψl
−
∑
l

δψl
∂L
∂ψl

+
∑
l

(δψ̇l)

(
πψl
− ∂L
∂ψ̇l

)

となるので，Hが ψ̇l に依存しないためには πψl
=

∂L
∂ψ̇l

と定義すれば良い [27, p.41]．

E.1節に記した QEDの Hamiltonian密度の式 (147)を導く．以下，ラテン文字 k, l, · · · は空間成分 1,2,3

を動くものとする．Lagrangian密度の式 (143)，共役な場の式 (146)より Hamiltonian密度は

H =
∑
l

πψl
ψ̇l + πµAµ − L

=
∑
l

(iψ †l )ψ̇l + πkȦk −
∑
l

ψ̄l(i/∂ −ml)ψl − e
∑
l

ψ̄l /Aψl +
1

4
FµνF

µν

となる．最右辺に現れる Ȧµ を πµ で表すと

πkȦk =πk(−πk + ∂kA0), (∵ 式 (146))

1

4
FµνF

µν =
1

2
F0kF

0k +
1

4
FklF

kl (∵ Fk0F
k0 = F0kF

0k)

=
1

2
πkπ

k +
1

4
FklF

kl (∵ 式 (146))
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なので，Hamiltonian密度の式 (147):

H =
∑
l

(iψ †l )ψ̇l −
∑
l

ψ̄l(i/∂ −ml)ψl − e
∑
l

ψ̄l /Aψl −
1

2
πkπ

k + πk∂kA0 +
1

4
FklF

kl

を得る [15, p.225]．

E.3 電磁場の拘束条件

QEDの Lagrangian密度 (143)から導かれる電磁場に共役な場 πµ には拘束条件 (146):

π0 = 0

が課せられる．よって式 (147)の Hamiltonian密度には λ(y)を未定乗数として λ(y)π0(y)を加えるだけの不

定性がある:

H̃ ≡ H +

∫
d3yλ(y)π0(y). (150)

さらに拘束条件 (146):π0 = 0は各時刻で成り立つから π̇0 = 0, π̈0 = 0,
...
π0 = 0, · · · でなければならず，正準

方程式を用いて時間微分を計算するとさらなる拘束条件

∂kπ
k = −e

∑
l

ψ †l ψl

が見出される (E.3.1節参照)．ただしラテン文字 k, l, · · · は空間成分 1,2,3を動く (以下同じ)．以上の拘束条

件を
ϕ1 ≡ π0 = 0, ϕ2 ≡ ∂kπk + e

∑
l

ψ †l ψl = 0

と書くと，式 (147)の Hamiltonian密度には λ1(y), λ2(y)を未定乗数として λj(y)ϕj(y)を加えるだけの不定

性がある:

Htot ≡ H +

∫
d3yλj(y)ϕj(y). (151)

電磁場の満たすケージ条件を決めると未定乗数 λj(y)を，従って Hamiltonianを定めることができる．これ

は電磁場の時間発展が，考えている電磁場の満たすゲージ条件に応じて定まることを意味する．ここでは初め

に，Coulomb条件
φ1 ≡ A0 = 0, φ2 ≡ ∂kAk = 0 (152)

を満たす電磁場を考える (このとき実際に未定乗数 λj(y)が定まることを E.3.1節で示す)．

以上の拘束条件をまとめて書くと

φ(t) ≡
(
{A0(x, t)}, {∂kAk(x, t)}

)
,

ϕ(t) ≡

(
{π0(x, t)∆3x},

{(
∂lπ

l(x, t) + e
∑
l

ψ †l (x, t)ψl(x, t)

)
∆3x

})
,

χ(t) ≡ (φ(t),ϕ(t)) = 0 (153)

となる．ただし {·}は空間を体積要素 ∆3xに分割したときの，体積要素の中心を成す格子点 xについての集

合を表す [15, pp.225–226,pp.231–232] [28, pp.134–138]．
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Dirac場と Dirac場に共役な場に加えて，

(q,p) ≡ ({Aµ(x, t)}, {πµ(x, t)∆3x})

を正準変数にとる．ただし {·}は µ = 0, 1, 2, 3および格子点 xについての集合を表す*50．そして拘束条件量

ϕ(t)を座標変数 q′(t)にとり (q′(t) ≡ ϕ(t))，これに共役な運動量を p′ と書くと，拘束条件の下で独立な変数

を (q∗,p∗)として点 (q,p)の運動は

(q,p) = (q∗, q′ = 0,p∗,p′ = p′(q∗,p∗))

に制約されると見て良い [28, pp.139–141]．

E.3.1 電磁場の拘束条件 (補足)

E.3節で述べたように，π̇0 = 0, π̈0 = 0,
...
π0 = 0, · · · から拘束条件 ∂kπ

k = −e
∑
l

ψ †l ψl が導かれることを

示す．時間に陽に依らない量 f の時間微分は Poisson括弧を用いて

ḟ = {f,H}P

と書ける [12, p.171]．ここで格子点 x1,x2, · · · を中心とする各体積要素 ∆3x が無限小であると想定すると
δij
∆3x

= δ(xi − xj)なので [14, p.35]，正準変数間の Poisson括弧 {qi, pj}P = δij , etc [12, p.172]は

{Aµ(xi, t), πν(xj , t)∆3x}P =δνµδij = δνµδ(xi − xj)∆
3x

{Aµ(xi, t), Aν(xj , t)}P ={πµ(xi, t)∆3x, πν(xj , t)∆
3x}P = 0

*50 体積要素∆3xを付けて pの成分を定義するとこれは Aµ を力学変数と見たときの一般化運動量の次元

[πµ∆3x] =

[
∂L
∂Ȧµ

∆3x

]
=

[L]

[Ȧµ]

を持ち，さらに格子点についての和 p · q̇ =
∑
x

∆3xπµȦµ を体積積分
∫
d3xπµȦµ に置き換えることができる．
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となる*51*52．これと Poisson括弧の性質 (154)を用いると*53，式 (150)の H̃ に対して

0 =π̇0(x) = {π0(x), H̃(x0)}P

=−
∫

d3y

{
π0(x), e

∑
l

ψ̄l(y)γ
0A0(y)ψl(y) + (∂kπ

k(y))A0(y)

}
P

(ただし y0 = x0とする)

=

∫
d3yδ(x− y)

(
e
∑
l

ψ †l (y)ψl(y) + ∂kπ
k(y)

)
=e
∑
l

ψ †l (x)ψl(x) + ∂kπ
k(x)

となるから ∂kπ
k = −e

∑
l

ψ †l ψl を得る．ただし Hamiltonian密度 (147)における πk∂kA0 の項は部分積分

して −(∂kπk)A0 とした．共役な場の式 (146):πk = −F 0k より左辺は ∂kπ
k = ∇ ·E なので，右辺を電荷密

度 ρと解釈すればこれは Gaussの法則∇ ·E = ρである [15, p.226] [28, pp.135–136]．

次に条件 π̈0 = 0を考える．

π̈0(x) =∂0

(
e
∑
l

ψ †l (x)ψl(x) + ∂kπ
k(x)

)

=∂0

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
0ψl(x)

)
+ {∂kπk(x), H̃(x0)}P

=∂0

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
0ψl(x)

)
+

∫
d3y

{
∂kπ

k(x),−e
∑
l

ψ̄l(y)γ
mAm(y)ψl(y) +

1

4
Fmn(y)F

mn(y)

}
P

(ただし y0 = x0とする)

=∂0

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
0ψl(x)

)
+ ∂k

∫
d3y

{
πk(x),−e

∑
l

ψ̄l(y)γ
mAm(y)ψl(y) +

1

4
Fmn(y)F

mn(y)

}
P

*51 Dirac場による微分の項は Poisson括弧に寄与しない．以下，同様．
*52 文献 [15, p.183]では場の理論における Poisson括弧を

{F [ϕ, π], G[ϕ, π]}P ≡
∫

d3x

{
δF [ϕ, π]

δϕ(x)

δG[ϕ, π]

δπ(x)
−
δF [ϕ, π]

δπ(x)

δG[ϕ, π]

δϕ(x)

}
で定義しており，このとき

{ϕ(x), π(y)}P =

∫
d3z

{
δϕ(x)

δϕ(z)

δπ(y)

δπ(z)
−
δϕ(x)

δπ(z)

δπ(y)

δϕ(z)

}
=

∫
d3zδ(x− z)δ(y − z) = δ(x− y)

となって (x0 = y0) [15, p.314]，正準交換関係が導かれることと整合している．
*53 q, p, tの任意の関数 f, g に対して Poisson括弧を

{f, g}P =
∑
k

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk
−

∂f

∂pk

∂g

∂qk

)
と定義する．ここから直ちに Poisson括弧が次の性質を満たすことが分かる．

{f, g}P = −{g, f}P
{f, c}P = 0

{f, ag1 + bg2}P = a{f, g1}P + b{f, g2}P
{f, g1g2}P = g1{f, g2}P + {f, g1}Pg2

(154)

ただし a, b, cは定数，g1, g2 は q, p, tの任意の関数である [12, pp.171–172]．
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である (∂k が時空点 xの空間座標による微分であることに注意した)．最右辺において

∂k

∫
d3y

{
πk(x),−e

∑
l

ψ̄l(y)γ
mAm(y)ψl(y)

}
P

=∂k

∫
d3y

(
δkmδ(x− y)e

∑
l

ψ̄l(y)γ
mψl(y)

)

=∂k

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
kψl(x)

)

であり電荷保存則 (145)より

∂0

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
0ψl(x)

)
+ ∂k

∫
d3y

{
πk(x),−e

∑
l

ψ̄l(y)γ
mAm(y)ψl(y)

}
P

=∂0

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
0ψl(x)

)
+ ∂k

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
kψl(x)

)
= ∂µ

(
e
∑
l

ψ̄l(x)γ
µψl(x)

)
= 0

となる．よって Poisson括弧の性質 (154)を用いると

π̈0(x) =
1

4
∂k

∫
d3y

{
πk(x), Fmn(y)F

mn(y)
}
P

=
1

4
∂k

∫
d3y

({
πk(x), Fmn(y)

}
P
Fmn(y) + Fmn(y)

{
πk(x), Fmn(y)

}
P

)
=
1

2
∂k

∫
d3y

{
πk(x), Fmn(y)

}
P
Fmn(y)

=
1

2
∂k

∫
d3y

({
πk(x), ∂mAn(y)

}
P
Fmn(y)−

{
πk(x), ∂nAm(y)

}
P
Fmn(y)

)
=− 1

2
∂k

∫
d3y

({
πk(x), An(y)

}
P
∂mF

mn(y)−
{
πk(x), Am(y)

}
P
∂nF

mn(y)
)

(部分積分した)

=
1

2
∂k

∫
d3y

(
δknδ(x− y)∂mF

mn(y)− δkmδ(x− y)∂nF
mn(y)

)
=
1

2
∂k(∂mF

mk(x)− ∂nF kn(x)) = ∂k∂mF
mk(x) = 0

となるので，条件 π̈0 = 0,
...
π0 = 0, · · · からは自明な関係式 0 = 0が得られるだけで新たな拘束条件は現れな

い [15, p.323] [28, p.136]．なお最後の等号では添字 k,mについて ∂k∂m は対称，Fmk は反対称なので，消

えることを用いた*54．

さらに E.3節で述べたように，電磁場の満たすケージ条件を決めると全 Hamiltonianの式 (151)における

未定乗数 λj(y)が定まることを示す．ゲージ固定条件 (152):φ1 = φ2 = 0は任意の時刻で成り立つので，式

(151)の Htot に対して

0 = φ̇l(z) = {φl(z),Htot}P = {φl(z),H}P +

∫
d3y{φl(z), ϕj(y)}Pλj(y) (155)

となる．ただし y0 = z0 である．

*54 一般に添字 α, β について対称な量 Aαβ = Aβα と反対称な量 Bαβ = −Bβα に対して AαβBαβ は

AαβBαβ =
∑
α>β

(AαβBαβ +AβαBβα) (∵ α = β ⇒ Bαβ = 0)

=
∑
α>β

Aαβ(Bαβ −Bαβ) = 0

となって消える．
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ここで Clj(z,y) ≡ {φl(z), ϕj(y)}P を成分に持つ行列 C は逆行列 C−1 を持つことを示そう．ただし逆行

列とはその成分 (C−1)il(x,z)が∫
d3z(C−1)il(x, z)Clj(z,y) = δijδ(x− y) (156)

を満たすという意味である．拘束条件量 χ = (φ,ϕ)の定義式 (153)を思い出し，{
A0, e

∑
l

ψ †l ψl

}
P

= 0,

{
∂mAm, e

∑
l

ψ †l ψl

}
P

= 0

となることに注意すると

C ≡({φk(z), ϕl(y)}P) =
(

({A0(i), π
0(j)v}P) ({A0(i), ∂lπ

l(j)v}P)
({∂mAm(i), π0(j)v}P) ({∂mAm(i), ∂lπ

l(j)v}P)

)
,

i ≡(xi, t), j ≡ (xj , t), t ≡ y0 = z0, v ≡ ∆3x

である (ただし例えば ({A0(i), π
0(j)v}P) は {A0(i), π

0(j)v}P を (i, j) 成分に持つ行列である)．格子点

x1,x2, · · · を中心とする各体積要素 ∆3xが無限小であると想定すると
δij
∆3x

= δ(xi − xj)なので [14, p.35]，

正準変数間の Poisson括弧 {qi, pj}P = δij , etc [12, p.172]は

{Aµ(xi, t), πν(xj , t)∆3x}P =δνµδ
i
j = δνµδ(xi − xj)∆

3x

{Aµ(xi, t), Aν(xj , t)}P ={πµ(xi, t)∆3x, πν(xj , t)∆
3x}P = 0

となる．これを用いると行列 C = ({φk, ϕl}P)において

{A0(xi, t), π
0(xj , t)∆

3x}P =δij = δ(xi − xj)∆
3x,

{∂kAk(xi, t), ∂lπl(xj , t)∆3x}P =−
(

∂

∂xi

)
k

(
∂

∂xj

)
l

δlkδ(xi − xj)∆
3x = ∇ 2

i δ(xi − xj)∆
3x(

∵
(

∂

∂xj

)
l

δ(xi − xj) = −
(

∂

∂xi

)
l

δ(xi − xj),∇i ≡
∂

∂xi

)
であり (ラテン文字 k, l, · · · は空間成分 1,2,3を動くものとする)，これ以外の成分はゼロなので

C ≡ ({φk, ϕl}P) =
(
(δij) 0
0 (∇ 2

i δ(xi − xj)∆
3x)

)
(157)

を得る．これは detC ̸= 0を満たすので∑
z

C̃il(x, z)Clj(z,y) = δijδx,y = δijδ(x− y)∆3x

なる C̃il(x,z)を成分に持つ逆行列 C̃ が存在する (最左辺では l についても和をとっている)．両辺を ∆3xで

割ると

δijδ(x− y) =
∑
z

∆3x
C̃il(x, z)

(∆3x)2
Clj(z,y) =

∫
d3z

C̃il(x, z)

(∆3x)2
Clj(z,y)

となるので (C−1)il(x, z) ≡ C̃il(x, z)

(∆3x)2
とすればこれは確かに式 (156)を満たす．
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以上より未定乗数 λi(x)が次のように定まる．

−
∫

d3z(C−1)il(x, z){φl(z),H}P

=

∫
d3z(C−1)il(x, z)

∫
d3yClj(z,y)λ

j(y) (∵ (155))

=

∫
d3yδijδ(x− y)λj(y) (∵ (156))

=λj(x).

ただし x0 = y0 = z0 である [15, p.232]．
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付録 F Yang-Mills理論の局所ゲージ不変性

ここでは Yang-Mills理論に関する 5.1節の議論を掘り下げる．

F.1 内部対称性と群 [27, pp.137–140]

N 種類の Dirac場

ψ =


ψ1

ψ2

...
ψN

 , ψ̄ =
(
ψ̄1 ψ̄2 · · · ψ̄N

)

に対するラグランジアン密度

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ =
N∑
i=1

ψ̄i(i/∂ −m)ψi

は，N ×N のユニタリー行列 U = eiH(したがってH はHermite行列)による大域的位相変換 ψ → Uψ の下
で不変に留まる．このような対称変換は 2回繰り返し行っても，Lを不変に保つ単一の N 次ユニタリー行列
による変換となるから，U(N)群と呼ばれる群を成す．ところで一般に N ×N の Hermite行列 H は N2 個
の独立な実数によって特定できる [29, p.254]．
証明 Hermite性より H の N 個の対角成分は全て実数であり，また下三角成分は上三角成分を与えると完全に定まる．

上三角成分は全部で (N2 −N)/2個あり，その各々が 2つの実数で指定されるので，Hermite行列 H は合計

N + 2× N2 −N

2
= N2 個

の実数パラメーターを持つ．

そこで N2 個の適当な Hermite行列 Ta と実パラメーター θa を用いて，一般に

H =
∑
a

θaTa, U = exp

(
i
∑
a

θaTa

)
と書くことができる (このとき Ta を変換の生成子と呼ぶ)．

U(N)変換の N2 個の生成子 Ta は，規格直交条件

Tr(TaTb) =
1

2
δab (158)

を満たすようにとるのが慣例となっている．単位行列 1に比例する T0 = k1を選ぶと，T0 を生成子とするユ

ニタリー行列

exp(iθ0T0) = exp (iθ0k1) = 1 + (iθ0k)1+
1

2!
(iθ0k)

2
12 + · · · =

[
1 + (iθ0k) +

1

2!
(iθ0k)

2
+ · · ·

]
1

=exp (iθ0k)1

による変換
ψ → exp(iθ0T0)ψ, i.e. ψi → exp (iθ0k)ψi

は U(1)部分群を成す．式 (158)より，残りの N2 − 1個の Ta (a = 1, · · · , N2 − 1)は特に

Tr(Ta) = 0 (a ̸= 0)

を満たすため，exp
(
i
∑N2−1
a=1 θaTa

)
は行列式が 1となることが分かる．
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証明 一般に θa を無限小パラメーターとして，生成子 Ta によるユニタリー変換の演算子を

1 + i
∑
a

θaTa

と書くと，有限の θa による変換の演算子は無限小変換を合成して

U = lim
n→∞

(
1 + i

∑
a

θa
n
Ta

)n
= exp

(
i
∑
a

θaTa

)

と求まる [21, p.64]．また行列式は

detU =det

[
lim
n→∞

(
1 + i

∑
a

θa
n
Ta

)n]

= lim
n→∞

[
det

(
1 + i

∑
a

θa
n
Ta

)]n

= lim
n→∞

[
1 + i

θa
n
Tr(Ta) +O

((
θa
n

)2
)]n

= lim
n→∞

[
1 + iθaTr(Ta) +O

((
θa
n

)2
)]

=1 + iθaTr(Ta)

と表される．ただし第 3の等号では，θa/n程度の N ×N 行列 A = i
∑
a
θa
n
Ta に対して

det(1+A)

=εi1···iN (1+A)1i1 · · · (1+A)NiN

=εi1···iN δ1i1 · · · δNiN
+ εi1···iN {(A1i1δ2i2 · · · δNiN ) + (δ1i1A2i2δ3i3 · · · δNiN ) + · · ·+ (δ1i1 · · · δN−1,iN−1ANiN )}+O((θa/n)

2)

=ε1···N + (εi12···NA1i1 + ε1i23···NA2i2 + · · ·+ ε1···(N−1)iNANiN ) +O((θa/n)
2)

=1 + ε1···N (A11 +A22 + · · ·+ANN ) +O((θa/n)
2)

=1 + TrA+O((θa/n)
2)

=1 +
∑
a

θa
n
Tr(Ta) +O((θa/n)

2)

となることを用いた (εi1···iN は ε1···N = 1を満たす反対称テンソル) [30, pp.70–71]．以上より

Tr(Ta) = 0 ⇒ det

[
exp

(
i
∑
a

θaTa

)]
= 1.

したがって N2 − 1個の Ta (i ̸= 0)は SU(N)変換を生成する．こうして半ば直観的に述べると，U(N)群

は U(1)群と SU(N)群に分解される：

U(N) = U(1)× SU(N).

また N2 − 1個の Ta は交換関係
[Ta, Tb] = ifabcTc (159)

を満たし，上式 (159)で定義される構造定数 fabc は

ifabc = 2Tr([Ta, Tb]Tc)
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と書けることになるから*55，トレースの巡回対称性 (と交換子の反対称性)より，fabc は添字に関して完全反

対称であることが結論される．

例 1 N = 2のとき Pauli行列 σa (a = 1, 2, 3)を用いて

T1 =
1

2
σ1 =

1

2

(
0 1
1 0

)
, T2 =

1

2
σ2 =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, T3 =

1

2
σ3 =

1

2

(
1 0
0 −1

)
. T0 =

1

2
1.

角運動量代数でよく知られているように，構造定数は εabc．

例 2 N = 3のとき このとき N2 = 9個の Ta として，Gell-Mann行列

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


の 1/2倍

Ta =
1

2
λa(≡ F̂a) (i = 1, 2, · · · , 8)

と，単位行列 1に比例した T0 = 1√
6
1を選ぶことができる．残りの 8個の生成子 F̂a はいずれもトレー

スがゼロになっているため，exp
(
i
∑8
a=1 θaF̂a

)
は行列式が 1となり，行列 exp

(
i
∑8
a=1 θaF̂a

)
によ

る位相変換は特殊ユニタリー群 SU(3)を成す．QCD (量子色力学)は SU(3)変換に関してゲージ不変

な理論であり，いわゆる SU(3)Yang-Mills 理論の実例にあたる．クォークの各香り f = d, u, s, c, b, t

について 3種類の色状態 i = r, g, bの Dirac場 ψfi が定義され，8種類の色演算子 F̂a = λa/2が SU(3)

変換の生成子となる [27, p.145]．

交換関係 (159)より交換子は群 G = SU(N)の元 Ta, Tb を Gの元 [Ta, Tb]に対応付ける．ところが任意の

行列 A,B, · · · に対して交換子 [A,B]は

• 双線形性　 [aA+ bB,C] = a[A,C] + b[B,C], [C, aA+ bB] = a[C,A] + b[C,B]

• 反対称性 (歪対称性)　 [A,B] = −[B,A]
• Jacobi恒等式　 [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0

を満たすから，G は交換子を積演算として Lie 代数を構成する*56．そこで特に Ta の交換子が Jacobi の恒

等式
[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]] = 0

が成り立つことを要求し，ここに交換関係 (159)を代入すると，

fbcdfade + fcadfbde + fabdfcde = 0 (160)

が満たされなければならないことが見出される．

*55 右辺に式 (159)を代入し，式 (158)を用いれば確かめられる．
*56 Lie代数の定義については A.9節を参照．
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上式 (160)の証明 式 (159)より
[Ta, [Tb, Tc]] = ifbcd[Ta, Td] = −fbcdfadeTe

となるので，Jacobiの恒等式は

0 =[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]]

=− (fbcdfade + fcadfbde + fabdfcde)Te

と書き換えられる．ここに Te′ を掛けてトレースをとり，規格直交条件 (158)を用いれば最右辺の Te を取り除く

ことができるので，その係数 (· · · )(で e → e′ と改めたもの) がゼロにならなければならない．こうして式 (160)

を得る．

［本節のこれ以降の随伴表現に関する議論は抽象的であるが，それは表面的には，F.2節で後半の補足説明

程度に用いるだけである．］

ここで生成子の表現行列として，Ta の代わりに

[ad(Ta)]
c
b ≡ ifbac

で定義される行列 ad(Ta)を用いる，随伴表現 (adjoint representation)を導入する．このとき式 (160)によ
り ad(Ta)もまた式 (159)と同じ交換関係を満たすため，ad(Ta)も Lie代数の 1つの表現となる*57．
証明 式 (160)の左辺第 1項の 2つの f と第 2項の後ろの f を反対称性によって書き換え，第 3項を移項して

fcbdfdae − fcadfdbe = −fabdfcde

と書こう．両辺を i2 倍し ad(Ta)の定義を用いると

[ad(Tb)]
d
c [ad(Ta)]

e
d − [ad(Ta)]

d
c ad[(Tb)]

e
d = −ifabd[ad(Td)] ec ,

すなわち [ad(Ta), ad(Tb)]
e
c = ifabd[ad(Td)]

e
c を得る．

［TaがN 次正方行列であるのに対し，ad(Ta)はN2次正方行列であることに注意すると，］随伴表現 ad(Ta)

での表現ベクトルは添字 aを持つ量 ϕa で，群 G = SU(N)の変換で

ϕ′b = exp[iθaad(Ta)]
c
b ϕc (161)

と変換する．このように ϕa を縦に並べた“ベクトル表示”を用いる代わりに，生成子の任意の表現行列 (Ta)
j
i

に対して，

(ϕ) ji =
dimG∑
a=1

ϕa(Ta)
j
i (162)

なる N ×N 行列 ϕを用いることもできる*58．そのような“行列記法”では，式 (161)の変換は

ϕ′ = UϕU†, U j
i ≡ [exp(iθaTa)]

j
i (163)

と書ける (ただし U における Ta は式 (162)で考えた表現行列 (Ta)
j
i )．

上式 (163)の証明 式 (162):ϕ = ϕaTa より式 (163)の左辺は

ϕ′ =ϕ′aTa = exp[iθbad(Tb)]
c
a ϕcTa

=

[
1 + iθbad(Tb) +

(iθbad(Tb))
2

2!
+ · · ·

] c

a

ϕcTa

=

[
δ c
a + iθb(ifabc) +

1

2!
(iθb)(iθb

′
)(ifabc′)(ifc′b′c) + · · ·

]
ϕcTa (164)

*57 構造定数は群の掛け算則から決まっていて全ての表現で同じであり，逆に構造定数は実質的に群の掛け算則を規定しているか
ら [27, p.139] [31, p.48]．

*58 ただし随伴表現ベクトル ϕa の添字の上下は区別しない：すなわち ϕa = ϕa, Ta = Ta．
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となる．他方，Baker-Hausdorffの公式

eYXe−Y = X + [Y,X] +
1

2!
[Y, [Y,X]] + · · ·

(X,Y は任意の行列)より式 (163)の右辺は

UϕU† = ϕ+ [iθbTb, ϕ] +
1

2!
[iθb

′
Tb′ , [iθ

bTb, ϕ]] + · · · (165)

と展開される．式 (162):ϕ = ϕaTa より式 (164),(165) それぞれの (最) 右辺第 1 項は等しい．そこで式 (164) に

おける n(≥ 1)次の項 (の n!倍)

[(iθbad(Tb))
n] ca ϕcTa =(iθb1)(iθb2) · · · (iθbn)[ad(Tb1)]

c1
a [ad(Tb2)]

c2
c1 · · · [ad(Tbn)]

c
cn−1

ϕcTa

=(iθb1)(iθb2) · · · (iθbn)(ifab1c1)(ifc1b1c2) · · · (ifcn−1bnc)ϕcTa (166)

と，式 (165)における n(≥ 1)次の項 (の n!倍)

[iθbnTbn , · · · , [iθ
b2Tb2 , [iθ

b1Tb1 , ϕ]] · · · ] (167)

が一致していれば良い．このことを数学的帰納法にて証明しよう．n = 1 のとき式 (166) は iθb · ifabcϕcTa であ
る．他方，式 (167)は

[iθbTb, ϕ] = iθbϕc[Tb, Tc] = iθbϕc · ifbcaTa = iθb · ifabcϕcTa

となるので，これらは一致する．次にある nに対して式 (166),(167)が等しいと仮定すると，式 (167)で n→ n+1

と置き換えた量は

(iθb1) · · · (iθbn)(ifab1c1) · · · (ifcn−1bnc)ϕc × iθbn+1 [Tbn+1 , Ta]

=(iθb1) · · · (iθbn)(iθbn+1)(ifab1c1) · · · (ifcn−1bnc)(ifbbn+1a)ϕcTa (∵ [Tbn+1 , Ta] = ifbn+1abTb = ifbbn+1aTb)

=(iθb1) · · · (iθbn)(iθbn+1)(ifabn+1b)(ifab1c1) · · · (ifcn−1bnc) (∵ ダミー添字の入れ替え a↔ b)

と計算される．最右辺でさらにダミー添字の置き換え

bn+1 → b1 → b2 → · · · → bn → bn+1 : 巡回置換, b→ c1 → c2 → · · · → cn−1 → cn

を施せば，これは式 (166)で n→ n+ 1と置き換えた量に等しいことが判明する．以上より示された．

F.2 局所ゲージ変換 [27, pp.140–144]

ここまでは Dirac場の大局的位相変換を考えてきた．次に考えている場 φi(x)の大域的変換

φ′i(x) = U j
i φj(x) = [exp(iθaTa)]

j
i φj(x)

を局所的位相変換
φ′i(x) = U j

i (x)φj(x) = [exp(igθa(x)Ta)]
j
i φj(x) (168)

に一般化したとき (後の都合上，θa から結合定数 gをくくり出した)，理論のゲージ不変性を回復するには，極

小置換 (微分の共変微分への置き換え)により物質場と相互作用するN2− 1種類のゲージ場を導入すれば良い

ことを，本節と F.3節で説明する．これ以降，φi を縦に並べたベクトルを φ，U j
i を並べた行列を U = (U j

i )

と書く．

まず，点 xにおけるベクトル φi(x)を近接する点 x+ dxに平行移動したベクトル

φ∥i(x+ dx) = φi(x) + ig(Aµ)
j
i (x)φj(x)dx

µ (169)
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を定義すると，これは点 x+dxでの変換行列U(x+dx)で変換するベクトルであって，右辺の行列Aµ = (Aµ)
j
i

は接続場と呼ばれる．

物理的には Aµ はゲージ場であり，Ta を基底として

(Aµ)
j
i (x) =

dimG∑
a=1

Aaµ(x)(Ta)
j
i (170)

と展開できる．これにより (G = SU(N)では) dimG = N2 − 1種類のゲージ場 Aaµ(x) (a = 1, · · · , N2 − 1)

が導入されたことになる．

さて，x+ dxにおけるベクトル φ(x+ dx), φ∥(x+ dx)は，したがってその差

φ(x+ dx)− φ∥(x+ dx) =(∂µφ(x)− igAµ(x)φ(x))dxµ

≡Dµφ(x)dx
µ (171)

は U(x+ dx)で変換する：

(Dµφ)
′(x)dxµ = U(x+ dx)Dµφ(x)dx

µ ≃ U(x)Dµφ(x)dx
µ, (dxの 1次まで)

∴ (Dµφ)
′(x) = U(x)Dµφ(x). (172)

実際，上式 (172):Dµ
′(Uφ) = UDµφが任意の場 φに対して成り立つためには

Dµ
′ = UDµU

−1

であれば良く［ただし右辺の Dµ は U−1 の右側の因子にも作用する］，これは

∂µ − igAµ′ =U(∂µ − igAµ)U−1

=∂µ + U∂µU
−1 − igUAµU−1

［ただし最右辺第 2項 U∂µU
−1 の ∂µ はすぐ右隣の U−1 のみに作用する］よりゲージ場が

Aµ → Aµ
′ =

i

g
U∂µU

−1 + UAµU
−1 (173)

と変換することを意味する．物質場とゲージ場の変換 (168),(173)を合わせて局所ゲージ変換と呼ぶ．

note [9, pp.140–144] [10, pp.27–37] [3, pp.30–35]

曲がった空間においてベクトル V µ(x)を位置 x+ dxに平行移動したベクトル

V µ∥ (x+ dx) = V µ(x)− Γµνρ(x)V
ρ(x)dxν

と，式 (169)を比較すると，(Aµ)
j
i は接続係数 (Christoffel記号) Γµνρ に対応していることが見て取

れる．

位置 x+ dxにもとからあるベクトル V µ(x+ dx)との差

V µ(x+ dx)− V µ∥ (x+ dx) =V µ(x+ dx)− {V µ(x)− ΓµνρV
ρdxν}

=(∂νV
µ + ΓµνρV

ρ)dxν

≡(∇νV µ)dxν
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図 47 2つの無限小の経路

がベクトルとして変換するのと同様，平行移動した場との差 (171)も U(x+ dx)によって“ベクトル”

として変換するように，式 (169) で導入した接続場 Aµ の変換則 (173) を決定できる．場の平行移動

(169)の意味はこの中に含まれている．

上式の最右辺 (∇νV µ)dxν を式 (171)の最右辺 (の第 i成分) Dνφi(x)dx
ν と比較すると，ここで定義

した共変微分 Dν は通常のテンソルの共変微分 ∇ν に対応していることが分かる．

次に場の強さ Fµν(x)を導入しよう．それは数学的には曲率テンソルと呼ばれ，場 φ(x)を図 47の 2つの経

路に沿って平行移動した結果の差
∆φ(x) = [Dµ, Dν ]φ(x)dx

µdyν (174)

(文字定義と導出は下記)において

Fµν ≡
i

g
[Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ] (175)

で定義される (第 2の等号の確認は下記)．このように交換子 [Dµ, Dν ]は見かけと違って，もはや微分演算子

ではない［行列 Aµ, Aν は交換しないことにも注意］．

note これは曲がった空間の曲率テンソル R··· が，ベクトルの平行移動の経路による差，したがって共変微分

の順序による差と
[∇µ,∇ν ]V λ = RλρµνV

ρ

のように関係することと比較される．

また式 (175)は曲率テンソルの定義式

Rµνρσ ≡ ∂ρΓµνσ − ∂σΓµνρ + ΓµαρΓ
α
νσ − ΓµασΓ

α
νρ

に対応していることが見て取れる．� �
ここまでの曲がった空間の幾何学とゲージ理論の対応関係は次のようにまとめられる．

座標変換 ↔ ゲージ変換,

ベクトル V µ ↔ 物質場 φi,

接続 Γµνρ ↔ ゲージ場 (Aµ)
j
i ,

共変微分 ∇µ ↔ 共変微分 Dµ,

曲率 Rµνρσ ↔ 場の強さ (Fµν)
j
i .� �
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式 (174)の導出 図 47の実線の経路に沿って場 φ(x)を点 x+ dxに移すと，式 (160)より

φ∥(x+ dx) = φ(x+ dx)−Dµ(x)φ(x)dx
µ (176)

が得られる［本稿では共変微分 Dµ(x)の引数を明示して計算を進める］．次いでこれを点 x+ dx+ dy

に移した結果は
φ
∥
∥ (x+ dx+ dy) = φ∥(x+ dx+ dy)−Dν(x+ dx)dyν

である (下付きの ∥ は線要素 dx に沿う，上付きの ∥ は線要素 dy に沿う平行移動を表す)．右辺に式

(176)を代入すると，

φ
∥
∥ (x+ dx+ dy) =φ(x+ dx+ dy)−Dµ(x+ dy)φ∥(x+ dy)dxµ −Dν(x+ dx)φ∥(x+ dx)dyν

+Dν(x+ dx)Dµ(x)φ(x)dx
µdyν (177)

と書き換えられる．他方，図 47の破線の経路に沿って場 φ(x)を点 x + dx + dy に移した結果は，式

(177)で置き換え dx↔ dy を行った式で与えられ，ダミー添字の入れ替え µ↔ ν も施せば

φ
∥
∥ (x+ dx+ dy) =φ(x+ dx+ dy)−Dµ(x+ dy)φ∥(x+ dy)dxµ −Dν(x+ dx)φ∥(x+ dx)dyν

+Dµ(x+ dy)Dν(x)φ(x)dx
µdyν

と書ける．よってこれらの差は

∆φ(x) ≡φ∥∥(x+ dx+ dy)− φ ∥∥ (x+ dx+ dy)

={Dµ(x+ dy)Dν(x)−Dν(x+ dx)Dµ(x)}φ(x)dxµdyν

となる．曲率にとって重要な微小量 dx,dy の 2次までの近似では，最右辺において共変微分の引数を

すべて xに置き換えて良いので，式 (174)を得る．

式 (175)の導出

DµDνφ =(∂µ − igAµ)(∂ν − igAν)φ
=∂µ∂νφ− ig(∂µAν)φ− ig{Aν∂µ +Aµ∂ν}φ+ (ig)2AµAνφ,

∴ [Dµ, Dν ]φ =− ig(∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ])φ

による．

さて，平行移動した場 φ
∥
∥(x+ dx+ dy), φ

∥
∥ (x+ dx+ dy)は，したがってその差

∆φ(x) =
g

i
Fµν(x)φ(x)dx

µdyν

は U(x+ dx+ dy)で変換される：

(∆φ′)(x) = U(x+ dx+ dy)∆φ(x) ≃ U(x)∆φ(x), (dx,dy の 2次までの近似)

∴ F ′µνφ
′ = F ′µν(Uφ) = U(Fµνφ).

これが任意の場 φに対して成り立つことから，場の強さの変換則

F ′µν = UFµνU
−1 (178)

が見出される．
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ところで電磁場では，ポテンシャルから導かれる場の強さ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ は恒等式として，Maxwell

方程式の自明な組 εµνρσ∂νFρσ = 0を満たした．一般のゲージ場で，これに対応する式は

εµνρσDνFρσ ≡ εµνρσ(∂νFρσ − ig[Aν , Fρσ]) = 0 (179)

となる (導出は下記)．これは Bianchi (ビアンキ)恒等式と呼ばれ，Jacobi恒等式

[Dν , [Dρ, Dσ]] + [Dρ, [Dσ, Dν ]] + [Dσ, [Dν , Dρ]] = 0 i.e. εµνρσ[Dν , [Dρ, Dσ]] = 0 (180)

から導かれる．

Bianchi恒等式 (179)の導出

0 = εµνρσ[Dν , [Dρ, Dσ]] =
g

i
εµνρσ[Dν , Fρσ] =

g

i
εµνρσ[∂ν − igAν , Fρσ].

ところで Jacobi恒等式 (180)は演算子の関係である．そこで演算子が作用するベクトル φ (ないし行

列)を明記すると，上式最右辺において

[∂ν , Fρσ]φ = ∂ν(Fρσφ)− Fρσ∂νφ = (∂νFρσ)φ+ Fρσ∂νφ− Fρσ∂νφ = (∂νFρσ)φ

となるので，式 (179):
εµνρσ(∂νFρσ − ig[Aν , Fρσ]) = 0

を得る．

場の強さ Fµν もゲージ場 Aµ と同様，

(Fµν)
j
i =

dimG∑
a=1

F aµν(Ta)
j
i (181)

と展開される．式 (170),(181)は式 (162)と比較される式である．そこで変換則 (173),(178)を式 (163)と比

べると，F aµν は群 Gの随伴表現として変換するのに対し，ゲージ場 Aaµ 自身の変換則には付加的な項が伴っ

ている．

ここで変換パラメータ θa(x)が無限小の場合を想定して，変換則 (168),(173)を θa(x)の 1次までの近似で

書き下しておこう．まず U(x) ≃ 1 + igθa(x)Ta より，物質場の変換則 (168)は

δφi(x) = igθa(x)(Ta)
j
i φj(x)

となる．またゲージ場の変換則 (173)は，行列表記で

δAµ = ∂µ(θ
bTb) + ig[(θbTb), Aµ] (182)

となる．

上式 (182)の導出 式 (173)の第 1項は

i

g
U∂µU

−1 =
i

g
(1 + igθaTa){−ig(∂µθb)Tb} ≃ (∂µθ

b)Tb,

第 2項は
UAµU

−1 = (1 + igθaTa)Aµ(1− igθbTb) ≃ Aµ + ig[(θbTb), Aµ]

となることによる．
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式 (182)を成分 Aaµ に対する変換則として書けば，

δAaµ = ∂µθ
a + gfabcA

b
µθ
c (183)

となる．

上式 (183)の導出 式 (182)に式 (170):Aµ = AcµTc を代入し，左から Ta を掛けると

(δAcµ)TaTc =(∂µθ
b)TaTb + igθbAcµTa[Tb, Tc]

=(∂µθ
b)TaTb − gfbcdθbAcµTaTd.

トレースをとると
δAaµ = ∂µθ

a − gfbcaθbAcµ = ∂µθ
a + gfabcA

b
µθ
c : (183).

式 (183)の右辺は Dµ = ∂µ − ig(AbµTb)の随伴表現

(Dµ)
ac = ∂µδ

ac − igAbµ[ad(Tb)]ac

による共変微分 (Dµ)
acθc となっている．

F.3 ゲージ不変なラグランジアン密度 [27, pp.144–145]

ゲージ場 Aµ と相互作用する物質場 φのラグランジアン密度は，自由な物質場のそれにおいて，微分の共変

微分への置き換え［極小置換］∂µ → Dµ を施して得られる：

Lmatter =

{
(Dµφ)

†Dµφ− V (φ†φ) スカラー場

ψ̄(iγµDµ −m)ψ Dirac場
(184)

実際，局所ゲージ変換 (168),(173) の下で物質場の共変微分 Dµφ は，式 (172) のように場 φ と同様に変換

されるので，ラグランジアン密度 (184) はゲージ不変である．また局所ゲージ変換に際して，場の強さは式

(178)に従って変換するから，ゲージ場のラグランジアン密度を

Lgauge field = −1

4
N−1Tr(FµνF

µν) (185)

とすると，これはゲージ不変である［トレースの巡回対称性に注意］．ここに N は行列 Ta の規格直交性を

Tr(TaTb) = Nδab と書いて定義される規格化因子であり，我々の定式化 (式 (158))では N = 1/2である．ラ

グランジアン密度 (185)は

Lgauge field

[
= −1

4
N−1F aµνF

bµνTr(TaTb)

]
= −1

4
F aµνF

aµν (186)

と書き換えられる．

ここで場の強さ Fµν の展開 (181)における成分 F aµν を具体的に調べると

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcA

b
µA

c
ν (187)

が見出される．
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上式 (187)の導出 展開 (181):Fµν = F bµνTb から成分 F aµν をとり出すには，

N−1Tr(TaFµν) = N−1F bµνTr(TaTb) = F aµν

とすれば良い．そこでこの公式 F aµν = N−1Tr(TaFµν)に式 (175):

Fµν = (∂µA
b
ν − ∂νAbµ)Tb − igAbµAcν [Tb, Tc] = (∂µA

b
ν − ∂νAbµ)Tb + gfbcdA

b
µA

c
νTd

を代入すると，

F aµν =N−1
{
(∂µA

b
ν − ∂νAbµ)Tr(TaTb) + gfbcdA

b
µA

c
νTr(TaTd)

}
=∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfabcA

b
µA

c
ν : (187)

を得る．

note 構造定数 fabc の添字に関する完全反対称性から，反対称性

F aµν = −F aνµ

が従う．

一般には生成子 Ta は非可換なので，a種類目のゲージ場の強さ (187)における構造定数 fabc の項はゼロでな

く，ラグランジアン密度 (186)は Aµ の 3次と 4次の自己相互作用項を持つことになる (係数 g はこれらの項

を特徴付けるため，結合定数と呼ばれる)．この場合のゲージ理論を Yang-Mills理論という．

なお，ゲージ場は式 (173)のように変換するため，ゲージ不変性を破ることなくラグランジアン密度にゲー

ジ場の質量項
1

2
m2AaµA

aµ =
1

2
m2N−1Tr(AµA

µ)

を付け加えることはできないことに注意する．
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付録 G ブラックホール

G.1 一般のブラックホール [2, pp.406–418]

ここでは Kerrブラックホールを例にとり，10.1節の議論を具体化する．Kerr解は質量M と角運動量 J を

持つブラックホールを記述する (電荷はゼロ，10.1.1節)*59．

■Kerrブラックホール Kerrブラックホールは角運動量の周りに軸対称であり，Boyer-Lindquist (ボイヤー-

リンキスト)座標 (t, r, θ, ϕ)を用いると，そのメトリックは

ds2 =− ∆− a2 sin2 θ
ρ2

dt2 − 2a
2Mr sin2 θ

ρ2
dtdϕ+

(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

ρ2
sin2 θdϕ2 +

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2,

a ≡J/M, ∆ ≡ r2 − 2Mr + a2, ρ2 ≡ r2 + a2 cos2 θ

によって与えられる．メトリックは対称軸周りの角 ϕと座標時間 tに依らないことが見て取れる．角運動量が

ゼロのとき (a ≡ J/M = 0)，これは Schwarzschild時空の式

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 + r2(sin2 θdϕ2 + dθ2) +

1

1− 2M
r

dr2

になる．

■慣性系の引きずり Kerrメトリックに対して gtϕ はゼロでない値を持つから，質量m ̸= 0の粒子に対して

pt ≡ m dt

dτ
= gttpt + gtϕpϕ, pϕ ≡ mdϕ

dτ
= gϕϕpϕ + gϕtpt

である．ところでメトリックは ϕ に依存しないから，粒子の角運動量 pϕ は保存する (対称性と保存則 [2,

pp.230–233])．そこで無限遠から一直線に落ちてくる粒子 (pϕ = 0)を考えると，

dϕ

dt
=
pϕ

pt
=
gϕt

gtt
≡ ω(r, θ) (188)

となる．これは粒子が重力に“引きずられ”，ゼロでない角運動量を獲得することを意味する．［このように

pϕ = 0と dϕ/dt ̸= 0は矛盾しない．］

■エルゴ領域 gtt > 0となる領域はエルゴ領域と呼ばれ，そこでは強い引きずりが起こる［エルゴ領域の名

前の由来 (定義)は後述の「Penrose過程」の箇所を参照］．この点を見るために，赤道面 θ = π/2上で r = (

一定)の円に沿って放出された光子を考えると，

0 = ds2 = gttdt
2 + 2gtϕdtdϕ+ gϕϕdϕ

2,
dϕ

dt
= − gtϕ

gϕϕ
±

√(
gtϕ
gϕϕ

)2

− gtt
gϕϕ

となる．これは特に gtt = 0となる位置では

dϕ

dt
= 0,−2 gtϕ

gϕϕ

*59 文字 Lはブラックホールの背景下で運動する粒子の角運動量を表すためにとっておく．
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を与える．［gϕϕ > 0であり (確認は下記)，gtϕ は aと異符号だから，］第 2の解 dϕ
dt = −2 gtϕgϕϕ

は光子がブラッ

クホールの回転と同じ方向に引きずられることを表し，第 1の解 dϕ
dt = 0はブラックホールの回転と“逆向き

に”放出された光子が動かないことを意味する．gtt > 0となる領域では［2解はいずれも aと同符号だから］，

光子は (したがって質量を持つ粒子も)ブラックホールと同じ向きに回転しなければならない．

gϕϕ ≥ 0の確認

(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ ≥(r2 + a2)2 − a2∆
=r4 + r2a2 + 2Mra2 (∵ ∆ ≡ r2 − 2Mr + a2)

≥0.

による．

note 以上の結果は議論の進め方より，

ds2 = gttdt
2 + 2gtϕdtdϕ+ gϕϕdϕ

2 + grrdr
2 + gθθdθ

2

という形のメトリックを持つ軸対称な重力場一般に成り立つと考えられる．

Kerr解の場合，エルゴ領域は
r ≤ r0 ≡M +

√
M2 − a2 cos2 θ

で与えられる．r = r0 はエルゴ球と呼ばれる．

■Kerrブラックホールの地平面 Kerr解の場合の地平面は grr =∞となる半径

r = r+ ≡M +
√
M2 − a2

である (証明は行わない)．よって r+ ≤ r0 であり，等号は極 θ = 0, π に対して成り立つ．

地平面 r = r+ では

dt = 0, dr = 0, grr =∞ ⇔ ∆ = 0

なので，地平面は

dl2 =
(r 2

+ + a2)2

ρ2
sin2 θdϕ2 + ρ2dθ2

で与えられる内在的メトリック (γij)を持つ．よって地平面の表面積は

A =

∫
dϕdθ

√
|γij | =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ(r 2
+ + a2) sin θ = 4π(r 2

+ + a2) (189)

と計算される．

■Kerrメトリックの赤道面での光子の運動 Kerr解に対して，無限遠から一直線に落ちてくる粒子の引きず

りによる角速度 (188):ω = gϕt

gtt 右辺におけるメトリックの反変成分を調べると，

ω =
2Mra

(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ
(190)

となる (導出は下記)．これは常に (分母が正だから*60)ブラックホールの角運動量 a ≡ J/M と同じ符号を持

ち，また r の大きなところで r−3 のように小さくなる．

*60 gϕϕ の符号を調べた際に確認済み．
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ω の式 (190)の導出 メトリックの反変成分 gµν を計算しよう．(gµν)のゼロでない非対角成分は gtϕ(= gϕt)

のみなので，

grr =
1

grr
= ∆ρ−2, gθθ =

1

gθθ
= ρ−2.

また (
gtt gtϕ

gtϕ gϕϕ

)
=

(
gtt gtϕ
gtϕ gϕϕ

)−1
=

1

D

(
gϕϕ −gtϕ
−gtϕ gtt

)
において，行列式は

D = gttgϕϕ − (gtϕ)
2 = −∆ sin2 θ (191)

と計算されるので (確認は下記)，

gtt = − (r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

ρ2∆
, gtϕ = −a2Mr

ρ2∆
, gϕϕ =

∆− a2 sin2 θ
ρ2∆ sin2 θ

となる．これを式 (188):ω = gϕt

gtt に代入すれば良い．より簡単には，

ω =
gϕt

gtt
=
−gtϕ/D
gϕϕ/D

= − gtϕ
gϕϕ

として最右辺を評価できる．

Dの式 (191)の確認

D =

(
−∆− a

2 sin2 θ

ρ2

)
(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

ρ2
sin2 θ −

(
−a2Mr sin2 θ

ρ2

)2

=
sin2 θ

ρ4
[(a2 sin2 θ −∆){(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ} − 4a2M2r2 sin2 θ]

の最右辺において，sin2 θの係数

a2(r2 + a2)2 + a2∆2 − 4a2M2r2

=a2(r2 + a2)2 + a2(∆+ 2Mr)(∆− 2Mr)

=a2(r2 + a2)2 + a2(r2 + a2)(r2 − 4Mr + a2)

は

2a2(r2 + a2)∆

=a2(r2 + a2)(r2 − 2Mr + a2) + a2(r2 + a2)(r2 − 2Mr + a2)

=a2(r2 + a2)2 + a2(r2 + a2){(−2Mr) + (r2 − 2Mr + a2)}

に一致する．よって D の式の [· · · ]内は

−a4∆ sin4 θ + 2a2(r2 + a2)∆ sin2 θ −∆(r2 + a2)2

であり，これは

−∆ρ4 =−∆(r2 + a2 − a2 sin2 θ)2

=−∆{(r2 + a2)2 − 2a2(r2 + a2) sin2 θ + a4 sin4 θ}
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に等しいから

D =
sin2 θ

ρ4
(−∆ρ4) = −∆ sin2 θ : (191)

を得る．

Kerr時空の赤道面 θ = π/2を運動する pθ = 0の光子に対して p⃗ · p⃗ = 0を書き下すと(
dr

dλ

)2

=
(r2 + a2)2 − a2∆

r4
(E − V+)(E − V−), (192)

V±(r) =

[
ω ±

(
ω2 − gϕϕ

gtt

)1/2
]
L (193)

=
2Mra± r2∆1/2

(r2 + a2)2 − a2∆
L (194)

となる［導出は下記］．

式 (192)–(194)の導出

0 = gµνpµpν = gttp 2
t + grrp 2

r + gθθp 2
θ + gϕϕp 2

ϕ + 2gtϕptpϕ

において，pr = dr
dλ と書き (λは適当なパラメーター)，

pt = −E, grrp 2
r = grrp

r2 = grr

(
dr

dλ

)2

, pθ = 0, pϕ = L

とおくと

gttE2 + grr

(
dr

dλ

)2

+ gϕϕL2 − 2gtϕEL = 0

となるので， (
dr

dλ

)2

=grr[(−gtt)E2 + 2gtϕEL− gϕϕL2]

=grr(−gtt)
[
E2 − 2ωEL+

gϕϕ

gtt
L2

]
(195)

を得る．

式 (193)の V±(r)に対して

V+ + V− = 2ωL, V+V− =
gϕϕ
gtt

L2

となるので (E − V+)(E − V−)は式 (195)最右辺の [· · · ]内に一致するから，式 (192)が成立する．

ここで式 (193)の

ω2 − gϕϕ
gtt

=
(2Mra)2 − {(r2 + a2)2 − a2∆}(∆− a2)

{(r2 + a2)2 − a2∆}2

において，
(r2 + a2)2 − a2∆ = r4 + r2a2 + 2Mra2, ∆− a2 = r2 − 2Mr
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図 48 aL > 0でのポテンシャル図 図 49 aL < 0でのポテンシャル図

より

(2Mra)2 − {(r2 + a2)2 − a2∆}(∆− a2)

=r4

{(
2Ma

r

)2

−
(
r2 + a2 +

2M

r
a2
)(

1− 2M

r

)}
=− r4(r2 + a2 − 2Mr)

=− r4∆

となることに注意すると，式 (194)へと書き換えられる．

aL > 0 (光子の角運動量 Lがブラックホールの角運動量 a = J/M と同じ向き)の場合，V±(r)の概形は図

48のようであり，運動は (dr/dλ)2 > 0となる E > V+ または E < V− の領域でのみ可能である．E > 0を

持つ粒子は V+ の頂上にぶつかる場合，無限遠に引き返し，V+ の頂上を超える場合，ブラックホールの中に

落ち込んでいく．

■Penrose過程 aL < 0 (粒子の角運動量 Lがブラックホールの角運動量 a = J/M と逆向き)の場合，V±(r)

の概形は図 49のようになるので，運動可能領域 E > V+, E < V− のうち地平面の近くの観測者に対するエネ

ルギーが正となる E > V+ の領域は，E < 0となり得る範囲 r < r0 を含むことになる．r < r0 がエルゴ領域

と呼ばれるのはこのためである (“エルゴ”はギリシャ語でエネルギーを意味する)．

粒子がエルゴ領域で 2個の光子に分裂したとすると，そのうち一方はエネルギー E < 0を持ち得る．この

ときエネルギー保存則によりもう一方は E > 0 を持つ．aL < 0 の場合には，V±(r) の概形 (図 49) により

E < 0の光子は r < r0 に留まるのに対し，E > 0の光子は r > r0 へ抜け出し得る．するとこの Penrose (ペ

ンローズ)過程において，ブラックホールのエネルギーは減少する．

• クェーサーのジェットは Penrose過程で放出された荷電粒子かもしれない．

• Penrose過程は Kerrブラックホールに限らず，エルゴ領域が存在すればいつも起こる．

• エルゴ領域を持つ星の不安定性
星の持つエルゴドロイド〔ドーナツ状のエルゴ領域〕に捕捉された重力波は負のエネルギーを持つ．

しかし波というのは完全には局在せず，正のエネルギーを持って外にもれ出す．

これによりエルゴ領域の波は強くなり (絶対値のより大きな負のエネルギーを持ち)，
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無限遠に逃げる波の振幅もまた増大する．

波は角運動量を持ち去るので，星の回転は減速し，いずれエルゴ領域は消失する．

• Kerrブラックホールの安定性

一方，Kerrブラックホールの場合，エルゴ領域の波は無限遠に逃げるだけでなく，

地平面を抜けてブラックホールの中へも伝わることができる

(r+ ≤ r0，r = r+：地平面，r = r0：エルゴ球)．

Kerrブラックホールが安定なのはこのためと考えられる．

G.2 ブラックホールによる量子力学的輻射放出：Hawking過程 [2, pp.426–432]

Hawkingはブラックホールの近くの電磁場に量子力学を適用し，ブラックホールはエネルギーを連続的に

放射していることを示した．これに対する初等的な“もっともらしい議論”を与えよう．場の量子論によれ

ば，真空では光子対 (エネルギー ±E)が対生成し，エネルギー保存則を破る．しかしこれは ∆t = ℏ/(2∆E)

以下の短い時間の後に対消滅するため，エネルギー保存則は大きなスケールでは厳密に成り立っている．さ

て，一方が E(≥ 0)，他方が −E のエネルギーを持つ光子対が地平面のすぐ外側で作られると，負エネルギー
光子は時間 ℏ/(2E)が経つ前に地平面の中に入る可能性がある．このとき負エネルギー光子はいったん地平面

の中に入ると自由に伝播することができ，正エネルギー光子は無限遠に逃げられる．これがブラックホールか

らの輻射を成す．

• 負エネルギー光子が地平面内を自由に伝播できること
簡単のために Schwarzschildメトリックを考える．

地平面内を光子が伝播できるためには，地平面内 r < 2M の観測者

U⃗ = (0, Ur, 0, 0)

(
U⃗ · U⃗ = −1 ⇒ Ur = −

(
2M

r
− 1

)1/2
)

が観測する光子のエネルギー

−p⃗ · U⃗ = −
(
2M

r
− 1

)−1/2
pr

が正，したがって pr < 0でなければならない．

ところが動径方向に運動するゼロ角運動量 L = 0の光子に対して E = ±pr なので*61，

この条件 pr < 0は E ［Schwarzschild座標におけるエネルギー −p0］の符号に制約を与えない．
よって E < 0の光子は地平面内を自由に伝播できる．

• ブラックホールの放射する光子のエネルギー

*61 保存量は p0 = −E, pϕ = L = 0であり，また pr = dr/dλと書いて光子軌道上のパラメーター λを定義できる．Schwarzschild

メトリックを用いると反変成分 pµ は

p0 =

(
1−

2M

r

)−1

E, pθ ∼
dθ

dλ
(赤道面θ = π/2上), pϕ =

L

r2
= 0

となるので，p⃗ · p⃗ = 0は (pr)2 = E2 を与える．
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はじめ地平面付近 r = 2M + ε(ε > 0)に瞬間的に静止していた観測者

U⃗ = (U0, 0, 0, 0),(
U⃗ · U⃗ = −g00U 2

0 = −1 ⇒ −U0 =

(
− 1

g00

)1/2

=

(
1− 2M

r

)1/2

≃
( ε

2M

)1/2)

が地平面に落下する固有時間は
∆τ ≃ 2(2Mε)1/2 (196)

なので［導出は下記］，この系に対する光子のエネルギーは

E =
ℏ
∆τ

=
ℏ
2
(2Mε)−1/2

である*62．

これを −p⃗ · U⃗ = −g00p0U0 と等置すると，光子の軌道上の保存エネルギー，

したがって無限遠に届いたときに測定されるエネルギー［Schwarzschild座標におけるエネルギー］は

E ≡ −p0 =
h

8πM
(197)

となる．

これはブラックホールを温度

T =
h

8πkM
(k : Boltzmann定数) (198)

の黒体としたときの黒体放射に特徴的なスペクトルとよく合っている．

• Penrose過程との違い

Hawking過程は

– エルゴ領域を持たないブラックホールでも起こる

– 不安定的な暴走を起こさない

という点で Penrose過程と異なる．

• ブラックホールの輻射率は，

地平面の表面積 A = 16πM2 (式 (189)で a = 0とおく),

ブラックホールの温度 T =
h

8πkM

に対して AT 4 に比例するので*63，これはM−2 に比例する．

よって dM
dt ∼M

−2 であり，ここからブラックホールの寿命は τ ∼M3 となる．

これが宇宙の年齢 1010 に収まるには，ブラックホールの質量はM ≲ 1012kgでなければならない．

これは太陽質量 (∼ 1030kg)に比べて小さいけれど，

宇宙のごく初期には 1012kgのブラックホールができる可能性がある．

1012kgのブラックホールの温度は 1011Kで［T = h
8πkM］，主に γ 線を放出する．

しかし観測される γ 線バーストは，ブラックホールの蒸発によるものと考えるには明るすぎる．

*62 ℏ/2
E
となっていない．因子 1/2 の違いは結論 (197),(198) の数係数に影響する．しかし温度 (198) を 1/2 倍しても，後の

Hawking温度 TH = ℏ/8πkM と正確には一致しない．
*63 T 4 の温度依存性は，黒体放射に関する Stefan-Boltzmannの法則による．
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• Hawkingの議論は光子の伝播が時空を変化させないことを仮定しており，

典型的な光子のエネルギー E に対して E ≪M が満たされるときにのみ正しい．

• 重力と熱力学の統一
Schwarzschildブラックホールに対して

質量M はそのエネルギー E，TH = ℏ/(8πkM)はその温度なので，

A = 16πM2, ∴ dM =
ℏ

8πkM
d

(
kA

4ℏ

)
は S = kA/4ℏをエントロピー S とする解釈の下で，熱力学第一法則

dE = THdS

を表す［一般のブラックホールに対する議論は 10.1節］*64．

このとき Hawkingの面積定理 dA
dt ≥ 0は熱力学第二法則 dS

dt ≥ 0と見なせる．

• ブラックホールからの輻射は，地平面の形成の際に，
古典的な描像では消し去られた情報を運ぶことができるかもしれない．

式の導出など

■系の落下時間 (196) について 動径方向に落下する質量 m(̸= 0) の粒子に対して，Ẽ ≡ −p0/m, L̃ ≡
pϕ/m = 0が保存する．pr = m dr

dτ であり，Schwarzschildメトリックに対して反変成分

p0 = m

(
1− 2M

r

)−1
Ẽ, pϕ = m

L̃

r2
= 0

が得られる．よって p⃗ · p⃗ = −m2 は (
dr

dτ

)2

= Ẽ2 − 1 +
2M

r

を与える．［粒子の質量mが結果に残らないことに注目する．］よって

dτ =
dr

Ẽ2 − 1 + 2M
r

であり [2, pp.369–371,p.391]，はじめ瞬間的に静止していた系 ( drdτ = 0)に対する一定値 Ẽ2 = 1− 2M
2M+ε を

代入すると，

∆τ = −
∫ 2M

2M+ε

dr(
2M
r −

2M
2M+ε

)1/2
を得る．この積分は

∆τ =

(
2M + ε

2M

)1/2 ∫ 2M+ε

2M

r1/2dr

(2M + ε− r)1/2

=2

(
2M + ε

2M

)1/2 ∫ √ε
0

(2M + ε−X2)1/2dX (X ≡ (2M + ε− r)1/2)

=2{1 +O(ε)}{(2Mε)1/2 +O(ε3/2)}

=2(2Mε)1/2 +O(ε3/2) : (196)

*64 TH = ℏ/(8πkM)(ただし G = 1, c = 1)は式 (10.10)の Hawking温度であり，これは式 (198):T = h/(8πkM)の hを ℏに置
き換えたものである．
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と評価できる．

■E の式 (197)について E = E · 1
−U0
· 1
−g00 において

E =
ℏ
2

1√
2Mε

,
1

−U0
=

√
2M

ε
,

1

−g00
= 1− 2M

2M + ε
≃ ε

2M

である．
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