
【高校数学】

知られざる
受験数学の奥義

 なお理論物理の各種ノートを以下のページで公開している．
 http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/
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多項式
(+3次曲線の対称性)

組み立て除法など



𝑷(𝒙)を割った余りから3次式で割った余り
整式𝑃(𝑥)を(𝑥 − 1)2で割ったときの余りが4𝑥 − 5で，
𝑥 + 2で割ったときの余りが−4である．
𝑃(𝑥)を 𝑥 − 1 2(𝑥 + 2)で割ったときの余りを求めよ．

解1 整式𝑃(𝑥)を(𝑥 − 1)2で割ったときの余りが4𝑥 − 5であるから，
 商を𝑄1(𝑥)とおくと 𝑃 𝑥 = 𝑥 − 1 2𝑄1 𝑥 + 4𝑥 − 5.
  𝑄1(𝑥)を𝑥 + 2で割り，商を𝑄(𝑥)，余りを𝑟とおくと，
 𝑄1 𝑥 = 𝑥 + 2 𝑄 𝑥 + 𝑟. これを上の式に代入すると
 𝑃 𝑥 = 𝑥 − 1 2 𝑥 + 2 𝑄 𝑥 + 𝑥 − 1 2𝑟 + 4𝑥 − 5. 
 ここで，𝑃 −2 = 𝑟(−3)2−8 − 5 = −4 より 𝑟 = 1.
 よって余りは 1 ∙ 𝑥 − 1 2 + 4𝑥 − 5 = 𝑥2 + 2𝑥 − 4.

解2 𝑃(𝑥)を 𝑥 − 1 2(𝑥 + 2)で割ったときの余りを𝑄(𝑥)とする．
 余りは2次以下の整式または0であるから，𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥 + 𝑒とおける．
 𝑃 𝑥 = 𝑥 − 1 2 𝑥 + 2 𝑄 𝑥 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥 + 𝑒.
 𝑃(𝑥)を 𝑥 − 1 2で割った余りが4𝑥 − 5であるから，
 𝑃 𝑥 = 𝑥 − 1 2 𝑥 + 2 𝑄 𝑥 + 𝑐 + 4𝑥 − 5 と表される．
 𝑃 −2 = (−2 − 1)2𝑐 + 4 −2 − 5 = −4 から 9𝑐 − 13 = −4, ∴ 𝑐 = 1.
 余りは 𝑥 − 1 2 ∙ 1 + 4𝑥 − 5 = 𝑥2 + 2𝑥 − 4.

★ 𝑃を𝐴𝐵で割るとき，𝑃を𝐴で割り，その商を𝐵で割ると良い．

 𝑃 = 𝐴𝑄1 + 𝑅1, 𝑄1 = 𝐵𝑄2 + 𝑅2 とすると，
 𝑃 = 𝐴 𝐵𝑄2 + 𝑅2 + 𝑅1 = 𝐴𝐵𝑄1 + 𝐴𝑅2 + 𝑅1.



𝑥の整式𝑓(𝑥)を𝑎𝑥 + 𝑏 (𝑎 ≠ 0)でわったときの商を𝑞(𝑥)，
余りを𝑅とするとき，次の各々について，商と余りを求めよ．

(1)  𝑓(𝑥)を𝑥 + 𝑏

𝑎
で割ったとき

(2)  𝑥𝑓(𝑥)を𝑎𝑥 + 𝑏で割ったとき
(3)  𝑥2𝑓(𝑥)を𝑎𝑥 + 𝑏で割ったとき

【着眼】「𝐴 = 𝐵𝑄 + 𝑅」の式で𝑅が𝐵で割れれば，
  𝑅 = 𝐵𝑄1 + 𝑅1として，もとの式に代入して
  𝐴 = 𝐵 𝑄 + 𝑄1 + 𝑅1 とする．

【解】
 (1) 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑞 𝑥 + 𝑅 より

  𝑓 𝑥 = 𝑥 +
𝑏

𝑎
∙ 𝑎𝑞 𝑥 + 𝑅 なので，商𝑎𝑞(𝑥)，余り𝑅

(2)  𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑞 𝑥 + 𝑅𝑥

= 𝑥 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑞 𝑥 + 𝑅 𝑥 +
𝑏

𝑎
−

𝑏

𝑎
𝑅

= 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑥𝑞 𝑥 +
𝑅

𝑎
−

𝑏

𝑎
𝑅

より商𝑥𝑞 𝑥 +
𝑅

𝑎
，余り−

𝑏

𝑎
𝑅

(3) 𝑥2𝑓 𝑥 = 𝑥2 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑞 𝑥 + 𝑅𝑥2

 そこで𝑅𝑥2を𝑎𝑥 + 𝑏で割ると

 商
𝑅

𝑎
𝑥 −

𝑏

𝑎2 𝑅，余り
𝑏2

𝑎2 𝑅であるから，

𝑥2𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑥2𝑞 𝑥 +
𝑅

𝑎
𝑥 −

𝑏

𝑎2 𝑅 +
𝑏2

𝑎2 𝑅.

 よって商𝑥2𝑞 𝑥 +
𝑅

𝑎
𝑥 −

𝑏

𝑎2 𝑅，余り
𝑏2

𝑎2 𝑅



(1) すべての実数𝑥に対して𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≥ 0が成り立つ条件は
 (𝑎 > 0かつ𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤ 0) または (𝑎 = 0かつ𝑏 = 0かつ𝑐 = 0)

𝑥 𝑥

𝑏の2次方程式 𝑃 = 𝑏2 − 4𝑎2 − 3 𝑏 + 𝑎4 = 0の判別式を𝐷とすると，
𝐷 = 4𝑎2 − 3 2 − 4𝑎4 ≤ 0
3 2𝑎2 − 1 2𝑎2 − 3 ≤ 0

1

2
≤ 𝑎2 ≤

3

2

∴ −
6

2
≤ 𝑎 ≤ −

2

2
,

2

2
≤ 𝑎 ≤

6

2

𝑷は𝒂, 𝒃の多項式，常に𝑷 ≥ 𝟎となる𝒂の範囲，𝒃の範囲

𝑎, 𝑏を実数とし，𝑃 = 𝑎4 − 4𝑎2𝑏 + 𝑏2 + 3𝑏 とおく．
(1) すべての実数𝑏に対して𝑃 ≥ 0となるような𝑎の値の範囲
(2) すべての実数𝑎に対して𝑃 ≥ 0となるような𝑏の値の範囲
を求めよ．

(2)  𝑎2 = 𝑥(≥ 0)とおくと
 𝑃 = 𝑥2 − 4𝑏𝑥 + 𝑏2 + 3𝑏

 = (𝑥 − 2𝑏)2−3𝑏2 + 3𝑏 (𝑥 ≥ 0)
 𝑥 ≥ 0における𝑃の最小値を𝑚とすると，
 求める条件は𝑚 ≥ 0である．
 𝑓 𝑥 = (𝑥 − 2𝑏)2−3𝑏2 + 3𝑏とすると，

 (i) 2𝑏 < 0のとき 𝑚 = 𝑓 0 = 𝑏2 + 3𝑏 ≥ 0, ∴ 𝑏 ≤ −3

 (ii) 2𝑏 ≥ 0のとき 𝑚 = 𝑓 2𝑏 = −3𝑏2 + 3𝑏 ≥ 0, ∴ 0 ≤ 𝑏 ≤ 1
 したがって，𝑏 ≤ −3, 0 ≤ 𝑏 ≤ 1



𝑥に関する実係数2次方程式
𝑥 − 𝑎 𝑥 − 𝑐 + 𝑘 𝑥 − 𝑏 𝑥 − 𝑑 = 0は，𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑となるとき，
必ず相異なる実数解をもつことを証明せよ．

中間値の定理
 関数𝑓(𝑥)が区間[𝑎, 𝑏]で連続で，𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝑏)ならば，
 𝑓(𝑎)と𝑓(𝑏)の間にある任意の値𝑘に対して

𝑓 𝑐 = 𝑘, 𝑎 < 𝑐 < 𝑏
 を満たす𝑐が少なくとも1つ存在する．

𝑥
O

𝑦

𝑎

𝑓(𝑎)

𝑓(𝑏)

𝑏

𝑦 = 𝑘

𝑐

𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑎 𝑥 − 𝑐 + 𝑘(𝑥 − 𝑏)(𝑥 − 𝑑)とおくと，𝑓(𝑥)は連続であり，

𝑓 𝑏 = 𝑏 − 𝑎 𝑏 − 𝑐 , 𝑓 𝑑 = 𝑑 − 𝑎 𝑑 − 𝑐 .

仮定𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑より𝑓 𝑏 < 0, 𝑓 𝑑 > 0となるから，
𝑓 𝑥 = 0は𝑘の値の如何(いかん)に関わらず
𝑏 < 𝑥 < 𝑑の間に1つの解を持ち，
また𝑦 = 𝑓(𝑥)は実係数の2次式であるから，
この区間外にもう1つの解を持つことが分かる．

+ + −−

𝑥 (𝑦 = 0)
O

𝑦

𝑓(𝑏)

𝑓(𝑑)

𝑏

𝑑



3次曲線の対称性

【要点】3次曲線の対称性は，3次関数を変曲点周りの
テイラー展開の形に書けば明白である．



4次方程式 𝒙𝟒 + 𝒑𝒙𝟑 + 𝒒𝒙𝟐 + 𝒓𝒙 + 𝒔 = 𝟎, 𝒑𝟐𝒔 = 𝒓𝟐 が成り立つ



演習

答

組み立て除法



𝒏個の1次式を展開

【着眼】



不等式

⚫ 𝐴 =
1

𝑛
(𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛)のとき𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛 ≦ 𝐴𝑛の証明

⚫ 一般の相加・相乗平均の不等式の証明
⚫ シュワルツの不等式 (一般形，積分，ベクトル)
など



不等式が常に成り立つ𝒌の条件3

不等式 | sin 𝑥 − sin 𝑦 | ≤ 𝑘|𝑥 − 𝑦| がすべての𝑥, 𝑦について成り立つ
ような定数𝑘の最小値を求めよ．

【解】

| sin 𝑥 − sin 𝑦 | ≤ 𝑘|𝑥 − 𝑦| ⋯ ⋯ ①
𝑥 = 𝑦のとき①は成り立つから，
𝑥 ≠ 𝑦を満たすすべての実数𝑥, 𝑦に対して①が成り立つような
定数𝑘の最小値を求めればよい．以下𝑥 ≠ 𝑦とする．

① ⟺
sin 𝑥 − sin 𝑦

𝑥 − 𝑦
≤ 𝑘 ⋯ ⋯②

ここで，𝑦 = 0のとき𝑥 → 0とすると
sin 𝑥 − sin 𝑦

𝑥 − 𝑦
=

sin 𝑥

𝑥
→ 1

であるから，②が成り立つためには𝑘 ≥ 1であることが必要である．
逆に𝑘 ≥ 1のとき， sin 𝑥 ′ = cos 𝑥であるから，平均値の定理より
sin 𝑥−sin 𝑦

𝑥−𝑦
= cos 𝑐 となる𝑐が𝑥と𝑦との間にある．

このとき
sin 𝑥 − sin 𝑦

𝑥 − 𝑦
= cos 𝑐 ≤ 1 ≤ 𝑘

となり，すべての実数𝑥, 𝑦に対して②が成り立つ．
以上により，求める最小値は1



平均値の定理絶対値つき不等式が成り立つ𝒌の最小値 (穴埋めなし)

【着眼】





相加・相乗平均の関係の証明 (微分と数学的帰納法2)



(𝑓(𝑥)と𝑔(𝑥)が同符号)

無理不等式の解き方

分数不等式の解き方



𝐴 > 0

判別式

相
加
・
相
乗
平
均
の
関
係
の

証
明
で
も
使
え
る
方
法(

別
頁)

シュワルツの不等式の証明



※1 (証1において)
(𝑎1

 2 + 𝑎2
 2 + ⋯ + 𝑎𝑛

 2)(𝑏1
 2 + 𝑏2

 2 + ⋯ + 𝑏𝑛
 2) ≠ 0のときの

等号成立条件は𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 = 0または𝑥𝑘 − 𝑦𝑘 = 0，すなわち

𝑏𝑘

𝑎𝑘
=

σ 𝑏𝑘
 2

σ 𝑎𝑘
 2

⋯③ または
𝑏𝑘

𝑎𝑘
= −

σ 𝑏𝑘
 2

σ 𝑎𝑘
 2

 ⋯④ (𝑘 = 1, ⋯ , 𝑛)

よって
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
= ⋯ =

𝑏𝑛

𝑎𝑛
⋯⑤となる必要がある．

逆に⑤の比を𝑟とおくと，
𝑟 > 0のとき③が，𝑟 < 0のとき④が成り立つので，
⑤が等号成立条件である．

※2
等号成立条件において，
ある𝑘に対して𝑎𝑘 = 0のとき𝑏𝑘 = 0より，

𝑎1: 𝑏1 = 𝑎2: 𝑏2 = ⋯ = 𝑎𝑛: 𝑏𝑛

※3 (証2末尾「𝑏𝑘
𝑎𝑘

= 𝐶

𝐴
⇒

𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
= ⋯ =

𝑏𝑛

𝑎𝑛
 」について)

逆に
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
= ⋯ =

𝑏𝑛

𝑎𝑛
(= 𝑟)のとき𝐶

𝐴
= 𝑟となり，

𝑏𝑘
𝑎𝑘

= 𝐶
𝐴 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑛



(「≡」は「=」を強めた表記で，等号が恒等的に，すなわち任意の𝑥に対して成り立つことを表す．)

シュワルツの不等式



シュワルツの不等式



論理

アリバイの理論など



「𝒑ならば𝒒」の否定 etc

背理法は (𝑝 ⟹ 𝑞) ≡ 𝑝⋀ത𝑞 を出発点として、考えることができる。つまり、仮定 𝑝 と

結論の否定 ത𝑞 が同時に成り立つ（仮定の条件の下で結論を否定している）として、

矛盾を導き出せば、𝑝 かつത𝑞が起こりえないことになるから、その否定の 𝑝⋀ത𝑞 が真と

なり  𝑝 ⟹ 𝑞 が真であることが云える訳である。

アリバイの理論

たとえば、「彼が犯人でない」ことを相手に説得するのに、犯行時間に彼が犯行現場に

いなかった事実を挙げることがある。

これは以下のように、背理法と考えることができる。

1. 仮に、彼が犯人であるとする。

2. 彼が犯行時間に犯行現場にいたと同時に犯行現場にいなかったという矛盾が生じる。

3. したがって、彼は犯人ではない。

［注］記号の説明

「 ҧ𝑝」⋯ ⋯ 𝑝の否定 「 ⟹ 」 ⋯ ⋯ならば 「 ⋀ 」 ⋯ ⋯かつ

命題𝑝は真か偽であるか、すなわち𝑝か ҧ𝑝かである。

したがって、𝑝ならば𝑞というときには、𝑞か ҧ𝑝かのいずれかが成り立つことになる。

また、 ҧ𝑝か𝑞かのいずれかが成り立つなら、𝑝のときは、 ҧ𝑝でないから𝑞が成り立つ。

つまり、𝑝ならば𝑞ということになる。

このように考えると、 𝑝 ⟹ 𝑞 は ҧ𝑝⋁𝑞 と定められる。

また、次のように考えてもよい。

「𝑝ならば𝑞」ということは「𝑝である限り𝑞」ということ。

すなわち、「𝑝でありながら𝑞が成り立たない、ということはない」ということである。

つまり、 𝑝 ⟹ 𝑞 は 𝑝⋀ത𝑞 と同じものとみなすことができる。

これから𝑝, 𝑞の真偽と 𝑝 ⟹ 𝑞 の真偽との間に次の関係があることが分かる。

真理表

記号の説明
否定 ҧ𝑝 (𝑝でない)
または ⋁
真 ○
偽 ×



［注］

𝑝が偽のときは𝑞の真偽にかかわらず「𝑝 ⟹ 𝑞」は真であることに注意する。

「𝑝 ⟹ 𝑞」の否定は「𝑝であって同時に𝑞でないものが少なくとも1つある」

【解説】命題「三角形の2辺が等しいならば、その三角形は正三角形である」は

偽である、は明らかでしょう。従って、その否定命は真である。

否定命題は「2辺の等しい三角形で、しかもその三角形は正三角形でないものが

少なくとも1つはある」であり、成り立つ例として、直角二等辺三角形があるから

真となる訳である。

もし、これを「𝑝 ⟹ 𝑞」の否定を「𝑝 ⟹ ത𝑞」とすると、おかしなことが起こる。

今、「三角形の2辺が等しいならば、その三角形は正三角形でない」とすると、

正三角形は2辺が等しいはずだから、正三角形は正三角形ではないとなり、

矛盾を生じてしまう。

従って、「三角形の2辺が等しいならば、その三角形は正三角形である」ことが

証明されて、おかしなこととなる。

問

全体集合を𝑈とし、その要素𝑥を含む命題関数𝑝(𝑥), 𝑞(𝑞), 𝑟(𝑥)がある。

いま、「すべての𝑥について」を「∀𝑥」，「ある𝑥について」を「∃𝑥」，

「𝑝(𝑥)または𝑞(𝑥)」を「𝑝(𝑥)⋁𝑞(𝑥)」，「𝑝(𝑥)かつ𝑞(𝑥)」を「𝑝(𝑥)⋀𝑞(𝑥)」，

「𝑝(𝑥)でない」を「𝑝(𝑥)」，「ならば」を「⟶」

で表せば、「すべての𝑥について、 𝑝(𝑥)または𝑞(𝑥)ならば𝑟(𝑥)でない」は

∀𝑥 [𝑝(𝑥)⋁𝑞(𝑥) ⟶ 𝑟(𝑥)] となる。

このとき、この命題の否定を記号 ∀，∃，⋁，⋀， ഥ のいずれかを用いて表せば

(a)

となる。また、𝑈を実数全体の集合とし、𝑝(𝑥) を 𝑥 ≤ 3, 𝑞(𝑥) を 𝑥 > 2 とするとき、

命題(a)は

(b) (この中には真か偽のいずれかを記入せよ)

である。

記号の説明
否定 ҧ𝑝 (𝑝でない)
かつ ⋀ 
真 ○
偽 ×

真理表



同値関係

【解】



場合の数

⚫重複組合せ
⚫カタラン数
など



立方体の面の塗分け

【着眼】



さいころ10個の目の積で，奇数であるものの個数

【着眼】



分配・組分けの有名問題

【着眼】

AとBに入れる

Aが空
Bが空

A,Bの区別を
しない

空 A B







【着眼】

1 ∙ 𝑝𝑚+1, 2 ∙ 𝑝𝑚+1, 3 ∙ 𝑝𝑚+1, ⋯ , 𝑝𝑛−𝑚 ∙ 𝑝𝑚+1

𝑚を𝑚 + 1で置き換えた

𝑚

𝑚



教室に入っても男の数は女の数より多くならない



の4個を重複してとることで，

(考察) 男を横，女を縦にとると

男

女

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

3

4

5

6

7

2

5

9

14

20

27

5

14

28

48

75

14

42

90

165

42

132

297

A

B

B′

𝑙
D

𝑛

𝑘 − 1
𝑘

−
1

1

1

𝑛
−

𝑘
+

1



𝑛, 𝑘は正の整数(𝑛 ≥ 𝑘)で，𝑁 = 𝑛 + 𝑘とする．

図のように，𝑁個の同じ大きさの空白の枠がある．

上段には𝑛個の枠があり，下段には𝑘個の枠がある．

上段と下段の左端はそろっており，格段の枠は隣との間に隙間はない．

図では，𝑛 = 6, 𝑘 = 4である．

1から𝑁までの𝑁個の自然数［の書かれたカード］を

各枠の中に1つずつ，次の2つの条件を満たすように並べる．

(i) 各段においては，枠の中の数は右に行くに従って大きくなる．

(ii) 左から𝑘個の各列においては，下段の数は上段の数よりも大きい．

この2つの条件を満たすように1から𝑁を並べる方法の数を𝑓(𝑛, 𝑘)とする．

このとき，次が成り立つことを示せ．

(1)  𝑛 > 𝑘 ≥ 2のとき，𝑓 𝑛, 𝑘 = 𝑓 𝑛 − 1, 𝑘 + 𝑓(𝑛, 𝑘 − 1)

(2)  𝑛 ≥ 2のとき，𝑓 𝑛, 𝑛 = 𝑓(𝑛, 𝑛 − 1)

(3) 𝑓(𝑛, 𝑘) =𝑛+𝑘 C𝑘
𝑛−𝑘+1

𝑛+1
⋯ ⋯☆

【証明】(1) 整数𝑁 = 𝑛 + 𝑘は上段の𝑛番目か下段の𝑘番目の

いずれかにくる．したがって， 𝑛 > 𝑘 ≥ 2のとき

前者の場合，そのカードを除いた𝑁 − 1枚を上段に𝑛 − 1.，

下段の𝑘の枠におく置き方と同じだけある．

後者の場合，そのカードを除いた𝑛 − 1枚を上段に𝑛，

下段に𝑘 − 1の枠におく置き方と同じだけある．

したがって，𝑓 𝑛, 𝑘 = 𝑓 𝑛 − 1, 𝑘 + 𝑓(𝑛, 𝑘 − 1)

上段には𝒏個の枠，下段には𝒌個の枠に数字を並べる

上段

下段

𝑁

𝑁



(2) 上段，下段とも𝑛枠ある場合，𝑁 = 2𝑛は下段の右端にあるしかない．

したがって𝑛 ≥ 2のとき，それを取り除いて，

上段𝑛枠，下段𝑛 − 1枠にしても並べ方は

変らない．したがって，𝑓 𝑛, 𝑛 = 𝑓(𝑛, 𝑛 − 1)

(3) まず，𝑓(𝑛, 1)について考える．

上段に𝑛枠，下段に1枠ある場合で，下段に2から𝑛 + 1のいずれかを並べ，

上段は小さい順に並べればよいので 𝑓 𝑛, 1 = 𝑛

𝑘 = 1のとき 𝑛+𝑘C𝑘
𝑛−𝑘+1

𝑛+1
=𝑛+1 C1

𝑛

𝑛+1
= 𝑛なので，与式☆は成り立つ．

以下，☆が成り立つことを𝑁 = 𝑛 + 𝑘に関する数学的帰納法で示す．

[Ⅰ] 𝑁 = 2すなわち 𝑛, 𝑘 = (1,1)のときであるが，上で示されている．

[Ⅱ] 2以上の自然数𝑁に対して☆が成り立つとする．

 𝑛 + 𝑘 = 𝑁 + 1, 𝑛 > 𝑘 ≥ 2なる(𝑛, 𝑘)に対しては

𝑓 𝑛, 𝑘 = 𝑓 𝑛 − 1, 𝑘 + 𝑓 𝑛, 𝑘 − 1

=
𝑛 − 1 + 𝑘 !

𝑘! 𝑛 − 1 !
∙

𝑛 − 𝑘

𝑛
+

𝑛 − 1 + 𝑘 !

𝑘 − 1 ! 𝑛!
∙

𝑛 − 𝑘 + 2

𝑛 + 1

=𝑛+𝑘 C𝑘

𝑛 − 𝑘

𝑛 + 𝑘
+𝑛+𝑘 C𝑘

𝑘 𝑛 − 𝑘 + 2

𝑛 + 𝑘 𝑛 + 1
=𝑛+𝑘 C𝑘

𝑛 − 𝑘 + 1

𝑛 + 1
 ［第4の等号では𝑛+𝑘C𝑘 をくくり出した］となり，☆は成り立つ．

 𝑛 + 𝑛 = 𝑁 + 1なる(𝑛, 𝑛)に対しては，(2)より

𝑓 𝑛, 𝑛 = 𝑓(𝑛, 𝑛 − 1) =2𝑛−1 C𝑛−1

2

𝑛 + 1

=
2𝑛 − 1 !

𝑛 − 1 ! 𝑛!
∙

2

𝑛 + 1
=

2𝑛 ∙ 2𝑛 − 1 !

𝑛 ∙ 𝑛 − 1 ! 𝑛!
∙

1

𝑛 + 1
=2𝑛 C𝑛

1

𝑛 + 1
 となり，☆は成り立つ．

 いずれも𝑁 + 1のときも成り立つから，

 ☆は2以上の自然数𝑁に対して成り立つ．

𝑁

(考察)
［Ⅱ］で𝑛 + 𝑘 = 𝑁 + 1, 𝑛 > 𝑘 = 1なる(𝑛, 𝑘)を扱わなくて良いのは，
最初に𝑘 = 1のとき☆が成り立つことを示しているからである．



【参考】𝑛 = 6, 𝑘 = 4のとき

例えば，下図のように数字を配置した場合，1から10 までの数字を順番に，

上段であればAを，下段であればBを対応させて，

順列を作るとAABABBAABAとなる．

これはAを6個，Bを4個並べて得られる順列のうち，どの𝑘番目についても，

そこまでに現れるAの個数が常にBも個数より少なくないものである．

【注】 𝑓(𝑛, 𝑘) =𝑛+𝑘 C𝑘
𝑛−𝑘+1

𝑛+1
=𝑛+𝑘 C𝑘 −𝑛+𝑘 C𝑘−1

逆に，最初のAは左上に1を，以下Aが出れば上段を，Bが出れば下段を

左詰めで書いていき，1から10までの数を入れていくと題意を満たす．

そこでこのような順列の数を求めるのに，下図のようなPからQまで行く

最短経路の道順を考える．

ここで1区画を横に行くことをA，上に行くことをBとすると，直線𝑙より

下半分の経路となり，その方法は［【注】の式より］

10C6 −10 C3 = 90(通り)

3 5 6 9

1 2 4 7 8 10





2行5列のます目に数を入れる



カタラン数1→参考：「2行5列のます目に数を入れる」



円周上で𝒏個の弦が交わらない方法の数

☆⋯ ⋯「A1からある終点A𝑗まで反時計回りにたどったときに現れる始点の数を，

 終点の数が超えないことが，すべての終点に対して成り立つ」ということ



幾何

⚫方べきの定理の代数的表現
⚫オイラー線 (変換)
⚫七五三の三角形
など



単位ベクトル 𝑛 = (𝑙, 𝑚)

を用い OP = OA + 𝑡𝑛

方べきの定理

着眼





オイラー線 (変換)

A →
𝑓

A′, B →
𝑓

B′，すなわち 𝑓 Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎, 𝑓 Ԧ𝑏 = Ԧ𝑏 のとき，AB上の任意の点 Ԧ𝑝 = 1 − 𝑡 Ԧ𝑎 + 𝑡 Ԧ𝑏 は，

A′B′上の点 𝑓( Ԧ𝑝) = 1 − 𝑡 𝑓( Ԧ𝑎) + 𝑡𝑓 Ԧ𝑏 に移される (𝑓の線形性)．

よって A →
𝑓

A′, B →
𝑓

B′ ならば AB →
𝑓

A′B′

A

B

B′

A′

𝑓
𝑓

𝑓



七五三という語

日本の国旗で慣

日章の直径は縦

では国旗を自作



日章旗の制式











ファクシミリ論法など

バスの折り畳みドアが開くときに掃く領域は
円の1/8とアステロイドの一部である．

軌跡と領域

𝑥

𝑦

O 𝑎 2𝑎

𝑎

2𝑎

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2

𝑥2/3 + 𝑦2/3

= (2𝑎)2/3

傾き45度



条件(2次対称式)つき2次対称式の値域



2乗の和+差=一定のとき2乗の和の変域

着眼

参考



着眼

2次写像2



ファクシミリ論法 (演習)



𝒂が変化する放物線𝒚 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏の頂点の軌跡など

着眼





図形と方程式

直線の方程式を
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1

の形に書けば，𝑥切片と𝑦切片はぞれぞれ𝑎, 𝑏である．



𝑑𝑡



［直線は半径が無限大の円と見なせる］

着眼

反転 原点を通らない直線



⚫ 合同式
⚫ 剰余類
⚫ ユークリッドの互除法
⚫ 2,3, ⋯ , 11,13の倍数の見つけ方
⚫ 除法の原理
⚫ 百五減算
⚫ 差分と整式
⚫ 3次方程式が少なくとも1つの整数解を持つ
⚫ プラーマグプタの恒等式
⚫ ベル方程式
⚫ 階乗に素因数はいくつあるか
⚫ フィボナッチ数列が10の倍数となるときのn
⚫ イデアル
⚫ 互いに素に関する有名定理
⚫ フェルマーの小定理
⚫ 部屋割り論法
など

整数問題

【余談：鶴亀算】
いわゆる鶴亀算では答の候補が有限個に絞られるため，基本的な戦略として
しらみつぶしが有効である．鶴亀算の標準的な解法も詮ずる所，本質的には
変数が整数値をとるという事情に基づいていることになる．もっとも鶴亀算の
戦略を，未知数が連続変数である場合へと応用することは可能である．















「合同式とその性質」より

演習1
3100を7で割ったときの余りを求めよ．

演習2
11の倍数である条件は，
「奇数番目の数字の和から，偶数番目の数字の和を引いたものが11の倍数である．」
このことを，6桁の整数について証明せよ．

演習3
𝑛を4の倍数でない正整数とするとき，𝑁 = 1𝑛 + 2𝑛 + 3𝑛 + 4𝑛 は5の倍数であることを証明せよ





問



倍数の見つけ方

【2の倍数】

1の位が2の倍数(偶数)であること。

100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 = 2(50𝑎 + 5𝑏) + 𝑐

【3の倍数】

各位の数の和が3の倍数であること。

例；𝑥 = 1456863 →  1 + 4 + 5 + 6 + 8 + 6 + 3 = 33 より𝑥は3の倍数。

100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 = (99 + 1)𝑎 + 9 + 1 𝑏 + 𝑐 = 3(33𝑎 + 3𝑏) + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

【4の倍数】

下2桁の数が4の倍数であること。

例；𝑥 = 1456883 → 下2桁の数 𝑦 = 63 は4の倍数でないから、

𝑥も4の倍数でない。

100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 = 4 × 25𝑎 + 10𝑏 + 𝑐

【5の倍数】

1の位の数が0か5であること。

【6の倍数】

各位の数の和が3の倍数で、なおかつ1の位が偶数であること。

例；𝑥 = 1456863 →  1 + 4 + 5 + 6 + 8 + 6 + 3 = 33 となり3の倍数であるが、

偶数ではないので𝑥は6の倍数ではない。

6の倍数は2の倍数かつ3の倍数であることから明らか。

【7の倍数】

末位から3桁ごとに区切り、左端の区画を最初の区画とするとき、

奇数の区画の総和−偶数の区画の総和が7の倍数であること。

例；𝑥 = 35123473 →  35 | 123 | 473 と区切ると、

奇数の区画の総和= 35 + 473 = 508，偶数の区画の和= 123，

508 − 123 = 385は7の倍数なので𝑥は7の倍数。

= 100000𝑎 + 10000𝑏 + 1000𝑐 + 100𝑑 + 10𝑒 + 𝑓
= 1000 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 + 100𝑑 + 10𝑒 + 𝑓
= 143 × 7 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 − 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 + 100𝑑 + 10𝑒 + 𝑓

【8の倍数】

下3桁が000か、8の倍数であること。

例；𝑥 = 1456863 →  863は8の倍数ではないので、𝑥も8の倍数ではない。

10000𝑎 + 1000𝑏 + 100𝑐 + 10𝑑 + 𝑒 = 1000(10𝑎 + 𝑏) + 100𝑐 + 10𝑑 + 𝑒

【9の倍数】

各位の数の和が9の倍数であること。

例；𝑥 = 1456803 →  1 + 4 + 5 + 6 + 8 + 0 + 3 = 27より𝑥は9の倍数。

100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 = (99 + 1)𝑎 + (9 + 1)𝑏 + 𝑐 = 9(11𝑎 + 𝑏) + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

1001



【10の倍数】

1の位の数が0であること。

【11の倍数】

末位から奇数番目の数の和と、偶数番目の数の和の差が11の倍数であること。

例：𝑥 = 123456707 →  123456707の奇数番目の数の和= 1 + 3 + 5 + 7 + 7 = 23，

偶数番目の数の和= 2 + 4 + 6 + 0 = 12，23 − 12 = 11なので𝑥は11の倍数。

= 10000𝑎 + 1000𝑏 + 100𝑐 + 10𝑑 + 𝑒
= 10000𝑎 + 100𝑐 + 𝑒 + 1000𝑏 + 10𝑑
= 11 909𝑎 + 9𝑐 + 𝑒 + 11 91𝑏 + 𝑑 + 𝑎 + 𝑐 + 𝑒 − 𝑏 + 𝑑

【13の倍数】

末位から3桁ごとに区切り、左の区画を最初の区画とするとき、

奇数の区の総和−偶数の区画の和が13の倍数であること。

例：𝑥 = 35123473 →  35 | 123 | 473 と区切ると、奇数の区画の総和= 35 + 473 = 508，

偶数の区画の総和= 123，508 − 123 = 386 は13の倍数ではないので

𝑥は13の倍教ではない。

= 100000𝑎 + 10000𝑏 + 1000𝑐 + 100𝑑 + 10𝑒 + 𝑓
= 1000 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 + 100𝑑 + 10𝑒 + 𝑓
= 77 × 13 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 − 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 + 100𝑑 + 10𝑒 + 𝑓

1001



整数・約数・倍数

いずれも0でなければ，それらの公倍数



除法の原理

< |𝑏|



百五減算



差分と整式

自然数の和を差分で



差分 𝛥𝑓 𝑥 ≡ 𝑓 𝑥 + 1 − 𝑓(𝑥) に対して

を数学的帰納法にて証明する．
(i) 上式(∗)は𝑛 = 1で成り立つ．
(ii) ある𝑛で式(∗)が成り立つと仮定すると，
 𝑛 → 𝑛 + 1とした式も成り立つ：

関連













1と2の間に無理数である解がある
 方程式 𝑥3 + 𝑥 − 8 = 0 は

(1) 唯一つの実数解を1と2の間にもつことを示せ．
(2) この解は無理数であることを証明せよ．



3次方程式の解のどれかは整数
 𝑎, 𝑏を整数とする．3次方程式 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 − 1 = 0 は3つの実数解𝛼, 𝛽, 𝛾をもち，
 0 < 𝛼 < 𝛽 < 𝛾 < 3で𝛼, 𝛽, 𝛾のうちどれかは整数である． 𝑎, 𝑏の値を求めよ．



3次方程式が少なくとも一つの整数解をもつ



等式の証明，𝒙, 𝒚の2次方程式の自然数解が無限組









階乗に素因数はいくつあるか
(1) 20!には素因数2は何個含まれているか．
(2) 50!を計算すると，その末尾に何個の0が続くか．

整数𝑎, 𝑏に対し𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2を満たす整数𝑐が存在するとき，
𝑎, 𝑏のうち少なくとも1つは偶数であることを証明せよ．

(mod2で考えても何も導けない)



フィボナッチ数列が10の倍数となるときの𝑛
𝑥𝑛+2 = 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛, 𝑥1 = 𝑥2 = 1 で定まる数列 {𝑥𝑛} がある．
𝑥𝑛 が10の倍数となるのは，自然数𝑛がどんなときか．

𝑎 + 2は𝑏で割り切れ，𝑏 + 1は𝑎で割り切れる
𝑎, 𝑏 は正の整数で，𝑎 + 2は𝑏で割り切れ，𝑏 + 1は𝑎で割り切れる．
このような 𝑎, 𝑏 の組をすべて求めよ．





3次方程式が整数解を持たない
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 を整数とする．整式 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑
において 𝑓 −1 , 𝑓 0 , 𝑓(1) がいずれも3で割り切れないならば，
方程式 𝑓 𝑥 = 0 は整数の解をもたないことを証明せよ．

𝑛を自然数とするとき， 
3𝑛+1 + 42𝑛−1 は13で割り切れることを証明せよ．

(数学的帰納法)



𝑛を自然数とするとき， 
4𝑛 + 15𝑛 − 1 はいつも9で割り切れるか調べよ．



2次式が整数値をとる条件



整式の割り算と整数の割り算



前頁「差分の考え方」の詳細

整数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 (𝑎 ≠ 0) を用いて
𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 𝑥 + 1 𝑥 + 2 + 𝑏𝑥 𝑥 + 1 + 𝑐𝑥 + 𝑑

と表される．このとき条件より

𝑓 𝑛 = 𝑎𝑛 𝑛 + 1 𝑛 + 2 + 𝑏𝑛 𝑛 + 1 + 𝑐𝑛 + 𝑑

= 整数 𝑛 𝑛 + 1 𝑛 + 2 ⋯ ⋯ ①
𝑓(𝑛 + 1) = 𝑎 𝑛 + 1 𝑛 + 2 𝑛 + 3 + 𝑏 𝑛 + 1 𝑛 + 2 + 𝑐 𝑛 + 1 + 𝑑

= 整数 𝑛 + 1 𝑛 + 2 𝑛 + 3 ⋯ ⋯ ②

② − ①より 𝛥𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 1 − 𝑓(𝑥) とすると，
𝛥𝑓 𝑛 = 3𝑎 𝑛 + 1 𝑛 + 2 + 2𝑏 𝑛 + 1 + 𝑐

= 整数 𝑛 + 1 𝑛 + 2 ⋯ ⋯ ③
𝛥𝑓 𝑛 + 1 = 3𝑎 𝑛 + 2 𝑛 + 3 + 2𝑏 𝑛 + 2 + 𝑐

= 整数 𝑛 + 2 𝑛 + 3 ⋯ ⋯ ④

③ − ④より

𝛥𝛥𝑓 𝑛 = 6𝑎 𝑛 + 2 + 2𝑏 = (整数)(𝑛 + 2) ⋯ ⋯ ⑤

⑤より 𝑏 = 0．よって③から 𝑐 = 0．よって①から 𝑑 = 0．したがって
𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 𝑥 + 1 𝑥 + 2 .

【参考】

差分の計算③, ⑤は微分とよく似ている．



3数が素数の条件から整数決定





3𝑚 + 5𝑛 = 1
3(−1) + 5 ∙ 1 = 2−)

等式と整数，割った余りについての関係の証明



互いに素に関する有名定理



フェルマーの小定理の証明2

命題





2次形式= 𝟎の整数解2

2次形式= 𝟎の整数解は無数を示す

参考

参考



(≠ 0)





で

部屋割り論法 (演習)





着眼

参考



⚫ テイラー展開と近似式
⚫ ロルの定理
⚫ ニュートンの近似式

⚫ (𝑓𝛼𝑔𝛽/ℎ𝛾)′の公式
⚫ ライプニッツの公式
⚫ 𝑒に関する別定義とその周辺
⚫ 懸垂線
など

微分

























テイラー展開

(1 + 𝑥)𝛼= 1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼 − 1)

2!
𝑥2 +

𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)

3!
𝑥3 + ⋯ ,

∴
1

1 + 𝑥
= 1 −

1

2
𝑥 +

3

8
𝑥2 − ⋯

𝟏

𝟏+𝒙
に関する不等式



テイラー展開

(1 + 𝑥)𝛼= 1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼 − 1)

2!
𝑥2 +

𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2)

3!
𝑥3 + ⋯ ,

∴ 1 + 𝑥 = 1 +
1

2
𝑥 −

1

8
𝑥2 + ⋯

平方根の2次近似式



ロルの定理



方程式の解の近似式



問

答



証明

参考

問題





を示せ．ただし関数𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 , ℎ(𝑥)の引数𝑥を省略しており，
プライムは𝑥による微分を表す．

(準公式)

参考 (別証)

一般化



(利用)





参考
指数関数を含む微分は

のように，指数𝑒𝑘𝑥を共通因子として括れる．





①

②
𝑓𝑒𝑥 ′

= (𝑓′ + 𝑓)𝑒𝑥

= 1 ∙ 𝑒𝑥 + 𝑥 + 𝑘 𝑒𝑥

= {x + (k + 1)}𝑒𝑥 なので云々．













(≡ cosh 𝑥)



𝑥 = 𝑥 𝜃 , 𝑦 = 𝑦(𝜃)のとき，
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2を𝑥′ 𝜃 , 𝑦′ 𝜃 , 𝑥′′ 𝜃 , 𝑦′′(𝜃)で表せ

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥

=
𝑑𝜃

𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝜃

𝑑𝑦
𝑑𝜃
𝑑𝑥
𝑑𝜃

=
1

𝑥′

𝑦′

𝑥′

′

=
1

𝑥′

𝑥′𝑦′′ − 𝑥′′𝑦′

𝑥′ 2

=
𝑥′𝑦′′ − 𝑥′′𝑦′

𝑥′ 3



𝑓 0 = 0, 𝑓 1 = 1 ⇔ 𝑓 0 − 0 = 0, 𝑓 1 − 1 = 0
𝑓 𝑥 − 𝑥 = 𝑎𝑥(𝑥 − 1)とおける(下図参照)．

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 − 𝑎 − 1 𝑥

න
0

1

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 = න
0

1

𝑎𝑥2 − 𝑎 − 1 𝑥 2𝑑𝑥

=
𝑎2

5
−

𝑎 𝑎 − 1

2
+

𝑎 − 1

3

=
1

30
𝑎 −

5

2

2

+ 定数

これは𝑎 =
5

2
のとき最小で，𝑓 𝑥 =

5

2
𝑥2 −

3

2

𝑓 0 = 0, 𝑓 1 = 1を満たす2次関数𝑓(𝑥)のうちで，

0׬

1
{𝑓(𝑥)}2𝑑𝑥を最小にするものを求めよ．

0 1

0 1
𝑥

𝑥

𝑦

𝑦

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑦 = 𝑥



𝑦 = 𝑓′(𝑥)

𝑥

−𝑎 + 1

𝑎 + 1

1

0

𝒇 𝒙 = 𝒙 + 𝒂 𝐬𝐢𝐧 𝒙が最大値と最小値をもつ条件





⚫ 2次分数関数のグラフ
⚫ 重ね合わせ
⚫ 𝑦𝑚 = 𝑥𝑛のグラフ
⚫ テイラー展開
⚫ 勾配関数
⚫ デジタルにグラフを描く
⚫ 凹凸の5つの定義と同値性
⚫ 𝑦 = (𝑥 − 𝛼)𝑝𝑔(𝑥)の 𝑥 ≒ 𝛼 におけるグラフ
⚫ 𝑓(𝑥)の絶対値，平方，平方根，逆数のグラフ

⚫ 𝑥 sin
1

𝑥
,

sin 𝑥

𝑥
, sin

1

𝑥
のグラフ

など，微分に頼らずグラフの概形を把握する

グラフの概形



2次分数関数のグラフ

2次分数関数は平行移動，拡大，縮小を施して

1  𝑦 = 𝑥2+1
𝑥

= 𝑥 + 1
𝑥

2  𝑦 = 𝑥2−1
𝑥

= 𝑥 − 1
𝑥

3  𝑦 = 1
𝑥2

4  𝑦 = 𝑥−1
𝑥2 5  𝑦 = 1

𝑥2+1
6  𝑦 = 𝑥−𝑐

𝑥2+1
 (𝑐 ≥ 0)

7  𝑦 = 1
𝑥2−1

8  𝑦 = 𝑥−𝑐
𝑥2−1

0 ≤ 𝑐 < 1 9  𝑦 = 𝑥−𝑐
𝑥2−1

𝑐 > 1

のいずれかの形に表すことができる．

𝟏  𝒚 = 𝒙 +
𝟏

𝒙
𝟐  𝒚 = 𝒙 −

𝟏

𝒙

𝟑  𝒚 =
𝟏

𝒙𝟐
𝟒  𝒚 =

𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐

𝟓  𝒚 =
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏
𝟖  𝒚 =

𝒙 − 𝒄

𝒙𝟐 + 𝟏



𝑥
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥)

グラフが既知の関数𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)に対して，
和𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥)のグラフは両者のグラフを
重ね合せて得られる(左上図)

特に2つの1次関数の和は1次関数であり，
2直線𝑦 = 𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)を重ね合せたグラフは，
右上図の自明な2点(●)を結んだ直線である．

𝑥

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

𝟗  𝒚 =
𝒙 − 𝒄

𝒙𝟐 − 𝟏

𝟕  𝒚 =
𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
𝟖  𝒚 =

𝒙 − 𝒄

𝒙𝟐 − 𝟏







重ね合せ𝒚 = 𝒙 + 𝒂 sin 𝒙 , 𝒚 = 𝒙 + 𝒂 cos 𝒙

𝑓 = 𝑔 + ℎに対して𝑓′ = 𝑔′ + ℎ′より傾きも和になる



𝒚𝒎 = 𝒙𝒏のグラフの概形
放物曲線 𝑦𝑚= 𝑥𝑛

𝑦 = 𝑥𝛼

𝑦′′ = 𝛼(𝛼 − 1)𝑥𝛼−2

𝑦′′ < 0のとき
0 < 𝛼 < 1

(上に凸の条件)



4次関数のグラフ



注意

注意

★最初に対称性を考慮する



グラフをえがく (有名問題)



「グラフをえがく5」について
𝑓 𝑥 = 𝑥2/3(𝑥 − 1)1/3 とする．
𝑎, 𝑏 は lim

𝑥→±∞
{𝑓 𝑥 − (𝑎𝑥 + 𝑏)} = 0 を満たしている．

𝑦 = 𝑓 𝑥  のフラフの漸近線を求めよ．

1

3



曲線の凹凸



下に凸と分点の式



演習



漸近線



𝒚 = 𝒙𝒏𝒆−𝒙

𝑦 = 𝑥𝑛𝑒−𝑥のグラフ
 𝑦 = 𝑥𝑛𝑒−𝑥のとき

(↑) 参考：「ライプニッツの公式 (利用)」





𝑦 = 𝑓(𝑥)の勾配関数𝑦 = 𝑓(𝑥)/𝑥は
下図のように傾きを調べれば概形を予想できる．

𝑦

𝑥
O

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑥

𝑓(𝑥)

傾き
𝑓(𝑥)/𝑥

↓ 勾配関数
𝒙と𝒆𝒙 積と商のグラフ

𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 𝑦 = 𝑒𝑥/𝑥

𝑦 = 𝑥/𝑒𝑥

𝑒𝑥 > 0より𝑥と𝑦は同符号 → 第1,第3象限



デジタルにグラフを描く

下図



凹凸の定義
凹凸の定義は本によって異なる．5つの定義を述べ，それらが同値であることを示す．



(2)において𝑠1 = 𝑠2 =
1

2
の場合が(1)



𝒚 = (𝒙 − 𝜶)𝒑𝒈(𝒙)の 𝒙 ≒ 𝜶 におけるグラフ

 𝑦 = (𝑥 − 1)3 1

𝑥4 の 𝑥 ≒ 1 におけるグラフの形状は

 どのようになるか．



← (1 − 𝑥)
1

2に𝑥 = −1を代入

← 有名な近似式

← (1 + 𝑥)
3

2に𝑥 = 1を代入





注意

極限から関数の係数の決定



「(分子) → 0」

2つの条件(極限値)が与えられたときの𝒇(𝒙)



1次分数関数とその逆関数が一致



絶対値，平方，平方根，逆数，ガウス記号のグラフ





𝑦 = ±𝑥の間で振動

(↑) 𝑦 = ±1/𝑥の間で振動，lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1，(注意) 極値の場所は𝑥 =

𝑛𝜋

2
には一致しない

(↑) 𝑥 → 0で無限に振動

lim
𝑥→±∞

𝑥 sin
1

𝑥
= lim

1/𝑥→0

sin(1/𝑥) 

(1/𝑥) 
= 1

勾配関数

𝒚 = 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒇(𝒙) , 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒇(𝒙) , 𝐞𝐭𝐜.



言わば「主役と脇役の入れ替え」である



【答】



注意

折れ線の合成関数のグラフ



【答】

𝑦

𝑥
O

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑦 = 𝑥

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑓 𝑥 )の解

下図のように𝑦 = 𝑥と𝑦 = 𝑓(𝑥)のグラフが与えられたとき，
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑓 𝑥 )の解𝑥を𝑥軸上に見出せ．

𝑦

𝑥
O

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑦 = 𝑥



𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 1 のグラフ

𝑥

𝑦

O 1

1

−1

−1

内側から順に 𝑛 =
1

2
,

2

3
, 1,2,3,10 のグラフ．

𝑛 = 2 は単位円，𝑛 =
2

3
はアステロイドである．

曲線は 𝑛 → ∞ で直線 𝑥, 𝑦 = ±1 に仕切られた正方形に近づき，
𝑛 → 0 で“十字架”に近づく．
(描画ソフトの仕様により，𝑦 = ±1 付近でグラフが荒れている．)



⚫ 分数関数の積分の仕方
⚫ 置換積分
⚫ 台形の面積から発想する
⚫ 階段関数と不等式
⚫ log 2について (級数)
⚫ スターリングの式
⚫ はみ出し削りと無限小
など

積分



定積分関数における最小問題

定積分関数における最小問題の具体例2

具体例



部分積分の公式

積

積

微 微 微

微 微 微

微 微 微

微微微



分数関数の積分の仕方



置換積分 ׬ 𝒇 sin 𝒙 , cos 𝒙 𝒅𝒙

★

★

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑎𝑥 = 𝑡 ⋯ ⋯ ①とおくと，和と差の積

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 − 𝑎𝑥 𝑡 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 − 𝑎𝑥2 = 𝑏𝑐 + 𝑐

∴ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 − 𝑎𝑥 =
𝑏𝑥 + 𝑐

𝑡
⋯ ⋯ ②

① − ②より

2 𝑎𝑥 = 𝑡 −
𝑏𝑥 + 𝑐

𝑡
∴ 𝑥 =

𝑡2 − 𝑐

2 𝑎𝑡 + 𝑏
⋯ ⋯③

∴ 𝑑𝑥 =
2( 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑎𝑐)

(2 𝑎𝑡 + 𝑏)2
𝑑𝑡

(① + ②)/2より

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 =
1

2
𝑡 +

𝑏𝑥 + 𝑐

𝑡
=

𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑎𝑐

2 𝑎𝑡 + 𝑏
(∵ ③)

なお𝑥 = 2𝑡/ 𝑎とも表されるだろう．



置換積分 𝒂 − 𝒙 = 𝒕





台形の面積から発想する

𝑥′ = 𝑥 − 𝑎を導入すると

𝑓 𝑎 + 𝑥′ − 𝑓 𝑎 = − 𝑓 𝑎 − 𝑥′ − 𝑓 𝑎 .この式は平均
𝑓 𝑎−𝑥′ +𝑓(𝑎+𝑥′)

2
= 𝑓(𝑎) と見ても良い．

𝑥′ = 𝑥 − 𝑎を導入すると 𝑓 𝑎 + 𝑥′ = 𝑓 𝑎 − 𝑥′ .



׬
𝑎

𝑏
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ׬

𝑎

𝑏
𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑥) 𝑑𝑥等の証明

次の





𝑡2 −
𝑎4

𝑡2
= 𝑡 +

𝑎2

𝑡
𝑡 −

𝑎2

𝑡
として上式(∗)を代入

(∗)



【解3】について：双曲線関数による置換

準備として双曲線関数

cosh 𝑡 ≡
𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡

2
, sinh 𝑡 ≡

𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡

2
について説明する．グラフは下図のようである．定義から直接確かめられるように

cosh2𝑡 − sinh2𝑡 = 1
が成り立つため，双曲線 𝑥2 − 𝑦2 = 1 は 𝑥, 𝑦 = (cosh 𝑡 , sinh 𝑡) とパラメトライズされる．
(これが双曲線関数の名前の由来である．) 三角関数と類似の

⚫ “倍角”公式 cosh 2𝑡 = 2cosh2𝑡 − 1, sinh 2𝑡 = 2 sinh 𝑡 cosh 𝑡

⚫ 微分公式 cosh 𝑡 ′ = sinh 𝑡 , sinh 𝑡 ′ = cosh 𝑡

⚫ 積分公式 ׬ cosh 𝑡 d𝑡 = sinh 𝑡 + 𝐶, ׬ sinh 𝑡 d𝑡 = cosh 𝑡 + 𝐶

⚫ Taylor展開 cosh 𝑡 = 1 +
𝑡2

2!
+

𝑡4

4!
+ ⋯ , sinh 𝑡 = 𝑡 +

𝑡3

3!
+

𝑡5

5!
+ ⋯

なども有用である．ところで任意の関数 𝑓(𝑥) は必ず，偶関数 𝑒 𝑥 =
𝑓 𝑥 +𝑓(−𝑥)

2
= 𝑒(−𝑥) と

奇関数 𝑜 𝑥 =
𝑓 𝑥 −𝑓 −𝑥

2
= −𝑜 −𝑥  の和 𝑓 𝑥 = 𝑒 𝑥 + 𝑜(𝑥) で書ける．特に指数関数は

𝑒𝑡 = cosh 𝑡 + sinh 𝑡 .

以上を踏まえると，【解3】は次のように表現できる．𝑥 = 𝑎 sinh 𝑡 とおくと

𝑥2 + 𝑎2 = 𝑎 cosh 𝑡 , d𝑥 = 𝑎 cosh 𝑡 d𝑡
なので，

𝐼 = න 𝑥2 + 𝑎2 d𝑥 = 𝑎2 න cosh2𝑡 d𝑡 =
𝑎2

2
න

1 + cosh 2𝑡

2
𝑑𝑡 =

𝑎2

2
𝑡 +

sinh 2𝑡

2
+ 𝐶

=
𝑎2

2
𝑡 + sinh 𝑡 cosh 𝑡 + 𝐶.

ここで

𝑒𝑡 = cosh 𝑡 + sinh 𝑡 =
𝑥 + 𝑥2 + 𝑎2

𝑎
, ∴ 𝑡 = log

𝑥 + 𝑥2 + 𝑎2

𝑎
なので，

𝐼 =
1

2
𝑥 𝑥2 + 𝑎2 +

𝑎2

2
log

𝑥 + 𝑥2 + 𝑎2

𝑎
+ 𝐶.

次元解析による検算
数学では無次元量のみを扱うものの，仮に 𝑥, 𝑎 に長さの次元を与えたとすると，積分 𝐼 は
(長さ)2 の次元を持たなければならないことを検算に用いることができる．上式では log の
真数は無次元である．積分定数から適当な因子をくくり出して真数を無次元化することは
常に可能である．

𝑡

1

sinh 𝑡cosh 𝑡

𝑒𝑡/2𝑒−𝑡/2

−𝑒−𝑡/2

𝑦

(懸垂線)

𝑎2 − 𝑥2  → 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡

𝑎2 + 𝑥2  → 𝑥 = 𝑎 sinh 𝑡

まとめ





区分求積の応用



階段関数と不等式 (基本)



マクローリン展開 log(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
− ⋯ + −1 𝑛−1 𝑥𝑛

𝑛
+ ⋯ に

𝑥 = 1を代入すると log 2 = 1 −
1

2
+

1

3
− ⋯ + −1 𝑛−1 1

𝑛
+ ⋯ を得る．



0

tan−1 𝑥
1

1 + 𝑥2
微分

積分

交代級数4



考察
𝜋の近似値を求めるのに，ここで得た級数

1 −
1

3
+

1

5
−

1

7
+ ⋯ =

𝜋

4
を利用することが考えられるが，この級数の収束は遅い．
実際，𝜋を小数第𝑁位まで正確に求めるには，

1

2𝑛 + 1
≲

1

10𝑁

より級数を𝑛 ≳ 10𝑁項まで足し上げねばならない．



𝑛は正の整数

の

周期関数と定積分
次の定積分𝐼, 𝐽 (破線で定義) の値を求めよ．ただし𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0とする．



𝑓(𝑘)

= 𝑛 log 𝑛 − 𝑛 + 1
𝑓(𝑘 + 1)

𝑓 2 − 𝑓 1
+𝑓 3 − 𝑓 2

⋮
+𝑓 𝑛 − 𝑓 𝑛 − 1

















ベクトル

⚫ 正射影ベクトル
⚫ 重心座標
⚫ 内積の展開式の図形的解釈
⚫ 内積の有名問題
⚫ アポロ二ウスの円
など



四面体OABC, PはOG上，OP⊥AP



Ԧ𝑎の Ԧ𝑏上への正射影ベクトルは

Ԧ𝑎の Ԧ𝑏方向成分 Ԧ𝑎 ∙
𝑏

|𝑏|
に

方向単位ベクトル
𝑏

|𝑏|
をかけたもの

正射影ベクトル

負の値もとり，
Ԧ𝑎の有向長とも呼ぶ



三角形の面積 (内積)

有向長 OH = Ԧ𝑏 cos 𝜃 =
𝑎∙𝑏

|𝑎|

OH = Ԧ𝑏 cos 𝜃 =
| Ԧ𝑎 ∙ Ԧ𝑏|

| Ԧ𝑎|

［note］幾何学的に 𝑆 =
1

2
𝑎𝑏 sin 𝜃 =

1

2
𝑎 × 𝑏

1

2
𝑎2𝑏2 − (𝑎 ∙ 𝑏)2

であり，

最右辺の第2式は確かに第1式のベクトル積に関する代数計算となっている：

(𝑎 × 𝑏)2= 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑗𝑏𝑘 𝜀𝑖𝑙𝑚𝑎𝑙𝑏𝑚 = 𝛿𝑗𝑙𝛿𝑘𝑚 − 𝛿𝑗𝑚𝛿𝑘𝑙 𝑎𝑗𝑏𝑘𝑎𝑙𝑏𝑚 = 𝑎2𝑏2 − 𝑎 ∙ 𝑏
2

.



Heron (ヘロン) の公式

3辺の長さが𝑎, 𝑏, 𝑐の三角形の面積は，“半周長”𝑠 ≡ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)/2を用いて，
Heronの定理

で与えられる(導出は下記)．
⚫ Heronの公式は3辺𝑎, 𝑏, 𝑐に関する対称性が明白である．
⚫ ∆(𝑎, 𝑏, 𝑐)の表式(2)の根号内は，
 三角形の成立条件より正となっていることが見て取れる．

導出

下図に示した一般の三角形の面積(Area)は，𝑎 = Ԧ𝑎 , 𝑏 = | Ԧ𝑏|として，

で与えられる．他方∆(𝑎, 𝑏, 𝑐)の表式(2)の根号内を展開すると，4 ∆ 𝑎, 𝑏, 𝑐
2
が

上式に一致し，式(1)が成立することを確かめられる．(常套的に1つの文字，
例えば𝑎を選び， ∆(𝑎, 𝑏, 𝑐)の根号内における𝑎4, 𝑎3, ⋯の係数を調べれば良い．
必要な多項式の展開の計算は退屈な作業となるものの，直接的に行える．)

この𝑠と3辺の長さで三角形の面積を表す式は，電卓の出現以前の時代には，高校で標準的に
習う公式であった．しかし今日の学生は，この式にあまり馴染みがないようなので，証明を与えた．

(M.ストーン，2012，量子場の物理〔新装版〕(樺沢宇紀訳)，丸善プラネット株式会社，東京，pp.50—51．)

𝑏

Ԧ𝑎
(Area)



AHの傾きは2なのでH(1 + 𝑡, −1 + 2𝑡)とおける．𝑙の式に代入すると5𝑡 − 5 = 0, ∴ 𝑡 = 1, ∴ H(2,1)

曲線上の点の表し方



距離または内積を用いるベクトル方程式



三角形の内部

0 < A′C < OBかつ
0 < A′P < OB

OB = 1とすると
0 < 1 − 𝛼 < 1, 0 < 𝛽 < 1 − 𝛼



重心座標





垂直二等分線



内積の展開式の図形的解釈



和についての解釈



点と直線との距離の公式





垂線の足

Ԧ𝑐 ≡ 𝑏 − Ԧ𝑎に対し
Ԧ𝑐2 ≡ Ԧ𝑐 ∙ Ԧ𝑐 = | Ԧ𝑐|2

AH = 有向長AH ×
AB

AB

= Ԧ𝑎 cos ∠OAB ×
AB

AB

= Ԧ𝑎
− Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 − Ԧ𝑎

Ԧ𝑎 𝑏 − Ԧ𝑎
×

𝑏 − Ԧ𝑎

𝑏 − Ԧ𝑎

ベクトル

スカラー



垂線の足1



内積の有名問題1



右下図において



Pが円上を動くとき内積PA∙PBの最大値



PA = 2 − cos 𝜃 , − sin 𝜃 , PB = 1 − cos 𝜃 , 1 − sin 𝜃



四角形ABCDのACとBDが垂直となる必要十分条件



3つの定点と軌跡

類題



△ABCの内積a,b,cで外接円の半径を表示



OP = 𝑡
𝑎

|𝑎|
+

𝑏

|𝑏|
 (𝑡はパラメーター) と表される．

(↑)OP = 𝑢 Ԧ𝑎 + 𝑣 Ԧ𝑏, 𝑢 =
𝑡

|𝑎|
, 𝑣 =

𝑡

|𝑏|

に対して𝑢 + 𝑣 = 1

三角形の角の二等分線 線分の長さ



三角形の外心1



座標平面上の線分と内分点，線分の長さと角の比の極限

(別) sin 𝜃𝑛 < 𝜃𝑛 < tan 𝜃𝑛より

2 5𝑛

𝑛 + 1
<

𝑙𝑛

𝜃𝑛
<

5 4𝑛2 + 1

𝑛 + 1



𝟐𝒂 + 𝒃 = 𝟐, 𝟑𝒂 − 𝟓𝒃 = 𝟏のとき|𝒂 + 𝒃|の最大値，最小値



円𝐎に内接する△ 𝐀𝐁𝐂. 𝐎𝐀 + 𝟑𝐎𝐁 + 𝟐𝐎𝐂 = 𝟎のとき内積，面積



ℎ = AB sin 60° = 2 ×
3

2
=

6

2

右



𝑥

𝑦

O

H

𝜃
𝑝 𝑙









数列

⚫ 等比数列の和 (図解)
⚫ 2項間の漸化式の図形的解釈

⚫ σ𝑘 𝑘2 ∙ 2𝑘

⚫ 群数列
⚫ 累積帰納法と平方の和の公式
⚫ 完全順列の一般項
⚫ 分数の漸化式
など

【余談】
ものを数えるというのは単純なことでありながら難しい．そのような
難しさは初等的にはいわゆる「植木算」や「暦算」として知られている．
これらはそれ自体では単なる「ひっかけ問題」程度にしかならないが，
ものを数えることの難しさは，数列の項数を数えたり，和の添字の動く
範囲を改めたりする場面などに，姿形を変えて現れる．







𝑎𝑛

𝑎𝑛

1

𝑛 + 1 𝑛

ハノイの塔

パズル「ハノイの塔」について，円盤が𝑛枚の場合，全ての円盤を別の棒に移し終えるのに

要するステップ数𝑎𝑛を求めよう．下図より漸化式

𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 1

が得られる．これを𝑎1 = 1の下で解くと，𝑎𝑛 = 2𝑛 − 1と求まる．

これは段数𝑛とともに指数関数的に増大する．





第𝒌項が分数式(部分分数に分ける)の和



恒等式を定め，数列の和

着眼



𝒌の平方×2の𝒌乗の総和



群数列1

着眼



等差数列と等比数列の共通の数の数列の一般項

着眼

𝑘 = 1のとき(−2)2𝑘−1= −2 ≡ 1
𝑘 = 𝑘′のとき(−2)2𝑘−1≡ 1と仮定すると
𝑘 = 𝑘′ + 1のとき(−2)2𝑘−1≡ −2 ≡ 1



4𝑚 − 3𝑛 = 2
4(−1) − 3(−2) = 2

4(𝑚 + 1) − 3(𝑛 + 2) = 0
−)

2つの等差数列の決定，共通に現れる数の数列

着眼



𝒂と𝒃の間の，5を分母とする分数の和

着眼



累積帰納法と平方の和の公式



(等差数列×等比数列)の和



階差数列より和を求める





完全順列𝒇(𝒏)の𝒇(𝟓)を𝒇(𝟑)と𝒇(𝟒)で表すなど

着眼





着眼

(第𝒏項)/(第𝒏 − 𝟏項)の漸化式．一般項から和



初項1，(第𝒏 + 𝟏項)= 𝟏 + 𝒌(第𝒌項)の𝒏項和



(別解)
漸化式の両辺を2𝑛+1で割り

𝑎𝑛+1

2𝑛+1
=

3

2

𝑎𝑛

2𝑛
+

1

4

2項間の漸化式2



𝒂(𝒏)と𝑺(𝒏)の関係の漸化式を解く問題の間違え探し



等差と等比を交互に作る数列



分子 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 𝑟𝛼 + 𝑠 − (𝑟𝑎𝑛 + 𝑠)(𝑝𝛼 + 𝑞)

分数の漸化式を解く



分数の漸化式







方は

連立2項間の漸化式



行列で表す



連立2項間の漸化式1







3項間の漸化式2



さいころを𝒏回振り，目の和が7で割り切れる確率



格子点の数と漸化式



数列が10の倍数となるときの𝒏



2次曲線(の接線)



楕円の接線の方程式

楕円
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1 上の点A(𝑥1, 𝑦1)における接線の方程式は
𝑥1𝑥

𝑎2 +
𝑦1𝑦

𝑏2 = 1 であることを証明せよ．

(𝑥1, 𝑦1)

(𝑥, 𝑦)

𝑙𝑡

𝑚𝑡

※

※ 𝑙, 𝑚を消去する際，𝑡を分母に持ってこない工夫

2次曲線の点(𝑥1, 𝑦1)における接線を得るには，
次の規則に従って2次曲線の方程式を置き換えれば良い．

𝑥2 → 𝑥1𝑥, 𝑦2 → 𝑦1𝑦, 𝑥𝑦 →
1

2
𝑥𝑦1 + 𝑥1𝑦 ,

𝑥 →
1

2
𝑥 + 𝑥1 , 𝑦 →

1

2
𝑦 + 𝑦1 , 𝑐 → 𝑐.

参考「2次曲線の接線」

ここではパラメーター表示を用いた証明を紹介する．



2次曲線の接線

O 𝑥

𝑦

P
𝑋

𝑌

𝑥1

𝑦1

つまり2次曲線の接線を得るための，置き換えの規則は

𝑥2 → 𝑥1𝑥, 𝑦2 → 𝑦1𝑦, 𝑥𝑦 →
1

2
𝑥𝑦1 + 𝑥1𝑦 , 𝑥 →

1

2
𝑥 + 𝑥1 , 𝑦 →

1

2
𝑦 + 𝑦1 , 𝑐 → 𝑐.

置き換え𝑋 → −𝑋, 𝑌 → −𝑌に対して不変なので，グラフは原点対称．

𝑋, 𝑌 ≥ 0では𝑏 ≠ 0のとき𝑌 =
−ℎ± ℎ2−𝑎2𝑏2

𝑏2 𝑋，𝑏 = 0のとき𝑋 = 0, 𝑎𝑋 + 2ℎ𝑌 = 0

仮定 (1)より

𝐹(𝑥, 𝑦)を𝑦で微分
2 ℎ𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑓 + 2 𝑎𝑥 + ℎ𝑦 + 𝑔 𝑥′ = 0

∴ 𝑥′ = 0
= 0 ≠ 0

P(𝑥1, 𝑦1)が原点に一致するように(𝑥, 𝑦)を平行移動した像は
𝑋, 𝑌 = 𝑥, 𝑦 − (𝑥1, 𝑦1)なので， 𝑥, 𝑦 = 𝑋, 𝑌 + (𝑥1, 𝑦1)



接線上の点(𝑥, 𝑦)はこの方程式を満たしている
→ これが接線の方程式である

2次曲線の接線2



パラボラアンテナは回転放物面の形状を持つ反射盤で，静止衛星からの電波を焦点に集めて

受信する．(パラボラは放物線を意味する．)

Fermatの原理によれば，空間の与えられた始点と終点を結ぶあらゆる経路のうち，光路長が

最小となるものが実際の光線軌道を与える．このため衛星Sを発し，曲面上の点Pで反射して

受信機Fに達する光線が，任意の点Pに対して可能であるためには，全ての光線に対して経路

SPFの光路長が共通でなければならない．

ところで衛星は遠方にあるので，曲面に入射する光は平行光線と見なせる．そこで平行光線に

垂直な平面KK′と光線の交点SPを，改めて光線の始点にとる．(SからKK′までの光路長は全ての

平行光線に共通である．)またSPPの延長線上に，PF = P′Fを満たす点P′をとる．今，点Fを含み，

入射光線と平行な平面内(下図)で考えると，

  SPP + PF = SPP′がPによらない

→ Pに応じて定まる各点P′は， KK′に平行な線LL′を作る

→ 光の反射点PはLL′を準線，Fを焦点とする放物線上にある．

よって平行光線を1点Fに集めるには，反射盤はFを焦点とする回転放物面でなければならない．

(例えば『ファインマン物理学Ⅱ』1-4節を参照．)

なお，Fermatの原理から反射の法則を導くことができる．そこでパラボラアンテナの軸に平行に

入射した光が全て焦点Fに集められることを，改めて反射の法則から証明するのは，高校数学の

適度な演習問題となり得る．

パラボラアンテナ



極限
lim
𝑥→0

sin 5𝑥

3𝑥
=

5

3
は直観的には，𝑥 → 0 のとき sin 5𝑥 ≒ 5𝑥 であることから直ちに分かる



𝒙と𝐥𝐨𝐠 𝒙の乗除の極限













微積分の応用

⚫ 最小2乗法
⚫ シンプソンの公式
など



最小2乗法

, 𝑏 = 1



න
−𝒉

𝒉

𝒏次の整式 𝒅𝒙 = 𝟐 න
𝟎

𝒉

偶数次の整式 𝒅𝒙

を解 満た



𝑎, 𝑏, 𝑐を実数とし，𝑎 ≠ 0とする．
2次関数 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 が次の条件(A),(B)を満たすものとする．

1 − 4 3 − 𝑎 𝑎 − 1 > 0



3次曲線と面積

変曲点の𝑥座標−
𝑏

3𝑎
,

𝑓(𝑥)の𝑦切片 𝑑 だから



関数の展開と極限1

［十分素直な関数は𝑓 𝑥 = 𝑓 0 + 𝑓′ 0 𝑥 +
𝑓′′(0)

2!
𝑥2 + ⋯とMaclaurin展開される］



関数方程式についての等式の証明，微分係数





プリント「シンプソンの公式利用」も参照

分割

න
𝑥𝑘−1

𝑥𝑘

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 プ



𝑓(𝑥)







定積分を含む等式の証明2



𝑥

1

𝛽 − 𝛼
න

𝛼

𝛽

𝑓 𝑥 d𝑥 =
𝑓 𝛼 + 𝑓(𝛽)

2

区間(𝛼, 𝛽)での平均 両端の平均





2放物線の共通接線，面積の2等分



参考

න
𝑎

𝑏

(𝑥 − 𝑎)𝑚(𝑥 − 𝑏)𝑛 𝑑𝑥 =
(−1)𝑛𝑚! 𝑛!

𝑚 + 𝑚 + 1 !
(𝑏 − 𝑎)𝑚+𝑛+1.

𝑎 = 0, 𝑏 = 1 とおくと，ベータ積分 𝐵(𝑚, 𝑛) ≡ 0׬

1
𝑥𝑚−1(1 − 𝑥)𝑛−1 𝑑𝑥 と

ガンマ関数 𝛤 𝑛 = 𝑛 − 1 ! の有名な関係

𝐵 𝑚, 𝑛 =
𝛤 𝑚 𝛤 𝑛

𝛤 𝑚 + 𝑛
が得られる．



絶対値の定積分の最小 (基礎編)





(関連) 面積は面積速度 ℎ =
1

2
𝑟2 d𝜃

d𝑡
の時間積分 𝑆 = ׬ ℎ d𝑡





微積分・極限
発展編A





(2)

(1)

または(2𝑥𝑛−1, 2𝛼)で用いる． を示せば良い． 平均値の定理の形



(1)

(2)

𝑓′(1/𝑘)は符号が入れ換わり，絶対値が増す(上図の通り)









∴

∴
𝑏

−2 + 𝑎
= −1,

𝑏

−1 + 𝑎
= −4, ∴ 𝑎 =

2

3
, 𝑏 =

4

3

加

𝑥





log(1 − 𝑥) < 0 ) 𝑎 𝑏















微積分・極限
発展編B

多変数関数の最大値 (偏微分) など



関数方程式 𝒇 𝒙𝒚 = 𝒇 𝒙 + 𝒇(𝒚)



平均値定理と方程式の解



与えられた関数の最小値に関する証明と極限値



極値を持つ𝒏の条件



関数と3点で交わる𝒙軸に平行な直線の存在条件



2𝑥2 − 3𝑥 − 2 = 0

解と係数の関係 𝛼 − 2 = 𝛼𝛽 =
−2

2

連続な分数関数の極値



より

∴
𝐹(𝑥)

𝑥
< 𝐹(1)

て



不等式の証明 (同値な式に変形する)



【参考】
本問は曲面 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) の最高点を見つけることに対応しており，
この解釈に基づくと以上の解法は次のように理解できる．
まず各𝑦に対する線 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦 = const. ) 上の最高点 𝑔(𝑦) を見つける．
次に異なる𝑦に対する 𝑔(𝑦) を比べ，その中の最大値を見出せば良い(下図)．

【参考】𝑦を任意に固定した

𝑥による微分を偏微分と呼び，
𝜕

𝜕𝑥
で表す．

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑥

𝑦

𝑧

O

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦 = const. )
𝑧 = 𝑔(𝑦)

𝜋 − 𝑦が
よい

sin 𝒙 sin 𝒚 sin 𝒛の最大値

sin 𝑥 cos(𝑥 + 𝑦) + cos 𝑥 sin(𝑥 + 𝑦)

𝑦~𝜋 𝜋~2𝜋 ⋯ ⋯ 2𝑥 + 𝑦



log 𝒙

𝒙
< 𝒂がつねに成り立つ条件





log 𝒙 = 𝒂𝒙 + 𝒃が実数解を持つ条件



(= 𝑎 + 𝑏𝑛)

← 任意の𝑡に対して成り立つから1/𝑛とおいて良い

不等式の証明・接線と上に凸なグラフとの関係



「不等式」の章でも扱った



対数関数(真数が𝒏の分数式)の極限，等式の証明，無限級数の和





𝒚 = 𝒙 + 𝒂/𝒙が極値をもつ条件



絶対値付き関数の極値



極値の個数をグラフで



極値問題1



三角方程式の解をもつ条件1



𝒙 > 𝒂 log 𝒙 (𝒙 > 𝟎)が常に成り立つ𝒂の範囲



𝒇′(𝒙)が減少するとき，平均値の定理より



(𝟏 + cos 𝜽) sin 𝜽の最大値



不等式の証明の仕方



極大値の数列と無限級数和

関数 𝑦 =
cos 𝑥

𝑒𝑥  (𝑥 > 0) の極小値を，大きい方から順に

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, ⋯ ⋯ , 𝑎𝑛, ⋯ ⋯
とする．
(1) 数列{𝑎𝑛}の一般項を求めよ．
(2) 無限級数の和σ𝑛=1

∞ 𝑎𝑛 を求めよ．

【解】

(1)  𝑓 𝑥 =
cos 𝑥

𝑒𝑥 とおくと 𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑥 cos 𝑥

𝑓′ 𝑥 = −𝑒−𝑥 cos 𝑥 − 𝑒−𝑥 sin 𝑥 = − 2𝑒−𝑥 sin 𝑥 +
𝜋

4
𝑓′ 𝑥 = 0のとき sin 𝑥 +

𝜋

4
= 0, ∴ 𝑥 +

𝜋

4
= 𝑛𝜋 より𝑥 =

4𝑛−1

4
𝜋 (𝑛は自然数)

増減表は

𝑥 0 3

4
𝜋

7

4
𝜋

11

4
𝜋

15

4
𝜋

⋯ ⋯

𝑓′′(𝑥) − 0 + 0 − 0 + 0 −

𝑓(𝑥)
−

1

2𝑒
3
4𝜋

−
1

2𝑒
11
4 𝜋

極小 極大 極小 極大

よって 𝑎𝑛 = 𝑓
8𝑛−5

4
𝜋 =

1

2𝑒
8𝑛−5

4 𝜋
= 2𝑒−

8𝑛−5

4
𝜋

(2) σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑛は初項−

1

2
𝑒−

3

4
𝜋，公比𝑒−2𝜋 (0 < 𝑒−2𝜋 < 1)の

無限等比級数和なので，収束し

෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 =

−
1

2
𝑒−

3
4

𝜋

1 − 𝑒−2𝜋
= −

𝑒
5
4

𝜋

2(𝑒2𝜋 − 1)



4次関数と変曲点

関数𝑦 = 𝑓(𝑥)は𝑥の4次関数で，2点 2,16 , (0,0)がそのグラフの変曲点であり，
かつ，点(2,16)における接線が𝑥軸に平行であるという．𝑓(𝑥)を求めよ．

【解1】𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥 + 𝑒 (𝑎 ≠ 0) とおく．
𝑓′ 𝑥 = 4𝑎𝑥3 + 3𝑏𝑥2 + 2𝑐𝑥 + 𝑑



曲線𝒚 = 𝐥𝐨𝐠 𝒙 + 𝒂 /(𝒃 − 𝒙)が変曲点に関して対称



方程式の実数解の個数





極小値の個数



極大値，極小値を1個ずつもつ条件



絶対値を含む関数の定積分



極値問題 (基礎) (極大値= 𝟎)



⚫ 繰り返し法
⚫ ケーリー・ハミルトンの定理の誤用
⚫ 固有ベクトルと1次独立
⚫ 𝐴の固有値と固有ベクトル，対角化
⚫ 三角化定理
⚫ 直和分解
⚫ 行列が交換可能な条件
⚫ 𝑦 = 𝑚𝑥に関する対称移動が1次変換の証明，その行列
⚫ 2つの固有ベクトルが垂直ならば対称行列
⚫ 転置行列の性質
⚫ 冪零行列と1次変換
⚫ 冪等写像
⚫ 正射影
⚫ 原点以外の不動点を持つ1次変換と不動直線
⚫ トレース・行列式の性質
など

行列



𝑨の𝒏乗= 𝑶が成り立つ条件



「𝑨𝟐 = 𝑶 ⟺ 𝒂 + 𝒅 = 𝟎かつ𝒂𝒅 − 𝒃𝒄 = 𝟎」の証明



𝑬 ± 𝒌𝑨の少なくとも一方は逆行列をもつことの証明



2次の正方行列が満たす等式から𝒏乗の決定



繰り返し法



行列𝑨について𝒂 + 𝒅 = 𝟐𝒌, 𝒂𝒅 − 𝒃𝒄 = 𝒌𝟐のときの𝑨𝒏



行列𝑨の𝒏乗を𝑨と𝑬で表す問題1



ケーリー・ハミルトンの定理の誤用

注意



次に，行列方程式を成分表示して，連立方程式の同値関係をくずさずに解答してみる．



固有ベクトルと1次独立



※ Ԧ𝑥が固有ベクトルならば𝑘 Ԧ𝑥 (𝑘 ≠ 0)も固有ベクトルであり，
計算しやすいものを用いれば良い．

𝑨の固有値と固有ベクトル，対角化



三角化，対角化の演習



0 = 𝑥 𝐴 − 𝛼𝐸 𝑢 + 𝑦(𝐴 − 𝛼𝐸)𝑤

= 0
(∵ ①)

= 𝑥𝑢 + 𝑦𝑤
(∵ ②)

∴ 𝐴
1

𝑥
𝑤 = 𝛼

1

𝑥
𝑤 + 𝑢

三角化定理



三角化可能







直和分解1



直和分解

予備定理



𝑨𝑿 = 𝑿𝑨 ⇒ 𝑿 = 𝒑𝑨 + 𝒒𝑬をみたす𝒑, 𝒒



𝑨 = 𝟐𝑷 + 𝑸と分解して𝒏乗を計算



直和分解の補足



← 𝐴𝑢 = 𝛼𝑢

← 𝐴 Ԧ𝑣 = 𝛽 Ԧ𝑣



交換可能な行列

証明





交換可能な条件 演習2











固有値𝟏, −𝟏をもつ対称行列



2つの固有ベクトルが垂直ならば対称行列



転置行列の性質1



巾零(べきれい)行列と1次変換



巾等写像



固有値𝟏, −𝟏をもつ1次変換



正射影3



固有値1を含む2，数列の極限値





固有値1を重解にもつ1次変換 (東工大)









(※)

(※) 原点を通る Ԧ𝑝に平行な任意の点Qに対して

OQ = 𝑡 Ԧ𝑝 と表される(𝑡はパラメータ)．このとき

𝑓 OQ = 𝑡𝑓 Ԧ𝑝 = 𝑡 Ԧ𝑝 = OQ.







不動直線 (𝟏, 𝒌)



2次の正方行列が満たす等式の証明．連立方程式



𝒑ならば，𝒒または𝒓



あるいは

関係式から𝒂𝒅 − 𝒃 ≠ 𝟎の証明．逆行列をもつ証明



トレース，行列式の性質



⚫ オイラーの公式の証明
⚫ 速算 (基本形)
⚫ 直角双曲線𝑥𝑦 = 𝑎の性質
⚫ 累積帰納法
など

その他



オイラーの公式の証明





速算 (基本形)



単振り子の周期



確かに

より

直角双曲線𝒙𝒚 = 𝒂の性質



累積帰納法 (導入)

(↑) このように通常の
数学的帰納法でも証明できる

端的には

等差数列 (arithmetic progression) AP
等比数列 (geometric progression) GP



累積帰納法 (導入)

(↑) 累積帰納法にて



3𝑛 − 1 < 3𝑛 −
1

3𝑛
< 3𝑛 < 3𝑛 + 1

< 3𝑛+1 − 1 < 3𝑛+1 −
1

3𝑛+1
< 3𝑛+1

整数の個数1





10分間のモデルショーに，カメラマンは1分間だけ撮影の機会が与えられた．

しかしお目当てのモデルも1分しか登場しない．

カメラマンがお目当てのモデルを撮影できる確率を求めよ．

一瞬でもシャッターチャンスがあれば撮影できるものとする．

［モデルの登場時刻も確率的であるとする．またモデルもカメラマンも，1分間，目一杯

ショーに参加する，従ってモデルショーの開始から9分までには登場すると仮定する．］

確率密度

求まった確率は，モデルが決まった時刻，例えば𝑡A = 5分に登場するときの成功確率

(4分 ≤ 𝑡B ≤ 6分となる確率)2/9よりわずかに低い．



付録：Spinoza描像──受験の正義をめぐって

いわゆる「受験戦争」の激化の背後には，資本主義の下での競争原理があると考えられる．しかるに試験の

難度に関わらず，「敗者が落ちぶれるのは努力を怠った本人の自己責任であり，それは人間としての価値が低

い証拠である」という資本主義的 (とりわけ新自由主義的)イデオロギーはそれ自体で，事実認識として容認

できない．そこには哲学のかけらもないことを，本付録で手短に説明する．また資本主義に代わる社会像とし

て，コミュニズム論を展開する．それは社会の富が脱商品化され，コモン (共有財産) として民主的に自治・

管理される社会であり，そこでは「各人は能力に応じて貢献し，各人は必要に応じて取る」ことが許される．

(実際，本稿の裏のテーマは「教育の脱商品化」である．もっとも本稿を公開したところで「焼け石に水」で

あることは承知している．ただし表紙にリンクを載せたページで公開している理論物理のノート群を合わせれ

ば，多少，事情は変わってくると期待したい．) いずれにせよ，資本の増殖を目的とした強制的な勉強や労働

が将来，各人の自由な発展に置き換えられ，それが他人からの怨嗟を招く現在の能力主義・格差社会と違い，

万人の自由な発展ともなるような社会が訪れることを強く願っている．

■Spinoza描像 「Spinoza描像」は資本主義・新自由主義のイデオロギーに対抗する哲学的な理論体系であ

り，「自由意志の否定」と「当為命題の虚構性」を 2大柱として図 1のように要約される．ここでは受験戦争

の周辺について Spinoza描像の観点から批判的に検討し，ポスト資本主義を構想する．

図 1

Spinoza描像についての詳細：

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/preamble

ポスト資本主義についての詳細：



http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/post-capitalism

資本主義・新自由主義のイデオロギー

背景として，我々の社会を取り巻く資本主義は図 2 のように特徴付けられる．詳しく順番に見ていこ

う [1] [2]．

図 2 資本主義とその周辺

■資本主義 近代に特有の資本主義社会においては，社会の「富」は悉く「商品」に姿を変え，我々はお金を

稼いで商品を手に入れなければ，もはや生きていくことはできない．かつては誰もがアクセスできるコモン

(共有財産)だった富は，資本家によって私的財産として囲い込まれ，独占された．そして囲い込みによって農

地などを締め出され，生産手段や共同体の相互扶助の関係から切り離された人々は，資本家に労働力を (商品

として)提供する「賃労働者」とならざるを得ず，さらに生産された商品の買い手となって資本家に市場をも

提供した．こうして我々が生きていく上で必要な物質代謝が，商品を通じて行われるようになった社会の体制

を資本主義という．なお労働者が資本の需要に対して過剰となれば，「代わりの人間はいくらでもいる」ため，

低賃金で過酷な労働を強いることができる．

■資本の運動と弊害 資本の目的はあくまで価値──貨幣によって測られる「交換価値」──の自己増殖で

あって，人間を幸福にすることではない．実際，価値増殖あるいは市場の自由競争で勝つことのみを目的とし

た商品生産は，質 (使用価値)を蔑ろにし，本当に必要な物やサービスを劣化させたり削ったりして，社会の

富を貧しくしさえする．また技術革新によって生産性は向上しているにも関わらず，いまだに人類は長時間労

働から解放されていない．それどころか，高給取りの仕事を中心に近年，いわゆる「ブルシット・ジョブ (ク

ソどうでもいい仕事)」が急増し，労働者の精神を蝕んでいる．さらに格差は拡大する一方であり，環境破壊

にも歯止めがかからない．

資本の価値増殖運動に組み込まれた人間は，本来手段であるはずのお金の増殖 (金儲け)それ自体を目的と

して行動するようになる．これは端的に言って倒錯であるが，お金の普遍性の下では，個々の具体的な事物そ

のものが持つ固有の価値は色褪せてしまい，「役に立たない」ものや必ずしもお金にならないものの価値を理

解できなくなる．例えば「将来のために勉強しろ」という大人も，学問そのものに価値を認めているとは限ら

ず，「それ自体が喜びをもたらす自己充足的な遊び」としての勉強のあり方にはかえって嫌悪感を示すことさ

えあり得る．その遊びこそはおそらく勉強の本質であり，資本主義の論理から自由であるための鍵なのだが．



■新自由主義 資本主義経済の停滞が顕著になった 20世紀後半では，各国で「新自由主義 (ネオリベラリズ

ム)」が台頭し，公共事業の民営化や規制緩和による市場の自由化が進められた．新自由主義は詮ずるところ，

市場の競争原理に委ねて利潤獲得を追求する政策であり，「小さな政府」「福祉削減」「緊縮財政」「自己責任」

「選択と集中」「アウトソーシング」などのスローガンによって特徴付けられる．

社会を発展させる合理的な原動力として競争を正当化できるという発想はあまりに単純であり，事実認識か

らして既に誤っている．アイデアには限りがある以上，絶えざる競争のペースに合わせた商品開発を強いられ

ている限り，希少価値を生み出すには無理やり知恵を絞り出す他なくなる．このためスマホや冷蔵庫を見れば

分かるように，新商品の開発は小手先の変化ばかりになってしまう．また画期的な新技術もすぐに模倣される

ため，一時的な利潤しかもたらさず，イノベーション競争はイタチごっこの様相を呈する．

新自由主義はグローバル化を後押しした．その主要な目的は途上国の安価な労働力を使い倒すことにある．

■資本主義・新自由主義のイデオロギー 今や資本にとって役立つ能力 (あるいはその結果と見られるところ

の経済的成功・報酬)によって人の価値を定義する新自由主義的な発想は自明視され，「稼ぎが低いのはスキル

がないからであり，それは人として価値がない証拠である」という通念が社会に浸透している．そして「スキ

ルや能力がないのは，それを身につける努力を怠った“負け組”の自業自得だ」という論法は，現代社会を伏

流し，幅を利かせている支配的なイデオロギーとなっている．しかしながら，このような新自由主義的な自己

責任論は哲学的に容認できない．と言うのも，形而上学的なレベルに遡って考えれば，人間は決して行為の自

由な主体ではあり得ないからである．それは動かし得ない根源的な真理であるが故に，「言い訳だ」などの一

言で片付けたり，括弧に入れて考えたりすることが許されない．

職業選択の自由もまた形式的なものである．それにも関わらず労働者は「自分で選んで，自発的に働いてい

る」と錯覚し，資本家にとって都合の良い労働者像を，あたかも自分が目指すべき姿，人間として優れた姿だ

と思い込むようになっていく (例えば現代では忙しさは美徳とされる)．これは労働者の責任感や向上心，主体

性といった精神性までもが，資本の論理に「包摂」される過程と言える．

このように資本主義的な価値観を内面化させた人間は周りの人間にも，理不尽な労働倫理を「あるべき姿」

として強要するだろう．そのような理念は当為命題の形をとる．当為命題とは「……べきだ」という形に帰着

できる，規範を表す命題のことである．ところが一般的に言って，当為命題は事実だけからは導くことができ

ず，恣意性を免れない．例えば仕事が充実しているに越したことはないが，「社会人は仕事こそが生き甲斐で

あるべきだ」「仕事は全力で取り組まなければならない」とまでは言えない．また会社の命令には素直に従う

のが日本人の当たり前の働き方だったからと言って，それに従うべきだとは言えない．あるいは現代社会が市

場の競争原理で動いているというだけの理由で，「競争するべきだ」「グローバルな世界で通用する人材になる

べきだ」とは言えない．これらはいずれも本質的には「資本に奉仕する人材になるべきだ」と述べているので

あり，与えられた資本制社会の論理を無批判に受容しているにすぎない．なるほど，もちろん同じ理由で資本

主義を終わらせる「べきだ」とまでは言えない．しかし「資本主義が終わってほしい」と言えば，嘘にはなら

ない．

■Spinoza描像 以上のように，新自由主義的な自己責任論と理不尽な労働倫理には，それぞれ「自由意志の

否定」と「当為命題の虚構性」でもって対抗できる (図 3参照)．私はこれらをまとめて Spinoza描像と呼ん

でいる．以下では Spinoza描像をより詳細に導入するための最小限の議論を行う．



図 3 新自由主義的イデオロギーのアンチテーゼとしての Spinoza描像

自由意志の否定

自由意志の否定から始めよう．自由意志を行使することが重要とされる人生の局面の最も象徴的な例は，お

そらく受験勉強という形をとる．ところが実際には勉強しなくてはいけないと思いつつもやる気が出ず，一向

に行動を起こせないという金縛りのような無気力状態を，誰しも少なからず経験したことがあるだろう．ここ

で注目されることは，そのような場合，常識に反して主観的には他の選択をすることが全く不可能に思われる

ということである．このような直観の正しさは，哲学的考察によって裏付けられる．もし意志の力で言うこと

を聞かない身体を強制的に行動へと駆り立てられるならば，それは無気力の中でも自由に発動させることがで

きる精神の作用，すなわち自由意志でなければならない．言い換えれば自由意志は，過去からの影響，または

物理法則の支配を断ち切り，自発的な行動を引き起こす超自然的な能力，あるいは行為の純粋かつ絶対的な始

まりとして定義される．つまり自由意志とは言わば無からの創造であり，不可能を可能にするという自己矛盾

であり，その定義により存在し得ないことが明らかである．

自由意志が存在しないことは，科学的・物理学的世界観からも導き出される．

• 実際，自由意志は精神が身体に影響を及ぼし得ることを前提としている．
しかし精神と身体は異質な存在であるため，その相互作用を考えることはできない．

• また一見すると能動的・主体的・自発的な人間の行為も
渾然一体としたミクロな粒子の運動や場の時間変化に還元されるため，

自由意志を行使し得るような行為の主体は見出せない (要素還元論)．

• さらにあらゆる出来事は自然法則に従って必然的に生起していると考えられ，
そこに自由意志の入り込む余地はない．

もちろん以上の議論は形而上学に属しており，信じるか信じないかという問題だとも言える．形而上学的命題

の正しさは，帰納的推論の産物である蓋然的な経験科学の知見によって証明できるものではない．むしろその



ような形而上学的な思想が，物理学を始めとする自然科学の前提を成していると言った方が正確である．とは

言え，これらは説得力があり，充分もっともらしく思われる．(付け加えると，物理学が自由意志の否定と整

合していることは，理論物理学を学ぶ 1つの原動力にもなり得る．)

以上のアイデアは哲学者 Spinoza の思想とも重なる．Spinoza によれば神はこの世界そのものであり，そ

れ故，神即自然と呼ばれる．(したがって Spinozaの考える神は人格を持たない．) そしてあらゆる事物は神

の必然性に従って生起している．このような考え方は汎神論と呼ばれ，自由意志や目的論の否定へと導く．

Spinozaの汎神論は次の『エティカ』第 1部定理 29の言葉に端的に表されている．

自然の中には何一つ偶然的なものは存在しない，いっさいは神の本性の必然性から一定の仕方で存在

や作用へと決定されている [3, p.54]．

意志を抱くことや努力することは，それが可能な場合には神即自然の必然性に従って自動的に達成されるのに

対し，それが神の時間発展に含まれていない場合には，空から自由意志でも降ってこない限り不可能である．

ところが自由意志は存在しないため，それは絶対に不可能である．

Spinoza哲学においても，精神と身体の相互作用は否定されている．それにも関わらず心と身体の状態に対

応関係が見られるのは，これらが同一の神の異なる 2つの側面を表しているからであると説明される．このよ

うに精神的状態と身体的状態は対応しているけれども，精神と身体は相互作用せず，物理的な出来事と精神

的な出来事は独立に進行するという立場は心身平行論と呼ばれる．これは勿論，自由意志の否定と整合して

いる．

なお Spinozaの自然観は決定論的であり，決定論が正しければ自由意志は存在しないと考えられる．しかし

量子力学の描くような非決定論的な自然観を導入しても，自由意志を救うことにはならない．事物がランダム

に確率的に生起するとしても，人は世界のなすがままに振り回されてしまうのであれば，そこにも自由意志は

見出せない：

決定論 ⇒ 自由意志なし (p ⇒ q),

非決定論 ⇏ 自由意志あり (p̄ ⇏ q̄).

当為命題の虚構性

次に当為命題の虚構性に移ろう．当為命題はいかに論理で武装しようとも，独断論であることを免れないと

考えられる．このことはほとんど自明だと思われるが，あえてその理由を述べれば次のようになるだろう．ま

ず，ある当為命題を導く論理が循環論法や無限後退に陥らないためには，何らかの前提条件を出発点として認

めなければならない．ところで当為命題は事実命題だけからは，導けないと考えられる．(端的に言えば，「で

ある」から「すべき」は導けない．このことはHumeの“法則”と呼ばれる．) よって出発点を成す前提条

件にもまた何らかの当為命題が含まれることになる．もし前提条件が当為命題を含まず，単に事実命題だけか

ら構成されるのであれば，その主張は現実世界と一致するかを確かめて真偽を判断できる可能性がある．しか

し当為命題は事実命題と違って，そのような方法で真偽を判断できるものではないため，前提条件に含まれる

当為命題は無条件に認めることになる．これはあらゆる当為命題が独断論であることを免れないことを意味し

ている．

Spinoza哲学は絶対的な善悪を認めない．これは当為命題の虚構性に対応するものと見ることができる．



ポスト資本主義

最後に文献 [1]の章ごとの要約を載せ，ポスト資本主義の構想を示す (図 4参照)．

第 1章　「商品」に振り回される私たち かつては誰もがアクセスできるコモン (共有財産) だった社会の

「富」を，資本主義は悉く「商品」に変え，今では私たちは必死にお金を手に入れないと生きていけな

い．また「使用価値」よりも「(交換)価値」を優先する資本主義は，社会の「富」を劣化させ破壊して

いき，人間は「商品」に振り回されるようになる (物象化)．

第 2章　なぜ過労死はなくならないのか 資本家は単に労働時間を延ばすことで絶対的剰余価値を手にできる

ため，長時間労働が蔓延することになる．そして生産手段や共同体の相互扶助から「自由」になり (切

り離され)，また自分は「自由」で自発的に働いていると思い込んでいる労働者は，過酷な長時間労働

から逃げ出せない．資本主義を弱めるには，賃上げよりも労働時間の短縮が重要であり，世界では資本

主義に挑む大胆な労働時間短縮の動きも出てきている．

第 3章　イノベーションが「クソどうでもいい仕事」を生む 単に生産力の観点からは私たちはとっくに長時

間労働から解放されていても良いはずだが，資本主義の下では技術革新 (イノベーション)による生産

力の向上は，「仕事を奪われる」というディストピアとして現れてしまう*1．また技術革新により労働

者は単純作業だけを「実行」するようになり，自ら「構想」する機会を奪われ，資本家の労働者に対す

る「支配」が強化されてしまう．さらにエッセンシャル・ワーカーが低賃金に苦しめられている一方で，

際限なく価値増殖を求める資本主義は，高給取りの仕事を中心に「ブルシット・ジョブ (クソどうでも

いい仕事)」を大量に生み出し，私たちを長時間労働から解放しない．

第 4章　緑の資本主義というおとぎ話 資本は人間だけでなく自然からも掠奪し，その代償を将来世代や途上

国へと「外部化」し，見せかけの環境対策をしながら自然の商品化をさらに進めている．資本主義に代

わる新たな社会において大切なのは，「アソシエート」した労働者が，人間と自然との物質代謝を合理

的に，持続可能な形で制御することだ，とマルクスは述べている．

第 5章　グッバイ・レーニン！ 社会主義を標榜するソ連や中国の実態は，生産手段を国有化し，官僚が労

働者を搾取する独裁的な「国家資本主義」であり，社会主義の理想からかけ離れている．またベーシッ

クインカム (BI)や現代貨幣理論 (MMT)のような，国家の力を介したトップダウン型の資本主義改革

は，資本の側の抵抗や物象化を解決できないだろう．私たちの目指す未来社会は，民主的なボトムアッ

プ型の自発的連帯 (アソシエーション)を通じて「脱商品化」を推し進め，貨幣なしで暮らせる社会の領

域を広げることであり，これこそがマルクスの構想する「社会主義」ないし「コミュニズム」である．

第 6章　コミュニズムが不可能だなんて誰が言った？ エコロジー研究と原古的な共同体研究を行っていた

晩年のマルクスは，やがて自然の「持続可能性」と人間社会における「平等」の連関に気付いていく．

彼が構想していた将来社会は，社会の「富」が「商品」として現れないように，みんなでシェアして，

自治管理していく，平等で持続可能な定常型経済社会 (したがって「脱成長」型経済)であり，コモンに

基づいた社会であるため，コミュニズムと呼べる．

*1 A. ベナナフによれば技術革新は衰退しており，実際に雇用を破壊しているのはテクノロジーの進歩ではなく経済の長期低迷であ
る．とは言え，オートメーション化がなくとも社会運動を通じて民主的に必要労働を再配分し，ポスト希少性と自由な余暇社会を
実現することは既に可能であるとするベナナフの見解は，斎藤幸平がポスト資本主義として構想する民主的な脱商品コミュニズム
と軌を一にする [4]．



図 4 ポスト資本主義 =脱商品コミュニズム
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