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まえがき

本稿は一言で言えば，「要点と途中計算を分離した見通しの良い構成により，古典物理学から弦理論までを

近道で登りつめる，素粒子物理学を中心とした独学可能なテキスト」である．

「要点と途中計算の分離」は次のような問題意識に基づいている．すなわち物理の教科書にありがちな難点

として，

• 結論が計算に埋もれていて要点を掴みにくい
• しかしながら内容を丁寧に追いかけるには，途中計算や説明が省かれすぎている

ということが挙げられる．「帯に短し襷に長し」である．そこで本稿は第 I 部であらかじめ要点のみを述べ，

細かい途中計算や補足を第 II部で行うという構成を採用した．(もちろん，このような書き方にも一長一短は

あるだろう．また計算式のどこまでを要点に取り込むかの判断は恣意性を免れない．) 大まかに言うと，第 I

部 (要点編)が勉強の後に頭に残したい知識であり，第 II部 (導出編)はそれを理解・納得するために必要な式

の導出と論理展開の詳細である．読者は第 II部 (導出編)を度外視して，第 I部 (要点編)のみを読み物として

読み進めることもできる．

第 I部 (要点編) は以下のように進む．

まず第 1章では古典物理学について説明する．古典論において自然は粒子と場 (電磁場と重力場)から成る．

それらの時間発展は最小作用原理の下で，作用の表式の中に完全に含まれており，この意味である種の古典的

統一理論と呼べる体系を提示することができる．一般相対性理論に対する明快な説明と洞察を与えることも，

この章の主要な目的の 1つである．

次に第 2章では素粒子物理学の準備を兼ねて，量子力学の基礎 (主に非相対論的量子力学)について簡潔に

まとめる．

第 3章では量子電磁力学 (QED)を概観する．QEDは古典電磁気学を量子化した理論にあたる．量子力学

は系の時間発展を記述する枠組みであり，Lagrangianを与えると理論の量子ダイナミクスが決定される．こ

こから理論のあらゆる予言が得られることになる．我々は QED の Lagrangian から出発して場を量子化す

る．量子化の手続きには正準量子化を採用する．これは場を演算子と見なして正準 (反) 交換関係を課すと，

古典場の Fourier係数が粒子の生成・消滅演算子になるというものである．さらに具体的な素粒子の反応とし

て e+e− → µ+µ− を取り上げ，その確率振幅と断面積を導く．これを通して Feynmanダイヤグラムを確率

振幅の表式に翻訳する，QEDの Feynman規則を垣間見ることができる．QEDのすべての Feynman規則を

その起源とともに例示的に説明し，繰り込みと理論の正則化についても入門的な解説を行う．

続く第 4章では量子色力学 (QCD)と電弱統一理論へと進み，素粒子標準理論 (標準模型)の説明を完成さ

せる．自然界の基本的な力には重力と電磁力に加えて，弱い力と強い力があることが知られている．一般に

ニュートリノを含む過程は弱い力によって媒介されている．弱い力と電磁力は電弱理論によって統一される．

また強い力はハドロン (強粒子)を構成するクォークを互いに束縛しており，QCDによって記述される．標準

理論は素粒子物理の現在の知見を完全にまとめたものであり，QCDと電弱理論から形成される．

第 5章からは弦理論に入る．弦理論は重力を含むすべての力を統一する理論の有力な候補である．弦は 1種

類であり，弦の振動としてあらゆる粒子が現れるので，すべての粒子が単一の理論に自然に組み込まれる．第

5章では弦の古典論から始めて，光錐ゲージを利用した弦の量子化までを扱う．

第 6章では弦理論のさらに発展的な話題に触れる．
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全体を改めてまとめると，本稿は標語的には，言わば物理学の主要な「駅」だけに停車する「古典物理学」

発「弦理論」行きの急行列車である．過度に専門的な内容には踏み入らず，簡単な応用のみを取り上げ，原理

と基礎的な内容を最小限の時間と労力で網羅できるように努めた．しかしながらそのような記述は当然，多く

の題材や重要事項を容赦なく切り捨てることで可能となっている．自戒を込めて，本稿で扱っている内容は限

られており，物理学のほんの一部でしかないことを断っておく．本稿では扱いきれなかった内容を含め，本稿

の他にも理論物理学の各種ノートを以下のページで公開している．

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

特に概要を述べるに留めた第 4章 (素粒子の相互作用)と第 6章 (弦理論《発展編》)の詳細に関しては，それ

ぞれ文献 [1](F.マンドル/G.ショー『場の量子論 第 2巻 素粒子の相互作用』)と文献 [2](B.ツヴィーバッハ

『初級講座 弦理論《発展編》』)のノートを参照されたい．

なお本稿には誤りや筆者の勘違いが潜んでいるかもしれないことを告白しておく．至らぬ点は，筆者の勉強

不足である．
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第 I部

要点編

1 古典物理学

古典物理学において自然界は粒子と場 (電磁場と重力場)から成る．その振舞いを記述する最も広い枠組み

は一般相対性理論である．そこでまず 1.1節では，一般相対性理論で用いられる概念を説明する．1.2節では

特に重力を含まない (すなわち平坦な時空における)理論である特殊相対性理論に焦点を当てる．Lagrange形

式と Hamilton形式により古典的な理論を定式化する一般的な手法については 1.3節で導入する．ここで我々

は対称性と保存則の関係を基調として，各種の保存量を定義する．ここまでで具体的な物理を論じるための準

備が一通り完了する．

1.4節では粒子・電磁場・重力場の複合系に対する作用を原理として提示する．この節は本章の最も重要な

部分の 1つに位置付けられる．次いで我々は最小作用原理から粒子と場の運動方程式を導く (1.5節)．後の章

への応用も念頭に置いて，1.6節では特殊相対性理論の範囲での理論の定式化を併せて入念に調べる．(実際，

本稿では形の上で一般相対性理論における運動方程式を与えてはいるものの，電磁気学に関しては特に興味の

持たれる，重力場のない場合しか扱っていない．)さらに以下にまとめたように，運動方程式をいくつかの簡

単な系に適用し，粒子と場の振舞いを研究する．

最小作用原理

↓

• 粒子の運動方程式
– 与えられた (一様不変な)電磁場中の粒子の (非相対論的な)運動 (1.7.1節)

– 重力場中の粒子の運動 (1.8.2節)

• 重力場中のMaxwell方程式 → (平坦な時空での)電磁気学

– 静電場・静磁場 (1.7.2節)

∗ 電荷分布 → 静電場 (Coulombの法則)

∗ 電流分布 → 静磁場 (Biot-Savartの法則)

– 電磁波 (1.7.3節)

∗ 任意に運動する電荷の作る電磁場 (1.7.4節)

遅延ポテンシャル

∗ 幾何光学 (1.7.5節)

• Einstein方程式 → 物体の作る定常的な重力場，重力波

– Newtonの万有引力の法則 (1.8.1節)

– 中心対称な重力場・Schwarzschild時空 (1.8.2節)

∗ 空間の歪み
∗ 時間の遅れ
∗「時空の歪みに沿った」粒子の運動
現実の軌道と仮想的な軌道に対する粒子の固有時間の数値シミュレーション

– 重力波 (1.8.3節)
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■表記法など 本章では以下の約束に従う．

• 断りのない限り，
– 時空の 4成分 0, 1, 2, 3をとる添字にギリシア文字 α, β, · · · , λ, µ, ν, · · · を用い，
– 空間成分 1, 2, 3のみをとる添字にラテン文字 i, j, k, · · · を用いることにする．

• 慣性系での計量テンソル (Minkowski計量)の全成分を

(ηµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


とする流儀を採用する．

– 計量テンソルと慣性系については 1.1.2節，1.1.3節を参照せよ．

• 任意の 4元反変ベクトルを aµ = (a0,a)のように書く．

ここに a0 はベクトル aµ の時間成分，aはベクトル aµ の空間成分である．

4元反変ベクトルを表すのに，aµ の他に a, a⃗という表記も併用する．

• 電磁気学の単位系として Gauss単位系を採用する*1．

1.1 一般相対性理論の概念

1.1.1 テンソル

物理学の指導原理として，どのような座標系を用いても物理法則は同じ形の方程式で記述されることが要請

される (共変性の要請)．そこで物理量が座標変換に対してどのように変化するかを調べることが有用となる．

■テンソルの定義 時空の座標を x ≡ (x0, · · · , x3)のように表記する．t = x0/cは時間座標であり，空間座

標 (x1, x2, x3)はデカルト座標に限らない一般座標である．

座標変換に伴い時空に固定した点の座標が

x ≡ (x0, · · · , x3) → x′ ≡ (x′
0
, · · · , x′3)

と変わるとき，値が

T
µ1···µp

ν1···νq → T ′µ1···µp

ν1···νq =
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq (1)

と変化する量 T
µ1···µp

ν1···νq を p階反変 q 階共変テンソルまたは (p, q)テンソル (の成分)と呼ぶ．

Einsteinの規約 テンソルを定義する変換則 (1)右辺の ρ1, · · · , σ1, · · · ように 2度以上現れる添字については

*1 Gauss単位系において (平坦な時空では)磁場H と磁束密度B は等しい．実際，国際単位系における磁場と磁束密度をそれぞれ
HSI,BSI とすると，Gauss単位系における磁場HG と磁束密度BG は

BG =

√
4π

µ0
BSI =

√
4πµ0HSI = HG

によって関係付けられる (µ0 は真空の透磁率)．
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0から 3までの和をとる．例えば

AµνB
ν ≡

3∑
ν=0

AµνB
ν =

3∑
ρ=0

AµρB
ρ ≡ AµρBρ

である．添字 µと違って和をとられる添字 ν は式変形の途中で (µ以外の)別の文字 ρに置き換えても

式の意味が変わらない．このような添字をダミー添字と呼ぶ．

テンソル場 テンソル場に対して変換則 (1)は，与えられた時空点における場の値の変化を規定する．右辺は

座標 xの関数であるのに対し，左辺 T ′···
··· は同一の点を表す新しい座標 x′ の関数と見なされる．

特に

(0, 0)テンソル = スカラー

(1, 0)テンソル = 反変ベクトル

(0, 1)テンソル = 共変ベクトル

である [3, pp.256–257] [4, pp.126–127]．以下の量は数学的に変換則が定まっている [5, pp.26–27]．

座標の微分 dxµは反変ベクトル : dx′
µ
=
∂x′

µ

∂xν
dxν ⇐ 全微分

微分演算子∂µ ≡
∂

∂xµ
は共変ベクトル : ∂µ

′ =
∂xν

∂x′µ
∂ν ⇐ 合成関数の微分

Kroneckerの記号 δµν を混合テンソル ((1, 1)テンソル)とすれば，その成分が任意の座標系で同じ値を持つこ

とが保証される [4, p.51]：

δµν
′ =

∂x′
µ

∂xρ
∂xσ

∂x′ν
δρσ = δµν .

また線形変換 x′
µ
= aµνx

ν は，係数 aµν が座標に依らなければ反変ベクトルの変換則 x′
µ
= ∂x′µ

∂xν x
ν に他なら

ない (実際 x′
µ
= aµνx

ν を両辺 xλ で微分すると ∂x′µ

∂xλ = aµνδ
ν
λ = aµλ となる)．ただし一般には座標 xµ そ

のものが常にベクトルを形成するとは限らない．

ここで (反変)ベクトル V⃗ の成分は座標系に依るけれども V⃗ 自体は座標系に依らない幾何学的な対象であ

る．V⃗ の成分 V α に対する上記の変換則 V ′α = ∂x′α

∂xβ V
β はこのことと整合している．これは次のように理解

できる．各位置での座標系の基底 e⃗α は，座標 xα が増大する方向のベクトルである．特に (時空の内部に横た

わる)位置ベクトル x⃗に対して ∂αx⃗を基底 e⃗α に用いると，これは共変ベクトルの変換則

e⃗′α = ∂α
′x⃗ =

(
∂xβ

∂x′α
∂β

)
x⃗ =

∂xβ

∂x′α
e⃗β

に従う．よって V α が反変ベクトル成分として変換されれば

V ′αe⃗′α =

(
∂x′

α

∂xβ
V β
)(

∂xγ

∂x′α
e⃗γ

)
= δγβV

β e⃗γ = V αe⃗α = V⃗

となり，どのような座標系を用いても V αe⃗α は同一のベクトル V⃗ を与える [5, pp.25–26]．

最後に，上式 (1)の右辺に Jacobianが掛かった変換則

T
µ1···µp

ν1···νq → T ′µ1···µp

ν1···νq =
∂(x)

∂(x′)

∂x′
µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq

に従う量 T
µ1···µp

ν1···νq を p 階反変 q 階共変テンソル密度 (または擬テンソル) と呼ぶ [4, pp.60–62,pp.127–

128]．「密度」という名前の由来は，1.1.6節で説明する．
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■物理法則の共変性 両辺が同じ種類のテンソルで書かれた方程式 T
µ1···µp

ν1···νq = U
µ1···µp

ν1···νq の形に物理

法則を表せば，テンソルの定義によりこれは両辺が同じように変換されるので，座標変換に対して形を変え

ず，共変性の要請を満たす [4, pp.53–54]:

T ′µ1···µp

ν1···νq =
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
U
ρ1···ρp

σ1···σq = U ′µ1···µp

ν1···νq .

■テンソルの和，積，縮約から新たなテンソルが作られること テンソルを定義する変換則 (1)から，以下が

容易に示される (7.1.1節参照)．

• 同じ種類のテンソルに対しては和が定義される．
(p, q)テンソル T

µ1···µp
ν1···νq , U

µ1···µp
ν1···νq の和

A
µ1···µp

ν1···νq ≡ T
µ1···µp

ν1···νq + U
µ1···µp

ν1···νq (2)

は (p, q)テンソルである．

• (p, q)テンソル T
µ1···µp

ν1···νq と (r, s)テンソル Uρ1···ρrσ1···σs の積

B
µ1···µpρ1···ρr

ν1···νqσ1···σs ≡ T
µ1···µp

ν1···νqU
ρ1···ρr

σ1···σs
(3)

は (p+ r, q + s)テンソルである．

• (p, q)テンソル T
µ1···µp

ν1···νq の添字 µi, νj をダミー添字 λにして和をとる操作を縮約という．

これにより (p− 1, q − 1)テンソル

C
µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq ≡ T
µ1···µi−1λµi+1···µp

ν1···νj−1λνj+1···νq (4)

が得られる．

このため以上の方法で新たに作られたテンソルの種類は上下の添字の個数から期待される通りのものとなる．

しかし逆に，複数の添字を持つ量がテンソルであるとは限らない．なお ∂x′µ

∂xν が座標 xに依る場合，反変ベク

トル V α に対して ∂βV
α を単に共変ベクトル ∂β との積と見てこれを (1, 1)テンソルであると結論することが

できなくなる．実際，∂βV α は

∂β
′V ′α =

(
∂xµ

∂x′β
∂µ

)(
∂x′

α

∂xν
V ν
)

=
∂xµ

∂x′β
∂x′

α

∂xν
∂µV

ν +
∂xµ

∂x′β

(
∂µ
∂x′

α

∂xν

)
V ν (5)

と変換する [3, pp.264–265]．

■商の定理 反変ベクトル Aλ に対して Qµν = AλPλµν が 2階共変テンソルとなるためには，Pλµν が 3階共

変テンソルであれば良いことを我々は学んだ．実はこのとき，Pλµν は 3階共変テンソルでなければならない

ことまで言うことができる (証明は 7.1.1節)．A,Qが他の勝手な種類のテンソルである場合にも，同様の論

法を適用できる (商の定理) [6, p.24]．
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■対称な量と反対称な量の“縮約” 一般に添字 α, β について対称な量 Aαβ = Aβα と反対称な量 Bαβ =

−Bβα(テンソルでなくても良い)に対して AαβBαβ は

AαβBαβ =
∑
α>β

(AαβBαβ +AβαBβα) (∵ α = β ⇒ Bαβ = 0)

=
∑
α>β

Aαβ(Bαβ −Bαβ) = 0 (6)

となって消える．

1.1.2 世界間隔と計量テンソル

時空には無限に近い 2点の世界間隔 dsが定義される．dsは値が用いている座標系に依らずに時空の幾何学

だけで決まる量，従ってスカラーである．これは座標系 {xµ}で測った 2点の座標の差 dxµ の 2次形式

ds2 = gµνdx
µdxν

で表される (ds =
√
gµνdxµdxν)．座標の微分 dxµ は反変ベクトルだから dsがスカラーとなるためには gµν

は 2階共変テンソルでなければならない (1.1.1節参照)．gµν を計量テンソルと呼ぶ．

反変計量テンソル gµν を計量テンソル gµν の逆テンソルとして定義する (以下，gµν も単に計量テンソルと

呼ぶ):
gµαgαν = δµν . (7)

(ここで δµν は単位テンソルと見なされている．単位行列は δµν を (µ, ν)成分に持つ．) テンソルの添字を上

げ下げした量は Aµ = gµνAν , Aµ = gµνA
ν のように計量テンソルとの縮約で定義する [3, pp.257–258]．こ

のとき計量テンソルとの縮約の結果得られた量も添字の位置から期待される種類のテンソルとなる (1.1.1節

参照)．

1.1.3 局所慣性系

次の局所的平坦性定理によれば，時空の与えられた点 Pの近くで計量テンソルの成分が

(ηµν) ≡


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (8)

となる座標系をとることができる (7.1.2節参照) [7, pp.186–187]．

局所的平坦性定理 適当な座標系 {xµ}をとれば，点 Pの座標を x µ
0 として

gαβ(x
µ) = ηαβ +O((xµ − x µ

0 )2)

とできる．このような座標系 {xµ}を点 Pにおける局所慣性系と呼ぶ．

ここではひとまず局所的平坦性定理を，単に数学的事実として提示した．読者の便宜のために，その物理的

意味についても前もって予告しておこう．計量テンソル (8)の含意については 1.2節で説明する．後に 1.1.9

節で明らかになるように，局所的平坦性定理は局所慣性系で Christoffel記号がゼロになることを意味する*2．

*2 単に点 Pでの計量テンソルの値を ηµν とできるだけでなく，点 Pから座標 xµ − x µ
0 だけ隔たる時空点における計量テンソルの

ηµν からのズレが，座標の 2次の微小量であることが重要である．
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図 1 局所慣性系

しかるに 1.5.1節で述べるように，Christoffel記号が消えることは重力場が消えることに対応する．よって局

所的平坦性定理は適当に座標系を選び，時空の与えられた点 Pの周りの小さな領域に限ってその中の重力場

を消去できることを意味する．具体的にはそのような座標系として，自由落下する小さな箱に固定した座標系

が考えられる．これは箱の部分では図 1のように，時計が一定の割合で進む XY Z 直交座標系を成す．実際，

箱が占める領域で重力場を一様と見なせるほど箱が十分小さければ，箱の内部は無重力となる．しかし箱が地

球の周りの静的で非一様な重力場中を自由落下する場合，時間が経ち箱が地球に近づくと図 1のように，箱の

占める領域での重力場の非一様性が無視できなくなる．こうして箱の中で重力場を消去できるのは一般には短

い時間に限られる [7, p.148]．

1.1.4 固有時間と 4元速度

空間のある点での現象または時計の進み方は，その点での固有時間と呼ばれる時間 τ の流れ方で決まる．こ

れは固有時間が τ, τ + dτ となるという 2事件に対応する時空の 2点間の世界間隔を dsとすると，固有時間

の経過が dτ = ds/cとなるように定義される．ただし cは (局所慣性系で測った)真空中の光速である．考え

ている空間の点が運動する粒子の位置であればこれは粒子の固有時間と呼ばれる．

粒子の固有時間の経過 dτ = ds/cはスカラーだから，任意の座標系で測った粒子の時空における変位 dxµ

との比 dxµ

dτ は反変ベクトルとなる (1.1.1節参照) [4, p.89]．これに対し座標時間 tで測った粒子の速度 dxµ

dt が

反変ベクトルとなる保証はない [4, p.92]．uµ ≡ 1
c
dxµ

dτ = dxµ

ds を 4元速度と定義する*3．

1.1.5 空間距離

空間の点 Aと空間座標が無限小 dxi だけ異なる空間の点 Bとの空間距離 dlは，座標の差 dxi から

dl2 = γijdx
idxj , γij ≡ −gij +

g0ig0j
g00

(9)

と求まる (ただしラテン文字 i, j, · · · は空間成分 1,2,3を動くものとする)．この関係は次の順序で見いだされ

る (7.1.3節参照) [3, pp.260–262]．

2点 A,Bの空間座標の差 dxi

→ 2点 A,B間を光が往復するのにかかる座標時間 dx0

*3 dxµ

dτ
の前に係数 1

c
を付けて定義したため，長さの次元を持つ座標 xµ に対して 4元速度 uµ は無次元量である [3, p.25]．
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→ 点 Aでの対応する固有時間 dτ =
1

c

√
g00dx

0

→ 2点 A,B間の距離 dl =
1

2
cdτ.

1.1.6 固有体積要素

一般に任意の座標系で各座標が dxµ 変化して作られる時空の体積要素は d4x(≡ dx0dx1dx2dx3)とならな

い．実際 d4xは時空の体積要素の次元を持つ保証すらない．しかし局所慣性系 {Xµ} ≡ {cT,X, Y, Z}では体
積要素の表式は d4X(≡ cdTdXdY dZ)であり，J ≡ ∂(X)

∂(x) を Jacobianとして任意の座標系での体積要素の表

式は Jd4xとなる．

ここで計量テンソル gµν は局所慣性系での成分が式 (8)の ηµν で与えられ，2階共変テンソルの変換則に従

うことから，行列 (gµν)の行列式を g として

g = −J2 < 0, ∴ J =
√
−g

が帰結される (7.1.4節参照)．

以上より任意の座標系で各座標が dxµ 変化して作られる時空の体積要素の真の体積は

√
−gd4x

である．これを固有体積要素と呼ぶ [7, pp.188–190]．

なお上式 J =
√
−g は，因子

√
−g(x)

(
= ∂(X)

∂(x)

)
がスカラー密度の変換則

√
−g′ = ∂(x)

∂(x′)

√
−g に従うこと

を含意している (1.1.1節)．したがってスカラー場 S との積 S
√
−g もまたスカラー密度である．これをスカ

ラー密度と呼ぶのは，積分 ∫
S
√
−gd4x

が不変量となるからである．任意のテンソル場 Tµν··· に対して Tµν···
√
−g と同じ変換則に従う量を同様にテ

ンソル密度と呼ぶけれど (1.1.1節)，積分 ∫
Tµν···

√
−gd4x

をテンソルと見なせるのは，積分範囲が小さい場合に限られることに注意しなければならない．と言うのもテ

ンソルの変換則 (変換係数の値)は時空点ごとに異なるので，異なる時空点でのテンソルの和は一般にテンソ

ルとはならないからである [4, p.130] [6, p.82]．

1.1.7 完全反対称テンソル Eλµνρ，完全反対称テンソル密度 Eλµνρ

ελµνρ を局所慣性系 {Xµ}で ε0123 = 1となる添字に関して完全反対称な量とする．

このときこれを 4階反変テンソルの変換則

Eλµνρ =
∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ

に従って任意の座標系 {xµ}に変換した量は Eλµνρ = ελµνρ
√
−g である [3, pp.258–259]．

一方，これを 4階反変テンソル密度の変換則

Eλµνρ =
∂(X)

∂(x)

∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ
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に従って任意の座標系 {xµ} に変換した量は Eλµνρ = ελµνρ となり，座標系に依らず E0123 = 1 となる [4,

pp.62–63]．以上の証明は 7.1.5節で行う．

1.1.8 共変微分

ベクトル場 V⃗ を考え，座標が dxβ 異なる点でのベクトルとの差 (∂βV⃗ )dxβ を dV⃗ とする．以下で見るよう

に，任意の座標系では一般に時空の各点で基底 e⃗µ が異なることに関係して，(∂βV
α)dxβ はベクトル dV⃗ の成

分 DV α とならない．これは dxβ と縮約される V⃗ の成分の変化率 ∂βV
α が一般には (1,1)成分テンソル成分

として変換しないことを意味する (このことを 1.1.1節の式 (5)で直接確認した)．そこで V α;βdx
β がベクトル

dV⃗ の成分 DV α を与え，従って (1,1)成分テンソル成分であるような量 V α;β を以下で導入する．

ベクトル V⃗ = V αe⃗α の微分は
∂βV⃗ = (∂βV

α)e⃗α + V µ∂β e⃗µ

であり，任意の座標系では一般に時空の各点で基底 e⃗µ が異なるため右辺第 2 項の ∂β e⃗µ はゼロとならない．

∂β e⃗µ の α番目の成分を Christoffel記号 Γαµβ と呼ぶ:

∂β e⃗µ = Γαµβ e⃗α. (10)

局所慣性系では Christoffel記号はゼロとなる．ここから Christoffel記号はテンソルではないことが分かる．

と言うのも，もし局所慣性系でゼロとなる Christoffel記号がテンソルの変換則 (1)に従って変換するならば，

任意の曲線座標系でも全ての Christoffel記号はゼロとなる．ところが曲線座標系では一般に Christoffel記号

はゼロでない値を持つからである [3, p.266]．

Christoffel記号を用いると上式は

∂βV⃗ =(∂βV
α + V µΓαµβ)e⃗α = V α;β e⃗α,

V α;β ≡∂βV α + V µΓαµβ (11)

となる [7, pp.161–163]．さらに両辺に dxβ をかけて β で和をとると

(∂βV⃗ )dxβ = (V α;βdx
β)e⃗α

を得る．これは dV⃗ ≡ (∂βV⃗ )dxβ の α番目の成分 DV α が V α;βdx
β であることを意味する．ここでベクトル

dV⃗ が座標系に依らない幾何学的な対象となるためには，その成分 DV α は反変ベクトル成分として変換し

なければならない．また dxβ は反変ベクトル成分である．よって上式は V α;β を反変ベクトル成分 dxβ と縮

約すると反変ベクトル成分 DV α が得られることを意味するから，V α;β は (1,1) テンソル成分である (以上，

1.1.1節参照)．V α;β を V α の共変微分と呼ぶ．

(p, q)テンソル T
µ1···µp

ν1···νq の共変微分は

T
µ1···µp

ν1···νq ;λ = ∂λT
µ1···µp

ν1···νq+

p∑
k=1

T
µ1···µk−1αµk+1···µp

ν1···νqΓ
µk

αλ

−
q∑

k=1

T
µ1···µp

ν1···νk−1ανk+1···νqΓ
α
νkλ

(12)

である．これは次の 2つの演算規則を設けると導ける [4, p.143]．同時にこれは (p, q + 1)テンソル成分であ

ることが分かる (7.1.6節参照)．

スカラー S の共変微分 S;µ ≡ ∂µS, (13)

テンソル A·ν·
··· , B

···
·ν·に対する Leibnizルール (A·ν·

··· B
···
·ν·);µ = (A·ν·

··· ;µ)B
···
·ν· +A·ν·

··· (B
···
·ν·;µ). (14)
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計量テンソルとの縮約により，反変導関数

V ;ν
µ = gνρVµ;ρ, V µ;ν = gνρV µ;ρ

が (テンソルとして)得られる [3, p.268]．

1.1.9 Christoffel記号と計量テンソルの関係

Christoffel 記号と計量テンソルに関する公式を，以降で用いるものに限定して列挙する [3, pp.270–273]．

導出は 7.1.7節で行う．

• 基底ベクトルとして座標基底 e⃗α = ∂αx⃗を採用

→ Christoffel記号の下付き添字の対称性 Γµαβ = Γµβα．

• 対称性 Γµαβ = Γµβα

→ Christoffel記号を計量テンソルで表した式

Γλ,µν =
1

2
(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν), Γλ,µν ≡ gλαΓαµν . (15)

局所慣性系では ∂µgνλ = 0となることを考え合わせると Γµνλ = 0となり (1.1.3節参照)，

テンソルの共変微分は通常の微分に一致する (1.1.8節参照)．

• 行列式 g ≡ |gµν |に対する恒等式

dg = ggµνdgµν = −ggµνdgµν . (16)

• 式 (15)，(16)の帰結

Γµνµ =
∂νg

2g
, (17)

gνλΓµνλ =− 1√
−g

∂ν(
√
−ggµν). (18)

• 任意の座標系で gµν;λ = 0

⇔ ∂λg
µν = −Γµρλg

ρν − Γνρλg
µρ. (19)

• 式 (17)

→ 反変ベクトル Aµ，反対称テンソル Aµν(= −Aνµ)の発散

Aµ;µ =
1√
−g

∂µ(
√
−gAµ), (20)

Aµν;ν =
1√
−g

∂ν(
√
−gAµν). (21)

上式 (20)から ∫
Aµ;µ
√
−gd4x =

∫
∂µ(A

µ√−g)d4x

の関係が得られる．両辺は不変量となっていることが見て取れる．

発散定理により，右辺は 3次元の表面積分に直すことができる．
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1.1.10 Christoffel記号の変換則

Christoffel記号を計量テンソルで表した式 (15):

Γλ,µν =
1

2
(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν)

を用いて直接 Christoffel記号の変換則を調べると

Γ′λ
µν =

∂x′
λ

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
Γαβγ +

∂x′
λ

∂xσ
∂2xσ

∂x′µ∂x′ν
(22)

となる (7.1.8節参照) [5, p.29]．これは 1.1.8節で述べたように，確かに Christoffel記号はテンソルではない

ことを意味する (右辺第 2項がゼロであればテンソルの変換則となる)．

ここで計量テンソルの変分に伴い Christoffel記号が

Γλµν → Γ̄λµν = Γλµν + δΓλµν

と変化したとする．このとき Γ̄λµν も Christoffel記号である以上，式 (22)と同様の変換則

Γ̄′λ
µν =

∂x′
λ

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
Γ̄αβγ +

∂x′
λ

∂xσ
∂2xσ

∂x′µ∂x′ν

に従わなければならず，これと式 (22)を辺々引いて

δΓ′λ
µν =

∂x′
λ

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
δΓαβγ

を得る．これは Christoffel記号 Γλµν はテンソルではないけれども，変分 δΓλµν は (1, 2)テンソルであるこ

とを意味する [8, p.69]．

1.1.11 曲率テンソル

1.1.3節で局所的平坦性定理として述べたように，時空の与えられた点 Pにおいて局所慣性系をとると，点

Pの近くで計量テンソルが式 (8)の ηµν となり全ての Christoffel記号をゼロにできる．これは時空が曲がっ

ているという本来座標系に依らない事実を特徴付けるのに，Christoffel記号は十分でないことを意味する．こ

れに対し計量テンソルの 2 階導関数は，局所慣性系を用いた場合にも曲がった時空ではゼロでない成分を持

つ．そして本節で導入する曲率テンソルは計量テンソルの 2階導関数を含み，時空が曲がっているという座標

系の選択に依らない幾何学的な性質を特徴付けることができる．時空が平坦であるか曲がっているかは，曲率

テンソル (の全成分)がゼロであるか否かによって判定される [3, pp.290–291] [6, pp.53–54]．

■ベクトルの平行移動の定義 ベクトルの微小平行移動は，局所慣性系でベクトルの成分が変化しない変位と

して定義される [3, p.288]．よってベクトル V⃗ がある曲線に沿って平行移動するとき，曲線を λでパラメト

ライズし接ベクトル U⃗ = dx⃗/dλを定義すると局所慣性系でその成分は

0 =
dV µ

dλ
= Uν∂νV

µ = UνV µ;ν

を満たす．ここで UνV µ;ν は反変ベクトルだから，U
νV µ;ν = 0は平行移動に際して任意の座標系で成り立つ

関係である (1.1.1節，1.1.8節参照) [7, p.199]．両辺に dλをかけると 0 = V µ;νdx
ν = DV µ となる．DV µ は
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V⃗ の曲線上で dx⃗ 隔たる点でのベクトルとの差 dV⃗ の，(考えている点での)µ 番目の成分だから (1.1.8 節参

照)，これは平行移動の前後でベクトル V⃗ が局所的には変化しないことを意味する．このことから，上記のよ

うに平行移動を定義したことは理に適っていると言えよう．一方，基底ベクトルが各点で異なる曲線座標系で

はベクトル V⃗ を平行移動させるとその成分が変化する．曲線の媒介変数 λに対する成分の変化率 Uν∂νV
µ は

0 = UνV µ;ν = Uν(∂νV
µ + V ρΓµρν)から

Uν∂νV
µ = −UνV ρΓµρν (23)

と求まる．

■参考 [4, pp.140–144] [6, pp.27–37] [5, pp.30–35]

共変微分 (再論) 上式 (23)は dx隔たる点へのベクトルの平行移動に伴う成分変化が

dV µ = −ΓµνρV
ρdxν

であることを意味する．よって共変微分において考えているベクトルの差 (dV⃗ の成分)

DV µ = (∂νV
µ + ΓµνρV

ρ)dxν

とは，V⃗ (x)を位置 x+ dxに平行移動したベクトル

V µ∥ (x+ dx) = V µ(x)− Γµνρ(x)V
ρ(x)dxν

と，位置 x+ dxにもとからあるベクトル V µ(x+ dx)との差

V µ(x+ dx)− V µ∥ (x+ dx) = V µ(x+ dx)− {V µ(x)− ΓµνρV
ρdxν}

であることになる*4．

高次元空間を持ち出したベクトルの平行移動の説明 ここではベクトルの平行移動を，物理空間の中だけで理解でき

る方法で定義した．もし一時的に物理空間を高次元の平坦な空間 Ωに埋め込まれている超曲面 S と考えるならば，ベクト
ルの平行移動は等価的に次のように定義することもできる (ここでは簡単にしか論じない)．V µ を超曲面 S 内のベクトル
場とし，S は座標 xでパラメトライズされているものとしよう．このとき S 上の点 P(座標 x)におけるベクトル V µ(x)

を，(面 S 内で)近接した点 P′ に平行移動させる操作は，次の 2段階から成る (図 2参照)．

1. まず V µ(x)を高次元空間 Ωの中で，通常の意味で点 P′ まで平行移動させる．

このとき V µ(x)は点 P′ において，一般には S の外に突き出る (S に垂直な成分を持つ)．

2. そこで S に垂直な成分を切り捨てたベクトルを，求める平行移動したベクトル V µ∥ (x+ dx)とする．

このときベクトルの平行移動による成分変化は上式 (23)，すなわち

dV µ ≡ V µ∥ (x+ dx)− V µ(x) = −ΓµνρV
ρdxν

で与えられること，またベクトルの長さは平行移動の際に変化しないことが示される．

■測地線 [6, pp.38–44] [7, pp.199–200] ここで λでパラメトライズされた曲線の接ベクトル U⃗ = dx⃗/dλが，

曲線をたどるにつれて平行移動を受ける場合を考える．言い換えれば今から考える曲線は，以下に述べる方法

で形成される．まず始点 x⃗0 とそこでのベクトル U⃗0 を与える．すると曲線上の隣接した点 x⃗1 = x⃗0 + U⃗0dλ

をとることができる．次に U⃗0 を点 x⃗1 まで平行移動し，これを点 x⃗1 での曲線の接ベクトル U⃗1 とする．この

とき x⃗2 = x⃗1 + U⃗1dλは曲線上の新たな点となる．以上の手順を繰り返して曲線上の点を逐次定めれば曲線全

体が得られ，同時に曲線に割り当てられる λの値も決まる．このようにして作られる曲線は測地線と呼ばれ

る．平たく言えば，測地線は曲がった空間に“可能な限りまっすぐに”描いた曲線である．

*4 この差は全体として dxの 1次の量なので，位置 xでのベクトルの差をこのような位置 x+ dxでの差で代用することによる誤差
は，dxの 2次の微小量となり，微分公式に影響を与えない．
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図 2 高次元空間を持ち出したベクトルの平行移動の説明

測地線の方程式は，ベクトル V⃗ の接ベクトル U⃗ に沿う平行移動を定義する関係式 UνV µ;ν = 0において，

V µ = Uµ とおいて得られる．

0 = UαUµ;α = Uα(∂αU
µ + UβΓµαβ) =

dUµ

dλ
+ ΓµαβU

αUβ .

これは測地線上のある点での接ベクトル U⃗1 が，近接する点での接ベクトル U⃗0 を測地線，従ってその接ベク

トル U⃗0 自身に沿って平行移動したものであることを表している．

測地線は 2点を結ぶ局所的最短曲線となる．実際，後で見るように与えられた 2点を結ぶ曲線の固有の長さ∫
dsが停留値をとる条件として，測地線の方程式が得られる (比例係数の違いを除いて，粒子の作用は粒子の

世界線に沿う固有の長さ
∫
dsで与えられ (1.4.3節の式 (69))，最小作用原理から得られる粒子の運動方程式

(78)は測地線の方程式となっている (1.5.1節))*5．

■曲がった空間でのベクトルの平行移動 曲率テンソルを定義するにあたって次のことに注目する．すなわち

曲がった時空では閉曲線に沿ってベクトルを平行移動し 1周させると，元のベクトルに一致しなくなる．4次

元の曲がった時空の代わりに平坦な 3次元空間の中の 2次元の球面を考えるとこのことを理解しやすい (ただ

し球面と異なり我々の時空の場合には，それを超曲面として含むより高次元の空間の存在は保証されない)．

図 3のように球面上に赤道上で 90度離れた 2点 A，Cと極 Bをとる．そして Aで赤道に平行なベクトル V⃗

を球面内で，すなわち V⃗ が球面に接した状態で弧 AB，弧 BC，弧 CAに沿って平行移動させて Aに戻ること

を考える．弧 AB，弧 BC，弧 CAが大円の一部を成すとすると，これらは球面上の 2点を結ぶ局所的最短曲

線すなわち測地線である*6．測地線の接ベクトルは測地線に沿って平行移動させると移動先の点での接ベクト

ルに一致する．しかるに 2つのベクトルが平行移動するときそれらの間の角度は変化しないから，V⃗ を測地

線に沿って平行移動するとき測地線の接ベクトル，従って測地線との成す角は一定に保たれる [3, p.288]．こ

のため V⃗ は図 3のように移動し，Aに戻ったとき元のベクトルに比べて 90度回転している [7, pp.197–198]．

■ベクトルの閉曲線に沿う平行移動に伴う成分変化と曲率テンソル 図 4 のように時空の中の曲面を a, b

でパラメトライズし，曲線 a = 0, δa および b = 0, δb から作られる微小な閉曲線に沿ってベクトル V⃗ を

A→ B→ C→ D→ Aと平行移動させることを考える．ベクトル成分の変化率の式 (23)を用いて V⃗ を 1周

*5 零 (ヌル)・測地線，すなわち曲線全体で線要素の世界間隔が ds = 0であるような測地線に対しては，この議論は適用できない．
*6 2点 A，Bを結ぶ大円上の 2つの弧はともに測地線であるけれども，一方が最短曲線 (2点を結ぶ曲線のうち，最も短い曲線)であ
るのに対し他方はそれよりも長い．測地線が“局所的”最短曲線であることを示す良い例である [5, p.22]．
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図 3 平坦な 3次元空間から見た 2次元球面上でのベクトルの平行移動

図 4 ベクトルを平行移動させる微小な閉曲線

させたときの Aでの成分の変化 δV µ を計算すると

δV µ =V ν(aσδa)(bρδb)Rµνρσ, (24)

Rµνρσ ≡∂ρΓµνσ − ∂σΓµνρ + ΓµαρΓ
α
νσ − ΓµασΓ

α
νρ (25)

となる．ここに V ν , aσ, bρ はそれぞれ平行移動する前のベクトルおよび接ベクトル a⃗ ≡ ∂x⃗/∂a, b⃗ ≡ ∂x⃗/∂bの

Aでの成分である (7.1.9節参照) [7, p.203]．式 (24) 左辺の δV µ は反変ベクトル成分だから Rµνρσ は (1,3)

テンソル成分でなければならない (1.1.1節参照)．このことは式 (25)の右辺における Christoffel記号や単な

る微分がテンソルではないことを踏まえると非自明だが，Christoffel記号の変換則 (22)に基づき直接に確認

できる．また Rµνρσ は Christoffel記号の 1階導関数を，従って計量テンソルの 2階導関数を含んでおり，こ

れが曲がった時空を特徴付ける量として求めていたものである (図 5 参照)．Rµνρσ を曲率テンソルと呼ぶ．

ここから以下の Ricciテンソル Rµν，スカラー曲率 Rが作られる．Rはスカラーだから，時空が曲がってい

るという座標系に依らない幾何学的な性質を，座標系に依らない値として表した量である．

Rµν ≡Rρµρν = ∂ρΓ
ρ
µν − ∂νΓρµρ + ΓρσρΓ

σ
µν − ΓρσνΓ

σ
µρ, (26)

R ≡gµνRµν . (27)

■曲率テンソルの性質 [3, pp.291–293] 共変曲率テンソル Rµνρσ ≡ gµαRανρσ を計算すると，

Rµνρσ =
1

2
(∂ρ∂νgµσ + ∂σ∂µgνρ − ∂σ∂νgµρ − ∂ρ∂µgνσ) + gαβ(Γ

α
νρΓ

β
µσ − ΓανσΓ

β
µρ) (28)
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図 5 一般相対性理論の基礎概念 (まとめ)

図 6 曲率テンソルの添字に関する (反)対称性

となる (導出は 7.1.9節)．ここから曲率テンソルは添字に関する (反)対称性

Rµνρσ = Rρσµν = −Rνµρσ = −Rµνσρ

を持つことが読み取れる (図 6参照)．また曲率テンソルの添字を縮約して得られる 2階のテンソルは，符号

の違いを除けば Ricciテンソル (26)以外にあり得ないことが分かる．さらに Ricciテンソルは添字に関して

対称である：
Rµν = gρσRρµσν = gρσRσνρµ = Rνµ.

次に重力場の方程式 (Einstein方程式，1.5節)の含意を調べる上で有用となる，Bianchiの恒等式

Rλµνρ;σ +Rλµσν;ρ +Rλµρσ;ν = 0 (29)

を紹介しておこう (導出は 7.1.9節)．重力場の方程式の中で曲率テンソルは，

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR

という形で現れる (1.5節)．この Gµν を Einsteinテンソルと呼ぶ．Bianchiの恒等式は Einsteinテンソルに

対する式

Gµν;ν =

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
;ν

= 0 (30)
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に書き換えられる (導出は 7.1.9節) [7, p.210]．

1.2 特殊相対性理論の概念

1.1節では重力を含む理論である一般相対性理論の枠組みを提示した．ところが重力は天体のスケールでは

支配的となるけれど，素粒子物理のスケールでは重力は他の基本的な力に比べて無視し得る (実際，素粒子の

標準模型は重力を含まない理論である)．同じ事情で巨視的な物体に働く力としても，例えば地上物体間の力

のように，電磁相互作用に起因する力だけを考慮すれば十分である場合は少なくない．そこで重力が存在しな

い平坦な時空における理論の定式化に興味が持たれる．そのような理論は特殊相対性理論と呼ばれ，一般相対

性理論の特別な場合にあたる．本節ではこれについて簡単にまとめておく．

なお非相対論的とは重力が弱く，物体の速さ v が光速に比べて非常に遅い場合を指す．あらかじめ特殊相対

性理論を考えている場合には，非相対論的極限として後者の条件 v ≪ cのみを考慮すれば良い．

1.2.1 Minkowski計量

我々は一般相対性理論の文脈で時空における無限に近い 2点の世界間隔 dsを，座標系 {xµ}で測った 2点

の座標の差 dxµ の 2次形式
ds2 = gµνdx

µdxν

によって定義した (ds =
√
gµνdxµdxν)．ここで計量テンソル gµν が 2 階共変テンソルであれば，世界間隔

dsがスカラーとなることが保証される (1.1.2節)．

特殊相対性理論は重力を含まない平坦な時空での理論であり，時空の各点で計量テンソルの全成分が式 (8):

(ηµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


で与えられるような慣性系 (Lorentz系)をとることができる (特殊相対性理論の慣性系はそのような座標系と

して定義される)．上記の計量テンソル ηµν をMinkowski計量と呼び，ηµν によって特徴付けられる空間 (時

空)をMinkowski空間と呼ぶ．このとき xµ = (ct, x, y, z)と書くと，世界間隔の定義式は

ds2 = (cdt)2 − dx2 − dy2 − dz2 (31)

となる．すると与えられた時刻 (dt = 0)で空間座標が dxi だけ隔たる 2点の空間距離 dlは

dl2 = dx2 + dy2 + dz2

と表される (1.1.5節の式 (9)参照)．すなわち空間の幾何学は Euclid的であり，(x, y, z)は通常のデカルト座

標と見なせる．

計量テンソルとの縮約によってテンソルの添字を上げ下げする操作 Aµ = ηµνAν , Aµ = ηµνA
ν は，具体的

には添字の上げ下げの規則
A 1

0 = A01 = −A0
1 = −A01, etc.

を与える．

任意の 4元反変ベクトル Aµ = (A0,A), Bµ = (B0,B)の 4元内積を

A ·B ≡ gµνAµBν = AµBµ = AνB
ν = A0B0 −A ·B
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で定義する．特に自分自身との内積を A2 ≡ A · Aと表記する．テンソルの一般論 (1.1.1節)から理解される

ように，これは相対論的不変量である．

1.2.2 非相対論における時間の絶対性と速度の合成則

非相対論においては同一の 2事件を 2つの座標系 K,K ′ で見た時間差 ∆t,∆t′ は等しい．このような絶対

時間の概念は速度が単純なベクトル和として合成されることと関係している．実際 K ′ 系が K 系から見て速

度 V で運動しているとすると，K 系，K ′ 系から見た同一の粒子の座標 r, r′ は Galilei変換 r′ = r − V tに
よって関係付けられる．よってK 系で見て粒子が無限小時間 dtのうちに dr変位するのをK ′ 系から見ると，

無限小時間 dt′ のうちに dr′ 変位するとき，dr′ = dr − V dtとなる．ここで時間の絶対性

dt′ = dt

を仮定して両辺を dt′ = dtで割ると，速度の合成則として

v′ = v − V

を得る．

1.2.3 光速度不変の原理と相対性原理

一方，特殊相対性理論は以下の光速度不変の原理と相対性原理の上に成り立っている [3, pp.1–4]．

• 光速度不変の原理
– 古典力学 (非相対論的力学)においてポテンシャル・エネルギーは

粒子の座標 r ≡ {r1, r2, · · · }の関数 U(r) → 粒子間相互作用は瞬時に伝播する．

実際には相互作用の伝播速度は有限であり，

座標系に依らない最大の伝播速度 c (実はこれは光速度)を持つ*7．

• 相対性原理
– 相対性原理によれば，すべての自然法則はあらゆる慣性基準系において同一である．

これは原理として物理法則の共変性を要請したものと見ることができる．

相対性原理自体は非相対論でも成り立つが (Galileiの相対性原理)，

慣性系の間の座標変換則が相対論とは異なっている．

■光速度一定↔世界間隔の不変性 光速度不変の原理は，世界間隔 dsを不変量として導入したことから保

証されていることを説明する．今，時空において無限に近接した 2事象をぞれぞれ光 (信号)の送信と受信に

とると，2つの慣性基準系 K,K ′ で測った光速度がともに cであることは，式 (31)にしたがって K 系と K ′

系で計算した 2事象の世界間隔をそれぞれ ds, ds′ とすると，

ds = 0 ⇒ ds′ = 0

であることを意味する．この要請は世界間隔の不変性

ds = ds′

*7 ここで相互作用の伝播速度の最大値として定義された cが，電磁場の波動方程式における波 (光)の伝播速度となる (1.7.3節)．
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図 7 光 (円)錐による世界間隔の分類

によって満たされている．逆に光速度が一定であることは，数学的には世界間隔の不変性 ds = ds′ として表

されることを説明できる [3, pp.4–6]．

■光 (円)錐による世界間隔の分類

ある慣性系で (空間の)同一点で起きる 2事象

→ その系で測った世界間隔 ds2 > 0

→ 任意の系で測った世界間隔 ds2 > 0

⇔ 世界間隔は時間的，

ある慣性系で同時の 2事象

→ その系で測った世界間隔 ds2 < 0

→ 任意の系で測った世界間隔 ds2 < 0

⇔ 世界間隔は空間的．

こうして任意の事象は事象 Oとの関係に応じて，光 (円)錐によって図 7のように分類される．この分類は世

界間隔の不変性により，座標系に依らない意味を持つ [3, pp.6–8]．同様に 4元ベクトル Aµ に対して

A2 > 0 ⇒ Aµは時間的ベクトル，

A2 < 0 ⇒ Aµは空間的ベクトル，

A2 = 0 ⇒ Aµは零 (ヌル)ベクトル

と定義する．粒子の速度は光速 cを超えられないため，粒子が時空に描く軌道 (世界線)に沿うベクトル dxµ

は必ず時間的ベクトル (または零ベクトル)である．

1.2.4 Lorentz変換

慣性系の間の座標変換は Lorentz変換と呼ばれる．Lorentz変換についての洞察を得るために，1つの重要

な場合として，K 系から見て x軸方向に速度 V で推進する K ′ 系を考える (はじめ 2つの座標系の空間軸は

一致しており，この瞬間をそれぞれの座標系の時間 t, t′ の原点にとる)．このとき

• 光速度不変の原理
• 相対性原理
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を満たす座標変換則，すなわち同一の事象をK 系，K ′ 系で見た座標 (ct, x, y, z), (ct′, x′, y′, z′)の関係は

x′ =
x− V t√
1− V 2

c2

, y′ = y, z′ − z, ct′ =
ct− V

c x√
1− V 2

c2

(32)

で与えられることが見出される (導出は 7.2節) [3, pp.10–14]．

■Lorentz収縮 ここでは Lorentz変換から帰結するいくつかの興味深い事実のうち，Lorentz収縮を取り上

げる．Lorentz変換の式 (32)の第 1式によれば，K ′ 系の x′1 ≤ x′ ≤ x′2 に固定された x′ 軸に沿う棒の両端

が，K 系で見て同時刻 tに位置 x = x1, x2(> x1)を占めるものとすると，

x′2 − x′1 =
x2 − V t√
1− V 2

c2

− x1 − V t√
1− V 2

c2

=
x2 − x1√
1− V 2

c2

, ∴ x2 − x1 = (x′2 − x′1)
√
1− V 2

c2
(< x′2 − x′1)

となる．このように K 系で測った運動する棒の長さ x2 − x1 は，棒の固定系 (K ′ 系) で測った棒の長さ

x′2 − x′1 に比べて縮む (Lorentz 収縮)．ただし Lorentz 変換の式 (32) の第 4 式より，K 系で見て同時刻 t

に，Lorentz収縮を起こした棒の両端が位置 x = x1, x2 を占めるという 2事象は，K ′ 系では同時には起こら

ないことに注意する．

1.2.5 固有時間と 4元速度 (再論)

■固有時間 [3, pp.8–9] 運動する物体に固定された時計の示す時間 τ を，その物体の固有時間という．固有

時間はその定義により Lorentzスカラーである．実際，固有時間は瞬間的に粒子とともに動く慣性系で見た時

間であり，この座標系では粒子の空間座標の変化は dxi = 0なので，固有時間の経過 dτ は粒子の対応する時

空における変位の世界間隔 dsと
ds = cdτ

の関係にある．既に見たように世界間隔 ds は Lorentz 不変量だから，確かに固有時間の変化 dτ もまた

Lorentz不変量となっている (以上，1.1.4節参照)．なお固有時間は物体の運動を観察する基準系の時間 tと

dτ =dt

√
1− v2

c2
, v ≡

(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
:座標で測った物体の速度 (33)

∆τ =

∫ t2

t1

dt

√
1− v2

c2
≤ ∆t

によって関係付けられる (動いている時計の遅れ，導出は 7.2節)．

■4元速度，4元加速度 [3, p.25] これを用いて粒子の 4元速度と 4元加速度をそれぞれ

uµ =
1

c

dxµ

dτ
=

(
1√

1− (v/c)2
,

v/c√
1− (v/c)2

)
, aµ =

duµ

ds
=

d2xµ

ds2

を定義する (4 元速度 uµ = dxµ/ds は 1.1.4 節で導入したものであり，第 2 の等号で特殊相対性理論を仮定

している)．座標の微分 dxµ は反変ベクトル成分であり固有時間 dτ は Lorentzスカラーだから，4元速度 uµ

は反変ベクトル成分であり，それ故 4元加速度 aµ も反変ベクトル成分となる．またこれらは非相対論的極限

v ≪ cで dτ → dtよりそれぞれ座標時間 tで測った速度 1
c
dxi

dt と加速度
1
c2

d2xi

dt2 に移行する．これに対して座

標時間 tで測った速度 dxi

dt や加速度
d2xi

dt2 は一般にベクトル成分ではない．
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ds2 = c2dτ2 = dxµdxµ より 4元速度は
uµuµ = 1

と規格化されていることが分かる．さらに両辺を固有時間で微分すると，4元速度と 4元加速度の“直交性”

uµaµ = 0

が見出される．

1.3 Lagrange形式と Hamilton形式

1.3.1 Lagrange形式

古典物理学において自然は粒子と場から成る．まず粒子の位置を記述するには，粒子の系 (これは一般に場

と相互作用する) の自由度と同じ個数の一般座標 q1, q2, · · · を用いれば良い．系は Lagrangian と呼ばれる，

q ≡ {q1, q2, · · · },一般速度の組 q̇ ≡ {q̇1, q̇2, · · · },および時刻 tの関数 L(q, q̇, t)で特徴付けられる (ドットは

時刻 tによる微分)．古典力学における運動の法則は最小作用原理 (または Hamiltonの原理)を用いて定式化

できる．最小作用原理によれば時刻 t = t1, t2 における系の位置 q(t1), q(t2)が与えられたとき，その間の経路

q(t)に沿う作用積分

S =

∫ t2

t1

Ldt (34)

を極小にするような経路 q(t)が時刻 t1 から t2 までの系の実際の時間発展を与える．作用 S が極小になる条

件は次の Euler-Lagrange方程式
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 (35)

で与えられる (7.3.1節参照)．これが一般座標 q のとり方に依らず，拘束力を含まない，系の自由度と同じ個

数の運動方程式を成す [9, pp.1–4]．

次に場の時間発展の記述に移ろう．最小作用原理は時刻 t = t1, t2 での空間における場の分布が与えられた

とき，t1 から t2 までの実際の場の時間変化に対して作用 S が極小となることを要求する．場と粒子の系の

Lagrangianを体積積分 L =
∫
LdV の形に書く．これは格子点 xを中心とする体積要素 ∆V に空間を分割す

ると，言わば体積要素 ∆V の持つ Lagrangianが L∆V であると見なしていることになる．Lは Lagrangian

密度と呼ばれる．作用の定義式 (34)は Lagrangian密度を用いて

S =

∫
LdV dt (36)

と書ける．ただしこのとき，我々は暗に時空が平坦な特殊相対性理論を仮定していることになる．一般相対

性理論では座標の微分の積 dV dt = d4x/c は対応する時空の体積を与える保証がなく，代わりに固有体積
√
−gd4x/cを用いて S = 1

c

∫
L
√
−gd4xと書く必要がある (1.1.6節，1.3.3節)．ここでは Lagrangian密度

が複数の場 ϕ ≡ {ϕ1, ϕ2, · · · }とその導関数の組 ∂µϕ ≡ {∂µϕ1, ∂µϕ2, · · · }の関数 L = L(ϕ, ∂µϕ)であるよう
な任意の系を考える．このとき最小作用原理から場の運動方程式として，Euler-Lagrange方程式

∂µ
∂L

∂(∂µϕr)
− ∂L
∂ϕr

= 0 (37)

が導かれる (7.3.1節参照) [10, pp.31–33] [3, p.87]．

場と粒子の複合系に対しても系全体を記述する作用 (したがって Lagrangian(密度))を導入でき，最小作用

原理は粒子の座標と場の空間分布がそれぞれ，運動方程式 (35)，(37)に従って時間変化することを含意する．
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■最小作用原理と目的論的世界観 最小作用原理は粒子や場を擬人化し，作用を最小にするという目的を持っ

て振る舞う存在として捉えているような印象を与え得る．しかし例えば粒子は，終点に辿り着くという最小作

用原理で課される境界条件を実現するような初期条件を自分が満たしているかを知らないから，このような解

釈は不適当である．実際，最小作用原理から導かれる運動方程式は，粒子や場が目的因ではなく古典的・機械

論的因果律に従って時間変化することを意味している．

1.3.2 対称性と保存則

一般に系が何らかの操作に関して対称性を持つとき，それに付随する系の保存量が見出される．本節では対

称性と保存則の関係について論じる．

一般座標 q = {q1, q2, · · · }で空間的な配置が指定されるような物体の系から始めよう．Lagrangianに陽に

含まれない座標 qi を循環座標と呼ぶ．簡単な場合には，系の対称性は循環座標の存在によって表される．例

えば系が x方向への平行移動に関して対称であれば，Lagrangianは x座標を陽に含まないと期待できる．一

般に座標 qi に共役な一般運動量

pi ≡
∂L

∂q̇i

を定義すると，循環座標 qi に共役な運動量 pi は保存することが分かる．実際，Lagrange方程式 (35)により

dpi
dt

=
d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
= 0

である (最後の等号で qi が循環座標であることを用いた) [9, p.37]．

系がある変換に関して対称性を持つためには，Lagrangianが不変であれば十分である．しかしながら系の

対称性とは運動方程式の不変性のことであって，そのためには Lagrangianまでもが対称変換に対して不変で

ある必要はない．実際，同一の運動方程式を与える Lagrangianは無数にあり，Lagrangianには座標と時間の

任意関数 f(q, t)の全微分 df/dtを付け加えるだけの不定性がある (証明は 7.3.2節) [9, pp.4–5]．とは言え以

下で見るように，いくつかの重要な保存量は Lagrangianの不変性から導かれる (もちろん実際に Lagrangian

が不変であるかは，個々の系の具体的な Lagrangianに対して確かめられる)．

まず，時間並進対称性を持つ系を考える．このとき系の Lagrangianは時刻 tを陽に含まず，座標 q と一般

速度 q̇ を通してのみ時間に依存すると期待できる．すると運動方程式 (35)から，エネルギーと呼ばれる量

E =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L (38)

が保存することが導かれる (証明は 7.3.2節) [9, pp.16]．これは系の Hamiltonianを速度 q̇ の関数として表し

たものに他ならない (1.3.4節)．

次に系の対称変換として，連続パラメーター λによって特徴づけられる変換 qi → Φi(λ; q) を考える．ただ

しこれは恒等変換と連続的につながっており，Φ(0; q) = q とする (Φ ≡ {Φ1,Φ2, · · · })．もしこの変換に対し
て Lagrangianが不変であれば，モーメント関数と呼ばれる量

F =
∑
i

fipi

が保存することが示される．ここに fi ≡ dΦi/dλ|λ=0 である．この命題を Noether の定理という (証明は

7.3.2節) [5, pp.122–123]．
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特に 3 次元 Euclid 空間の質点系を考え，a 番目の粒子の位置ベクトルを ra = (x1a, x2a, x3a) とする．一

般座標 qi の添字はここでは，空間方向の添字 i = 1, 2, 3 と粒子番号 a の組に対応する．粒子 a の運動量は

pa = ∂L/∂ṙa = (p1a, p2a, p3a)である．

系が単位ベクトル nの方向に並進対称性を持つとする．n方向への系の平行移動は

ra → ra + λn

と書けるので fia = ni と同定される．よって対応する保存量は

F =
∑
i,a

fi,apia =
∑
i

ni
∑
a

pia = n ·
∑
a

pa

となる．これは全運動量 P =
∑
a pa の n方向成分となっている．このように運動量とは，系の並進対称性

から導かれる保存量に他ならない．

また系が単位ベクトル nの周りに回転対称性を持つとする．nを軸とする系の回転は，回転角を θとして

ra → ra + θn× ra, ∴ xia → xia + θ
∑
j,k

εijknjxka

と表されるから (εijk は添字に関して反対称な Levi-Civita記号であり，ε123 = 1)，fia =
∑
j,k εijknjxka と

同定される．よって対応する保存量は

F =
∑
i,a

fiapia =
∑
i,j,k,a

εijknjxkapia = n ·
∑
a

ra × pa

となる．最右辺における ra × pa は a 番目の粒子の (軌道) 角運動量と呼ばれ，この結果は全角運動量

M =
∑
a ra × pa の n方向成分が保存することを意味している [5, p.124]．

特殊相対性理論において，Lorentz変換は 4元動径ベクトルの長さ xµx
µ を不変にするような時空内の回転

と見なせる (7.2節)．そして 4次元時空における回転対称性を考えれば，角運動量の相対論的な表現が得られ

る [3, pp.45–47] [11, p.170]．無限小の Lorentz変換は，反対称な無限小パラメーター εµν(= −ενµ)を用いて

xµ → x′
µ
= xµ + δxµ, δxµ = xνε

µν (39)

と表される (証明は 7.3.2節)．
能動的変換と受動的変換 ここで次のことに注意を促しておかねばならない．すなわち物体の空間座標が変化する状況と

しては以下の 2通りが考えられる．

能動的変換 空間に固定した座標系に対して物体 (より一般には物理的な系)を移動させる．

★ 物理的な系として場を考えている場合には，

それが分布する空間ごと (座標系に対して)移動させる．

受動的変換 物理的な系を空間に固定して，座標系を移動させる．

能動的変換と受動的変換の間には次のような関係がある．すなわち座標系の基底にある変換をすると，

座標系に固定した視点からは空間に固定したベクトルがその逆変換で移されて見える．

• 例 1：駅に向かう者にとっては，逆に駅が自分の方に近づいて来るように見える．

• 例 2：回転する椅子に座ると，周りの風景が逆回転して見える．

上記において運動量と角運動量の保存則を導く際には能動的な変換を考えたのに対し，

ここで考えている Lorentz変換は受動的な変換として良い．

パラメーター εµν の意味 x1 方向の等速推進に対する Lorentz変換は
x′

0

x′
1

x′
2

x′
3

 =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



x0

x1

x2

x3

 (β ≡ V/c, γ ≡ 1/
√

1− β2)
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と表される．小さな β を想定すると γ = 1 +O(β2), βγ = β +O(β3)なので，変換係数は
γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ≃


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+


0 −β 0 0
−β 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ≡ (δµν) + (εµν)

となる．これは無限小パラメーター εµν を ε01 = ε10 = −β，その他の εµν = 0 と選んだ場合に対応している．

(添字を上げると ε10 = −ε01 = β，その他の εµν = 0．) 同様に成分 ε02(= ε20)，ε
0
3(= ε30) はそれぞれ x2, x3

方向の等速推進に関係付けられ得る．

次に x1x2 面内での空間回転は，回転角を θ として
x′

0

x′
1

x′
2

x′
3

 =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1



x0

x1

x2

x3


と表される．小さな θ を想定すると，変換係数は

1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 ≃


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+


0 0 0 0
0 0 θ 0
0 −θ 0 0
0 0 0 0

 ≡ (δµν) + (εµν)

となる．これは無限小パラメーター εµν を ε12 = −ε21 = θ，その他の εµν = 0と選んだ場合に対応している．(添

字を上げると ε12 = −ε21 = −θ，その他の εµν = 0．) 同様に成分 ε23(= −ε32)，ε31(= ε13)はそれぞれ x2x3 面

内，x3x1 面内の空間回転に関係付けられ得る．

無限小の Lorentz変換 (39)に対する Lagrangianの不変性を要求すると，粒子系の角運動量 4元テンソル

Mµν ≡
∑

(xµpν − xνpµ) = −Mνµ (40)

の保存が導かれる (証明は 7.3.2節)．ただし
∑
は粒子に関する和であり，ここでは粒子番号の添字 aを省略

している．また pµ = (E /c,p)は各粒子のエネルギー E と (正準)運動量 pから成る 4元運動量ベクトルであ

る．Mµν の空間成分は通常の角運動量

M ij = εijkMk, Mk =
[∑

r × p
]
k

を与える (εijk は添字に関して反対称な Levi-Civita記号であり，ε123 = 1)．µ = ν = 0の時間成分は，反対

称性よりM00 = 0である．新たに現れた保存する角運動量成分

M0i =

[
c
∑(

tp− E r

c2

)]i
の意味を解釈しよう．閉じた系は回転対称性だけでなく時間並進対称性を持つ．そこで全エネルギー

∑
E の

保存と併せると，相対論的な慣性中心R ≡
∑

Er∑
E は一様な運動をすることが分かる：

R = V t+ const., V =

∑
c2p∑
E
.

非相対論的極限では E ≃ mc2 なので (mは各粒子の質量，1.6節)これらは通常の質量中心 (重心)とその速度

R ≃
∑
mr∑
m
, V ≃

∑
mv∑
m
.
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に移行する．

次に場の理論に移ろう．対称性と保存則の説明に入る前に，保存するチャージとカレントの概念を導入して

おく．ある 4元ベクトル fα が連続の式

∂αf
α = 0, または

∂

∂t

f0

c
+∇ · f = 0

(ただし f = (f1, f2, f3))を満たすとき，fα は保存するチャージの時空における流れの密度，f0/cをチャー

ジの密度，f を空間におけるチャージの流れの密度と解釈できる．実際，このとき連続の式は，単位時間に単

位体積から流出したチャージの量∇ · f だけ，その中のチャージの減少
(
− ∂
∂t
f0

c

)
がもたらされることを表し

ている．これは，それ以外にチャージの生成・消滅などの理由で単位体積中のチャージの増減が起こることは

ないという，チャージの局所的な保存則に他ならない．次に連続の式を空間全体にわたって積分すると

1

c

d

dt

∫
d3xf0 = −

∫
d3x∇ · f = 0

となるため*8，チャージ

F 0 ≡ d

dt

∫
d3xf0

は (大域的)保存量となる*9．なお fα は簡単に，保存する流れ (カレント)と呼ばれる (もっとも正確には保存

するのはカレント fα ではなくチャージ F 0 である) [10, p.37]．

参考 連続の式 ∂αf
α = 0を空間積分する代わりに，2つの時刻 t = t1, t2 の超平面によって挟まれた時空領

域にわたって積分するならば，これを 3次元的な“表面”の積分に変換するのに 4次元的 Gaussの定

理が必要となる．直観的に言って，連続の式 ∂αf
α = 0は時空において fα のわき出しがないことを意

味することから期待されるように，超平面 t = t1 から流入するチャージと超平面 t = t2 から流出する

チャージは等しくなければならないことが導かれる．これが保存則の主張となる．上記の導出は時間差

t2 − t1 を単位時間に選んだ場合に相当する．

さて，特殊相対性理論を想定して作用を S = 1
c

∫
Ld4xと書く (Lは Lagrangian密度，1.3.1節)．場の理

論においても理論の不変性は運動方程式の不変性のことであって，必ずしも Lagrangian密度そのものは不変

でなくても良い．実際，Lagrangian密度には任意の場 Λµ の 4元発散 ∂µΛ
µ を加えるだけの不定性がある (証

明は 7.3.2節)．とは言えやはり，いくつかの重要な保存量は Lagrangian密度の不変性から導かれる．そこで

Lagrangian密度を不変に保つような場 {ϕr}の変更

ϕr(x) → ϕ′r(x) = ϕr(x) + δϕr(x)

を考えよう．このとき Euler-Lagrange方程式 (37)を用いると

δL =
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂(∂αϕr)
δ(∂αϕr) =

(
∂α

∂L
∂(∂αϕr)

)
δϕr +

∂L
∂(∂αϕr)

∂αδϕr

=∂α

(
∂L

∂(∂αϕr)
δϕr

)
(41)

*8 第 2の等号では通常の (Gaussの)発散定理によって体積積分を無限遠の表面積分に変換し，常套的に無限遠において，物理的な
場 f が充分速くゼロに近づくものと仮定した．

*9 f0(x, t) の空間積分 F 0 は数学的には時間だけの関数となるため，上式において常微分の記号 d
dt
を用いている．F 0 が実際には

時間にも依らないということが物理的な主張である．
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であり，今の場合これがゼロとなるから，保存するカレント

fα =
∂L
∂ϕr,α

δϕr (42)

が得られる [10, pp.37–38]．ただしこれ以降，繰り返された場の種類の添字 r についても和をとるものと約束

する．

変分を場の評価される時空点 xの変更に伴う変化と見なせば，上式 (41)の意味は変わるものの計算自体は

再利用でき，

∂αL = ∂β

(
∂L

∂(∂βϕr)
∂αϕr

)
となる．左辺に ∂αL = δ β

α ∂βLを代入すると，保存則

∂βT
β

α = 0, T β
α =

∂L
∂(∂βϕr)

∂αϕr − δ β
α L：エネルギー・運動量テンソル (43)

が得られる．これは

Pα =
1

c

∫
Tα0d3x (44)

が保存することを意味する．ここでは Lagrangian 密度の不変性をあからさまに用いておらず，保存則は

Euler-Lagrange 方程式 (37) だけから導かれていることに注意されたい．ところで Euler-Lagrange 方程式

(37)の導出は系が閉じており，それ故 Lagrangian密度が xµ に陽に依存しないことに基づいている．よって

これは時間と空間の並進対称性から導かれる保存量であり，Pα は (定数係数の任意性を除けば) 系の運動量の

4元ベクトルと見なされる．ここで 4元運動量とは，時間成分 P 0 にエネルギー (を cで割った値)，空間成分

P i に運動量を持つ反変ベクトルである (我々は 1.6節の式 (90)の箇所で，電磁場と相互作用する荷電粒子系

に対してそのようなベクトルを具体的に構成できることを示す)．ところが空間の各格子点における場の値 ϕr

を力学変数と見ると，1つの格子点の占める体積 dV の胞 (セル)に含まれる場の運動量は ∂(LdV )/∂ϕ̇r と表

されるため，πr = ∂L/∂ϕ̇r を場の運動量密度に同定できる．この解釈の下で

T 00 =
∂L
∂ϕ̇r

ϕ̇r − L

をエネルギーの一般式 (38)と比較すると，これは確かにエネルギー密度 (Hamiltonian密度)となっているか

ら，4元運動量 Pα は既に適正に規格化されていることが分かる [3, pp.87–89]．

以上よりエネルギー・運動量テンソルの全成分の物理的な意味を解釈することができる [3, pp.90–91]．

T 00 =W：エネルギー密度，
1

c
T i0：運動量密度

である．このとき

∂αT
0α = 0 → cT 0i = Si：エネルギー流束，

∂αT
iα = 0 → T ij = σij：応力テンソル (i :力の向き，j :面)
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となる*10．よって

T 0i = c× (運動量密度)i =
1

c
× (エネルギーの流れの密度)i.

場の Lorentz変換の形を具体的に指定して，系の Lorentz対称性に付随する保存量を調べよう [10, pp.39–

43]．原点の時空内並進も含めた無限小の Lorentz変換は

xα → x′α = xα + δxα = xα + εαβx
β + δα (45)

と書ける (εαβ は反対称，式 (39)を参照)．これに伴う場の変換が，次のように表されるものと仮定する (3.4

節参照)．

ϕr(x) → ϕ′r(x
′) = ϕr(x) +

1

2
εαβS

αβ
rs ϕs(x).

これは同一の時空点における場の値の変化が

δTϕr(x) ≡ ϕ′r(x′)− ϕr(x) =
1

2
εαβS

αβ
rs ϕs(x) (46)

で与えられることを意味しており，引数における場を評価する時空点の座標も変換により x→ x′ と変化して

いる．Sαβrs の添字 αβ に関する反対称性を仮定しても一般性を失わない (Sαβrs の対称部分は εαβS
αβ
rs に寄与を

持たないから)．理論の不変性として，今度は Lagrangian密度の不変性

L(ϕr(x), ∂αϕr(x)) = L(ϕ′r(x′), ∂α
′ϕ′r(x

′))

(ただし ∂α
′ ≡ ∂/∂x′α)を要求すると，連続の式

∂αf
α = 0, fα =

∂L
∂(∂αϕr)

δTϕr − T αβδxβ (47)

が導かれる (導出は 7.3.2節)．ただしここではエネルギー・運動量テンソルを

T αβ = T βα =
∂L

∂(∂αϕr)
∂βϕr − Lηαβ (48)

と再定義している．

まず並進操作 (εαβ = 0)を考えると，上式 (45)，(46)において δxβ = δβ，δTϕr = 0となるので，カレント

の式 (47)は fα = −T αβδβ と簡略化される．変位 δβ の 4成分は独立にとれるので，連続の式はエネルギー・

運動量保存則 (43):
∂αT αβ = 0

を再現する．

次に時空内の回転操作 (δα = 0)を考えると，カレントの式 (47)は

fα =
1

2
εβγMαβγ , Mαβγ ≡ ∂L

∂(∂αϕr)
Sβγrs ϕs + (xβT αγ − xγT αβ)(= −Mαγβ) (49)

*10 保存則 ∂αT iα = 0から分かるように，応力 σij は xj 軸に垂直な単位面積を介して，xj 座標の小さい側から大きい側へ及ぼす力
の第 i成分である．このとき例えば流体を想定すると，圧力は σij = pδij であり，右辺に負号は現れない．有限の領域 Vに働く
力は，発散定理 ∫

V
(−∂jσij)dV =

∫
S
(−σijnj)dS

が意味するように，Vの表面 Sに働く応力によってもたらされる．
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を与える (導出は 7.3.2 節)．回転操作 εβγ は (反対称性を有する点を除けば) 互いに独立なので，連続の式

∂αf
α = 0は ∂αMαβγ = 0に帰着する．ここから保存するチャージ

cMαβ =

∫
d3xM0αβ

=

∫
d3x

{
(xαT 0β − xβT 0α) + cπrS

αβ
rs ϕs

}
(= −cMβα) (50)

が得られる．これは回転対称性に付随する保存量なので，角運動量と見なされる．T i0/c = T 0i/cは運動量密

度であり，dP i ≡ T 0i

c dV は 3次元空間の体積 dV が持つ運動量なので，M ik の第 1項∫
(xidP k − xkdP i)

は場全体の持つ軌道角運動量となっていることが見て取れる．Sαβrs の項は固有スピン角運動量を表すものと

解釈できる．ここでスピン角運動量とは量子力学において想定される粒子 (場)の内部自由度である．

角運動量がスピンを含まず，古典論の水準で軌道角運動量のみの保存則が得られるようにエネルギー・運動

量テンソルを再定義することが可能である [3, pp.89–90]．実際

Tαβ → T ′αβ = Tαβ + ∂γψ
αβγ , ψαβγ = −ψαγβ

とすると，T ′αβ もまた保存則 ∂βT
′αβ = 0を満たす．ただし Tαβ と T ′αβ は同じ全 4元運動量 Pα を与える

(理由は 7.3.2節)．ところで 4元運動量密度 Tα0/cを用いて角運動量密度を表せる，すなわち 4元角運動量が

Mαβ =
1

c

∫
(xαT β0 − xβTα0)dV

によって与えられることを要求すると，角運動量の保存則 ∂γ(x
αT βγ − xβTαγ) = 0は Tαβ の対称性

Tαβ = T βα

を帰結する (導出は 7.3.2節)．前述の Tαβ の任意性を利用して Tαβ を対称に選ぶことができる (1.6.9節では

そのような例を具体的に見る)．

最後に複素場 ϕr のゲージ変換 (位相変換)に関する対称性から，電荷保存則が導かれることを説明する [10,

p.38]．ここでは量子論への移行を容易にするために，古典場 ϕr(r = 1, 2, · · · )の複素共役を ϕ †
r と書くこと

にする．我々は ϕr と ϕ †
r を独立な場として扱わなければならない．ここで εを無限小の実パラメーターとし

て，大域的な位相変換 (第 1種ゲージ変換)*11

ϕr → ϕ′r = eiεϕr, ϕ †
r → ϕ′

†
r = e−iεϕ †

r (51)

を考える．このとき Lagrangianの不変性からは，保存量

Q =
−iq
ℏ

∫
d3x

[
πr(x)ϕr(x)− π †

r (x)ϕ †
r (x)

]
(52)

が導かれる (πr ≡ ∂L/∂ϕ̇r, etc.，導出は 7.3.2節)*12．ここに q は定数であり，後に第 3章で明らかになるよ

うに，(場の量子論において)この複素場 ϕr で記述される粒子の電荷が ±q である．なお 1.6.1節ではゲージ

対称性と電荷保存則の関係を，電磁気学に関して古典論の水準で説明する．

*11 位相パラメーター εが各時空位置 xに共通であることが，「大域的」の意味である．
*12 その導き方より，全ての種類 r の場に対して一斉に位相変換 (51)を施す場合には，対応する保存量 (52)の右辺では場の種類 r に
関する和が含意されているものと見なさなければならない．
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■対称性と保存則，まとめ 無限小の Lorentz変換

xµ → x′
µ
= xµ + εµνxν + δµ

に関する対称性と保存則の関係は，粒子系と場の系を併せて以下のようにまとめられる．

• 時空内の推進 (並進)操作 (δµ)に関する対称性

– 空間並進 → 運動量の保存

– 時間並進 → エネルギーの保存

• 回転操作 (εµν)に関する対称性

– 空間内の回転 → 角運動量の保存

– 時空内の回転，すなわち等速推進 (Lorentzブースト)

→ (粒子系の)重心 (エネルギー中心)の等速度運動 (エネルギー・運動量保存則の下で)

• (ある種の)ゲージ対称性 → 電荷保存則

1.3.3 エネルギー・運動量テンソル [3, pp.301–304]

1.3.2節では特殊相対性理論の範囲で，エネルギー・運動量テンソルの一般公式 (43)を導いた．一般相対性

理論では，作用は

S =
1

c

∫
L
√
−gd4x

という形をとる (
√
−gd4xは固有体積要素 (1.1.6節)，慣性系で

√
−g = 1)．ただしここでの作用 S は，力学

変数 gµν(x)を記述する項 (重力場項)を含まないものとしておく．ここで作用がスカラーであり，無限小の座

標変換
xµ → x′

µ
= xµ + ξµ (53)

に対して不変であることを要求すると*13，保存則

Tµν;ν = 0 (54)

が導かれる (導出は 7.3.3節)．ここに Tµν は，計量テンソル gµν の変分 δgµν に伴う作用の変化

δS =
1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
δgµν +

∂Λ

∂(∂λgµν)
δ(∂λg

µν)

}
d4x =

1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
(δgµν)d4x

(ただし Λ ≡ L
√
−g)において

Tµν ≡
2√
−g

{
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
(55)

で定義される対称テンソルである．従ってこれは gµν , ∂λg
µν による微分が gνµ, ∂λg

νµ を固定して行われるこ

とを意味する．

保存則 (54)は一般座標変換 (53)に関する対称性から導かれていることを踏まえると，上式 (55)の Tµν は

(重力場を含まない物理系の) エネルギー・運動量テンソルを与えると期待できる (定数係数の違いはあり得る

にしても)．この解釈を正当化するために，1.6.9節では電磁場の系に対して上式 (55)に基づいて計算したエ

*13 この条件は最小作用原理から導かれる運動方程式が，任意の座標系で成り立つことを保証する (十分条件，1.4.3節)．
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ネルギー・運動量テンソルが，平坦な時空において 1.3.2節の一般公式 (43)と等価な結果を与えることを示す

予定である．(上式 (55)の Tµν はエネルギー・運動量テンソルそのものであり，定数係数は 1であることが同

時に分かる．)

公式 (55)には最初から対称なエネルギー・運動量テンソルが得られるという利点がある．重力がない場合

にもエネルギー・運動量テンソルを計算するのに，形式的に公式 (55)を利用できる．

注意 上式 (54):Tµν;ν = 0は厳密な意味での保存則ではない．と言うのも，
∫
Tµ0
√
−gd3xが保存するための

連続の式は ∂ν(
√
−gTµν) = 0であって，式 (54)ではない (発散公式 (20)による)．これは重力場もエ

ネルギーと運動量を担うため，重力場を除く物理系のエネルギー・運動量保存則は近似的にしか成り立

たないことに関係している [3, p.313] [6, p.95]．

1.3.4 Hamilton形式

Lagrangian は q, q̇, t の関数であった．ここで一般座標 qi に共役な一般運動量 pi ≡ ∂L
∂q̇i
の組 p ≡

{p1, p2, · · · }に対して
∑
i

piq̇i − Lが q, p, tの関数として

H(q, p, t) =
∑
i

piq̇i − L

と表されるとき，これを系の Hamiltonianと呼ぶ．数学的にはこの変換 L(q, q̇, t) → H(q, p, t)は Legendre

変換となっている．Lagrange方程式 (35)(および一般運動量の定義 pi ≡ ∂L
∂q̇i

)は Hamiltonianに対する正準

方程式
∂H

∂qi
= −ṗi,

∂H

∂pi
= q̇i (56)

になる (7.3.4節参照) [9, pp.166–167]．

q, p, tの任意の関数 f, g に対して Poisson括弧を

{f, g}P =
∑
k

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂qk

)
と定義する．ここから直ちに Poisson括弧が次の性質を満たすことが分かる．

{f, g}P = −{g, f}P
{f, c}P = 0

{f, ag1 + bg2}P = a{f, g1}P + b{f, g2}P
{f, g1g2}P = g1{f, g2}P + {f, g1}Pg2

(57)

ただし a, b, cは定数，g1, g2 は q, p, tの任意の関数である．

Poisson括弧を用いると，正準方程式 (56)に従う点 (q, p)の運動に伴う f の時間変化率は

df

dt
=
∂f

∂t
+
∑
k

(
∂f

∂qk
q̇k +

∂f

∂pk
ṗk

)
=
∂f

∂t
+ {f,H}P (58)

と書ける．また，各正準変数 {qi}, {pi}は独立なので

∂qi
∂pk

= 0,
∂pi
∂qk

= 0,
∂qi
∂qk

= δik,
∂pi
∂pk

= δik
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となることに注意すると，正準変数間の Poisson括弧は

{qi, qj}P = 0, {pi, pj}P = 0, {qi, pj}P = δij (59)

となることが分かる [9, pp.171–172]．

1.3.5 座標の関数としての作用

最小作用原理から Lagrange方程式を導く際に確かめたように (7.3.1節)，系の軌道 qi(t)の変分に伴う作用

S の変化は

δS =

[∑
i

∂L

∂qi
δqi

]t
t0

+

∫ t

t0

∑
i

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqidt

と表される．ただし最小作用原理では与えられた始点 (時刻 t0)と終点 (時刻 t)の下で，2点を結ぶ作用の積

分路を変更することを考えた (1.3.1 節)．これに対しこれ以降では，作用の積分路を系の実際の軌道に限定

し，作用を終点の時刻と座標の値 (t, q) の関数と見なす (q = {qi})．(これを Hamilton の主関数と呼ぶ [5,

p.184]．) すなわち積分の始点 (t0, q0) は固定されており，我々が終点 (t, q) を指定すると，それに応じて始

点 (t0, q0)と終点 (t, q)を結ぶ現実の運動に対応する軌道が積分路として定まる．実際に起こる運動の軌道は

Lagrange方程式を満たすので，このとき上式右辺の積分は消え，終点の座標の変化 δqi に伴う作用の変化の

式 δS =
∑
i piδqi が得られる．この関係から，座標についての作用の偏導関数は

∂S

∂qi
= pi

となる．さらに時間についての作用の偏導関数 ∂S/∂tが

L =
dS

dt
=
∂S

∂t
+
∑
i

∂S

∂qi
q̇i =

∂S

∂t
+
∑
i

piq̇i,

∴ ∂S

∂t
=L−

∑
i

piq̇i = −H

と求まる．こうして座標の関数としての作用積分 (Hamiltonの主関数)は

S =

∫ (∑
i

pidqi −Hdt

)
の形に書ける [9, pp.175–177]．このことはその導き方から分かるように，言わば最小作用原理の裏返しで

あって，Weissの原理と呼ばれる [5, p.183]．

特に Hamiltonian が時間を陽に含まず，系のエネルギーが保存している場合には，そのエネルギーを

(H(q, p) =)E として

S =

∫ ∑
i

pidqi − E(t− t0)

と書ける．右辺の第 1項 S0 =
∫ ∑

i pidqi は簡約された作用と呼ばれる [9, p.178]．

さらに ∂S
∂t = −H(q, p, t) における運動量を pi =

∂S
∂qi
で置き換えると，関数 S(q, t) に対する Hamilton-

Jacobi方程式
∂S

∂t
+H

(
{qi},

{
∂S

∂qi

}
, t

)
= 0 (60)

を得る．Hamilton-Jacobi理論の基礎方程式である [9, pp.186–187]．
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1.4 古典的統一理論

1.4.1 電磁場

古典的には自然は粒子と電磁場，重力場から成る．重力場の強度は Christoffel記号に対応することが，ま

もなく示される (1.5.1節)．本節では電磁場を導入する．

電磁ポテンシャルと呼ばれる反変 4元ベクトル Aµ から電磁場テンソル

Fµν ≡ Aν;µ −Aµ;ν = ∂µAν − ∂νAµ

が作られる (第 2の等号は共変微分の式 (12)による)．これは添字に関して反対称であり (Fµν = −Fνµ)，以
下のように電磁場の成分を与える．すなわち電場 E = (E1, E2, E3) と磁束密度 B = (B1, B2, B3) はそれ

ぞれ

Ei =γijEj , Ei = F0i, (61)

Bi =− 1

2
EijkBjk, Bij = Fij (62)

で定義される．ここに γij は 1.1.5節の 3次元計量テンソル γij の逆テンソルで γijγjk = δik を満たし，行列

式 γ ≡ |γij |に対し Eijk ≡ 1√
γ ε
ijk は 3次元の反対称テンソルである (ただし ε123 = 1，1.1.7節参照)．ラテ

ン文字 i, j, · · · は空間成分 1,2,3を動くものとする [3, pp.286–287]．

電磁場 E,B(場の強度) は物理的実体であり，その成分は時空の各点で決まった値を持つのに対し，同一

の電磁場の成分，従って電磁場テンソル Fµν を導く電磁ポテンシャル Aµ は無数に存在する．実際ある電磁

ポテンシャル Aµ から作られる電磁場テンソル Fµν と，f を時空座標の任意の関数として電磁ポテンシャル

A′µ ≡ Aµ + ∂µf から作られる電磁場テンソル F ′
µν は同じ値を持つ (7.4.1節参照)．変換

Aµ → A′µ ≡ Aµ + ∂µf

を (電磁場の)ゲージ変換と呼ぶ．この任意性を利用して，Lorenz条件

Aµ;µ = 0 (63)

を満たすポテンシャルをとることができる (7.4.1節参照)．なおゲージ変換は単に場の強度を不変に保つとい

うだけでなく，理論 (運動方程式)をも不変に留める変換である (1.6.1節)．

1.4.2 4元電流 (密度)

電流密度の 4元ベクトルを

jµ(x) =
∑
a

eac√
−g(x)

δ(r − ra(t))
dx µ

a

dx0
(64)

で定義する (a は粒子の番号)．ただしここでは空間座標をまとめて r ≡ (x1, x2, x2) と表し，デルタ関数を

δ(x1)δ(x2)δ(x3) ≡ δ(r) と書いている (曲線座標系において r は位置ベクトルではない) [3, pp.285–286]．

7.4.2節では 4元電流密度 (64)を

jµ(x) =
∑
a

eac√
−g(x)

∫
δ(x− xa)

dx µ
a

dτa
dτa (65)

と書き換え，実際にこれが反変ベクトルとして変換することを証明する．以下では jµ がその名の通り電流密

度の 4元ベクトルと解釈できることを，特殊相対性理論の文脈で説明する．(ひるがえって電流密度の定義式

(64)は，その重力がある場合への自然な一般化と理解できる．)

36



■平坦な時空での電流密度 jµ の意味付け 平坦な時空を想定して慣性系をとると，電流密度の定義式 (64)は

jµ =
∑
a

eaδ(r − ra)
dx µ

a

dt

と簡略化される．その成分を jµ = (cρ, j)と書こう*14．

特殊相対性理論の文脈で ρ, j の意味は次のように分かる．まず

ρ(r, t) =
∑
a

eaδ(r − ra(t)) (66)

に対して
∫
V
ρd3xは領域 V 内部の電荷の総和を与える．これは ρが電荷密度であることを意味している [3,

pp.78–79]．また式 (66)の ρと

j(r, t) =
∑
a

eava(t)δ(r − ra(t)), va ≡
dra
dt

(67)

は連続の式 (1.3.2節)
∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (68)

を自動的に満たす (7.4.2節参照) [3, pp.81–82] [12, p.195]．これは j を電流密度 (電荷の流れの密度)と見な

すことを (したがって jµ を 4元電流密度と見なすことを) 正当化する*15．

ρ : 電荷密度， j : 電流密度．

この結果は言い換えれば，系が生成消滅しない点電荷で構成されていることを電荷密度・電流密度の式

(66),(67)は適切に表現しているため，電荷保存則すなわち連続の式が満たされるものと解釈できる．

参考──電荷密度 (66)の引数 (t, r)依存性 位置 r は場の値を評価する観測点の位置であるのに対し，ra は

粒子の位置であり，その引数 t が場 ρ(r, t) の時間依存性となっている．これは荷電粒子の運動が電

荷分布の時間変化を引き起こすという，当然の事実を表している．(曲がった時空では因子
√
−g も

x = (ct, r)依存性を担う．)

1.4.3 最小作用原理

古典物理学において自然界は粒子と場 (電磁場と重力場) から成り，粒子と場は相互作用しながら決定論

的に時間発展する．時間発展は最小作用原理から決定され，原理的には古典物理学における自然界の振舞い

は，作用 S の表式に完全に含まれていると言える．作用 S は次式で与えられる [3, p.304,pp.306–308] [6,

pp.115–116] [13, pp.261–262,pp.266–267]．

*14 4元電流 jµ の時間成分と空間成分の次元は等しい：[cρ] = [j]．時間成分は電荷密度 ρに cが掛かり，電流密度の次元になってい
る．

*15 ここで電荷の流れの密度とは，面積素ベクトル dS を持つ面要素を単位時間に通過する電荷を j · dS で与えるベクトル j のこと
である．それ故，単位時間に単位体積から流出する電荷の総量は∇ · j と表される．
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図 8 作用の積分範囲

� �
S = −

∑
mc

∫
ds−

∑ e

c

∫
Aµdx

µ − 1

16πc

∫
FµνFµν

√
−gd4x− c3

16πk

∫
G
√
−gd4x. (69)� �

ここに

m :粒子の質量, e : 粒子の電荷, k : 万有引力定数,

G ≡ gµν(ΓρµσΓσνρ − ΓσµνΓ
ρ
σρ)

である．ただし電磁気学の単位系として Gauss単位系を用いている．作用 (69)右辺第 1,2項の積分は与えら

れた座標時間 t = tA, tB の間の粒子の軌道に沿って行う．
∑
は粒子ごとに値の異なる表式の全粒子について

の和を表し，右辺第 2項の Aµ は粒子の位置で評価する．右辺第 3,4項の積分は図 8の時刻 t = tA, tB に挟ま

れた“円柱状の”領域に渡って行う．“円柱”の“側面”は空間の無限遠にあり，ここでは場の値はゼロになる

ものと仮定する．

式 (64):

jµ(x) =
∑
a

eac√
−g(x)

δ(r − ra(t))
dx µ

a

dx0

で定義した電流密度の 4 元ベクトルを用い (a は粒子の番号)，電磁場と粒子の相互作用項 Smf ≡
−
∑

e
c

∫
Aµdx

µ は場を基調とした表現

Smf = −
1

c2

∫
jµ(x)Aµ(x)

√
−g(x)d4x (70)

に書き換えられる (7.4.3節参照)．

作用 S の表式 (69) の段階で理論の共変性を考察することができる．作用における ds,Aµdx
µ, FµνFµν

はスカラーである．また固有体積要素
√
−gd4x は不変量である (1.1.6 節)．さらに第 4 項 Sg ≡

− c3

16πk

∫
G
√
−gd4xにおける Gそのものはスカラーではないけれど，計量テンソルの変化に伴う変分は

δSg = − c3

16πk
δ

∫
R
√
−gd4x

となるので (7.5.3節)，スカラーである (粒子の座標や電磁場の変化に伴う変分はもちろん，δSg = 0)．以上

より作用の変分は座標系に依らない量なので，作用が極値 (停留値)をとる条件に他ならない運動方程式も座
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標系の変更によって形を変えない．実際，1.5節で導く場と粒子の運動方程式は両辺が同じ種類のテンソルか

ら成り，座標変換に対して共変的であることが明白に見て取れる．

重力場項 Sg について Sg = − c3

16πk

∫
G
√
−gd4xの変分を δSg = − c3

16πk δ
∫
R
√
−gd4xと計算できることは，

重力場の作用を Sg = − c3

16πk

∫
R
√
−gd4xとしても良いことを意味する．(そうすれば，作用そのものが

スカラーとなる．) ただしRは gµν の 2階導関数を含む．これに対し Sg = − c3

16πk

∫
G
√
−gd4xとすれ

ば Gは場 gµν とその 1階導関数だけを含むことになり，自由電磁場の Lagrangian密度 − 1
16πF

µνFµν

が場 Aµ の 1階導関数だけを含むこととの類似性が確保される．このとき場の方程式は時間に関して 2

階の微分方程式となり，場とその時間変化率の初期値が与えられればその後の場の時間発展が完全に決

まるという，古典的因果律の保証されることが明瞭である．

1.4.4 電磁場を含めた物質の系のエネルギー・運動量テンソル

本節では a番目の粒子の質量を ma，電荷を ea，座標を xµ(a)，固有時間を τa，ẋµ(a) ≡ dxµ(a)
dτa

と表記す

る．作用 (69)の重力場項 Sg を除いた右辺第 1,2,3項の和を，

S′
m =

1

c

∫
L
√
−gd4x

と書いたときの Lagrangian密度 Lは

Λ(x) ≡ L(x)
√
−g(x) =

∫ {
−
∑
a

(
mac

2
√
gµν(x)ẋµ(a)ẋν(a) + eaAµ(x)ẋ

µ(a)

)
δ4(x− x(a))

}
dτa

− 1

16π
Fαβ(x)Fγδ(x)g

αγ(x)gβδ(x)
√
−g(x) (71)

で与えられる (7.4.4節参照) [4, p.163] [8, p.116]．

重力場を除く物理系のエネルギー・運動量テンソルの一般公式 (55)は，この Λに対して具体的には

Tµν(x) =
∑
a

mac√
−g(x)

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa +
1

4π

(
−Fµα(x)F α

ν (x) +
1

4
Fαβ(x)F

αβ(x)gµν(x)

)
(72)

となる (7.4.4節参照) [4, p.165] [8, p.113,p.118]．これが粒子と電磁場のエネルギー・運動量テンソルである．

■物質のエネルギー・運動量テンソル 特に電磁場がないときの物質のエネルギー・運動量テンソルは

T (m)µν(x) =
1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ4(x− x(a))dτa (73)

である．4元電流密度 (64)が反変ベクトルになっていることの証明 (7.4.2節)で見たように，1/
√
−g はデル

タ関数の変換性を打ち消すので，上式 (73)右辺は確かに 2階共変テンソルとなっていることが分かる．上式

(73)は

T (m)µν(x) =
1√
−g(x)

∑
a

maẋ
µ(a)ẋν(a)

√
1−

(va
c

)2
δ(r − ra) (74)

と書き換えられる (導出は 7.4.4節)*16．この表式には明瞭な解釈を与えることができる (1.6.9節)．

*16 ここでは 1.4.2節と同様，空間座標をまとめて r ≡ (x1, x2, x2)と表し，デルタ関数を δ(x1)δ(x2)δ(x3) ≡ δ(r)と書いている．
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ここで粒子の系を連続体 (流体) と見なせる場合に，上式 (73) を簡略化することを考える [4, pp.107–

110,pp.165–166,p.169]．まず粒子が狭い範囲に局在しているとき，各粒子の 4元速度 ẋµ(a)を共通の流体要

素の 4元速度 ẋµ に置き換え，粒子の和の外に出すことができる．

T (m)µν(x) = ẋµẋνϱ(x), ϱ(x) ≡ 1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
δ4(x− x(a))dτa. (75)

再び 1/
√
−g はデルタ関数の変換性を打ち消すので，ここで定義した ϱ(x)はスカラーである．流体とともに

運動する (va = 0)局所慣性系 (
√
−g = 1, dτa = dx0(a)/c)では，ẋµ = (c,0)より

T (m)µν =

{
ϱc2 : µ = ν = 0

0 : その他の成分
, ϱ(x) =

∑
a

maδ(r − ra(t)) (76)

となる．したがって ϱ(x)はスカラー量であって，xにおける局所慣性系のうち特に静止系を採用したとき，x

における質量密度を与える*17．粒子系が流体要素として振舞ういくつかの部分集団に分かれている場合には，

その各集団ごとに上式 (75)が成り立つことになる．4元速度 ẋµ は部分集団ごとに異なることを踏まえると，

系全体のエネルギー・運動量密度を得るには，単に式 (75)の ẋµ を空間の各位置で定義された速度場と読み替

えれば良い．

1.5 粒子と場の運動方程式

最小作用原理から導かれる運動方程式を列挙する [6, pp.115–116]．導出は 7.5節を見よ．

1.5.1 粒子の運動方程式

実際の粒子の軌道が作用を極小にすることから，粒子の運動方程式

mc
Duµ

ds
=
e

c
Fµνuν (77)

が導かれる．ここに Duµ は粒子が世界線に沿って ds変位したときの 4元速度 u⃗の変化 du⃗の，変位前の点で

の µ番目の成分である (1.1.8節参照)．

■重力場中の粒子の運動方程式 粒子の運動方程式 (77):mcDu
µ

ds = e
cF

µνuν は

Duµ = uµ;νdx
ν = (∂νu

µ + uρΓµρν)dx
ν , uν∂νu

µ =
duµ

ds

を用いて

m
d2xµ

dτ2
= −mΓµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
+
e

c
Fµν

dxν
dτ

と書き換えられる．簡単のために電磁場がない場合を考えると Fµν = 0なので，

m
d2xµ

dτ2
= −mΓµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
(78)

となる．右辺を粒子に働く重力と見なせば，これは重力が粒子の 4元速度 1
c
dxµ

dτ を変化させることを表してい

ると解釈できる．また両辺に質量 mが共通だから，重力場の中の粒子の運動は粒子の質量に依らないことが

*17 この“質量密度”ϱ(x)の定義はやや特殊である．空間の与えられた体積に含まれる質量は不変量であるけれど，座標で測った空間
の体積は，したがって質量密度は本来，不変量ではない．
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見て取れる．ここで Christoffel記号は計量テンソルの導関数で決まるから (式 (15)参照)，Christoffel記号が

重力場の“強さ”に相当し，計量テンソルは重力ポテンシャルと見なせる [3, pp.273–274] [4, p.122]．

このことは重力場の弱い場合の非相対論的な運動方程式との対応を考えるとより明確になる．重力場がない

ときには時空の各点で Christoffel 記号が消え，計量テンソルが式 (8) の ηµν となるような慣性系がとれる．

よって重力場が弱いとき時空の各点で計量テンソルが gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1を満たすような座標系を

とれる [7, p.244]．この座標系 (ct, r)で測った粒子の速度 ṙ を v と書くと (ドットは tによる微分)，重力場

が弱いため粒子は速度が小さい範囲 v/c ≪ 1に留まることが可能である．このような非相対論的極限では重

力ポテンシャル ϕが定義されて，粒子の運動方程式は

v̇ = −∇ϕ (79)

と表される [3, p.252]．粒子の運動方程式 (78) を導く作用 S = Sm = −
∑
mc
∫
ds が非相対論的極限

ϕ/c2 ≪ 1, v/c≪ 1で，運動方程式 (79)を導く作用の 1つ

S =
∑∫

dt

(
−mc2 + 1

2
mv2 −mϕ

)
(80)

に移行することを要求すると*18，

g00 = 1 +
2ϕ

c2
(81)

が見いだされる (7.5.1節参照) [3, p.275]．こうして計量テンソルが重力ポテンシャル ϕと具体的に関係づけ

られる．

1.5.2 電磁場の方程式すなわちMaxwell方程式

実際の電磁ポテンシャル Aµ の時間変化が作用を極小にすることから，重力場中の電磁場に対するMaxwell

方程式

Fµν;ν = −4π

c
jµ (82)

が導かれる．

■電荷保存則 1.4.2節では特殊相対性理論の水準で，荷電粒子系の電荷密度・電流密度が自動的に連続の式

を満たすことを見た．一方で電荷密度・電流密度の具体的な表式とは無関係に，Maxwell方程式 (82)の中に

は連続の式
∂µ(j

µ√−g) = 0 (83)

が含まれている (導出は 7.5.2節) [6, p.93]．これは平坦な時空では，通常の連続の式

∂µj
µ = 0, i.e.

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0

に帰着する．

*18 作用 (80)は場 ϕの項を度外視すれば，自由粒子の作用 S = −
∑
mc2

∫ √
1− v2

c2
dt:(1.6.1)の非相対論的極限に一致する．

41



1.5.3 重力場の方程式すなわち Einstein方程式

実際の計量テンソル gµν の時間変化が作用を極小にすることから，重力場に対する Einstein方程式

(Gµν ≡)Rµν −
1

2
gµνR =

8πk

c4
Tµν (84)

が導かれる．ただし右辺の Tµν は物質と電磁場のエネルギー・運動量テンソルである (1.4.4節)．

■物質粒子と電磁場の運動方程式との関係 Bianchiの恒等式 (30):Gµν;ν = 0によれば，Einstein方程式は

物質と電磁場のエネルギー・運動量保存則
Tµν;ν = 0

を含意することになる*19．そしてエネルギー・運動量保存則には，物質粒子の運動方程式と電磁場の方程式

(Maxwell方程式)が含まれている (1.6.9節では重力がない場合に，このことを具体的に見る)．したがって重

力場の方程式 (Einstein方程式)は，物質粒子と電磁場の運動方程式をも含んでいることになる [3, p.309]．

1.6 特殊相対性理論における運動方程式

我々は 1.4節，1.5節において具体的な物理を打ち立てた．これを踏まえて特殊相対性理論 (1.2節)をさら

に推し進めることができる．本節では重力場がない場合の荷電粒子と電磁場の系を対象とし，特殊相対性理論

の範囲内で電磁気学を定式化する．実際，素粒子のスケールでは (そして場合によっては巨視的な物体におい

ても)，重力の影響は極めて弱く無視し得るため，重力のない場合に電磁場と荷電粒子の系を記述することは，

特別に興味が持たれることでもある．

1.6.1 特殊相対性理論の作用

重力場のない平坦な時空を想定して慣性系をとると (
√
−g = 1,Γµνρ = 0)，荷電粒子と電磁場の系に対して

作用 (69)は，

S =Sm + Smf + Sf ,

Sm =−
∑

mc

∫
ds, (自由粒子の項)

Smf =−
∑ e

c

∫
Aµdx

µ = − 1

c2

∫
Aµj

µd4x, (粒子と場の相互作用項)

Sf =−
1

16πc

∫
FµνFµνd

4x (自由電磁場項)

となる．慣性系で電磁ポテンシャルの成分を Aµ = (ϕ,A)と書いて

ϕ：スカラー・ポテンシャル, A：ベクトル・ポテンシャル

*19 この保存則は近似的である (1.3.3節)．
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を定義すると*20，対応する Lagrangianは

L =Lm + Lmf + Lf ,

Lm =−
∑

mc2
√
1− v2

c2
, (自由粒子の項)

Lmf =
∑ e

c
A · v −

∑
eϕ, (粒子と場の相互作用項)

Lf =−
1

16π

∫
FµνFµνd

3x (自由電磁場項)

と表される (Lm の表式は式 (33):ds = cdτ = cdt
√
1− v2

c2 による)．

■ゲージ不変性と電荷保存則 ここでゲージ不変性と電荷保存則の関係性について論じることができる [3,

p.56,pp.82–83]．作用のゲージ不変性が非自明な項は粒子と場の相互作用項であり，その 2通りの表現

Smf = −
∑ e

c

∫
Aµdx

µ, Smf = −
1

c2

∫
Aµj

µd4x

に応じてゲージ不変性と電荷保存則の関係を 2通りに見ることができる．相互作用項 Smf のゲージ変換

Aµ → A′
µ = Aµ + δAµ, δAµ = −∂µf

に伴う変化

δSmf =
∑ e

c

∫
df, δSmf =

1

c2

∫
(∂µf)j

µd4x

は電荷保存則により eが時間に依らない定数であれば，あるいは連続の式 ∂µj
µ = 0が成り立てば，それぞれ

δSmf =
∑∫

d
(e
c
f
)
, δSmf =

1

c2

∫
∂µ(fj

µ)d4x

となる．これらは与えられた境界の値で決まるような，変分をとると落ちる量となっているから，運動方程式

は不変に保たれる*21．(ここでの δはゲージ変換に伴う変化量を表し，変分の意味ではないことに注意する．)

このようにゲージ不変性と電荷保存則は密接に関係している．

1.6.2 荷電粒子の 4元運動量

1.6.1節の Lagrangianに対して 1.3.2節の一般式で定義される粒子の正準運動量は

P ≡ ∂L

∂v
= p+

e

c
A

となる．ここに
p ≡ mv√

1− (v/c)2

は粒子の力学的運動量と見なされ，付加的な項 e
cAは場の寄与を表す．

*20 Gauss単位系で ϕとAの次元は等しい ([ϕ] = [A])．
*21 運動方程式の不変性は，運動方程式 (1.5節)に現れるのがポテンシャルではなく場の強度であり，またゲージ変換は場の強度を不
変に保つことからも理解できる．
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手始めに与えられた電磁場中での荷電粒子の運動を想定して，作用における自由電磁場の項を無視しよ

う [3, pp.51–52]．このときの Lagrangian Lm + Lmf の Legendre変換によって得られる Hamiltonianは

H ≡Hm + Hmf =
∑(

mc2√
1− (v/c)2

+ eϕ

)
=
∑(√

m2c4 + p2c2 + eϕ
)

(85)

である (導出は 7.6.1節)．ここに

E ≡ mc2√
1− (v/c)2

=
√
m2c4 + p2c2

は粒子のエネルギーと解釈される．したがって簡単のために 1粒子系を考えると，電磁場と相互作用する粒子

の力学的運動量 pとエネルギー E は，電磁場がない場合と比べて

p = P → p = P − e

c
A, (86)

E = H → E = H − eϕ (87)

と変化する．またエネルギーと運動量の関係は

H =
√
m2c4 + p2c2 + eϕ

⇔ (H − eϕ)2 − c2p2 = (mc2)2 (88)

とまとめられる．ここで P = ∂S/∂r,H = −∂S/∂tにより (1.3.5節)，これを作用 S に対する偏微分方程式

に読み替えると，Hamilton-Jacobi方程式(
∇S − e

c
A
)2
− 1

c2

(
∂S

∂t
+ eϕ

)2

+ (mc)2 = 0 (89)

を得る (1.3.5節の式 (60)を参照)．

なお全エネルギー (を cで割った値)H/cと正準運動量 P は，運動量 4元ベクトルと呼ばれる反変ベクトル

Pµ =

(
H

c
,P

)
=

(
mc√

1− (v/c)2
+
e

c
ϕ,

mv√
1− (v/c)2

+
e

c
A

)
= mcuµ +

e

c
Aµ (90)

を作る (uµ は 1.2.5節で計算した 4元速度) [3, p.69]*22．

自由電磁場の項を含めた完全な理論を考える．場の理論では Hamiltonianは，1.3.2節で説明した場の運動

量密度を用いて，Hamiltonian密度の体積積分として計算できる．荷電粒子と電磁場の相互作用系に対して，

Lagrangian密度は

L = − 1

16π
FµνF

µν + (Ȧµを含まない項)

*22 ここで 1.3.5 節で一般論を示したように，正準運動量と Hamiltonian は座標の関数と見た作用 (Hamilton 主関数) の微分
P = ∂S/∂r, H = −∂S/∂tによって得られる．これらの関係は

Pµ = −∂µS

とまとめられる．実際，作用の端点微分を計算すると，再び式 (90)の Pµ が得られる [3, pp.67–69]．式 (88)を作用 S に対する
偏微分方程式に読み替えると，Hamilton-Jacobi方程式(

∇S −
e

c
A
)2

−
1

c2

(
∂S

∂t
+ eϕ

)2

+ (mc)2 = 0

を得る (1.3.5節参照)．
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という形をとるので (ドットは時間 tによる微分)，電磁場の運動量密度は

πµ ≡ ∂L
∂Ȧµ

= − 1

4πc
F 0µ (91)

となる (導出は 7.6.1節)．すると全 Hamiltonian H には，付加的な項

Hf =

∫
dV πµȦµ − Lf =

∫
dV

E2 +B2

8π
−
∑

eϕ (92)

が現れるため (導出は 7.6.1節)，

H = Hm + Hmf + Hf =
∑ mc2√

1− (v/c)2
+

∫
dV

E2 +B2

8π

となる．最右辺の第 2項における E2+B2

8π は場のエネルギー密度と見なされる．このように粒子の“位置エネ

ルギー”
∑
eϕは相殺し，(見かけ上)全エネルギーには現れない*23．

1.6.3 自由粒子系

1.6.2節の議論で電磁場をゼロとおけば，自由粒子系のエネルギーと運動量に対する結論を引き出すことが

できる．自由粒子の運動量 4元ベクトルは，式 (90)より

pµ = mcuµ =

(
mc√

1− (v/c)2
,

mv√
1− (v/c)2

)
=

(
E

c
,p

)
である．ここで時間成分と空間成分の次元は等しい：[E /c] = [pi]．これにより Lorentz 変換におけるこれ

らの線形結合が意味を成す．また 1.6.2節と同様の議論を自由粒子に対して繰り返すと以下のようである [3,

pp.28–33]．

• Lagrangian　 L = −mc2
√
1− v2

c2

• 運動量　 p ≡ ∂L

∂v
=

mv√
1− v2

c2

．

– 非相対論的極限 (v ≪ c)　 p = mv．

• エネルギー　 E ≡ p · v − L =
mc2√
1− v2

c2

=
√
m2c4 + p2c2．

– 静止エネルギー　 E0 = mc2，

非相対論的極限 (v ≪ c, p≪ mc)　 E = mc2 + mv2

2 = mc2 + p2

2m．

– 相対論的力学では自由な物体のエネルギーには付加定数の任意性がない (E0 = mc2)．

• これらの表式はたくさんの粒子からできている複合的な物体にも適用できる．
ただし静止している物体mのエネルギーには

それを構成している粒子 (質量ma)の運動エネルギーと粒子間の相互作用のエネルギーも含まれ，

質量保存の法則は成立しない：mc2 ̸=
∑
amac

2.

• 運動量とエネルギーの関係　 p = E v
c2．

*23 このような事情に関係して，静電場の位置エネルギー
∑
eϕが場のエネルギー 1

8π

∫
E2dV に含まれており [3, pp.101–102]，同

一のエネルギーを空間的に拡がりを持つ場のエネルギーとも，粒子の位置に局在した電荷の担うエネルギーとも見なせることにな
る．
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– 光速度で運動する質量ゼロの粒子に対して　 p = E /c．

– E ≫ mc2 ̸= 0の超相対論的粒子に対しても近似的に p = E /cが成り立つ．

• 運動量とエネルギーの関係 E 2/c2 = p2 +m2c2(式 (88)に対応)は

pµpµ = m2c2 (∵ uµuµ = 1)

に他ならない．

★ この結果は次のように理解される．

すなわち縮約 pµpµ は Lorentzスカラーであり，その値は座標系に依らない (1.1.1節参照)．

そこで pµ = (mc,0)となる座標系でこれを評価すると pµpµ = m2c2 を得る．

– S を作用とすると pµ = −∂µS より (1.3.5節)，Hamilton-Jacobi方程式

(∂µS)(∂µS) = (mc)2 (93)

を得る (1.3.5節の式 (60)を参照)．

これは電磁場中の荷電粒子に対する式 (89)において，場をゼロと置いた関係式になっている．

1.6.4 相対論的力学 [3, p.32]

4元力 gµ を反変ベクトルとして導入して，粒子の相対論的な運動方程式を

dpµ

ds
= gµ

と書くと，これは相対論的に不変となることが保証される (1.1.1節)．

このとき 4元力 gµ と，f = dp/dtを満たす 3次元的な力 f との関係は

gµ =

(
f · v

c2
√

1− (v/c)2
,

f

c
√
1− (v/c)2

)
(94)

となる (導出は 7.6.2節)．

ds = cdτ = cdt
√

1− (v/c)2 に注意すると，運動方程式 dpµ/ds = gµ の空間成分と時間成分はそれぞれ
dp

ds
=

f

c
√
1− (v/c)2

dp0

ds
=

f · v
c2
√

1− (v/c)2

∴


dp

dt
= f

dE

dt
= f · v

(95)

となる．ただし運動方程式の空間成分において p = mv/
√
1− (v/c)2 は 4元運動量成分であり，非相対論的

な極限 p = mv でこれはよく知られた Newtonの運動方程式

m
dv

dt
= f

に移行する．また運動方程式の時間成分は仕事と運動エネルギーの関係を表していると解釈できる．

注意 運動方程式 gµ = dpµ/ds，f = dp/dtを力の定義式と見なしてはならない．

原因としての力と結果としての運動量変化は物理的に異なる概念である．
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参考── 3次元的な量との関係

ui =
vi

c
√
1− β2

, gi =
f i

c
√

1− β2
, β ≡ v/c.

4元速度 ui はいくらでも大きな値をとり得るのに対し [3, p.29]，β → 1とすると
√
1− β2 はゼロにな

るため，3次元的な速度 vi = cui
√

1− β2 は有限に留まる．v が −c → cを動くとき u = v

c
√

1−β2
は

−∞→∞を動く．一方，力の 4元ベクトル成分 gi と 3次元的な力 f i の範囲には数学的にはともに制

限がない．

「相対論的質量」について 相対論的な運動方程式の 1つの説明に，非相対論的な運動方程式における質量を

「相対論的質量」
m(v) =

m0√
1− (v/c)2

に置き換えるというものがある [14, pp.218–220]．ここにm0 は v = 0のときの質量m(0)だから静止

質量と呼べる．一方で上記の議論を逆にたどり，非相対論的な運動方程式の 4元ベクトルの関係式へ修

正すれば，得られる運動方程式の座標変換に対する共変性が明白である．またこのような見方を採れば

質量は単に質量であって，「相対論的質量」「静止質量」の区別は必要ない．

1.6.5 平坦な時空での電磁場

本節では引き続き平坦な時空を想定して慣性系を採用し，このとき成分計算の規則や電磁場成分とポテン

シャルの関係がどのように簡略化されるかを調べておく．

■慣性系での成分計算 慣性系では式 (9)の 3次元計量テンソル γij の成分は

(γij) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


となる (1.2.1節)．3次元の量に対しては添字の上げ下げを γij , γ

ij との縮約で定義すると (γij は γij の逆テ

ンソル) [3, pp.286–287]，慣性系では

εijk = γilγjmγknε
lmn = εijk, δij = γikδ

k
j = δij

が成り立ち (εijk は 1.4.1節で定義)，電磁場成分 Ei, Bi(式 (61)，式 (62))については

Ei = γijE
j = Ei, Bi = γijB

j = Bi

と計算される．一方 4元テンソルの添字の上げ下げは ηµν , η
µν との縮約で定義されるので，電磁ポテンシャ

ル Aµ，電流密度 jµ，電磁場テンソル Fµν に対しては

A0 = A0, Ai = −Ai, j0 = j0, ji = −ji, F0i = −F 0i, Fij = F ij

である (1.2.1節) [3, p.258]．
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Levi-Civita記号の縮約公式 ここでしばしば有用となる Levi-Civita記号の縮約公式を書いておく．

εijkεlmk = δilδjm − δimδjl (96)

これは Kroneckerのデルタと Levi-Civita記号に対する公式

εiklεprs =

∣∣∣∣∣∣
δip δir δis
δkp δkr δks
δlp δlr δls

∣∣∣∣∣∣ (97)

から得られる [3, pp.20–21]．(上式 (97)の確認は 7.6.3節を参照．)

■電磁場とポテンシャル 電磁場の定義式 (61):Ei = γijF0j，式 (62):Bi = −1
2
εijk√
γ Fjk より慣性系で電磁場

テンソルの成分は

F i0 =Ei, (98)

F jk =Fjk = −εijkBi, (99)

(Fµν) =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

 (100)

で与えられる (7.6.3節参照)*24 [3, p.68]．これは電磁場が電磁ポテンシャルから

E =− 1

c

∂A

∂t
−∇ϕ, (101)

B =∇×A (102)

と導かれることを意味する (7.6.3節参照) [3, p.54]．

1.6.6 荷電粒子の運動方程式

平坦な時空では Duµ = duµ なので*25，粒子の運動方程式 (77)は

mc
duµ

ds
=
e

c
Fµνuν (103)

となる [3, p.68]．その空間成分と時間成分は以下の式を与える (導出は 7.6.4節)．

• 空間成分は粒子の運動方程式
dp

dt
= e

(
E +

v

c
×B

)
(104)

を与える．粒子が磁場から受ける力の項 evc ×B は Lorentz力と呼ばれ，

粒子の速度 v と磁束密度B の両方に垂直である*26．

*24 Gauss 単位系で電場 E と磁束密度 B の次元は等しい ([E] = [B])．このことは例えば以降の非相対論的な粒子の運動方程式
(124)や，電磁波の振幅の関係 E0 = B0(1.7.3節)に見て取れる．

*25 計算によって詳しく示すと，

Duµ = uµ;νdx
ν = (∂νu

µ + uρΓµρν)dx
ν → (∂νu

µ)dxν = duµ.

*26 右辺全体を Lorentz力と呼ぶ流儀もある．
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– 一般式 (95)と比較すると，右辺を 3次元的な力

f = e
(
E +

v

c
×B

)
に同定できる．

– 左辺 dp/dtは固有時間 τ ではなく座標時間 tによる微分であるのに対し，

pは 4元運動量の空間成分 p = mv/
√

1− (v/c)2 であることを改めて注意しておく．

• 場と相互作用する (個々の)粒子の運動エネルギーを Ekin = mc2√
1−( v

c )
2
と定義すると*27，

(このときH =
∑

(Ekin + eϕ))，時間成分は

dEkin

dt
= eE · v (105)

を与える．右辺は電場の粒子に対する仕事率にあたる．

磁場は電荷の速度に垂直な力を及ぼすため，仕事をしない．

運動方程式 (104)はもちろん，ここまでに導いた特殊相対性理論の Lagrangianに Lagrange方程式 d
dt
∂L
∂v =

∂L
∂r を適用しても得られる．また上式 (105)は運動方程式 (104)から再び導かれる [3, pp.52–55]．もっとも一

般式 (95):dEkin

dt = f ·vに Lorentz力 f = e
(
E + v

c ×B
)
を代入すれば式 (105)は直ちに得られるため，改め

て導くには及ばない．なお作用の積分パラメータを粒子の固有時にとれば，4次元的な形の運動方程式 (103)

を Lagrange方程式として導くこともできる [4, pp.102–103]．

1.6.7 場の方程式

我々は特殊相対性理論を想定し，電磁場と相互作用する荷電粒子の運動方程式を見出した．本節では電磁場

の運動方程式を調べよう．

■慣性系での電磁気学の基礎方程式 平坦な時空における電磁場の方程式は，特殊相対性理論における作用

(1.6.1節)から改めて導くことができるけれど，1.5節で調べた重力の存在下の運動方程式から始める方が容

易である．Lorenz条件 (63)を満たす電磁ポテンシャル Aµ を考えると，慣性系では

Lorenz条件 (63) : Aµ;µ = 0 → ∂µA
µ = 0,

Maxwell方程式 (82) : Fµν;ν = −4π

c
jµ → ∂νF

µν = −4π

c
jµ, (106)

電流密度の定義式 (64) : jµ ≡
∑
a

eac√
−g

δ(r − ra)
dx µ

a

dx0
→ jµ =

∑
a

eaδ(r − ra)
dx µ

a

dt
(107)

となるから，場の方程式

− 4π

c
jµ = ∂νF

µν = ∂ν(∂
µAν − ∂νAµ) = −∂ν∂νAµ, ∴ ∂ν∂

νAµ =
4π

c
jµ (108)

を得る．

■電磁場で書き表したMaxwell方程式 特殊相対性理論において，電磁場は電磁ポテンシャルから

E =− 1

c

∂A

∂t
−∇ϕ,

B =∇×A

*27 これは静止エネルギーmc2 を含む．
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と導かれる (式 (101)，式 (102)参照)．このとき電磁場に対して

∇×E = −1

c

∂B

∂t
, ∇ ·B = 0 (109)

が恒等的に満たされる (7.6.5節参照) [3, p.74]．これは電磁場テンソルに対する恒等式

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0 (110)

にまとめられる (7.6.5節参照)*28．また電磁場テンソル Fµν は添字に関して反対称なので，完全反対称テンソ

ル εµνρσ(ただし ε0123 = 1)を用いて，対偶 (デュアル)なテンソル

F ∗µν ≡ 1

2!
εµνρσFρσ

を導入することができる (7.6.5節参照)．対偶テンソルの全成分は

F ∗0i =
1

2
ε0iαβFαβ =

1

2
ε0ijkFjk =

1

2
εijkFjk, ∴ F ∗01 = −Hx, etc.

F ∗ij =
1

2
εijαβFαβ = εij0kF0k = εijkF0k, ∴ F ∗12 = Ez, etc.

のようにして見出される [2, p.435]．なるほど，もとのテンソル Fik と比べると，(符号の違いを除けば)電場

と磁場が入れ替わっている．すると式 (110)は

F ∗µν = 0 (111)

と書き換えられる (7.6.5節参照)．式 (110)，式 (111)のように書けば Lorentz変換に対する共変性は明白で

ある (1.1.1節参照)．

さらにMaxwell方程式 (106):∂νF
µν = −4π

c j
µ は

µ = 0 → ∇ ·E = 4πρ, (112)

µ = 1, 2, 3 → ∇×B =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
(113)

と書ける (7.6.5節参照) [3, p.84]．

1.6.8 電磁場のエネルギーの密度と流れ

ここでは電磁場と粒子の系に対するエネルギー保存則について説明する [3, pp.85–87]．Maxwell 方程式

から

− ∂

∂t

(
E2 +B2

8π

)
= ∇ · S + j ·E, S ≡ c

4π
E ×B：Poyntingベクトル (114)

が導かれる (導出は 7.6.6 節)．また粒子の運動方程式より，静止エネルギーを含めた運動エネルギー Ekin =∑
mc2√

1−(v/c)2
(1.6.6節)に対して，電場のする仕事と粒子系の運動エネルギーの関係

∫
j ·EdV =

∑
ev ·E =

d

dt
Ekin (115)

*28 重力の存在する場合にも電磁場テンソルは Fµν = Aν;µ − Aµ;ν = ∂µAν − ∂νAµ なので，恒等式 (110)を満たす．これは共変
性が明白な形 Fµν;λ + Fλµ;ν + Fνλ;µ = 0にも書ける (7.6.5節参照) [3, p.285]．
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が成り立つ (導出は 7.6.6節，
∑
は積分範囲内の全粒子にわたる和)．よって式 (114)の両辺を空間全体にわ

たって体積積分すると
d

dt

(∫
E2 +B2

8π
dV +

∑
Ekin

)
= 0

となる (無限遠で場はゼロになるから，S の表面積分は落ちる)．空間全体の電磁場と粒子から成る閉じた系に

対して全エネルギーは保存することを要求すると，

W ≡ E
2 +B2

8π

は電磁場のエネルギー密度と解釈できる．これはHamiltonianの計算から導かれる解釈と整合している (1.6.2

節)．

次に空間の有限領域にわたる体積積分を考えると

d

dt

(∫
E2 +B2

8π
dV +

∑
Ekin

)
= −

∮
S · df (116)

となるので (df は表面の面要素ベクトル)，S は場のエネルギーの流れの密度と解釈できる．実際このとき上

式 (116)は単位時間に流出する場のエネルギーだけ内部の場と粒子のエネルギーが減少することを表すことに

なる*29．

以上を踏まえて最初の式 (114)を振り返ると，これは単位時間において単位体積の場のエネルギーの減少量

− ∂
∂t

(
E2+B2

8π

)
が，場のエネルギーの流出∇ · S と電場の粒子に対する仕事 j ·E によってもたらされること

を意味している．

1.6.9 粒子系と電磁場のエネルギー・運動量テンソル [3, pp.91–95]

本節では粒子と電磁場の系のエネルギー・運動量テンソルを調べ，1.6.8節の結果と整合してエネルギー・

運動量保存則が導かれることを示す．これはエネルギー・運動量テンソルに対する理解を深める良い機会と

なる．

■電磁場のエネルギー・運動量テンソル 電荷のない真空中の電磁場の Lagrangian密度 L = − 1
16πFµνF

µν

に対して，エネルギー・運動量テンソルを一般公式 (43)に基づいて計算すると

T (f)µν = − 1

4π
∂µAρF νρ +

1

16π
ηµνFρσF

ρσ (117)

となる (導出は 7.6.7節)．ここで電荷のない電磁場に対してMaxwell方程式 ∂ρF
νρ = 0が成り立つことを踏

まえると，
1

4π
(∂ρAµ)F νρ =

1

4π
∂ρ(A

µF νρ)

となるので，これをエネルギー・運動量テンソルに付け加えることが許される (1.3.2節)．すると電磁場のエ

ネルギー・運動量テンソルとして，対称テンソル

T (f)µν =
1

4π

(
−FµρF νρ +

1

4
ηµνFρσF

ρσ

)
(118)

*29 ここでは粒子が注目している空間領域から逃げる場合は考えていない．
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が得られる．これは再び，1.6.8節のエネルギーの密度と流束

T (f)00 =
E2 +B2

8π
, cT (f)0i =

c

4π
(E ×B)i

を与える (導出は 7.6.7節)．空間成分はMaxwellの応力テンソル

σij =
1

4π

{
−EiEj −BiBj +

1

2
δij(E

2 +B2)

}
(119)

になる (導出は 7.6.7節)．電荷がなくとも，電磁場を持つ空間の体積要素の間には応力が作用している．

■一般相対性理論におけるエネルギー・運動量テンソルとの比較 1.3.3節では一般相対性理論において，エ

ネルギー・運動量テンソルを計算する規則 (55)を見出した．これを電磁場の系に適用すると，エネルギー・運

動量テンソルとして

Tµν =
1

4π

(
−FµαF α

ν +
1

4
FαβF

αβηµν

)
が得られる (1.4.4節)．他方，特殊相対性理論を想定した 1.3.2節の一般公式 (43)から，我々は電磁場のエネ

ルギー・運動量テンソル (118)を得た．1.3.3節で予告したように，これらは平坦な時空では全く同じ結果を

与える．

■粒子系のエネルギー・運動量テンソル 物質 (粒子)系のエネルギー・運動量テンソル (74)は，慣性系では

T (m)µν(x) =
∑
a

maẋ
µ(a)ẋν(a)

√
1−

(va
c

)2
δ(r − ra(t)) (120)

となる．自由粒子のエネルギーと運動量の表式

Ea =
mac

2√
1− (va/c)2

, p i
a =

mav
i
a√

1− (va/c)2

を思い出すと (1.6.3節)，時間-時間成分

T (m)00(x) =
∑
a

mac
2√

1− (va/c)2
δ(r − ra(t))

は期待されるように (1.3.2節)，粒子系のエネルギー密度となっていることが明白である．また時間-空間成分

T (m)0i =
∑
a

macv
i
a√

1− (va/c)2
δ(r − ra(t))

は確かに，エネルギー流束の第 i成分の 1/c倍とも，運動量密度の第 i成分の c倍とも解釈できる．このよう

に，エネルギー・運動量テンソルを意味付ける関係 (1.3.2節)

T 0i = c× (運動量密度)i =
1

c
× (エネルギーの流れの密度)i

は，粒子系に対しては見易い*30．最後に空間-空間成分

T (m)ij =
∑
a

mav
i
a v

j
a√

1− (va/c)2
δ(r − ra(t))

が応力と見なせることは，次のように納得できる．まず，この T (m)ij は運動量の流束となっている．ところ

が単位時間における単位体積への運動量の流入は，巨視的には応力による運動量変化として捉えられるから，

T (m)ij は応力テンソルを与える．(これが 1.3.2節の一般論で (暗に)用いた論法である．)

*30 同じ関係が場に対しても一般に成り立つことは，場が粒子から構成されていることを示唆していると言うこともできる．
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■粒子と電磁場の相互作用系 粒子と電磁場の共存する場合には，系全体のエネルギー・運動量テンソルは式

(120)の T (m)µν と式 (118)の T (f)µν の和で与えられる (実際，重力が存在する場合の物質と電磁場のエネル

ギー・運動量テンソルは式 (72)である)*31．

1.5 節で見たように，重力の存在下では物質と電磁場の系に対する近似的なエネルギー・運動量保存則

Tµν;ν = 0が成立する．平坦な時空では，これは正確な保存則 ∂νT
µν = 0になる．他方，特殊相対性理論を背

景としたエネルギー・運動量保存則 (43):∂νT
µν = 0は粒子が存在しないことを前提としている．そこで 7.6.7

節では，系全体の保存則
∂ν

(
T (f)µν + T (m)µν

)
= 0 (121)

が成り立つことを改めて確かめる．具体的には粒子の運動方程式とMaxwell方程式を用いて，

∂νT
(f)µν =− 1

c
Fµνjν , (122)

∂νT
(m)µν =+

1

c
Fµνjν (123)

を導く (これらを辺々足すと上式 (121)が得られる)．この導出過程の中にも，物理的な意味を見て取ることが

できる．すなわち式 (122)の時間成分 (µ = 0)は，1.6.8節のエネルギー方程式 (114):

∂

∂t

(
E2 +B2

8π

)
= −j ·E −∇ · S

を再現する．これは単位時間において単位体積中の場のエネルギーが，粒子の場にした仕事 (−j ·E)と，流

入した場のエネルギー (−∇ · S)の分だけ増大することを表している．式 (122)の空間成分 (µ = i)は

∂t
1

4πc
(E ×B)i = −∂jσij −

(
ρE +

1

c
j ×B

)
i

を与える．これは単位時間において単位体積中の場の運動量が，空間の隣接する領域から受ける場の応力と，

単位体積中の電荷に場の及ぼす力 (力積)の反作用だけ増大することを表している．そして式 (123)は場の得

たエネルギー・運動量と正確に等しいエネルギー・運動量を粒子が失うことを意味している．

1.7 電磁気学

本節では特殊相対性理論の範囲で，電磁気学の簡単な応用を論じる．

1.7.1 電磁場中の粒子の運動

本節では与えられた場の中での粒子の運動を，特殊相対性理論の範囲で考える．すなわち場として電磁場の

みを考える．簡単のために電磁場は一様で定常的であると仮定し，粒子の運動は非相対論的であるとする．

*31 和 T (f)µν + T (p)µν の (0, 0)成分は ∑
a

mac2√
1− (va/c)2

δ(r − ra) +
E2 +B2

8π

であり，見かけ上，位置エネルギー
∑
eϕの密度が含まれない．これは 1.6.2節で説明したように，位置エネルギー

∑
eϕが場の

エネルギーに含まれているからである．
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図 9 トロコイド 図 10 一様で不変な電磁場中の粒子の運動

空間的に一様で時間的に一定の電磁場中の粒子の運動を調べよう*32*33．また電場は十分弱いため粒子の速

度はしばらくの間，非相対論的な範囲 v/c ≪ 1に留まる場合を考える．このとき運動方程式 (104)は，非相

対論的表式 p = mv を代入すると

mv̇ = e
(
E +

v

c
×B

)
(124)

となる [3, p.54]．磁場方向を z 軸にとると Lorentz力 evc ×B は磁束密度B に垂直なので，粒子は z 方向に

は一定の力 eEz を受けて等加速度運動をする:

z = z0 + v0zt+
1

2

eEz
m

t2. (125)

そこで磁場に垂直な xy 平面に投影した粒子の運動に興味が持たれる．電場が yz 面内に含まれるように y 軸

の方向を選び，さらに時間と空間座標の原点を適当に選ぶと，粒子の xy 面内の位置は(
x
y

)
= a

(
ωt
1

)
− b

(
sinωt
cosωt

)
, ω ≡ eB

mc
, a ≡ eEy

mω2
=
cEy
ωB

(126)

の形に書ける (bは積分定数，7.7.1節参照)．これは図 9のように x軸上を半径 aの円盤が角速度 ω で転がる

ときの，円盤上の中心から距離 bの位置に固定された点の運動に他ならない．このような動点の描く軌跡はト

ロコイドと呼ばれる [3, pp.63–64]．この結果は定性的には次のように解釈できる．時刻 t = 0を過ぎてから

しばらくの間，粒子は電場の方向に加速する．すると粒子は磁場に進行方向を曲げられ，いずれ電場と逆向

きに運動するようになるため電場に減速させられる．こうして図 10のように 1周期分のトロコイドが描かれ

る [12, pp.135–136]．

特に E = 0のとき，粒子の位置の時間発展 (125),(126)は磁場方向への等速らせん運動

x = −b sinωt, y = −b cosωt, z = z0 + v0zt

に帰着する．

座標系の設定に関する注意 以上の議論では空間内で座標原点を移動しても，また座標軸を回転させても電磁

場そのものは不変であり，それ故，電磁場は 3次元空間におけるベクトル成分のように変換することを

*32 ただし電荷は与えられた場をかき乱さないものとする．
*33 一様不変な電磁場はMaxwell方程式を満たすため，実現可能である．
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暗に仮定した用いた．この措置は互いに相対速度を持たない慣性系の間における，電磁場の Lorentz変

換を具体的に調べることで正当化できる (7.7.1節)．

1.7.2 静電場・静磁場

電荷分布・電流分布が定常的であり，従って場Aµが時間変化しないとき，場の方程式 (108):∂ν∂
νAµ = 4π

c j
µ

は d’Alembert演算子

∂ν∂
ν = ηµν∂µ∂ν =

1

c2
∂2

∂t2
−∆, ∆ ≡

3∑
i=1

∂2

∂xi
2

における時間微分の項が落ちて Poisson方程式

∆Aµ = −4π

c
jµ ⇔

∆ϕ = −4πρ

∆A = −4π

c
j

になる．これは特殊解

ϕ(x) =

∫
ρ(x′)d3x′

|x− x′|
, A(x) =

1

c

∫
j(x′)d3x′

|x− x′|
(127)

を持ち，式 (101)，式 (102)によりここから導かれる電磁場は

E(x) =−∇ϕ(x) =

∫
ρ(x′)(x− x′)d3x′

|x− x′|3
=
∑
a

ea(x− xa)
|x− xa|3

, (128)

B(x) =∇×A(x) =
1

c

∫
j(x′)× (x− x′)d3x′

|x− x′|3
(129)

となる (7.7.2節参照)．このように場が時間変化しないときには，場の方程式は静電場を決定する式 (128)と静

磁場を決定する式 (129)に分離される [3, pp.100–101,pp.116—117] [12, pp.220–223]．式 (128)は Coulomb

の法則と呼ばれ，電荷素片 ρ(x′)d3x′ または点電荷 ea が位置 xに電場 ρ(x′)(x−x′)d3x′

|x−x′|3 または ea(x−xa)
|x−xa|3 を作

ることを表している．これは基となるMaxwell方程式 (112):∇ ·E = 4πρが意味するように，電荷は周りに

わき出すような電場を作ることに対応する．式 (129)は Biot-Savartの法則と呼ばれ，仮に j(x′)d3x′ を電流

素片と呼ぶことが許されるならばこれは電流素片 j(x′)d3x′ が位置 xに磁束密度 1
c
j(x′)×(x−x′)d3x′

|x−x′|3 を作るこ

とを表している．これは基となるMaxwell方程式 (113):∇×B = 4π
c j が意味するように (∂E∂t = 0)，電流は

周りに渦を巻くような磁場を作ることに対応する．

1.7.3 電磁波

電荷が存在しないときの電磁場の時間変化を調べよう．電荷が存在しなければ jµ = 0 なので場の方程式

(108):∂ν∂
νAµ = 4π

c j
µ は波動方程式

∂ν∂
νAµ = 0

になる [3, pp.123–124]．これは平面波解

Aµ = aµe−ikνx
ν

, kµk
µ = 0
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図 11 電磁場の平面波
図 12 磁場の時間変化が作る電

場の渦

図 13 電場の時間変化が作る磁

場の渦

を持つ (7.7.3節参照)．ここで複素定数 aµ は振幅である．これ以降 Aµ に限らず場の実部が実際の物理量を

与えるものとする*34．xµ = (ct, r), kµ =
(
ω
c ,k

)
と書くと

Aµ = aµei(k·r−ωt),
(ω
c

)2
− k2 = 0

であり，これに対する電磁場は

E = E0e
i(k·r−ωt), B = B0e

i(k·r−ωt)

の形になる．これは同位相面 k · r − ωt = constが波数ベクトル kの方向に進行する平面波を表し，波の伝播

速度 (位相速度) ω|k| = cは光速に一致する．さらに

式 (112) : ∇ ·E = 0 → ik ·E0 = 0,

式 (109) : ∇ ·B = 0 → ik ·B0 = 0,

式 (109) : ∇×E = −1

c

∂B

∂t
→ ik ×E0 = i

ω

c
B0

が満たされるので (7.7.3節参照)，平面波は図 11のように k,E0,B0 がこの順に右手直交系を成す横波であり

振幅には E0 = B0 の関係がある [12, pp.283–284]．

この結果は次のように解釈できる．すなわち各時刻に各位置で図 12のように式 (109):∇×E = − 1
c
∂B
∂t に

従って磁場の時間変化から電場の渦が作られ，図 13のように式 (113):∇×B = 1
c
∂E
∂t に従って電場の時間変

化から磁場の渦が作られる．これは 1.7.2節において静電場と静磁場がそれぞれ独立に電荷分布と電流分布か

ら生み出されたのとは対照的に，物質が存在しない場合にも電場と磁場はお互いを生み出しながら波として空

間を伝播することを意味する [12, pp.272–273]．このような波は電磁波と呼ばれる．光の正体である．

ただし図 11では場の振動方向が時間的・空間的に一定であるような直線偏光を描いている．しかしながら

平面波の式
E = E0e

i(k·r−ωt), B = B0e
i(k·r−ωt)

は一般には楕円偏光を表す (導出は 7.7.3節参照) [3, pp.129–131]．楕円偏光とは波の伝播方向を z 軸にとっ

たときに，電場ベクトルの先端が xy 面内で楕円

Ex = b1 cos(ωt− kz + α), Ey = ±b2 sin(ωt− kz + α)

*34 このような扱いは波動方程式の線形性

0 = ∂ν∂
νAµ = ∂ν∂

νRe(Aµ) + i∂ν∂
νIm(Aµ)

により Aµ が波動方程式を満たせばその実部 Re(Aµ)も波動方程式を満たすことから正当化される．
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を描く場合を言う．

• 直線偏光は b1 = 0または b2 = 0の場合として含まれている．

楕円偏光の波はこれら 2つの独立な直線偏光の重ね合せと見なせる．

• b1 = b2 の場合を円偏光という．
円偏光において電場 E と磁束密度B は，座標系 (時間の原点を含めて)を適当に選ぶと

E = a

cos (kz − ωt)
sin (kz − ωt)

0

 , B = a

cos
(
kz − ωt+ π

2

)
sin
(
kz − ωt+ π

2

)
0

 (130)

という形に表される [3, pp.130–131]．よって z 軸上の各点に分布する電磁場ベクトル E,B の先端は図 14 のよ

うに常螺旋を描く．そしてベクトル E,B は z = constの水平面内で回転する．この様子は床屋のサインポールに

似ている．

床屋のサインポールでは赤と青の螺旋が中心軸の周りに高さ一定の面内で回転しており，その結果として赤と青の

縞模様が上昇していくように見える．(これは弦の質点がその場で振動する結果，波動が弦の方向に沿って伝播す

ることと比較される．) x 軸正の方向をサインポールの正面とすると，より正確には図 14 に示した正面の中心線

と，螺旋との交点が上昇する．すなわち正面方向の方位角は ϕ = 0であり，常螺旋の式 (130)においてベクトルの

指す方向の方位角が
kz − ωt = const(= 0), kz − ωt+

π

2
= const(= 0)

を満たすような座標 (高さ)z が時間とともに増大する．ここで上昇速度は

ż =
ω

k

であり，これは式 (130) の位相が一定となる条件から得られたものだから，位相速度と呼ばれるのはもっともで

ある．

特に円偏光に対してはその時間発展 (130)がMaxwell方程式に従うことから，上昇速度は

ω

k
= c

でなければならない．すなわち電磁波の位相速度は光速 c である．

もちろん k,E0,B0 がこの順に右手直交系を成すことや振幅の関係 E0 = B0 は，その導き方から分かるよう

に楕円偏光に対しても正しく，このとき磁場ベクトルも電場ベクトルと同様に楕円を描く．

このような平面電磁波に対して伝播方向の単位ベクトル n(= k/|k|)を定義すると，1.6.8節の Poyntingベ

クトルは S = Wcnとなる (W = E 2
0 /4π は電磁場のエネルギー密度)．この量をエネルギーの流れの密度と

見なすのはもっともなことである．

真空中の任意の電磁波はあらゆる波数ベクトル k に対する平面波 E0e
i(k·r±ωkt),E0e

i(k·r±ωkt) を重ね合せ

て得られ (ωk ≡ c|k|)，

E(r, t) =

∫
d3k

(2π)3

(
E+(k)e

i(k·r+ωkt) + E−(k)e
i(k·r−ωkt)

)
,

B(r, t) =

∫
d3k

(2π)3

(
B+(k)e

i(k·r+ωkt) +B−(k)e
i(k·r−ωkt)

)
(131)

と表される (7.7.3節参照)．ただし振幅 E0,B0 と異なり，Fourier成分 E±(k),B±(k)は (電磁場)× (長さ)3

の次元を持つ．これは次の事情による．空間を 1 辺 L の立方体領域 V と見なすと周期境界条件の下で場は

E(r, t) =
∑
k

E(k, t)eik·r,k =
2π

L
nと Fourier展開される (nは整数を成分とするベクトル)．L→∞の極
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図 14 円偏光と床屋のサインポール

限で展開係数 E(k, t)から波数空間の体積要素 d3k がくくり出されて

E(r, t) =
∑
k

E(k, t) eik·r

↓ ↓ ↓

E(r, t) =

∫
d3k

(2π)3
E(k, t) eik·r

(132)

と積分に移行する (7.7.3節参照)．

1.7.4 任意に運動する電荷の作る電磁場

最後に，任意に運動する電荷の作る時間変化する場 Aµ に触れておく．定常的な電荷分布・電流分布が電磁

ポテンシャル (127):

ϕ(x) =

∫
ρ(x′)d3x′

|x− x′|
, A(x) =

1

c

∫
j(x′)d3x′

|x− x′|

を作ったのに対し，電荷分布・電流分布が時間変化するときの電磁ポテンシャル Aµ はある意味で 1.7.3節の

波動的な性格を兼ね備えたものとなる．すなわち場の方程式 (108):∂ν∂
νAµ = 4π

c j
µ は

ϕ(x, t) =

∫
ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|
, A(x, t) =

1

c

∫
j(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|
(133)

を特殊解に持つ (7.7.4節参照)．これは遅延ポテンシャルと呼ばれ，電荷分布・電流分布の時間変化に伴って

時刻 t′ ≡ t− |x− x′|/cに位置 x′ の電荷素片 ρ(x′, t′)d3x′，“電流素片”j(x′, t′)d3x′ から発生した電磁波が

光速 cで伝わり，時刻 tで位置 xに電磁ポテンシャル ρ(x′,t′)d3x′

|x−x′| , 1c
j(x′,t′)d3x′

|x−x′| を作ることを示唆している [3,

pp.178–180] [12, pp.287–288]．距離依存性 1/|x−x′|はエネルギー保存則の要請から期待されるものである．
実際，源 (電荷)から発せられる球面波を考えると，源からの距離を Rとして場が 1/Rに比例するとき，エネ

ルギーの流れの密度は 1/R2 に比例する (1.6.8節の Poyntingベクトルの表式 S = c
4πE ×B による)．する

と立体角要素 dΩの方向にある半径 Rの球面上の要素 R2dΩを，単位時間に通過するエネルギーは，距離 R

に依らない．これはエネルギーが (源の外側の真空中で)生成・消滅することなく，光速 cで広がっていくた

め，どこにも溜まらないという事実を表している [3, pp.192–193]．遅延ポテンシャル (133)に基づき，具体

的に与えられた運動を行う電荷の放射する電磁波を調べれば，ここに述べた事情はより明瞭に理解できるけれ

ど，本稿ではこれ以上，この問題には立ち入らない．

58



1.7.5 幾何光学 [3, pp.146–149]

電磁波を空間の小さい領域では平面波と見なせる場合には，波面およびこれに垂直な射線 (光線)を導入す

ることができ，波動的性質を捨象して光を光線として捉える，幾何光学を適用できる．そのためには波の振

幅と伝播方向とが，波長程度の領域にわたっては近似的に一定であれば良い．言い換えれば幾何光学は波長

λ→ 0の極限として，波動光学の中に近似的に含まれている*35．電磁場 E,B の任意の成分を f = aeiψ と書

くと*36，考えている位置と時刻 (原点に選ぶ)の周りの狭い空間領域と短い時間において，位相を

ψ = ψ0 + r ·
∂ψ

∂r
+ t

∂ψ

∂t

と近似できる．ここから分かるように，この極限で波数 (と振動数) kµ = (ω/c,−k)にあたる量 ∂µψ(= −kµ)
は大きな量と想定されていることになる*37．このとき，位相 ψ に対する方程式

(∂µψ)(∂
µψ) = 0 (134)

が導かれる (導出は 7.7.5 節)．位相 ψ はアイコナールと呼ばれ，上式 (134) はアイコナール方程式と呼ば

れる．

幾何光学では空間の狭い領域で場を平面波と見なせる場合を考えていることからあらかじめ期待されるよう

に，アイコナール方程式 (134)は平面波に対応する解 ψ = kµx
µ + const.(ただし kµ は kµk

µ = 0を満たす定

数ベクトル)を持つ．このとき光線は直線となる．よって真空中では明らかに，現実の光線軌道は空間におい

て始点と終点を結ぶあらゆる経路のうち，所要時間が最小となる経路で与えられる (Fermatの原理)*38．

幾何光学におけるアイコナール ψ を粒子の作用 S に対応させると，光学と力学の間に以下の類似性が見出

される．

アイコナール方程式 (134) : (∂µψ)(∂
µψ) = 0 ↔ Hamilton-Jacobi方程式 (93) : (∂µS)(∂

µS) = (mc)2

k =
∂ψ

∂r
, ω = −∂ψ

∂t
↔ p =

∂S

∂r
, H = −∂S

∂t
. (1.3.5節，1.6.3節)

さらに
Fermatの原理 ↔ 最小作用原理

のアナロジーも成立している．
注意 ただし最小作用原理 (Hamilton の原理) が粒子の時空内の軌道を定めるのに対し，Fermat の原理は (単色) 光線

の空間における軌跡を定めるという違いがある．正確には Fermatの原理に対応するのは，Hamiltonの最小作用

原理そのものよりもむしろ，そこから導かれるMaupertuisの原理であると言うことができる．

参考──Maupertuisの原理 エネルギーが保存する系を考え，保存法則 H(p, q) = E = constを満たす運動だけを比較

するような変分原理から物体の軌跡を決定することを考える．図 15 のように配位空間 (一般座標 q = {qi} の張
る空間) 内の軌跡を端点は固定して変化させたとき，軌跡上の点 A が点 B に移ったとする．q の値の異なる 2 点

A,Bで H(p, q)が共通の値 E を持つためには，Aと Bは異なる一般運動量 p = {pi}の値を持たなければならな

*35 厳密な平面波ならばいくらでも波長は長くなり得るけれど，任意の電磁波は波長が長くなるにつれ，波の振幅と伝播方向とが，波
長程度の領域にわたっては実際上一定であることが困難となる．

*36 任意の複素数 f は，その絶対値を a，偏角を ψ として必ずこのように書ける
*37 もちろんここでの「大きい」とは，興味のある空間スケールを a，時間スケールを T としたとき，|k|a≫ 1, ωT ≫ 1という意味
である．

*38 より非自明な場合として，媒質中の単色光線に対しても Fermatの原理は成立する．これを示すには現象論的に屈折率 n(r)を導
入し，波の伝播速度を u(r) = c/n(r)に置き換えた波動方程式に基づく必要がある [15, pp.370–373]．
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図 15 エネルギー保存法則を満たし，かつ，勝手な時刻に終点を通り過ぎる軌跡

い．したがって系は 2 点を異なる速度で通過することになるから，終点を通り過ぎる時刻は異なって良い (図 15

参照) [5, pp.197–198]．このような軌跡の中で，現実の軌跡に対して簡約された作用

S0 ≡
∫ ∑

i

pidqi

は極小値 (停留値)をとる (Maupertuisの原理) [9, pp.178–180]．

■幾何光学の限界 [3, pp.162–163] 平均振動数 ω0 を持つ，厳密には単色でない波を考え，与えられた点での

場 (例えば電場)を E(t) = E0(t)e
−iω0t という形に書こう．すると場の振動数 ω の Fourier成分

Eω =

∫
E(t)eiωtdt =

∫
E0(t)e

i(ω−ω0)tdt

は，1/|ω− ω0|程度の時間のうちにE0(t)がほとんど変化しなければ，打ち消しあってゼロに近づく．よって

Eω がゼロとかなり異なる値をとるためには，1/|ω − ω0|の時間範囲の間に振幅 E0(t)が際立って変化しなけ

ればならない．すなわち E0(t)が際立って変化する時間の長さを∆t，また |ω − ω0| ≡ ∆ω と書いたとき，

1

∆ω
≳ ∆t, ∴ ∆ω∆t ≲ 1

であれば良い．これは十分条件であって，この範囲∆ω ≲ 1/∆tの外の ωに対してもEω がゼロと大きく異な

る値を持つことはあり得る．すなわちそのような ω の範囲を改めて ∆ω と書くと，波の“非単色度”∆ω は，

いずれにせよ 1/∆tより小さくはありえない (それより大きいことは，もちろんありうる)：

∆ω ≳ 1

∆t
.

同様に与えられた時刻に，各軸の方向に波の振幅が目立って変化する距離の大きさを ∆x,∆y,∆z とする

と，波動ベクトルは

∆kx ≳ 1

∆x
, ∆ky ≳ 1

∆y
, ∆kz ≳

1

∆z

程度の幅を持つ．よって x軸に沿って進む光のビーム (波長 λ，波数 k = 2π/λ)が ∆y 程度の幅を持つとき，

実際にはビームは角度

θy ∼
∆ky
k

≳ 1

k∆y
∼ λ

∆y
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図 16 有限幅∆y を持つ光のビームの回折

だけ平均方向からそれる (図 16参照)．幾何光学の極限 λ → 0では θy → 0となって光は直進するのに対し，

図 16のスリットが波長程度に短くなると，光の回折が著しくなる [3, p.164]．

不確定関係∆x∆kx ≳ 1の導出には場が電磁波であることをあからさまには用いていないから，これは波動

一般に当てはまる数学的な関係である．

1.8 重力場

1.8.1 Newtonの万有引力の法則

用いている座標系に対して静止している物体の作る不変な重力場を考える．重力場が弱ければ物体静止系

のうち，計量テンソルが gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1を満たすものがとれて，Einstein方程式から近似的に

Newtonの万有引力の法則

ϕ = −km
R

(135)

が得られる．ただし ϕは，この座標系で空間座標 x′ に位置する質量mの物体が R ≡ |x− x′|隔たる位置 x

に作る重力ポテンシャルである (7.8.1節参照) [3, pp.329–330] [4, pp.174–175]．

1.8.2 中心対称な重力場

星がその周りの真空に作る静的で中心対称な重力場を調べる．適当な球座標 (ct, r, θ, ϕ)を用いたときの世

界間隔の表式を
ds2 = eν(r)(cdt)2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− eλ(r)dr2

の形に仮定し，右辺の係数である計量テンソルの未知関数 ν(r), λ(r)を Tµν = 0となる真空中の Einstein方

程式 Rµν − 1
2gµνR = 0から定めると，Schwarzschild解

ds2 =
(
1− rg

r

)
(cdt)2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− dr2

1− rg
r

(136)

が導かれる (r > rg,7.8.2 節参照)．ここで星の質量を m とすると重力場が弱いときの式 (81):g00 = 1 + 2ϕ
c2

における重力ポテンシャル ϕ に対して Newton の万有引力の法則 (135):ϕ = −kmr が満たされるためには
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図 17 Schwarzschild時空における空間の歪みの視覚化

rg =
2km
c2 ととれば良い

*39．定数 rg は重力半径と呼ばれる [3, pp.333–336]．

■空間の歪み 場の中心を含む赤道面 θ = π/2上の，座標 r, ϕがそれぞれ dr,dϕだけ異なる 2点間の空間的

な距離 dlは式 (9)，Schwarzschild解 (136)より

dl2 = (rdϕ)2 +
dr2

1− rg
r

で与えられる．よってここで用いた球座標 r は，r = const の円周の長さが 2πr となるようなものである．

一方，動径 ϕ = const 上の r = r1, r2(> r1) となる 2 点間の距離は
∫ r2
r1

dr√
1− rg

r

であり，これは座標の読み

r2 − r1 より大きい．こうして場の中心を中心とした円周 2πr1, 2πr2 の同心円に挟まれた円環の幅は r2 − r1
よりも長くなるという幾何学的な性質が見いだされる [3, p.336]．

このような空間の歪みを次のように視覚化できる [3, p.339]．図 17では

座標が dr だけ異なる動径上の 2点 A,B間の距離が dr,

座標が dϕだけ異なる円周上の 2点 A,C間の距離が rdϕ

となるように場の中心を含む赤道面上の点が xy 平面に描かれている．すなわち xy 平面は球座標 r, ϕの読み

を表示している．一方，線分 AB,ACの真上にある曲面上の線分 A′B′,A′C′ の長さがそれぞれ AB間，AC間

の真の距離 dr√
1− rg

r

, rdϕを与える．このような性質を持つ曲面の方程式は z = ±2
√
rg(r − rg) + constであ

る (7.8.2節参照)．

■時間の遅れ Schwarzschild解 (136)において計量テンソルは座標時間 tに依らない．このような座標時間

tとしては，光の振動の回数で測った時間を考えれば良い [13, p.253]．実際，計量テンソルが座標時間 tに依

らないとき，tで測った光の振動数は光線上で一定となる (7.8.2節参照)．これは図 18のように空間の任意の

2点 A,B間を光が伝わるとき，座標 tで測った光 (電場または磁場)の振動に要する時間 T が 2点 A,Bで等

しくなることを意味する．

一方，空間の各点に置かれた造りの全く同じ時計の示す固有時間 τ は Schwarzschild解 (136)より座標時間

*39 ここで Schwarzschild解 (136)における極座標 r は重力が弱いとき，Newtonの万有引力の法則 (135):ϕ = − km
r
における r と

同一視できると仮定した．
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図 18 座標時間と固有時間

が dt経過するうちに

dτ =

√
1− rg

r
dt (137)

だけ進む．よって重力源の星の近くほど r は小さくなり図 18 のように時計は遅れることになる (図 18 は A

の方が Bよりも星に近いものとして描いている) [3, pp.277–278]*40．

■「時空の歪みに沿った」粒子の運動 太陽の作る重力場中を惑星 (以下，粒子)は「時空の歪みに沿って」運

動し，軌道を「曲げられる」ことを考察する．粒子は世界間隔が式 (136)で θ = π/2とおいた

ds2 =
(
1− rg

r

)
(cdt)2 − (rdϕ)2 − dr2

1− rg
r

で与えられる Schwarzschild時空の赤道面を運動し，近似的に粒子は与えられえた重力場をかき乱さないもの

とする．時刻 t = t1, t2 での粒子の位置が与えられたとき，粒子の軌道は作用 Sm = −mc
∫
dsが極小になる

こと，すなわち粒子の固有時間

τ =

∫
ds

c
=

1

c

∫ √(
1− rg

r

)
(cdt)2 − (rdϕ)2 − dr2

1− rg
r

が極大になることから定まる．ここで微小時間 dt中の粒子の空間座標の変化を dr,dϕと書いている．定性的

には r の大きい太陽の遠方ほど最右辺において

dt中の真の時間の進み dτ =

√
1− rg

r
dtの項は大きくなり，

dr に対応する動径方向の真の距離 dl =
dr√
1− rg

r

の項は小さくなって，

*40 座標時間 t を示す光の振動を利用した時計と固有時間 τ を示す時計で用いている時間の単位の関係は，式 (137) より無限遠
r → ∞で tと τ が一致することから決まる．
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粒子の固有時間を増大させる．しかし粒子が太陽から離れすぎると角度変化 dϕの項が大きくなるので固有時

間が減少する．以上を踏まえると，粒子の空間的な軌道は太陽から見てある程度外側に膨らんだ曲線になると

想像される．

以上の議論を裏付けるため重力半径 rg の太陽が作る Schwarzschild時空の中を運動する粒子を考え，粒子

の時空における実際の軌道と仮想的な軌道の固有時間を比較する数値シミュレーションを次の手順で行う*41．

まず実際の軌道を求めるため，以下の時間発展方程式を用いる (ドットは tによる微分)．

ṙ =f(r) ≡ c× 1

a

(
1− rg

r

)√
a2 −

(
1− rg

r

)(
1 +

b2

c2r2

)
, (138)

ϕ̇ =g(r) ≡ b

r2
× 1

a

(
1− rg

r

)
. (139)

これは粒子の固有時間が極大となる条件として導かれる (7.8.2節参照)．ここに

a ≡
(
1− rg

r

) dt

dτ
(> 0), (140)

b ≡r2 dϕ
dτ

(141)

は初期条件から定まる保存量である．t = 0での初期条件を

r(0) = r0(> rg), ϕ(0) = 0, ṙ(0) = ṙ0 = 0, ϕ̇(0) = ϕ̇0(> 0)

と与える．このときこれらを時間発展方程式 (138),(139)に代入して a, bについて解くと

a =

 1

1− rg
r0

1− ṙ 2
0

c2
(
1− rg

r0

)2
− 1(

1− rg
r0

)2 r 2
0 ϕ̇

2
0

c2


−1/2

, (142)

b = a× ϕ̇0
r 2
0

1− rg
r0

∣∣∣∣∣
a=(142)

となる．座標時間を t = i∆t(i = 0, 1, · · · , N)と離散化し (T ≡ N∆t)，上記の初期条件と a, bに対して時間

発展方程式 (138),(139)を修正 Euler法にて

r̃ =t(t) + f(r(t))∆t,

r(t+∆t) =r(t) +
f(r̃) + f(r(t))

2
∆t,

ϕ(t+∆t) =ϕ(t) +
g(r̃) + g(r(t))

2
∆t

と数値的に解き時空における粒子の実際の軌道を求める．また軌道の端点 (ct, x, y) = (0, x(0), y(0)), (T, x(T ), y(T ))

を固定して，各時刻 t = i∆t ≡ ti での動径座標 r を

r(ti) → r(ti) +
A

(N/2)2
i(N − i)

*41 Schwarzschild時空中の粒子の運動は解析的に調べることができるけれど [3, pp.341–344]，ここでは上記の最小作用原理に基づ
く定性的・直観的議論を直接的に裏付けるため，数値シミュレーションを手法として採用した．もっとも正確には，この数値シ
ミュレーションで裏付けられるのは，最小作用原理と運動方程式の同等性である．

64



図 19 Schwarzschild時空中の粒子の軌道と固有時間

と増加させた軌道，および座標系に対して等速直線運動をする軌道

x(ti) = x(0) + (x(T )− x(0)) ti
T
, y(ti) = y(0) + (y(T )− y(0)) ti

T

を仮想的に考える．ただし xy 座標は Schwarzschild解 (136)の球座標と r =
√
x2 + y2, ϕ = arctan(y/x)の

関係にある．そしてそれぞれの軌道について粒子の固有時間を

τ =

∫
ds

c
=

∫ √√√√(1− rg
r

)
−
(
r

c

dϕ

dt

)2

−
(
1
c
dr
dt

)2
1− rg

r

dt

≃
N−1∑
i=0

Fi + Fi+1

2
∆t,

Fi ≡

√√√√√(1− rg
r(ti)

)
−
(
r(ti)

c

ϕ(ti+1)− ϕ(ti)
∆t

)2

−

(
r(ti+1)−r(ti)

c∆t

)2
1− rg

r(ti)

,

Fi+1 ≡

√√√√√(1− rg
r(ti+1)

)
−
(
r(ti+1)

c

ϕ(ti+1)− ϕ(ti)
∆t

)2

−

(
r(ti+1)−r(ti)

c∆t

)2
1− rg

r(ti+1)

と求める．長さと時間を適当に無次元化した上で

rg = 1, c = 1, ∆t = 10−3, N = 2× 104, r0 = 5rg, ϕ̇0 = 0.1, A = 2

として以上の数値シミュレーションを行うと結果は図 19のようになった．実際の軌道 (actual path)では他

の 2つの軌道と比べて固有時間が大きくなっているのが分かる．また実際の軌道に対する固有時間は確かに座

標時間 T = 20よりも遅れていることになる．

なお，ステップ数を N = 105 に増やしたときの実際の xy 面内の軌道は図 20のようになった．
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図 20 Schwarzschild時空中の粒子の長時間挙動

1.8.3 重力波

ここまでは物体の作る定常的な重力場を調べてきた．そこで本節では重力場が弱い場合に限って，重力場の

ダイナミクスを論じる．

■重力場のゲージ変換 重力場が弱い場合を考えると，計量が

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1

となる座標系が存在すると考えられる．座標変換を行うと計量も変換されるけれど，新しい座標系の計量もこ

れと同じ条件を満たすような一連の座標変換が存在する．実際，

xµ → x′
µ
= xµ + εµ(x) (143)

という座標変換に対して hµν は

hµν → h′
µν

= hµν + ∂µεν + ∂νεµ (144)

と変化するので (導出は 7.8.3節)，|∂µεν |が十分小さいようなゲージ関数 εµ を用いて変換を行えば良い．重

力場のゲージ変換とは，具体的にはこのような座標変換のことである．

これ以降，hµν の添字の上げ下げはMinkowski計量 ηµν , η
µν を用いて行うものとする．

1つの便利なゲージは Lorenzゲージと呼ばれるものである (その他の重要な例として，5.7節の光錐ゲージ

が挙げられる)．ゲージ変換によって結ばれる無数の近似的 Lorentz座標系の中に，

h̄µν ≡ hµν − 1

2
ηµνh (ただし h ≡ hµµ)

が Lorenzゲージ条件
∂ν h̄

µν = 0

66



を満たすものが存在する (証明は 7.8.3節)．電磁場に対する Lorenzゲージ条件 (1.4.1節)との類似性に注目

されたい [4, pp.186–188] [7, pp.248–250]．

■線形化された Einstein方程式 引き続き弱い重力場を想定して，Einstein方程式 (84):Gµν = 8πk
c4 Tµν にお

いて hµν の 1次までの項を残すと，(hµν について)線形化された重力場の方程式として

{∂2hµν − ∂α(∂µhνα + ∂νhµα) + ∂µ∂νh}+ ηµν(∂σ∂τhστ − ∂2h) = −
16πk

c4
Tµν (145)

あるいは

∂µ∂µh̄αβ + ηαβ∂
µ∂ν h̄ ,µν

µν − ∂µ∂βh̄αµ − ∂µ∂αh̄βµ = −16πk

c4
Tµν (146)

が得られる (導出は 7.8.3節)．Lorenzゲージの下では，線形化された Einstein方程式は源の項を持つ波動方

程式

□h̄µν = −16πk

c4
Tµν (□ ≡ ∂µ∂µ) (147)

に簡略化される (これは上式 (146)において見やすい) [4, p.186] [7, pp.248–250]．電磁場の方程式 (108)(1.6.7

節)との類似性に注意する．

■重力波 場の源の遠方における真空中 (Tαβ = 0)の，弱い非定常的な重力場を考える．Lorenzゲージ条件

の下での線形化された場の方程式 (Einstein 方程式)(147) は波動方程式 □h̄αβ = 0 に帰着する．これは平面

波解
h̄αβ = Aαβ exp(ik · x), k2 = 0

を持つ．これは光速で伝播する重力波を表している．hµν の変動は空間の固有距離の伸び縮みという幾何学的

な意味を持ち，それ故，重力波は固有距離の測定によって捉えられる．ここで重力波により空間がのばされる

ともの差しものばされるから，空間ののびはもの差しでは測定できないのではないかという疑問が生じ得る．

これには次のように答えられる [7, pp.271–272]．

もの差しを構成している原子は自由粒子ではなく，近くの原子から電気的な力を受けているので，も

の差しは，重力による潮汐力が内部の結合力と比べてどれほど大きいかによってそののび方が変化す

る．ふつう，重力は電気的な力に比べて非常に弱いので，もの差しは実際上はまったくのびることがな

い．したがってもの差しを使って，接近した自由粒子が潮汐力によって受ける変位を測定できるのであ

る．つまり「空間ののび」を測定できることになる．

重力波の様子をさらに詳しく調べよう．それに適した便利なゲージを選ぶところから始める [7, pp.265–

267]．まず Lorenzゲージ条件 ∂βh̄
αβ = 0は複素定数 Aαβ に対する制限

Aαβkβ = 0 (148)

を与える．h̄αβ と同様，振幅 Aαβ は添字に関して対称でなければならないことにも注意する．実は Lorenz

ゲージ条件を壊すことなく，なおゲージ変換を行う自由度が残されている．この自由度を利用し，振幅に対す

るゲージ条件 (148)に加えてさらに条件

Aαα = 0, (149)

AαβU
β = 0 (150)
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図 21 “+”偏りを持つ重力波による固有距離の変化 図 22 “×”偏りを持つ重力波による固有距離の変化

を課すことができる (Uβ は任意の時間的な定数単位ベクトル，導出は 7.8.3節)．以上の一連の条件をトラン

スバース-トレースレス (TT)ゲージ条件という．

ここで Uβ を Uβ = δβ0 と選ぶ．その上で波の伝播方向を z に選ぶ (このとき波の振動数 ω を用いて

k = (ω/c, 0, 0, ω/c))．すると

• 第 2の条件 (150):AαβU
β = 0は Aα0 = 0を意味する．

Lorenz条件 (148):Aαβkβ = 0と合わせると Aαz = 0となる*42．

• このときトレースレスの条件 (149):Aαα = 0は Axx = −Ayy を意味する．

最後に Aαβ が添字に関して対称であることを考慮すると，我々の座標系で Aαβ は

(Aαβ) =


0 0 0 0
0 Axx Axy 0
0 Axy −Axx 0
0 0 0 0

 (151)

という形を持つ．

TTゲージ条件 (149):の下で平面波解 h̄αβ = Aαβ exp(ikµx
µ)は

h̄ ≡ h̄αα = Aαα exp(ikµx
µ) = 0, ∴ hαβ = h̄αβ −

1

2
ηαβh̄ = h̄αβ

を満たす．こうして h̄αβ の時間発展は，hαβ の時間発展に読み換えられる．

TTゲージにおいて z 方向に伝わる波の各平面波成分は式 (151)の形の振幅 Aαβ を持つから，その重ね合

せとして得られる重力波もまた 2つだけの独立成分 hxx, hxy を持つ．

空間の伸びに対するこれらの寄与は次のように解釈できる [7, p.272]．まず hxy = 0とおくと

ds2 = c2dt2 − (1− hxx)dx2 − (1 + hxx)dy
2 − dz2

となるので，hxx の寄与は図 21のような固有距離の変動に対応する．ただし座標で測ってある点から等距離

にある点の固有距離を，図 21の上での長さに反映させて描いている．x方向の固有距離が伸びている間には

y 方向の固有距離が縮む．

*42 言い換えると基底ベクトル e⃗z = (0, 0, 0, 1) に対して Aαβ(e⃗z)
β = 0 であり，この意味で Aαβ は波の伝播方向 e⃗z に直交する

(“トランスバース”の語源)．
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一方，hxy の寄与は同じ描き方で図 22のような固有距離の変動に対応し，これは図 21のパターンを 45度

回転したものになっている．このことは次のように理解できる．xy 面内で座標軸を角度 θ だけ回転した座標

軸 x′y′ への座標変換 (
x′

y′

)
= R(−θ)

(
x
y

)
, R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
を考え，2階共変テンソルの変換則(

h′xx h′xy
h′yx h′yy

)
= R(+θ)T

(
hxx hxy
hxy −hxx

)
R(+θ)

を書き下すと，新しい座標系でも TTゲージの条件

h′yy = −hxx, h′yx = h′xy

が満たされ，独立な 2成分は (
h′xx
h′xy

)
= R(−2θ)

(
hxx
hxy

)
と変換することが分かる [4, pp.189–190]．そこで hxx = 0とおき，図 22のように x軸，y 軸と θ = 45◦ を

成す x± 軸への変換を行うと，(
0 hxy
hxy 0

)
→

(
h++ h+−
h−+ h−−

)
=

(
hxy 0
0 −hxy

)
となる．これは hxx ̸= 0, hxy = 0のときの計量テンソルの xy 座標系に関する成分と同じ形をしているから，

重力波の偏りは図 21の振動状態を 45度回転させたパターンになることが分かる．実際，上の結果より固有

距離の式をあからさまに書くと

ds2 = c2dt2 − (1− hxy)dx 2
+ − (1 + hxy)dx

2
− − dz2

となり，ここから図 22のように x± 方向の固有距離が伸びている瞬間には x∓ 方向の固有距離が縮むことが

見て取れる．
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2 量子力学の基礎

本章では後の章の準備も兼ねて，量子力学の基本事項を説明する．

はじめに量子論において重要となる普遍定数として，Planck定数 hを 2π で割った値

ℏ =
h

2π
= 1.054× 10−27erg · sec

を導入しておく [16, pp.46–47]．これは作用の次元を持っている*43．

2.1 ケット，ブラおよび演算子

本節では量子力学の定式化に用いられる数学的な基礎形式を，半ば公理論的に導入する．

物理的状態はケットと呼ばれる状態ベクトル |α⟩で表される．|α⟩がベクトルであるとは

• 和 |γ⟩ = |α⟩+ |β⟩
• 定数倍 c |α⟩　 (cは複素数)

が定義されるという意味である．和 |γ⟩は状態 |α⟩ , |β⟩の重ね合せを表す．また，|α⟩とその定数倍 c |α⟩は同
じ状態を表す*44*45．

観測量は状態 |α⟩に作用する演算子 Aで表される．

A |a′⟩ = a′ |a′⟩ (152)

を満たす |a′⟩は演算子 Aの固有値 a′ に属する固有ケットと呼ばれ，|a′⟩で表される状態は固有状態と呼ばれ
る [18, pp.13–14]．

次にケット |α⟩の共役としてブラ ⟨α|を導入する．ただし

|γ⟩ = cα |α⟩+ cβ |β⟩ ⇒ ⟨γ| = c ∗
α ⟨α|+ c ∗

β ⟨β|

と約束する．さらにケット |α⟩ , |β⟩の内積 (⟨β|) · (|α⟩) = ⟨β|α⟩を定義し，以下を要請する [18, pp.15–17]．

• 内積は一般に複素数であり，⟨β|α⟩ = ⟨α|β⟩∗

– このとき ⟨α|α⟩は実数となる．
• ⟨α|α⟩ ≥ 0 (等号は零ケット |α⟩ = 0に対してのみ成立)

– |α⟩ (̸= 0)と同じ状態を表し，⟨α̃|α̃⟩ = 1となるように

規格化されたケット |α̃⟩ ≡ 1
⟨α|α⟩ |α⟩をとれる．

*43 詳しくまとめると，
[ℏ] = [作用] = [エネルギー]× [時間] = [運動量]× [長さ] = [角運動量].

*44 これにより同一の状態 c1 |α⟩ , c2 |α⟩の重ね合せ (c1 + c2) |α⟩が，もとの状態と変わらないことが保証される [17, p.18]．
*45 ここで量子力学の定式化には複素数の利用が不可欠であることを，簡単な例で説明する．2状態 |α⟩ , |β⟩の線形結合

|γ⟩ = cα |α⟩+ cβ |β⟩

はその定数倍 c |γ⟩と同じ状態と見なされるため，状態 |γ⟩は係数 cα, cβ の比によってのみ区別されることになる．比が複素数で
あれば 2つの実数パラメーターが含まれるため，例えば z 方向に進行する光子に対して，x方向と y 方向の直線偏光状態を重ね合
せて，2重の無限大だけある xy 面内の任意の楕円偏光を表すことができる [17, pp.19–20]．
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ここで内積の 2乗 | ⟨a′|α⟩ |2 の確率解釈について述べる．観測量 Aが a′ であることが測定されるとき，系

は Aの測定により状態 |α⟩から固有状態 |a′⟩に跳び移る．そして状態 |a′⟩に跳び移る確率が | ⟨a′|α⟩ |2 であ
ると解釈する (少なくとも | ⟨a′|α⟩ |2 は非負なので，確率の資格がある)．これは量子力学の基本的仮定の 1つ

である*46 [18, pp.30–31]．⟨a′|α⟩は確率振幅と呼ばれる．ただしここまでは固有値 a′ が離散的な値をとる場

合を考えている．一方，固有値が連続変数 ξ′ となるような観測量 ξ を考える場合には，| ⟨ξ′|α⟩ |2 は確率密度
と解釈される．すなわち測定値が ξ′ の周りの幅 dξ′ の区間に得られる確率は | ⟨ξ′|α⟩ |2dξ′ で与えられる [18,

p.57]．

観測量 Aを測定すると，ある値 a′ が固有値として得られる．固有値 a′ は実数であることが期待される [18,

p.23]．さらに固有値 a′ が確実に得られる状態 |a′⟩において Aの測定を行い，系を固有値の異なる固有状態

|a′′⟩ (a′′ ̸= a′)に見出す確率，従ってその振幅 ⟨a′′|a′⟩はゼロとなることが要求される [18, p.32]．これらは観

測量を表す演算子 Aが Hermiteであれば満たされる (8.1節参照)．ここで演算子 X が Hermiteであるとは

X の Hermite共役 X† を
|β⟩ = X |α⟩ ⇒ ⟨β| = ⟨α|X†

で定義したとき X = X† となることである [18, p.19]．また固有状態 |a′⟩を得た直後に Aを測定すると，確

率 1で再び |a′⟩が得られなければならない [18, p.32]．そこで観測量 Aは Hermiteであり，その固有ケット

{|a′⟩}は規格直交条件
⟨a′′|a′⟩ = δa′′a′ (153)

を満たすものと考える [18, pp.22–23]．

固有ケット {|a′⟩}の規格直交性の下で，任意のケット |α⟩が {|a′⟩}を基底ケットに用いて

|α⟩ =
∑
a′

ca′ |a′⟩ (154)

と展開できることは ∑
a′

|a′⟩ ⟨a′| = 1 (155)

と等価であり，このとき展開係数は ca′ = ⟨a′|α⟩と定まる (8.1節参照) [18, p.24]．

この式 (155)に現れた |β⟩ ⟨α|という表現はケット |β⟩とブラ ⟨α|の外積と呼ばれ，これは

(|β⟩ ⟨α|) · |γ⟩ = |β⟩ · (⟨α|γ⟩) = |β⟩ ⟨α|γ⟩

のように何らかのケット |γ⟩に作用して |β⟩に比例する別のケットを作る演算子である [18, pp.20–21]．一方，

式 (155)右辺の 1は恒等演算子と見なされる．式 (155)は完全性条件 (完備関係式)と呼ばれる．固有値が連

続変数 ξ′ となる場合には，固有ケット |ξ′⟩の規格直交性と {|ξ′⟩}による展開を

式 (153) : ⟨a′|a′′⟩ = δa′a′′ → ⟨ξ′|ξ′′⟩ = δ(ξ′ − ξ′′), (156)

式 (154) : |α⟩ =
∑
a′

ca′ |a′⟩ → |α⟩ =
∫

dξ′cξ′ |ξ′⟩ (157)

と再定義する．このとき展開係数は cξ′ = ⟨ξ′|α⟩と表され，完全性条件は

式 (155) :
∑
a′

|a′⟩ ⟨a′| = 1 →
∫

dξ′ |ξ′⟩ ⟨ξ′| = 1 (158)

*46 このように量子力学的な予言は確率的に行うことができるに過ぎない．このことは自然の本性に含まれていると見なければならな
い．
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と置き換わる (8.1節参照) [18, p.55]*47．

状態ケット |α⟩ が ⟨α|α⟩ = 1 と規格化されていることは全確率，すなわち測定によりいずれかの固有値

{a′}, {ξ′}を見出す確率が 1であることを意味する．このことは完全性条件を用いて

1 = ⟨α|α⟩ =


∑
a′

⟨α|a′⟩ ⟨a′|α⟩ =
∑
a′

| ⟨a′|α⟩ |2∫
dξ′ ⟨α|ξ′⟩ ⟨ξ′|α⟩ =

∫
dξ′| ⟨ξ′|α⟩ |2

と確かめられる．

以上を踏まえると，系の状態が |α⟩ にあるとき観測量 A の期待値は ⟨α|A|α⟩ で与えられることが分かる
(8.1節参照) [18, p.32]．

縮退に関する注意 ここまでの議論では暗に「縮退」のない場合を仮定してきた．

縮退のある場合への議論の一般化は直接的である (2.2節)．

■理論が状態ベクトル |α⟩という，直接検証できない概念を含んで良いこと 状態ベクトル |α⟩や状態の重ね
合せ

∑
a′

ca′ |a′⟩といった概念は抽象的で，一見すると現実との対応が不明瞭な空想の産物に過ぎないという

印象を受けるかもしれない．しかし Feynmanが注意しているように「直接実験にかかる概念だけを使って，

完全に科学を追求できると考えるのは，正しくない」のであり，理論の正否はその予言の能力にかかってい

る [19, p.178]．そしてケット，ブラおよび演算子に関する数学的性質が種々の計算を実行するのに十分に与え

られさえすれば，| ⟨a′|α⟩ |2 の確率的解釈の下で現象を確率的に予言できるのだから，物理的状態がケット |α⟩
で表されるという考えを受け容れることができる．

2.1.1 重要な数学的性質

■Hermite共役に関する性質 [18, pp.19–22]

• 演算子積の Hermite共役
(XY )† = Y †X†. (159)

• 外積の Hermite共役
X = |β⟩ ⟨α| ⇒ X† = |α⟩ ⟨β| . (160)

• 行列要素の Hermite共役
⟨β|X|α⟩ = ⟨α|X†|β⟩∗ . (161)

(「行列要素」と上式 (161)の意味は，2.1.2節で説明する．)

以上の導出は 8.1.1節で行う．

■交換子，反交換子 任意の演算子 A,B の積は一般に順序を交換できない：AB ̸= BA．ここで演算子の交

換子と反交換子をそれぞれ

[A,B] ≡ AB −BA, {A,B} = AB +BA

*47 式 (157)，式 (158)における積分は元の式 (154)，式 (155)における ca′ |a′⟩ , |a′⟩ ⟨a′|の和と異なり，dξ′cξ′ |ξ′⟩ ,dξ′ |ξ′⟩ ⟨ξ′|の
和を意味する．
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で定義すると，これらは A,B を交換ないし反交換した際のお釣りの項である (反交換とは，AB を −BAに
置き換えることを指す)：

AB = BA+ [A,B], AB = −BA+ {A,B}.

特に演算子 A,B は [A,B] = 0のときには交換し，{A,B} = 0のときには反交換する．

ここで交換子の性質を本稿に必要な範囲で証明する．まず，ほぼ自明な関係として

[A,A] = 0,

[A,B] = −[B,A],
[A, c] = 0, (cは単なる数)

[A+B,C] = [A,C] + [B,C]

が成立する．さらに交換子，反交換子に関して次の恒等式が成り立つ (証明は 8.1.1 節) [10, pp.65–66] [18,

p.68]．

[AB,C] =A[B,C] + [A,C]B, (162)

[AB,C] =A{B,C} − {A,C}B. (163)

これらは古典力学における Poisson括弧の満たす代数的性質 (57)と類似していることを指摘しておく．

[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C を繰り返し用いると，公式

[A,Bn] =B[A,Bn−1] + [A,B]Bn−1 = B2[A,Bn−2]B +B[A,B]Bn−2 + [A,B]Bn−1 = · · ·
=Bn−1[A,B] +Bn−2[A,B]B + · · ·+B[A,B]Bn−2 + [A,B]Bn−1

=

n−1∑
k=0

Bn−k−1[A,B]Bk. (164)

が見出される．

■ユニタリー演算子 ここでユニタリー演算子を定義しておく．

UU† = U†U = 1

(右辺の 1は恒等演算子)を満たす U をユニタリー演算子と呼ぶ．

状態 |Ψ⟩と演算子 O に対するユニタリー変換

|Ψ⟩ → |Ψ′⟩ = U |Ψ⟩ , O → O′ = UOU†

は交換関係 [A,B] = C と内積 ⟨Φ|Ψ⟩を不変に留める [10, p.36]．

[A′, B′] = U [A,B]U† = UCU† = C ′, ⟨Φ′|Ψ′⟩ ⟨Φ|U†U |Ψ⟩ = ⟨Φ|Ψ⟩ .

(同じ理由で反交換関係も不変である．)

■可換な量 A,B に対する指数法則 eAeB = eA+B 演算子 Aの指数関数を eA ≡
∞∑
n=0

1

n!
An で定義する．こ

のとき A,B が演算子であるか否かに関わらず交換する量であれば，指数法則 eAeB = eA+B が成り立つ (証

明は 8.1.1節を参照)．
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■Baker-Hausdorff (ベーカー・ハウスドルフ)の補助定理 任意の演算子 A,Gと定数パラメーター λに対し

て，Baker-Hausdorffの補助定理

eiλGAe−iλG = A+ iλ[G,A] +
(iλ)2

2!
[G, [G,A]] + · · ·+ (iλ)n

n!
[G, [G, · · · [G,A] · · · ]] + · · · (165)

が成り立つ (証明は 8.1.1節) [18, p.129]．

2.1.2 行列表現 [18, pp.25–28]

与えられた基底ケット
{|a′⟩} = {|a(1)⟩ , |a(2)⟩ , · · · }

に対して，任意の演算子 X とケット |α⟩，ブラ ⟨α|の行列表現

X →

⟨a
(1)|X|a(1)⟩ ⟨a(1)|X|a(2)⟩ · · ·
⟨a(2)|X|a(1)⟩ ⟨a(2)|X|a(2)⟩ · · ·

...
...

. . .

 , |α⟩ →

⟨a
(1)|α⟩
⟨a(2)|α⟩

...

 ,

⟨α| →
(
⟨α|a(1)⟩ ⟨α|a(2)⟩ · · ·

)
=
(
⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·

)
を定義する．このとき

• 式 (161)より X とその Hermite共役な演算子 X† は，

互いに転置複素共役な行列 (共役転置行列，同じく †で表される)に対応付けられることになる．

⟨a′′|X|a′⟩ = ⟨a′|X†|a′′⟩ .

– 特に Hermite演算子は Hermite行列で表される．

• 演算子 X,Y の積 XY は，X,Y の表現行列の積で表される：

⟨a′′|XY |a′⟩ =
∑
a′′′

⟨a′′|X|a′′′⟩ ⟨a′′′|Y |a′⟩ .

• 演算子とケットの積 X |α⟩は，演算子 X とケット |α⟩の表現行列の積で表される：

⟨a′| · (X |a′⟩) =
∑
a′′

⟨a′|X|a′′⟩ ⟨a′′|a′⟩ .

• ブラと演算子の積 ⟨α|X は，ブラ ⟨α|と演算子 X の表現行列の積で表される：

(⟨α|X) · |a′⟩ =
∑
a′′

⟨α|a′′⟩ ⟨a′′|X|a′⟩ .

• 内積 ⟨β|α⟩は ⟨β|と |α⟩の表現行列の積で表される：

⟨β|α⟩ =
∑
a′

⟨β|a′⟩ ⟨a′|α⟩ =
(
⟨a(1)|β⟩∗ ⟨a(2)|β⟩∗ · · ·

)⟨a
(1)|α⟩
⟨a(2)|α⟩

...

 .

最右辺は全体の複素共役 (したがって転置複素共役)をとると，⟨α|β⟩の計算になる．

⟨α|β⟩ =
(
⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·

)⟨a
(1)|β⟩
⟨a(2)|β⟩

...

 .
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これは内積の性質 ⟨β|α⟩∗ = ⟨α|β⟩と整合している*48．

• 外積 |β⟩ ⟨α|の表現行列は

|β⟩ ⟨α| →

⟨a
(1)|β⟩ ⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(1)|β⟩ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·
⟨a(2)|β⟩ ⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(2)|β⟩ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·

...
...

. . .

 (166)

である (理由は導出は 8.1.2節)．

2.2 不確定関係

2.2.1 両立できる観測量 [18, pp.38–42]

[A,B] = 0 ⇔ 観測量 A,B は両立できる，

[A,B] ̸= 0 ⇔ 観測量 A,B は両立できない

と定義する．以下ではこの術語の定義が理に適っていることを説明する．

手始めに重要な定理を述べる．

定理 Aと B が両立できる観測量であるとき，行列要素 ⟨a′′|B|a′⟩は対角型

⟨a′′|B|a′⟩ = δa′a′′ ⟨a′|B|a′⟩ (167)

である (証明は 8.2節)*49*50．

ここから Aの固有状態 |a′⟩は，B の固有方程式

B |a′⟩ = b′ |a′⟩ , b′ ≡ ⟨a′|B|a′⟩ (168)

を満たし，それ故 A,B の同時固有ケット |a′, b′⟩となることが導かれる (導出は 8.2節)．このとき Aの測定

により固有値 a′ を (したがって固有状態 |a′, b′⟩を)得たとすると，次に B の測定を行っても最初の Aの測定

に関する情報は失われない．

|α⟩ −−−−−−→
Aの測定

|a′, b′⟩
固有値 a′

−−−−−−−→
B の測定

|a′, b′⟩
固有値 b′

−−−−−−→
Aの測定

|a′, b′⟩ .
固有値 a′

このように [A,B] = 0を満たす観測量 A,B の測定は互いに干渉せず，文字通り両立する．

*48 同じことは行列表記を用いずに書き表すこともできる．

⟨β|α⟩∗ =

(∑
a′

⟨β|a′⟩ ⟨a′|α⟩
)∗

=

(∑
a′

⟨a′|β⟩∗ ⟨a′|α⟩
)∗

=
∑
a′

⟨a′|α⟩∗ ⟨a′|β⟩ =
∑
a′

⟨α|a′⟩ ⟨a′|β⟩

= ⟨α|β⟩ .

*49 ただし Aの固有値は縮退していないとする (縮退については後述)．
*50 (基底ケット {|a′⟩}に対して)Aを表す行列は既に対角化されていることを思い出そう．
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■縮退のある場合 観測量 Aの固有値 a′ に複数の固有ケット |a′(i)⟩が属している，すなわち

A |a′(i)⟩ = a′ |a′(i)⟩ , i = 1, 2, · · · , n

となる場合，固有値 a′ は (n重-)縮退していると言われる．我々はこれまで，暗に縮退のない場合を仮定して

きた．縮退のある場合には，Aと交換する演算子 B,C, · · · の固有値 b′, c′, · · · を用いて，固有ケット {|a′(i)⟩}
を分類することができる．A,B,C, · · · を互いに交換する観測量の最大の集合とすると，同時固有ケット

|K ′⟩ = |a′, b′, c′, · · ·⟩

によって状態を完全に指定することができ，規格直交関係と完全性条件はそれぞれ

⟨K ′′|K ′⟩ =δK′K′′ = δa′a′′δb′b′′δc′c′′ · · · ,∑
K′

|K ′⟩ ⟨K ′| =
∑
a′

∑
b′

∑
c′

· · · |a′, b′, c′, · · ·⟩ ⟨a′, b′, c′, · · ·| = 1

と一般化される．

縮退のある場合にも，[A,B] = 0を満たす観測量 A,B の測定は互いに干渉しない．

|α⟩ −−−−−−→
Aの測定

∑
i c

(i)
a′ |a′, b(i)⟩
固有値 a′

−−−−−−−→
B の測定

|a′, b(j)⟩
固有値 b(j)

−−−−−−→
Aの測定

|a′, b(j)⟩ .
固有値 a′

2.2.2 両立できない観測量 [18, pp.42–43]

[A,B] = 0 ⇒ 同時固有ケット |a′, b′⟩が存在する

の裏，すなわち
[A,B] ̸= 0 ⇒ 同時固有ケット |a′, b′⟩は存在しない

も一般には正しい．このことは背理的に示すことができる (証明は 8.2節)．

2.2.3 不確定関係 [18, pp.45–48]

最後に両立できない観測量の意味付けとして，不確定関係の説明をする．演算子 ∆A ≡ A − ⟨A⟩ (ただし
⟨· · ·⟩は与えられた状態に関する期待値) に対して Aの分散

⟨(∆A)2⟩ = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2

を定義すると，任意の状態に関して恒等的に不確定関係

⟨(∆A)2⟩ ⟨(∆B)2⟩ ≥ 1

4
| ⟨[A,B]⟩ |2 (169)

が成り立つ (証明は 8.2節)．これは観測量 A,B が両立できないとき ([A,B] ̸= 0)，それらを同時に正確に測

定することはできないことを表している．

76



2.3 位置，運動量および平行移動

1粒子系を考え，粒子がデカルト座標 x′ = (x′1, x
′
2, x

′
3)に位置する状態を |x′⟩と書く．これは位置演算子

x = (x1, x2, x3)の固有値 x′ に属する固有ケットである*51．

xi |x′⟩ = x′i |x′⟩ .

同時固有ケット |x′⟩ = |x′1, x′2, x′3⟩を考えられる条件として，位置演算子の各成分は互いに交換するものと
仮定して良い．

[xi, xj ] = 0. (i, j = 1, 2, 3) (170)

系の状態を粒子の位置のみによって特徴付けるとき，固有状態 {|x′⟩}を基底にとって，状態を

|α⟩ =
∫

d3x′ |x′⟩ ⟨x′|α⟩

と展開できる．このとき展開係数
ψα(x

′) = ⟨x′|α⟩

は状態 |α⟩を表す波動関数と呼ばれる (しばしば，添字の αは省略する)．その意味は，| ⟨x′|α⟩ |2d3x′ が状態
|α⟩における測定により，粒子を位置 x′ の周りの狭い範囲 d3x′ に見出す確率を与えるということの中に含ま

れている．すなわち | ⟨x′|α⟩ |2 は確率密度である [18, pp.56–58,p.69]．

次に |x′⟩から定ベクトル aだけ粒子を平行移動した状態

T (a) |x′⟩ = |x′ + a⟩

を作る平行移動演算子 T (a)を定義する*52*53．このとき無限小平行移動の演算子 T (dx′)は以下の性質を満

たすことが要請される．

確率保存 ⟨α|α⟩ = ⟨α|T †(dx′)T (dx′)|α⟩

↔ ユニタリー性 T †(dx′)T (dx′) = 1, (171)

T (dx′′)T (dx′) = T (dx′ + dx′′), (172)

T (−dx′) = T −1(dx′), (173)

lim
dx′→0

T (dx′) = 1. (174)

ここで最後の条件に加えて，T (dx′) と恒等演算子との差が dx′ の 1 次であることも要求しよう．K を

Hermite演算子として
T (dx′) = 1− iK · dx′ (175)

とおくと，これらの性質が満たされる (確認は 8.3節) [18, pp.58–61]．

有限のベクトル aだけの平行移動に関する演算子は，N ≫ 1に対して微小変位 ∆x′ = a/N を N 回合成

して

T (a) = (1− iK ·∆x′)
N

=

(
1− iK · a

N

)N
→ e−iK·a (N →∞) (176)

*51 ここでも演算子にハットを付ける常套的な表記法の代わりに，固有値にプライムを付ける表記を踏襲している．
*52 ここで考えているのは，空間に固定した座標系に対して物理系を並進させる，いわゆる能動的変換である．
*53 aは演算子ではないことを断っておく．
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と求まる (8.3節参照) [18, p.64]*54．

ここでK = p/ℏと書いて運動量演算子 pを導入する [18, pp.62–63]．量子力学では運動量はこのように定

義される．その動機は主に次の点に求められる*55．

• 古典力学において，系の空間並進対称性に付随する保存量は運動量であり (1.3.2節) [16, p.66]，

系の並進操作と運動量は密接な関係にある．

• このとき式 (175):T (dx′) = 1− iK · dx′ におけるK が 1/(長さ)の次元を持つことが保証される．

★ 2.7.1節では古典的な極限を考え，運動量の定義を正当化する．

すると平行移動の演算子は
T (a) = e−ip·a/ℏ (177)

となる*56．

平行移動演算子の表式 (177)は，交換関係

[xi, pj ] = iℏδij (178)

を満たす演算子として運動量 pを導入することと同等である (確認は 8.3節)．式 (169)よりこれはHeisenberg

の唱えた位置と運動量の不確定関係

⟨(∆x)2⟩ ⟨(∆px)2⟩ ≥
ℏ2

4
, etc. (179)

を含意する [18, pp.61–64]*57．

平行移動の性質として，系を∆r = ∆xx̂+∆yŷ を並進させるとき (x̂, ŷ はそれぞれ x, y 方向の単位ベクト

ル)，x方向の変位 ∆xx̂と y 方向の変位 ∆yŷ の順序を入れ替えても結果は変わらないことが要請される．そ

こで演算子の性質

T (∆r) = T (∆yŷ)T (∆xx̂) = T (∆xx̂)T (∆yŷ), ∴ [T (∆yŷ), T (∆xx̂)] = 0, etc.

を要請すると，
[pi, pj ] = 0 (180)

が導かれる (導出は 8.3節)．よって pi |p′⟩ = p′i |p′⟩となる，運動量演算子 p = (px, py, pz)の同時固有ケッ

ト |p′⟩の存在が保証される [18, pp.64–66]．

*54 K の Hermite性により T †(a) = eiK·a となるため，Baker-Hausdorffの補助定理 (165)を用いると，有限の変位 aに対して
もユニタリー性

T †(a)T (a) = T (a)T †(a) = 1

が満たされていることが分かる．同じことは演算子K · aが自分自身と交換するため，

eiK·ae−iK·a = e−iK·aeiK·a = 1

と理解することもできる (A,B が交換すれば，指数法則 eAeB = eA+B が成り立つ，2.1.1節参照)．
*55 もちろん，これは積極的な飛躍である．量子力学は古典力学をその極限の場合として含み，またそれと同時にこの極限の場合をそ
れ自身の基礎づけのために必要とする [16, p.19,p.502]．とは言え，それはあくまで古典論からボトムアップ式により根源的な量
子と論を探り当てる場合の話であり，「古典力学は量子力学から導けるがその逆はできない」 [18, p.113]．

*56 このとき運動量 pは平行移動の生成演算子であると言われる．
*57 ただし (x1, x2, x3) = (x, y, z) である (以下，同じ)．

√
⟨(∆x)2⟩ → ∆x,

√
⟨(∆px)2⟩ → ∆px と再定義すれば，これは

∆x∆px ≥ ℏ
2
= h

4π
と書ける．
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式 (170)，(178)，(176):

[xi, xj ] = 0, [pi, pj ] = 0, [xi, pj ] = iℏδij

はまとめて正準交換関係と呼ばれる*58．これらは正準変数に対する古典的な Poisson括弧の式 (59)と類似し

ている [18, pp.66–68]*59．

さらに平行移動演算子の表式 (177):T (a) = e−ip·a/ℏ から，状態 |α⟩ ,p |α⟩の波動関数 ⟨x′|α⟩ , ⟨x′|p|α⟩に
対する式

⟨x′|p|α⟩ = −iℏ∇′ ⟨x′|α⟩ (181)

が得られる (∇′ ≡ ∂/∂x′，導出は 8.3節) [18, p.72,p.79]．上式 (181)に関連した公式として，

⟨x′|p ni |α⟩ = (−iℏ)n ∂n

∂x′ ni
⟨x′|α⟩ (182)

も有用である (導出は 8.3節)．これらは pが状態に作用する演算子であるのに対し，⟨x′|p ni |α⟩ = p̂ ni ⟨x′|α⟩
の関係により波動関数 ψ = ⟨x′|α⟩に作用する場合の運動量演算子 p̂ = −iℏ∇′ を定義できることを意味する．

上式 (181)から運動量固有状態 |p′⟩の波動関数が平面波であること

⟨x′|p′⟩ = 1

(2πℏ)3/2
eip

′·x/ℏ (183)

が導かれる (導出は 8.3節) [18, pp.74–75,pp.79–80]*60．

以上のことは次のフローチャートのようにまとめられる．

T (a) = eip·a/ℏ ↔ [xi, pj ] = iℏδij
→ 式 (181) : ⟨x′|p|α⟩ = −iℏ∇′ ⟨x′|α⟩

→ 式 (183) : ⟨x′|p′⟩ = 1

(2πℏ)3/2
eip

′·x′/ℏ

ここで運動量表示の (あるいは運動量空間における) 波動関数 ϕα(p
′) = ⟨p′|α⟩ を定義する．|ϕα(p′)|2 は

粒子の運動量を p′ に見出す確率密度を与える．(これに対して ψα(x
′) = ⟨x′|α⟩ は座標表示の波動関数と呼

ばれる．) このとき平面波の式 (183) より，運動量空間の波動関数 ϕα(p
′) は座標空間の波動関数 ψα(x

′) の

Fourier変換にあたることが見出される [18, pp.75–76,p.80]：

ψα(x
′) = ⟨x′|α⟩ =

∫
d3p′ ⟨x′|p′⟩ ⟨p′|α⟩ =

∫
d3p′

(2πℏ)3/2
eip

′·x′/ℏϕα(p
′),

ϕα(p
′) = ⟨p′|α⟩ =

∫
d3x′ ⟨p′|x′⟩ ⟨x′|α⟩ =

∫
d3x′

(2πℏ)3/2
e−ip

′·x′/ℏψα(x
′).

これは物質波 ψα(x
′)の波数 k′ が，係数 ℏの違いを除いて運動量に一致すること

p′ = ℏk′

を意味している (de Broglieの関係式)．対応する波長 λ = 2π/|k′|は de Broglie波長と呼ばれる．

*58 正準交換関係は変数 xi, pj の間の不確定関係を持ち込み，理論を量子化する際の出発点となる．
*59 古典的な関係式からの類推で適正な量子力学的関係式を得る (発見的・歴史的な)手続きとして，Poisson括弧を交換子に置き換え
る規則 { , }P → [ , ]/iℏが見出されている (Diracの規則)．因子 iℏの必要性は
• Poisson括弧と交換子の次元の違い
• Poisson括弧が実であるのに対し，Hermite演算子の交換子は反 Hermiteであること (2.2節)

から理解できる．
*60 運動量固有関数 (183):ψp′ = ⟨x′|p′⟩ ∼ eip

′·x′/ℏ に対して |ψp′ |2 = const(空間的に) なので，運動量が確定した状態では粒子

の位置はすべて同じ確率である．これは不確定関係と整合している (
√

(∆xi)2 = ∞，
√

(∆pi)2 = 0) [16, pp.71–72]．
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注意 このように座標空間と運動量空間の各々で波動関数が適正な規格化条件

1 = ⟨α|α⟩ =


∫

d3x′ ⟨α|x′⟩ ⟨x′|α⟩ =
∫

d3x′|ψα(x′)|2∫
d3p′ ⟨α|p′⟩ ⟨p′|α⟩ =

∫
d3p′|ϕα(p′)|2

を満たすためには，Fourier変換と逆変換の各々に因子 (2πℏ)3/2 を割り当てなければならない．
因子 ℏは波数 k′ と運動量 p′ = ℏk′ の違いに起因している．

波動関数 ψα(x
′)とその Fourier成分 ϕα(p

′)に対して，波動一般の持つ不確定関係 (1.7.5節)は特に，粒子の

位置と運動量の間の不確定関係

∆x∆px ≳ ℏ, ∆y∆py ≳ ℏ, ∆z∆pz ≳ ℏ

を意味する．ただしここでは ∆x,∆px, etc.はそれぞれ，粒子の座標と運動量の見出される範囲の大きさの程

度を表す [16, pp.70–72]．これは正準交換関係の帰結としての不確定関係 (179)と整合している．

2.4 時間的発展と Schrödinger方程式

本節では量子力学的な系の時間発展へと話を進める．

2.4.1 時間的発展の演算子 [18, pp.91–96]

時刻 t0 に状態 |α, t0⟩にあった系の，時刻 tにおける状態を

|α, t0; t⟩ = U(t, t0) |α, t0⟩ , U(t, t0) : 時間的発展の演算子

と表す．時間的発展の演算子に対して

• ユニタリー性

U†(t, t0)U(t, t0) = U(t, t0)U
†(t, t0) = 1

⇒ 確率保存 ⟨α, t0|α, t0⟩ = ⟨α, t0; t|α, t0; t⟩ (= 1).

• 合成の性質
U(t2, t0) = U(t2, t1)U(t1, t0). (t2 > t1 > t0)

• lim
∆t→0

U(t0 +∆t, t0) = 1.

を要請する．平行移動の演算子の場合 (2.3節)と同様，Ωを Hermite演算子として U(t0 +dt, t0) = 1− iΩdt
とおくと，これらの性質が満たされる．ここで

• 古典力学において，系の時間並進対称性に付随する保存量はエネルギーであり，
系の時間的発展と Hamiltonianは密接な関係にあること

• Ωは時間の逆数の次元を持つこと

を踏まえ，H を量子力学的な演算子としての Hamiltonian (Hamilton演算子)として Ω = H/ℏとおき，無
限小の時間発展の演算子を

U(t0 + dt, t0) = 1− iHdt

ℏ
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とする．この措置は 2.7.1節で理論の古典的な極限を考える際に正当化される．

2.4.2 Schrödinger方程式 [18, pp.96–98]

時間的発展の演算子 U(t, t0)に対し，

合成の性質 U(t+ dt, t0) = U(t+ dt, t)U(t, t0) = (1− iHdt/ℏ)U(t, t0) (184)

(時間差 t− t0は有限であって良い)

⇒ U(t, t0)に対する Schrödinger方程式 iℏ
∂

∂t
U(t, t0) = HU(t, t0) (185)

⇒ |α, t0; t⟩に対する Schrödinger方程式 iℏ
∂

∂t
|α, t0; t⟩ = H |α, t0; t⟩ . (186)

(以上の導出は 8.4節を参照．)

上式 (185)の形式的な解は次のように表される (導出は 8.4節)．

• Hamilton演算子 H が時間に依存し，異なる時間の H が交換しない場合 (最も一般的な場合)

U(t, t0) = 1+

∞∑
n=1

(
−i
ℏ

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn). (Dyson級数) (187)

– Dyson級数は場の量子論において 3.7.1節以降で本格的に扱う．

• 特に Hamilton演算子 H が時間に依存するものの，異なる時間の H が交換する場合

U(t, t0) = exp

[
− i
ℏ

∫ t

t0

dt′H(t′)

]
. (188)

• 特に Hamilton演算子が時間に依存しない場合

U(t, t0) = exp[−iH(t− t0)/ℏ]. (189)

エネルギー固有状態 [18, pp.99–100]

時間に依らないH で記述される系を考え，時間的発展の演算子の式 (189)を仮定する．観測量 AがH

と両立するとき ([A,H] = 0)，Aの固有ケット |a′, t0⟩はエネルギー固有ケット (A,H の固有値 a′, Ea′

に属する同時固有状態)でもある．これは

|a′, t⟩ = U(t, t0) |a′, t0⟩ = |a′, t0⟩ exp(−iEa′(t− t0)/ℏ) (190)

のように位相だけが時間変化し，時間が経っても系は固有状態に留まる．固有値 a′ は時間とともに変

化しないため，H と両立する観測量 Aは運動の定数と呼ばれる．

de Broglieの関係式 特に 1 粒子系を考えると，H の固有値に他ならない粒子のエネルギー E が一定の

状態 |α, t0; t⟩ = U(t, t0) |α, t0⟩ は，e−iE(t−t0)/ℏ という時間依存性を持つことになる．これは物質波

⟨x′|α, t0; t⟩の振動数が，de Broglieの関係式

E = ℏω

で与えられることを意味する．
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2.4.3 時間とエネルギーの不確定関係 [18, pp.105–107]

一般に初期ケットがエネルギー固有状態 {|a′⟩}の重ね合せで与えられる場合，時間が経つと系の状態は変化
し，もとの状態には留まらない．エネルギー固有値 {Ea′}がある値 E0 の周りの幅 ∆E に集中した，準連続

的スペクトルを形成している場合，時間

∆t ≳ ℏ
∆E

が経過すると，系は初期状態から著しく変化していることを説明できる (8.4節参照)．言い換えれば物理系の

状態ケットが原形を保つことのできる時間は，せいぜい ℏ/∆E である．このことはしばしば，時間とエネル
ギーの不確定関係として言及される．

この不確定関係において時間は観測量ではなくパラメーターである．両立できない観測量の間の不確定関係

(2.2節)，特に位置と運動量の不確定関係 ∆x∆px ≳ ℏ (2.3節，ここでは ⟨(∆x)2⟩ → ∆x，etc.と表記) との

違いを理解するために，最初に量子力学における，時間と空間の非対称性を指摘しておく [18, p.91]．主とし

て粒子を扱う非相対論的量子力学では

• 時刻 t · · · · · · パラメーター
• 粒子の位置 x · · · · · · 観測量

なので，時間と空間は対称的に扱われていないのに対し，場 ϕ(x, t)を対象とする相対論的量子力学では

• 位置 x，時刻 t · · · · · · パラメーター
• 場 ϕ(x, t) · · · · · · 観測量

のように，時間と空間は共にパラメーターとして扱われる．

2.4.4 時間に依存する波動方程式 [18, pp.131–133]

Hamilton演算子を

H =
p2

2m
+ V (x) (191)

ととる．
Hamiltonian(191)について 完全を期すために，上式 (191) の Hamiltonian について一通りの説明を行っておく．第 1

項 p2

2m
は非相対論的な粒子の運動エネルギーであり (第 1 章)，第 2 項 V (x)はポテンシャル・エネルギーと呼ば

れる．このH に対して古典力学における正準方程式 (56)は，運動量の (非相対論的な)“定義式”p = mv(ただし

v = dx
dt

)と，初等的によく知られた Newtonの運動方程式

dp

dt
= −∇V

を再現する．右辺 F = −∇V はポテンシャルから導かれる力と呼ばれ，これが粒子の運動量変化 dp
dt
をもたらす

ものと見なされる．ここでは粒子に働く力が，粒子の位置のみで決まる場合を考えていることになる．量子力学で

は粒子の位置が不確かなので，力の概念は必ずしも上手くなじまないけれど，ポテンシャルの概念は依然として有

効である [14, p.200]．

Lagrange形式において対応する Lagrangianは

L =
1

2
mv2 − V (x) (192)
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である．実際，これは運動量 p = ∂L
∂v

= mv を与え (したがって Lagrangianの第 1項 1
2
mv2 = p2

2m
は運動エネ

ルギー)，この Lagrangianを Legendre変換すると Hamiltonian(191):

H = v · p− L =
p2

2m
+ V (x)

が得られる．Euler-Lagrange方程式 (35)より再び Newtonの運動方程式mdv
dt

= −∇V が導かれる．

このとき

状態ケットに対する Schrödinger方程式 (186) :

iℏ
∂

∂t
|α, t0; t⟩ = H |α, t0; t⟩

⇒ 波動関数ψ(x′, t) ≡ ⟨x′|α, t0; t⟩に対する方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(x′, t) = − ℏ2

2m
∇′2ψ(x′, t) + V (x′)ψ(x′, t) (193)

となる (導出は 8.4節)*61．上式 (193)は時間に依存する波動方程式と呼ばれ，いわゆる波動力学の出発点と

なる*62．

Schrödinger方程式 (193)は初期時刻での波動関数 ψの分布が与えられると，後の時刻での ψの値が逐次的

に定まることを意味している．(またこれは線形の方程式なので，物理的な状態の重ね合せもまた物理的な状

態であるという，重ね合せの原理が保証される．) このように波動関数 (の絶対値の 2乗)は確率分布を表し，

量子力学的な予言は確率的にしか行えないものの，波動関数自体の時間発展は決定論的である [16, p.51] [18,

p.149]．

2.4.5 時間に依存しない波動方程式 [18, pp.133–134]

A を Hamilton 演算子 H と交換する観測量とする．A と H の同時固有状態 (したがって定常状

態)(190):|a′, t⟩ = |a′⟩ e−iEa′ t/ℏ を考えると，波動関数は

ψ(x′, t) = ⟨x′|a′⟩ e−iEa′ t/ℏ

と表されるので，

時間に依存する波動方程式 (193) :

iℏ
∂

∂t
ψ(x′, t) = − ℏ2

2m
∇′2ψ(x′, t) + V (x′)ψ(x′, t)

⇒ エネルギー固有関数 uE(x
′) ≡ ⟨x′|a′⟩ (ただし Ea′ → E)に対する波動方程式

− ℏ2

2m
∇′2uE(x

′) + V (x′)uE(x
′) = EuE(x

′) (194)

となる．上式 (194)は時間に依存しない波動方程式と呼ばれる*63．

*61 導出を通して見て取れるように，これは式 (182) に基づき単に Hamiltonian(191) における運動量演算子 pを，波動関数に作用
する場合の表式 −iℏ∇′ に置き換えさえすれば良いことを表している．

*62 時間に依存する波動方程式 (193)は平面波解 ψ ∼ ei(p
′·x′−Et)/ℏ が，適正な波数と振動数の関係 (エネルギーの関係)

p′2

2m
+ V (x′) = E

を満たすことを保証する．初等的には逆にこのことから波動方程式 (193)が発見的に“導出”される，任意の Hamiltonianの下
での一般的な状態 ψ に対しても適用できるものと仮定される．

*63 波動方程式 (194) では観測量 A を具体的に指定する必要がなくなっている．これは H と交換するどのような観測量 A を選んで
も，エネルギー固有状態に変わりはないという事情による．そのような観測量 A として特に H 自身を選べることに注意すれば，
特定の Aを指定する必要がないことは明らかである．
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2.4.6 波動関数 ψ の解釈 [18, pp.136–138]

2.3節で説明したように，ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 は時刻 tにおいて粒子を位置 xに見出す確率密度を表す*64．

時間に依存する波動方程式 (193)(ポテンシャル V は実数) :

iℏ
∂ψ

∂t
=

(
− ℏ2

2m
∇2 + V

)
ψ

⇒ 連続の方程式
∂ρ

∂t
+∇ · j = 0, (確率保存) (195)

ρ ≡ |ψ|2 :確率密度, j ≡ ℏ
m
Im(ψ∗∇ψ) : 確率の流れ． (196)

(上式 (195)の導出は 8.4節参照．)

波動関数の位相の空間変化が確率の流れを示す：

ψ(x, t) =
√
ρ(x, t)eiS(x,t)/ℏ ⇒ j =

ρ∇S

m
. (197)

(上式 (197)の導出は 8.4節参照．)

2.4.7 電磁場と相互作用する荷電粒子

電磁場中の粒子の正しい波動方程式を古典物理学の観点からボトムアップ式に探り当てるような，発見的

な議論を行う．質量 m，電荷 q の粒子を古典的に考え，粒子の速度を v，粒子を記述する Lagrangianを L，

Hamiltonianを H と書く．P ≡ ∂L
∂v は粒子の正準運動量である．粒子の力学的運動量 p ≡ mv√

1−( v
c )

2
とエネ

ルギー E ≡
√
m2c4 + p2c2 は電磁場がある場合，

式 (86) : p = P → p = P − q

c
A,

式 (87) : E = H → E = H − qϕ

と置き換わる．

これに対応して非相対論的量子力学では，ψ を波動関数とした自由粒子の Schrödinger 方程式

1

2m
(−iℏ∇)2ψ = iℏ

∂

∂t
ψ

において

−iℏ∇ → −iℏ∇− q

c
A, iℏ

∂

∂t
→ iℏ

∂

∂t
− qϕ

と置き換えると，電磁場中の粒子の正しい波動方程式

1

2m

(
−iℏ∇− q

c
A
)2
ψ =

(
iℏ
∂

∂t
− qϕ

)
ψ (198)

が得られる．この置き換えは

∂µ → Dµ ≡ ∂µ +
iq

ℏc
Aµ

*64 ここでは演算子ではなくパラメーターとしての位置を表すのに，x′ の代わりに x を用いている．続く 2.4.7 節でもこの表記を踏
襲する．
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とまとめられる [2, p.401] [10, p.82]．

Schrödinger方程式 (198)は，電磁ポテンシャル Aµ = (ϕ,A)と波動関数 ψ に同時にゲージ変換

Aµ → A′
µ = Aµ − ∂µχ, ψ → ψ′ = eiqχ/ℏcψ

を施すと不変に保たれる (χ(x, t)はゲージ関数，証明は 8.4.1節) [2, p.402]．

2.5 Schrödinger描像，Heisenberg描像，相互作用描像

ここでは量子力学において系の時間発展を記述する 3通りの方法として，Schrödinger描像，Heisenberg描

像，相互作用描像を導入する．

■Schrödinger 描像 2.4節で導入した量子ダイナミクスへのアプローチは Schrödinger 描像と呼ばれる．こ

れについての要点を改めてまとめておこう．Schrödinger描像において時刻 tでの系の状態を |α, t⟩とすると，
その時間発展は

|α, t⟩ = U(t) |α, 0⟩

と書ける．ここに系の Hamilton演算子 H に対して U(t)は Schrödinger方程式 (185):

iℏ
d

dt
U = HU

および U(0) = 1(恒等演算子)を満たす時間的発展の演算子である．これは状態ケット |α, t⟩が Schrödinger

方程式 (186):

iℏ
d

dt
|α, t⟩ = H |α, t⟩

に従って時間発展することを意味する．これに対し観測量 A の固有ケット {|a′⟩} を基底ケットに用いる
と (ここでは固有値 a′ として，離散的な値をとるものを考えても連続的な値をとるものを考えても良い)，

Schrödinger 描像において観測量 A は時間変化しないので，基底ケット {|a′⟩} も時間変化しない．以下，
Hamiltonianが時間に陽に依らない場合を考える．このとき時間的発展の演算子は

U(t) = e−iHt/ℏ : (189)

と書ける [10, pp.23–24] [18, pp.91–92,pp.96–97,pp.116–117]．

■Heisenberg描像 一方，Heisenberg描像において状態ケットは

|α⟩H = |α, 0⟩

のように時間変化しない．また，Heisenberg描像の観測量は Schrödinger描像の観測量を Aとして

AH(t) = U†(t)AU(t) (199)

で定義される．このとき観測量の期待値は Schrödinger描像と Heisenberg描像とで同じになる:

⟨α, t|A|α, t⟩ = ⟨α, 0|U†(t)AU(t)|α, 0⟩ = H⟨α|AH(t)|α⟩H .

このように Schrödinger描像では系の状態が時間変化するのに対し，Heisenberg描像では観測量を表す演算子

が時間変化する．そして時間的発展の演算子 U(t)が Schrödinger方程式 (185)に従うことから，Heisenberg

描像の観測量 (199)は Heisenberg方程式

dAH

dt
=

1

iℏ
[AH,H] (200)
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に従って時間変化することが導かれる (ただし右辺の H は Schrödinger描像の Hamilton演算子と同じであ

る，8.5節参照)*65．さらに Schrödinger描像の観測量 Aに対する固有方程式 (152):

A |a′⟩ = a′ |a′⟩

は Heisenberg描像の観測量 AH(t)に対する固有方程式

AH(t) |a′, t⟩H =a′ |a′, t⟩H , (201)

|a′, t⟩H =U†(t) |a′⟩ , ∴ H⟨a′, t| = ⟨a′|U(t) (202)

になる (8.5 節参照)．これは Heisenberg 描像の基底ケットが式 (202) の |a′, t⟩H であることを意味する．
Heisenberg 描像の基底ケット |a′, t⟩H = U†(t) |a′⟩ は Schrödinger 描像の状態ケット |α, t⟩ = U(t) |α, 0⟩
と言わば“逆向きに回転”する．このため状態ケットと基底ケットの内積に他ならない確率 (または確率

密度) の振幅は Schrödinger 描像と Heisenberg 描像とで同じ値となることが保証される [10, p.24] [18,

pp.110–112,pp.116–119]:
⟨a′|α, t⟩ = ⟨a′|U(t)|α, 0⟩ = H⟨a′, t|α⟩H .

■相互作用描像 最後に相互作用描像について述べる．ここでは HamiltonianをH = H0+HI と 2つの部分

に分けることになる．場の量子論では例えば H0 として自由場を記述する項を，HI として場の相互作用を記

述する項を考えれば良い．このとき U0(t) ≡ e−iH0t を用いて相互作用描像の状態ケットと観測量はそれぞれ

|α, t⟩I ≡U
†

0 (t) |α, t⟩ ,

AI(t) ≡U †
0 (t)AU0(t) (203)

と定義される．Schrödinger描像の状態ケット |α, t⟩は Schrödinger方程式 (186)に従うことから，相互作用

描像の状態ケット |α, t⟩I は時間発展方程式

iℏ
d

dt
|α, t⟩I = H I

I (t) |α, t⟩I , H I
I (t) ≡ U

†
0 (t)HI(t)U0(t) (204)

に従うことが示される (8.5節参照) *66．これは相互作用 Hamilton演算子 H I
I (t)の下での Schrödinger方程

式のような形をしており，相互作用描像では場の相互作用が状態 |α, t⟩I の時間変化を引き起こすと見ることが
できる．一方，Heisenberg方程式 (200)の導出と同様にして，相互作用描像の観測量 (203)は時間発展方程式

dAI

dt
=

1

iℏ
[AI, H0] (205)

に従うことが示される．これは H0 を Hamiltonianとする Heisenberg方程式のような形をしている．

後の都合のため，Heisenberg描像の観測量 (199)と相互作用描像の観測量 (203)が

AI(t) = U†(t)AH(t)U(t), U(t) ≡ U†(t)U0(t) = eiHt/ℏe−iH0t/ℏ (206)

と関係付けられることにここで言及しておくのが適当だろう (8.5節参照) [10, pp.24–25]．

なお Heisenberg描像の基底ケット |a′, t⟩H が式 (202)で与えられるのと同じ理由で，相互作用描像の基底

ケットは
|a′, t⟩I = U †

0 (t) |a′⟩

となると考えられる．

*65 Heisenberg方程式 (200)は時間に陽に依らない量 Aに対する古典的な時間発展方程式 dA
dt

= {A,H}P(式 (58)参照)に，Dirac

の規則 { , }P → [ , ]/iℏ(2.3節)を適用した形となっている．
*66 HI, H

I
I の引数 tは場を通した時間依存性を表し，これらが時間に陽に依存することを表すものではない．
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表 1 Schrödinger描像，Heisenberg描像，相互作用描像の比較

Schrödinger描像 Heisenberg描像 相互作用描像

状態ケット |α, t⟩ |α⟩H = U†(t) |α, t⟩ = |α, 0⟩ |α⟩I = U †
0 (t) |α, t⟩

Schrödinger方程式 (186)に従う 時間変化しない “Schrödinger方程式”(204)に従う

観測量 A AH(t) = U†(t)AU(t) AI(t) = U †
0 (t)AU0(t)

時間変化しない Heisenberg方程式 (200)に従う “Heisenberg方程式”(205)に従う

基底ケット |a′⟩　時間変化しない |a′, t⟩H = U†(t) |a′⟩ |a′, t⟩I = U †
0 (t) |a′⟩

■まとめ 以上の結果は表 1のようにまとめられる．

最後に，ユニタリー変換は交換関係を不変に保つことを思い出そう (2.1.1節)．このため例えば Heisenberg

描像の演算子 xi(t), pi(t) もまた，Schrödinger 描像の演算子 xi, pi と同様，正準交換関係 [xi(t), pi(t)] =

iℏδij , etc.を満たすことに注意を促しておく．

2.6 生成・消滅演算子

本節では生成・消滅演算子について，一通り要約を行う (結論の導出は 8.6節で行う)．

Hamiltonian

H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2

によって記述される 1次元調和振動子を考える*67．量子論では一般化座標 q と一般化運動量 pを演算子とし

て正準交換関係 [q, p] = iℏが課せられる．これは新たに定義した演算子

a =
1√

2ℏmω
(mωq + ip), a† =

1√
2ℏmω

(mωq − ip) (207)

に対する交換関係
[a, a†] = 1 (208)

を含意する．これを調和振動子の交換関係と呼ぶ．

演算子 a, a† に対して個数演算子 N ≡ a†aを定義すると，Hamiltonianは

H = ℏω
(
N +

1

2

)
(209)

と書き直される．よってN とH は交換するから，N の固有値 nに属する，H との同時固有ケット |n⟩が存在
する．このとき a, a† は |n⟩に作用して，それぞれ固有値を 1だけ減少，増加させた N の固有ケットを作る：

a |n⟩ ∝ |n− 1⟩ , a† |n⟩ ∝ |n+ 1⟩ . (210)

このことから aは消滅演算子，a† は生成演算子と呼ばれる．さらに任意のケット |α⟩に対して ⟨α|α⟩ ≥ 0が

成り立つという要請 (2.1節)から，固有値 nはゼロ以上の整数であることが結論される．そして固有値 n = 0

に属する固有ケット |0⟩に対して
a |0⟩ = 0

*67 これが調和振動子の適正な Hamiltonianであることは，初等的によく知られている．実際これを Hamiltonの正準方程式に代入
すれば，運動量の定義式 p = mq̇ と調和振動子に対する Newtonの運動方程式 ṗ = −mω2q が得られる．
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となる [18, pp.120–123]．

|0⟩を ⟨0|0⟩ = 1と規格化された基底状態 (真空状態)として，これに a† を逐次作用させると，規格化された

N の一連の固有状態

|n⟩ = (a†)n

n!
|0⟩ (211)

が得られる．対応するエネルギー固有値は En = ℏω
(
n+ 1

2

)
である [18, pp.123–124]．

ここで Heisenberg描像に移ると，演算子 a(t)に対する Heiseinberg方程式は

da(t)

dt
= −iωa(t) (212)

となり，解は a(t) = a(0)e−iωt で与えられる [18, p.128]．

ここまで，調和振動子の交換関係 (208):[a, a†] = 1を満たす演算子 a, a† が生成・消滅演算子となることを

説明してきた．一方，演算子 a, a† に反交換関係

{a, a†} = 1, {a, a} = 0, {a†, a†} = 0 (213)

を課した場合にも，a, a† はそれぞれ消滅，生成演算子となる (ここに {A,B} ≡ AB+BAは Aと B の反交換

子である)．ただしこの場合，N の固有値は n = 0, 1に限られる．ところで同じ状態を 2つ以上のフェルミオ

ンが占めることはできない．よってこれはある状態を占める粒子数を nとする解釈の下で，フェルミオン系を

扱うのに適切な形式となっている．複数の演算子 ar, a
†
r (r = 1, 2, · · · )がある場合には，反交換関係 (213)を

{ar, a †
s } = δrs, {ar, as} = 0, {a †

r , a
†
s } = 0

と一般化するだけで良い．このとき各ラベル r の演算子 ar, a
†
r , Nr ≡ a †

r ar に対して上記の議論はそのまま

成り立つ．“2粒子状態”|1r, 1s⟩ = a †
r a

†
s |0⟩は粒子の入れ替えに関して反対称である．

{a †
r , a

†
s } = 0 → |1r, 1s⟩ = − |1s, 1r⟩ .

これはやはり同じ 1 粒子状態に 2 つ以上の粒子が入れないこと |2r⟩ = (a †
r )2 |0⟩ = 0 を含意している [10,

pp.65–67]．

2.7 古典的極限

本節では古典力学が量子力学の中にどのように含まれているのかを論じる．この問題を考える上で，1.7.5

節で言及した力学・光学アナロジーが足掛かりとなる．古典力学と幾何光学の間に成り立つ類似性を踏まえる

と，幾何光学が波動光学に短波長極限として含まれているのと同様に，古典力学は Schrödingerの波動力学の

“短波長極限”にあたると予想することができる．ここで波動力学の短波長極限とは，物質波の de Broglie波

長 λ→ 0の場合を意味する．あるいは力学・光学アナロジーに基づき，準古典的は波動関数の位相を (ℏで無
次元化した)作用 S/ℏに対応付けると，短波長極限は S(の絶対値)が ℏに比べて大きい場合と言い換えるこ
ともできる．等価的，形式的にはあたかも ℏが変数であるかのように見なして，式の上で ℏ → 0の極限をと

れば良い [16, pp.45–47] [15, p.380]．

2.7.1節では実際に ℏ→ 0において，Schrödingerの波動方程式から Hamilton-Jacobi方程式が導き出され

ることを示す．続く 2.7.2節では理解を深める意味で，Schrödinger方程式の近似的解法への応用 (半古典的

あるいはWKB近似)を取り上げる．これを通して Bohr-Sommerfeldの量子化の規則を導き，(空間的)自由
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度 sの系の微視状態が位相空間に体積 hs を占めることを説明する (2.7.3節)．さらに 2.7.4節では波動関数の

Green関数 (あるいは遷移振幅)が Feynmanの経路積分で与えられることを説明し，ℏ → 0の極限で波動力

学は古典的な最小作用原理を再現することを確かめる．

アイコナール方程式 ↔ Hamilton-Jacobi方程式 (2.7.1節)，

Fermatの原理 ↔ 最小作用原理 (2.7.4節)．

以上より力学・光学アナロジーに基づく予想は正しかったと言える．最後に 2.7.5節で Ehrenfestの定理に言

及する．

2.7.1 古典的極限 [18, pp.139–140]

確率密度を ρ = |ψ|2 として波動関数を

ψ(x, t) =
√
ρ(x, t)eiS(x,t)/ℏ

と書くと*68，時間に依存する波動方程式 (193)は

√
ρ

(
1

2m
|∇S|2 + V +

∂S

∂t

)
− ℏ2

2m
∇2√ρ− iℏ

m
(∇√ρ) · (∇S)− iℏ

2m

√
ρ∇2S − iℏ

∂
√
ρ

∂t
= 0 (214)

となる (導出は 8.7.1節)．ここで ℏを
ℏ|∇2S| ≪ |∇S|2 (215)

などの意味で小さな量と見なせると仮定して，ℏを含む項を落とすと

1

2m
|∇S|2 + V +

∂S

∂t
= 0 (216)

を得る．これは S を作用と見なせば，Hamilton-Jacobi の方程式 (1.3.5 節の式 (60)) である．よって条件

(215)(等価的・形式的に ℏ→ 0と表せる)は準古典的な場合に対応し，この極限で波動関数の位相 (の ℏ倍)S

は作用に一致すると考えることができる．

運動量演算子の定義 (再論) 波動関数 ψ に対して運動量演算子は p = −iℏ∇という形をとるので，ℏ→ 0の

とき

pψ = −iℏ∇ψ = −iℏ
{
(∇√ρ)eiS/ℏ +

√
ρ
i

ℏ
(∇S)eiS/ℏ

}
≃ (∇S)ψ

となる．この極限で S を作用と見なせることを踏まえれば，これは古典的な運動量が p = ∇S で与

えられることと比較される結果となっている．このことから 2.3 節で平行移動の演算子を T (dx′) =

1 − ip·dx′

ℏ と書いて，量子力学的な演算子としての運動量 p を定義したことが正当化される [16,

pp.66–67]．

Hamilton演算子の定義 (再論) 同様に Hamiltonian H を具体的に指定しなければ，ℏ→ 0のとき

Hψ = iℏ
∂ψ

∂t
= iℏ

(
∂
√
ρ

∂t
eiS/ℏ +

√
ρ
i

ℏ
∂S

∂t
eiS/ℏ

)
≃ −∂S

∂t
ψ

*68 任意の複素数は必ずこの形に書ける．以降，2.7.3節までは，演算子ではなくパラメーターとしての位置を表すのに，x′ の代わり
に xを用いる．
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となる．この極限で S を作用と見なせることを踏まえれば，これは古典的なHamiltonianがH = −∂S∂t
で与えられることと比較される結果となっている．このことから 2.4 節で時間的発展の演算子を

U(t0 + dt, t0) = 1− iHdt
ℏ と書いて，量子力学的な演算子としての Hamiltonian H を定義したことが

正当化される [16, p.52]．

また古典力学において運動量は p古典的 = ∇S と表されるため，粒子は波面 S = const.に垂直な方向に進む

ことになる．このことは，波動光学の短波長極限にあたる幾何光学において，光が波面に垂直な方向に進む光

線を成すことに類似している．

さらに古典的な極限 ℏ→ 0では位相の微分は古典的な運動量∇S = p古典的 となり (1.3.5節)*69，ある種の

速度“v”= p/mを定義すると，確率の流れ (196)は流れの密度としてもっともな式 j = ρ“v”で表せること

になる [18, p.138]*70．これは確率の密度分布の (流体としての)運動が，古典的な速度“v”で行われることを

意味する [16, p.129]．ただし古典力学の法則に従う軌道に沿った運動を得るには，さらに初期時刻の分布が空

間的に局在した波束となっていることが必要である [16, pp.47–48]．2.7.5節では Ehrenfestの定理に関して，

これと同じ事情を別の角度から再論する．

2.7.2 半古典的 (WKB)近似 [18, pp.140–142]

1 次元の空間においてエネルギー E(一定) の定常状態を考え，波動関数 ψ =
√
ρeiS/ℏ に対し，S を作用

(Hamilton主関数，1.3.5節)とする：

S(x, t) =W (x)− Et,

W (x) =±
∫ x

p(x′)dx′ : 簡約された作用,

p(x′) =
√

2m(E − V (x′)) =

{√
2m(E − V (x′)) (E > V )

i
√

2m(V (x′)− E) (E < V )
.

• このとき ℏ→ 0で成り立つ Hamilton-Jacobi方程式 (216):

1

2m
|∇S|2 + V +

∂S

∂t
= 0

が満たされる ( 1
2m |∇S|2 → 1

2m

∣∣∂S
∂x

∣∣2 = E − V, ∂S∂t = −E)．

• このとき
√
ρ =

const

[E − V ]1/4
(217)

となる．実際，

定常状態における連続の式 0 =
∂jx
∂x

=
∂

∂x

(
ρ∂xS

m

)
,

∴const = ρ∂xS = ρ
dW

dx
= ±

√
2m(E − V (x))

である (この結果の解釈は 8.7.2節参照)．

*69 この関係が成り立つことは，特に平面波 (運動量固有関数)ψ ∼ ei(p·x−Et)/ℏ に対して容易に見て取れる．
*70 しかしながら，量子力学では位置と速度を同時に正確に測定することはできないため，各位置で定義された速度“v”を文字通りに
解釈してはならない．
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図 23 古典的転回点 x = a, b

以上よりWKB解

E > V ψ(x, t) ≃ const

[E − V (x)]1/4
exp

[
i

ℏ

(
±
∫ x√

2m(E − V (x′))dx′ − Et
)]

, (218)

E < V ψ(x, t) ≃ const

[V (x)− E]1/4
exp

[
1

ℏ

(
±
∫ x√

2m(V (x′)− E)dx′ − Et
)]

(219)

を得る (指数関数の中身は同じものである)．

作用 (Hamilton主関数，1.3.5節)

S = ±
∫ x√

2m(E − V (x′))dx′ − Et

に対して，Hamilton-Jacobi方程式の導出に用いた条件 (215):ℏ|∇2S| ≪ |∇S|2 は短波長の極限，すなわち

λ

∣∣∣∣dVdx
∣∣∣∣≪ |E − V | (λは de Broglie波長) (220)

⇔ 1波長進んだときのポテンシャルの変化λ

∣∣∣∣dVdx
∣∣∣∣が (|E − V |に比べて)小さい

⇔ ポテンシャルが緩やかに変化する間に de Broglie波は幾度も振動する

を意味する (上式 (220)の導出は 8.7.2節参照)．

2.7.3 Bohr-Sommerfeldの量子化の規則

図 23のようなポテンシャル V (x)において，古典的転回点 x = a, b の近くでは E ≃ V より |p(x)|が小さ
くなり，短波長の条件が満たされない．そこで転回点を挟んで異なる領域のWKB解を適切に接続する必要

がある．証明抜きに述べると，転回点付近でポテンシャル V (x)を 1次関数で近似した場合の解を媒介する手

法では，波動関数の一価性の条件から ∫ b

a

p(x)dx =

(
n+

1

2

)
πℏ (221)

が見出される (nは整数) [18, pp.142–145]．

しかしながら，同様の結果をより簡単に得るには，領域 a ≤ x ≤ bの波動関数 (218):

ψ(x) =
C1√
p
exp

(
i

ℏ

∫ x

x0

pdx

)
+
C2√
p
exp

(
− i
ℏ

∫ x

x0

pdx

)
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に対して，転回点 x = a, bでゼロになるという境界条件を課せば十分である [16, pp.132–135]．(ただし定常

状態における波動関数の時間依存性 e−iEt/ℏ を省いた．x0 は適当な積分の下限であり，C1, C2 は定係数であ

る．)この措置は，古典的には粒子の侵入不可能な領域 x < a, b < xにおいて，波動関数が (式 (219)に従っ

て)急速に減衰することから正当化される．このとき波動関数は

ψ =
C
√
p
sin

(
1

ℏ

∫ x

a

pdx

)
=

C ′
√
p
sin

(
1

ℏ

∫ b

x

pdx

)

という形をとり，上式 (221)は粗い結果∫ b

a

pdx = nπℏ, ∴
∮
pdx = 2πnℏ(= nh) (222)

に置き換わる (導出は 8.7.3節参照)．ただし第 1式までは運動量を p(x) =
√

2m(E − V (x)) ≥ 0で定義して

きたのに対し，第 2式では xが bから aまで減少するときの運動量を p ≤ 0と見なす．上式 (222)は前期量

子論における Bohr-Sommerfeldの量子化の規則として知られている．例えば Bohrの水素原子模型に対して，

左辺の積分
∮
pdxは電子の運動量 pの円軌道 (半径 r)に沿った線積分と解釈できるので，これはよく知られ

た Bohrの量子条件 p× 2πr = nh(または軌道角運動量 pr = nℏ)を与える (de Broglie波 (波長 λ)が円周上

に定常波を作る条件 2πr = nλである)．

量子条件 (222)において，仮定により ℏは小さな量と見なされるので，右辺の整数 nは大きな量である．し

たがって上式 (221)との因子 1/2の違いは重要でない．

なお波動関数が x = aから x = bまでの区間でゼロになる回数は n− 1 ≃ nであり，これが量子数 nの意

味となる．隣り合う波動関数がゼロの点の間隔 (∼ (b− a)/n)は de Broglie波長の目安となるから，nが大き

いことは波長が短い場合を考えていることと整合している．

Bohr-Sommerfeldの量子条件 (222)は次のように解釈できる [16, pp.137–138]．すなわち左辺の積分
∮
pdx

は位相空間 (xp 平面) において，粒子の古典的な周期運動の軌道が囲む面積である．他方，量子数 n は考え

ている位相軌道のエネルギーを超えないエネルギーを持つ量子状態の数である．よって準古典的な場合には，

個々の量子状態は位相空間に面積 h(= 2πℏ)を占めると言うことができる．s個の自由度を持つ系の準古典的
運動に対する，この結果の一般化は直接的である．すなわち各量子状態は位相空間に体積 hs を占める．

■自由粒子系 理想気体の統計力学による取り扱いや，粒子の散乱の量子論では，特に自由粒子の量子状態に

興味が持たれる．ところが十分大きな空間体積の中の自由運動は常に準古典的だから，微視的状態の位相空間

に占める体積が hs で与えられることはこの場合にも適用できる [16, pp.138–139]．

自由粒子系に対してはこの結果を，改めて次のように導くこともできる．1辺 L，体積 V = L3 の立方体領

域 0 ≤ x, y, z ≤ Lにおける 1つの粒子を考えよう．この粒子の波動関数 ψ(r)に周期境界条件

ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z)

を課す．このとき波動関数は周期境界条件の下で許容される波数 k = 2π
L n(ただし n = (n1, n2, n3)は整数を

成分に持つベクトル)を用いて，

ψ(r) =
∑
k

ψke
ik·r

と展開される．離散的な波数 k = 2π
L nの 1つ 1つは波数空間に体積 (2π/L)3 を占めるので，波数空間の体積

要素 ∆3k に含まれる波数 kの数は ∆3k
(2π/L)3 である．ところで波数 kは運動量の固有値 p = ℏkに対応するか
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ら，これは運動量空間の体積要素∆3pに含まれる固有振動の数が

∆3p

(2πℏ/L)3
=
V ∆3p

h3

であることを意味する*71．これは各量子状態が位相空間に体積 h3 を占めることと整合している．

粒子が N 個ある場合への一般化は直接的である．3N 次元の運動量空間の体積要素 ∆3Npに含まれる状態

数は
V N∆3Np

h3N

で与えられる．

2.7.4 プロパゲーターと Feynmanの経路積分 [18, pp.148–151,pp.154–166]

波動関数 ψ(x′, t) = ⟨x′|α, t0; t⟩の時間発展を

ψ(x′′, t) =

∫
d3x′K(x′′, t;x′, t0)ψ(x

′, t0)

と書いてプロパゲーターK(x′′, t;x′, t0)を定義すると，

K(x′′, t;x′, t0) = ⟨x′′|e−iH(t−t0)/ℏ|x′⟩ (223)

と表される (導出は 8.7.4節)．これは初期時刻 t = t0に粒子が位置 x′に局在していた系の状態 e−iH(t−t0) |x′⟩
における波動関数となっており，それ故 x′と t0を固定し，x′′と tの関数と見たプロパゲーターは Schrödinger

の波動方程式を満たす*72．

我々は Schrödinger描像においてプロパゲーター (223)を，時刻 t = t0 に位置 x′ に局在していた粒子が時

刻 tに位置 x′′ に見出される確率 (密度の)振幅と解釈した．もちろん Heisenberg描像に移行しても，同じ解

釈へと導かれる．実際 Heisenberg描像の位置固有ケットは |x′, t⟩ = e+iH(t−t0)/ℏ |x′⟩と変化するため (ただ

し |x′⟩ = |x′, t0⟩，2.5節)，プロパゲーターは

K(x′′, t;x′, t0) = (⟨x′′| e−iH(t−t0)/ℏ) · |x′⟩ = ⟨x′′, t|x′, t0⟩

と書き直される．これはやはり粒子がある時空点 (x′, t0)から他の時空点 (x′′, t)に移る遷移振幅と見なせる．

ここからは簡単のために，粒子の x軸に沿う 1次元的な運動を考えよう．各時刻における Heiseinberg表示

の基底ケット {|x′, t⟩}の完備関係式を次々と挿入すると，遷移振幅は

⟨xN , tN |x1, t1⟩

=

∫
dxN−1dxN−2 · · ·dx2 ⟨xN , tN |xN−1, tN−1⟩ ⟨xN−1, tN−1|xN−2, tN−2⟩ · · · ⟨x2, t2|x1, t1⟩ (224)

*71 なお，エネルギー固有値は

E =
(ℏk)2

2m
=

ℏ2

2m

(
2π

L

)2

n2

と表されるので，隣り合うエネルギー準位の差

∆E =
ℏ2

2m

(
2π

L

)2

は L→ ∞のとき ∆E → 0となる．すなわち大きな体積 V を想定すれば，エネルギー準位は密集していると考えて良い．
*72 ここから推察されるように，実はプロパゲーターは時間に依存する波動方程式のグリーン関数となっている．
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と表される (合成の性質)．右辺は時間間隔 ∆t = tN−t1
N−1 おきに，途中の時刻 tn = n∆t(n = 2, · · · , N − 1)を

十分密にとれば (N ≫ 1)，時空において始点 (x1, t1)と終点 (xN , tN )を結ぶあらゆる経路からの寄与 (粗く

言えばある種の“和”)を表す (経路の 1例を図 24に示す)．

このように量子力学では (不確定性原理に関係して)，粒子の軌道 (経路)を追跡することはできず，仮に経

路の概念を許容した場合，粒子は可能な経路を確率的にとることになる [15, p.383]．これとは対照的に古典力

学では，粒子の軌道は最小作用原理により 1つに定まる．そこで量子力学の，古典的な最小作用原理への極限

移行はどのように達成されるのかを問題にしよう．我々は作用を S として，準古典的な波動関数が ψ ∼ eiS/ℏ

と表されることを既に知っている．これを踏まえて微小時間 ∆t = tn − tn−1 に関する遷移振幅を

⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩ =
1

w(∆t)
eiS(n,n−1)/ℏ,

1

w(∆t)
=

√
m

2πiℏ∆t
(225)

と仮定する．ただし微小時間 ∆tにおける経路は線分と見なすことができ，S(n, n − 1)はこの線分の経路に

沿う作用積分である．また規格化因子 w(∆t)はポテンシャル V (x)の具体形には依らないものと仮定し，自

由粒子に対して規格化条件

⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩ → δ(xn − xn−1) (∆t→ 0のとき)

が満たされるように定めた (詳細は 8.7.4節)．このとき粒子の遷移振幅 (224)は，Feynmanの経路積分

⟨xN , tN |x1, t1⟩ = lim
N→∞

1

w(∆t)(N−1)/2

∫
dxN−1 · · · dx2eiS(N,1)/ℏ

≡
∫ xN

x1

D[x(t)]eiS[x(t)]/ℏ (226)

で与えられる (ここに S(N, 1) ≡
∑N
n=2 S(n, n−1)は図 24の与えられた経路に沿う作用積分であり，N →∞

で S(N, 1) → S[x(t)] である)．これは始点と終点を結ぶあらゆる経路が遷移振幅に対して eiS[x(t)]/ℏ の寄与

することを意味する．ところが古典的極限 ℏ → 0では経路の変化に伴って位相が急激に変化するため，異な

る経路からの寄与が打消し合い，例外的に作用 S が停留値をとる (したがって経路の変化に伴ってゆっくりと

変化する) 古典的経路の近傍からの寄与だけが残る．こうして古典論における最小作用原理が再現される．

Feynman の経路積分 (226) で表された遷移振幅 ⟨xN , tN |x1, t1⟩ は終点 (xN , tN ) = (x, t) の関数と見なす

と，その規格化の仕方により初期条件 limt→t1 ⟨x, t|x1, t1⟩ = δ(x−x1)を満たす．またこれは Schrödingerの時

間に依存する波動方程式を満たすことが確かめられるので (確認は 8.7.4節)，プロパゲーターK(x, t;x1, t1) =

⟨x, t|x1, t1⟩ に一致することになる．上式 (225) の仮定 (規格化定数の表式を含む) はこのことから正当化さ

れ，経路積分による量子力学の定式化は Schrödingerの波動力学と等価であることが結論される．

なお遷移振幅の経路積分による表現を，(時間的発展の演算子の表式から) 直接に導出することも可能であ

る．その際，(拡大)位相空間における経路積分を経由し，次いで運動量変数に関する積分を実行して，(拡大)

配位空間における経路積分を得ることになる [20, pp.32–41]．

2.7.5 Ehrenfestの定理 [18, pp.113–116]

直観的に言って，粒子の古典的な運動は狭い範囲に局在した波動関数の波束で表されると考えられる．そ

こで波束の中心の運動を調べよう．古典論との対応を調べるには，Heisenberg描像を用いるのが便利である．
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図 24 各時刻 tn = n∆t(n = 2, · · · , N − 1)における粒子の位置 xn を指定して得られる，始点 (x1, t1)

と終点 (xN , tN )を結ぶ経路

Hamilton演算子 (191):H = p2

2m + V (x)で記述される，ポテンシャル V (x)の下での粒子に対し，

Heisenberg方程式

dpi
dt

=
1

iℏ
[pi, H] = − ∂

∂xi
V (x),

dxi
dt

=
1

iℏ
[xi,H] =

pi
m
,

d2xi
dt2

=
1

iℏ

[
dxi
dt

,H

]
=

1

m

dpi
dt
(227)

→ 演算子の関係 m
d2x

dt2
=

dp

dt
= −∇V (x)

→ Ehrenfestの定理 m
d2

dt2
⟨x⟩ = d ⟨p⟩

dt
= −⟨∇V (x)⟩

が成り立つ (⟨· · ·⟩ は Heisenberg 描像の状態ケット (時間変化しない) に関してとった期待値，導出は 8.7.5

節)．Ehrenfestの定理は，波束の中心 ⟨x⟩が古典的な Newtonの運動方程式に従って運動することを意味し

ている．よって特に波束が狭い範囲に局在している場合には，波束は古典的粒子に対応付けられ，古典力学の

法則が再現されることになる*73．

2.8 角運動量

2.8.1節では回転の生成演算子として量子力学における角運動量を導入し，角運動量が基本的交換関係 (と

Hermite性)によって定義付けられることを学ぶ．続く 2.8.2節では角運動量の基本的交換関係から導かれる

*73 ただし一般に局在した波束も時間が経てば，拡がっていくものである [17, p.150]．例えば自由粒子 (V (x) = 0)に対しては

xi(t) = xi(0) +
pi(0)

m
t, ∴ [xi(t), xi(0)] =

[
pi(0)

m
t, xi(0)

]
= −

iℏt
m

となるため，不確定関係

⟨(∆xi(t))2⟩ ⟨(∆xi(0))2⟩ ≥
ℏ2t2

4m2

が成立する (以上，iで和をとらない)．これは粒子がたとえ初期時刻 t = 0で局在していたとしても，時間が経つにつれて位置は
不確定になることを意味している．
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図 25 有限回転の非可換性の例解 (Ri(π/2)は第 i軸周りの 90◦ 回転を表す)

一般論を説明する．2.8.3節では軌道角運動量を，2.8.4節ではスピン角運動量を扱う．

2.8.1 回転および角運動量の交換関係 [18, pp.205–213]

よく知られているように，物体に 2 つの有限角の回転操作を施した結果は，回転の順序によって異なる

(図 25 参照)．このことを反映して，ベクトル V を i = x, y, z 軸の周りに角度 ϕ だけ回転したベクトルを

V ′ = Ri(ϕ)V と書いて回転行列 Ri(ϕ)を定義すると*74，一般に 2つの回転行列は交換しない．具体的には

微小な回転角 εに対して，εの 2次まで考慮すると，

[Rx(ε), Ry(ε)] = Rz(ε
2)−R任意(0) (228)

が見出される (R任意(0)は恒等演算子 1に他ならない，導出は 8.8.1節)．右辺は εの 2次の量であり (8.8.1節

の導出過程を参照)，この結果は εの 1次近似では，Rx(ε)と Ry(ε)が交換することを意味している*75．

次に状態 |α⟩にある系を単位ベクトル nの周りに角度 ϕだけ回転させたときの状態の変化を

|α⟩ → D(n, ϕ) |α⟩

と書いて回転の演算子 D(n, ϕ)を定義する*76．ここで角度 dϕの無限小回転の演算子を

D(n, dϕ) = 1− iJ · n
ℏ

dϕ (229)

と書こう．その動機は，2.3節における平行移動の演算子の場合と同様である．さて，

• 上式 (229)において J は角運動量の次元を持たなければならないこと

• 古典力学において，系の空間回転対称性に付随する保存量は角運動量であり (1.3.2節)，

系の回転操作と角運動量は密接な関係にあること

*74 回転角 ϕは第 i軸の正の側から見て反時計回りを正とする．ここで考えている回転操作は能動的変換である．
*75 このように，質点の微小時間∆tにおける，角速度ベクトル ω1,ω2 での回転では，変位の合成する順序の違いによる差は O(∆t2)

となる．角速度ベクトルの和 ω = ω1 + ω2 が意味を持つのはこのためである．
*76 D(n, ϕ)の行列表現の次元は，考えている個々のケット空間の次元に依存する．例えばスピン 1/2に対する 2.8.4節の式 (260)を
参照．
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を踏まえ，無限小回転の演算子を上式 (229)で与えるような Hermite演算子 J を角運動量演算子と定義する．

• これが量子力学における角運動量の定義である．
– この定義は古典的対応物のないスピン角運動量 (2.8.4節で導入する)にも適用できる．

– 軌道角運動量 L = x× pがこの定義
(あるいはその帰結としての交換関係 (231))を満たしていることは，2.8.3節で説明する．

• J の Hermite性により D(n, dϕ)のユニタリー性が保証される．

有限の角度 ϕに関する回転の演算子は，微小角度 ϕ/N(N ≫ 1)の回転を N 回合成して得られる：

D(n, ϕ) = lim
N→∞

[
1− iJ · nϕ/ℏ

N

]N
= e−iJ·nϕ/ℏ. (230)

通常のベクトル V に作用する回転行列 R は状態ベクトルに作用する回転の演算子 D に対応付けられるか
ら，回転の演算子は回転行列の交換関係 (229)と類似の関係

[Dx(ε),Dy(ε)] = Dz(ε2)− 1, etc.

(ただし Dx(ε) ≡ D(x̂, ε), etc.) を満たさなければならないと考えるのが自然である*77．ここから角運動量の

基本的交換関係
[Ji, Jj ] = iℏεijkJk (231)

が導かれる (導出は 8.8.1節)*78．結局，角運動量は交換関係 (231)(と Hermite性)によって定義付けられる

と言って良い．

実際に角運動量の交換関係 (231)を満たす Hermite演算子 J に対して，D(n, ϕ) = e−iJ·nϕ/ℏ が回転の演

算子となることの証拠を挙げることができる．すなわち状態が |α⟩ → D(n, ϕ) |α⟩と変化すると，角運動量の
期待値 ⟨J⟩ ≡ ⟨α|J |α⟩はベクトルの変換則

⟨Jk⟩ →
∑
l

Rkl ⟨Jl⟩ (232)

に従って回転することが導かれる ((Rkl) は n 軸周りの角度 ϕ 回転の回転行列，導出は 8.8.1 節) [18,

pp.213–216]*79．

2.8.2 角運動量の固有値と固有状態

これから展開する角運動量の一般論はすべて，角運動量の交換関係 (231)から導かれる．

■交換関係とはしご演算子 [18, pp.253–256] 角運動量の自乗の演算子 J2 ≡ J 2
x + J 2

y + J 2
z を定義すると，

角運動量の交換関係 (231)から
[J2, Jk] = 0 (k = 1, 2, 3) (233)

が導かれる (導出は 8.8.2節)．ところが Jx, Jy, Jz は互いに交換しない．そこで J2(固有値 a)と 1つの角運

動量成分 Jz(固有値 b)の同時固有ケット |a, b⟩を考える．

*77 回転群のあらゆる表現が回転操作と同じ掛け算則を満たすことは，群の表現の定義に含まれている [21, p.3]．
*78 両辺とも角運動量の 2乗の次元を持っていることに注意する．
*79 角運動量 J に限らず，任意のベクトル演算子 V の期待値が同様の変換則 ⟨Vk⟩ =

∑
lRkl ⟨Vl⟩に従って変換しなければならない

という事実はむしろ，ベクトル演算子 V を定義するのに利用される [18, pp.318–320]．
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はしご演算子 J± ≡ Jx ± iJy を定義すると，再び角運動量の交換関係 (231)により，これは

J± |a, b⟩ = c± |a, b± ℏ⟩ (234)

のように J2 の固有値を不変に保ち，Jz の固有値を ℏだけ増加・減少させることが導かれる (c± は比例定数，

導出は 8.8.2節)．

■J2 および Jz の固有値 [18, pp.256–259] 演算子 J2, Jz の固有値 a, bは

a ≥ b2 (235)

を満たすことが見出される (証明は 8.8.2節)*80．このため bは最大値 bmax と最小値 bmin を持つ．次いで基

本的交換関係 (231)，およびその帰結としてのはしご演算子の性質 (234)を用いると，nをゼロ以上の整数と

して，固有値のとり得る値は

a =ℏ2j(j + 1), j =
n

2
:整数または半整数 (236)

b =mℏ m = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j (237)

となることが示される (導出は 8.8.2 節)*81．そこで J2 と Jz の同時固有ケットを |a, b⟩ と書く代わりに，
|j,m⟩と書くのが便利である．

J2 |j,m⟩ =ℏ2j(j + 1) |j,m⟩ ,
Jz |j,m⟩ =mℏ |j,m⟩ . (238)

■角運動量演算子の行列要素 [18, pp.259–260] 各固有ケット |j,m⟩が規格化されているとすると，式 (238)

より J2, Jz の行列要素は

⟨j′,m′|J2|j,m⟩ = j(j + 1)ℏ2δj′jδm′m, ⟨j′,m′|Jz|j,m⟩ = mℏδj′jδm′m

となる．

式 (234):
J± |j,m⟩ = c±jm |j,m± 1⟩

(ここでは係数 c±jm の j,m依存性を明示した)，および |j,m⟩ , |j,m± 1⟩が規格化されていることから

J± |j,m⟩ =
√
(j ∓m)(j ±m+ 1)ℏ |j,m± 1⟩ (239)

が導かれ (導出は 8.8.2節)，J± の行列要素は

⟨j′,m′|J±|j,m⟩ =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)ℏδj′jδm′,m±1

と表される．

*80 これは古典的なベクトル J に対して J2 ≥ J 2
z が成り立つのに似ている．

*81 粗く言えば固有値 j は，角運動量の (古典的なベクトルとしての)大きさ |J |/ℏに対応する．
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2.8.3 軌道角運動量

■回転の生成演算子としての軌道角運動量 [18, pp.265–269] 古典的に馴染みのある粒子の軌道角運動量

L = x× pを考えよう．正準交換関係 [xi, pj ] = iℏδij , etc.により，演算子としての Lは

• Hermiteであること

• 角運動量の基本的交換関係
[Li, Lj ] = iℏεijkLk (240)

を満たすこと

が確かめられる (確認は 8.8.3節)．よって L = x× pは量子力学的な定義の下でも，角運動量と呼べる．
ここからは水素原子の問題への応用 (2.9節)を念頭に，軌道角運動量の理論をもう少し掘り下げよう．

運動量が平行移動の生成演算子であることから

⟨x′|Lz|α⟩ = −iℏ
∂

∂ϕ
⟨x′|α⟩ , etc. (241)

と表すことができ，ここから

⟨x′|L2|α⟩ = −ℏ2r2
[
1

r2

(
1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂ 2
ϕ

)]
︸ ︷︷ ︸

∇′2の角度部分

⟨x′|α⟩ (242)

となる (∂θ ≡ ∂/∂θ, etc，導出は 8.8.3節)*82．一方，同じ量を

⟨x′|L2|α⟩ = ⟨x′|x2p2 − (x · p)2 + iℏx · p|α⟩ (243)

=− r2ℏ2∇′2 ⟨x′|α⟩+ ℏ2r2
[
∂ 2
r +

2

r
∂r

]
︸ ︷︷ ︸
∇′2の動径部分

⟨x′|α⟩ (244)

と計算することもできる (導出は 8.8.3節)．これは上式 (242)の結果に合致する (∇′2 からその動径部分を除

くと角度部分が残るから)．

*82 Laplacian ∆ = ∇′2 の球座標系での表式

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

cot θ

r2
∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

を思い出そう．ここで任意関数 f(x′)に対して，
• Laplacianの動径部分

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
f(x′) =


1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f(x′)

∂r

)
1

r

∂2

∂r2
(rf(x′))

• θ 微分の項 (
1

r2
∂2

∂θ2
+

cot θ

r2
∂

∂θ

)
f(x′) =

1

r2
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f(x′)

∂θ

)
とまとめられる．
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■球面調和関数 [18, pp.270–274] 球対称なポテンシャルの下での 1粒子を考えよう (スピンの自由度は無視

する)．古典力学では系の回転対称性から角運動量保存則が導かれたことを踏まえると (1.3.2節)，軌道角運動

量 Lの“大きさ”と“射影”Lz の固有値 l,mが確定した定常状態 |l,m⟩が可能であると期待される*83．固

有値 l,mだけを与えても，式 (241)，式 (242)から作られる Lz,L
2 の固有方程式

− iℏ ∂

∂ϕ
⟨x′|l,m⟩ = mℏ ⟨x′|l,m⟩ , (245)[(

1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂ 2
ϕ

)
+ l(l + 1)

]
⟨x′|l,m⟩ = 0 (246)

は，波動関数 ⟨x′|α⟩の角度 θ, ϕ依存性しか定めない．このため波動関数には r の任意関数を掛ける不定性が

残り，定常状態 |l,m⟩の波動関数 (エネルギー固有関数)は

⟨x′|l,m⟩ = R(r)Y m
l (θ, ϕ), Y m

l (θ, ϕ) = ⟨n|l,m⟩

と分離される (n は θ, ϕ で指定される方向の単位ベクトル)*84．状態 |l,m⟩ において粒子を n 方向の立体角

dΩに見出す確率は |Y m
l (θ, ϕ)|2dΩで与えられる [16, p.83,p149]．

上式 (245)，式 (246) は x′ を方向単位ベクトル n = x′/|x′| に置き換えても成り立つから，角度部分
Y m
l (θ, ϕ)に対する微分方程式となっている．これと規格化条件

δll′δmm′ = ⟨l′,m′|l,m⟩

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

d(cos θ)Y m′∗
l′ (θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) (247)(
∵ 完備関係式

∫
dΩ |n⟩ ⟨n| = 1，dΩ = sin θdθdϕは n方向の立体角

)
を満たす Y m

l (θ, ϕ)は，m ≥ 0として

Y m
l (θ, ϕ) =

(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)(l +m)!

4π(l −m)!
eimϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l, (248)

Y −m
l (θ, ϕ) =(−1)m[Y m

l (θ, ϕ)]∗ (249)

で定義される球面調和関数である*85．8.8.3節ではこのことを，角運動量の理論の数学構造を経由する形で証

明する．

*83 量子力学における対称性 (3.1.2節)として，回転による Hamiltonianの不変性

H = eiL·nϕ/ℏHe−iL·nϕ/ℏ ≃ H +
iϕ

ℏ
n · [L, H] (微小角ϕに対して)

を要求すると [L, H] = 0 となるので，H,L2, Lz の同時固有状態が可能である．Heisenberg 描像に移ると Heisenberg 方程式
dL
dt

= [L, H]より，交換関係 [L, H] = 0は Lが運動の定数であることを意味する [22, pp.342–343]．
*84 結果論として詳しく述べると，l,m と異なる適当な量子数 n を用いて定常状態は |n, l,m⟩ と表され，波動関数は ⟨x′|n, l,m⟩ =

Rnl(r)Y
m
l (θ, ϕ)という形をとる．2.9節における水素原子の例を参照．

*85 ひるがえって式 (246)は，球面調和関数が Laplacianの角度部分の固有値−l(l+1)/r2 に属する固有関数であることを意味する．
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ここで l = 0, 1, 2に対する球面調和関数を具体的に書き出しておこう．

Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π
,

Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ, Y ±1

1 (θ, ϕ) = ∓
√

3

8π
(sin θ)e±iϕ,

Y 0
2 (θ, ϕ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1), Y ±1

2 (θ, ϕ) = ∓
√

15

8π
(sin θ cos θ)e±iϕ, Y ±2

2 (θ, ϕ) =

√
15

32π
(sin2 θ)e±2iϕ.

l は半整数値をとらないこと 8.8.3 節における，Y m
l が球面調和関数であることの証明では，l が半整数で

はなく整数であることを仮定した．実際に l が半整数をとってはならないとする議論をいくつか提示できる

(8.8.3節)．

2.8.4 スピン

粒子の軌道角運動量 L = x× pは，粒子の空間運動に伴う角運動量である．これに対して素粒子や複合粒
子は，その空間運動に無関係な“固有の”角運動量 S を持ち，粒子の全角運動量は和 J = L+ S で与えられ

る*86．S はスピン角運動量と呼ばれ，ℏ→ 0の極限で消失するような，量子力学に特有の量である*87．角運

動量の一般論 (2.8.2節)より，

S2の固有値 s(s+ 1)ℏ2,
(
s = 0,

1

2
, 1,

3

2
, · · ·

)
Szの固有値 mℏ (m = −s,−s+ 1, · · · , s− 1, s)

である．各種の素粒子は決まった sの値を持ち，「スピン sの粒子」として言及される．経験的に大部分の素

粒子はスピンが 1/2 であることが知られている [16, pp.195–196,pp.198–199]．そこで以下では最も重要な，

スピンが 1/2の場合を重点的に調べよう．

■スピン 1/2に対するスピン演算子 [18, p.29,pp.34–37,p.213] スピン 1/2の系に対して，スピン成分 Si の

固有値 ±ℏ/2に属する固有ケットを |Si,±⟩と書こう．Sz の固有状態 |±⟩ ≡ |Sz;±⟩を基底に選ぶと，スピン
演算子は具体的に 

Sx =
ℏ
2
{(|+⟩ ⟨−|) + (|−⟩ ⟨+|)}

Sy =
iℏ
2
{−(|+⟩ ⟨−|) + (|−⟩ ⟨+|)}

Sz =
ℏ
2
{(|+⟩ ⟨+|)− (|−⟩ ⟨−|)}

(250)

と表現できる．ここで各係数は，状態間の遷移の確率振幅 ⟨Si;±|Sj ;±⟩(複号任意)が図 26の確率推移図を満

たし，なおかつ演算子 Si が角運動量の基本的交換関係 (231):

[Si, Sj ] = iℏεijkSk (251)

を満たすように選ばれている (確認は 8.8.4節)．

以上のスピン演算子 (250)は，反交換関係

{Si, Sj} =
1

2
ℏ2δij (252)

*86 ここでは和 J = L+ S の意味を直観的に理解して良い．本稿の水準では，角運動量の合成に関する理論に立ち入る必要はない．
*87 それ故しばしば行われるように，スピン S を粒子の“自転”に関係付けて古典的に解釈することは最初から無意味である．
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図 26 確率推移図

を満たしていることを直接確かめられる (確認は 2.8.4節)．角運動量の交換関係 (251)とは対照的に，反交換

関係 (252)はスピン 1/2の系に特別な性質である．

反交換関係 (252)は S2 = 3
4ℏ

2 を含意している (i = j とおけば良い)．これは角運動量の一般論 (2.8.2節)

より，スピン s = 1/2の系は S2 の固有値 s(s+1)ℏ2 = 3
4ℏ

2 を持たなければならないことと整合している．ま

た S2 は恒等演算子となっているので，角運動量の交換関係 (251)の帰結としての交換関係 (233):[S2, Si] = 0

が満たされていることは，スピン 1/2の場合には明白である．

■スピン 1/2の系の 2π 回転 [18, p.216] スピン 1/2の場合には，状態 |α⟩にある系を z 軸周りに 1回転 (角

度 ϕ = 2π だけ回転)させた後の状態は

Dz(ϕ = 2π) |α⟩ = e−iSzϕ/ℏ
∣∣∣
ϕ=2π

{(|+⟩ ⟨+|) + (|−⟩ ⟨−|)} · |α⟩

={(e−πi |+⟩ ⟨+|) + (eπi |−⟩ ⟨−|)} · |α⟩
=− {(|+⟩ ⟨+|) + (|−⟩ ⟨−|)} · |α⟩
=− |α⟩

と計算できる．興味深いことに，これはもとの状態 |α⟩ と比べて符号が異なっている．最右辺における非自
明な負号の存在の正しさは，中性子干渉法を利用して実験的に確かめられている (中性子はスピン 1/2 を持

つ) [18, pp.218–220]．

■Pauliの 2成分形式 [18, pp.220–223] スピン 1/2の系に対して

2成分量 χ =

(
⟨+|α⟩
⟨−|α⟩

)
, (状態 |α⟩の行列表現)

行列 σk =
1

ℏ/2

(
⟨+|Sk|+⟩ ⟨+|Sk|−⟩
⟨−|Sk|+⟩ ⟨−|Sk|−⟩

)
(スピン演算子 Skの行列表現，k = 1, 2, 3)

を定義する*88．これらを用いた行列表現に移行すると，例えばスピンの期待値は

⟨Sk⟩ ≡ ⟨α|Sk|α⟩ =
∑

a′=+,−

∑
a′′=+,−

⟨α|a′⟩ ⟨a′|Sk|a′′⟩ ⟨a′′|α⟩

=
ℏ
2
χ†σkχ

*88 後述するように，χはスピノルと呼ばれる．スピノルは空間回転に対する変換則 (261)で定義される．
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と表される．またスピン演算子の表式 (250)より，行列 σk の成分を具体的に書くと

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(253)

となる．上式 (253)の 3つの行列を Pauli行列と呼ぶ．

以下，Pauli行列の重要な性質をまとめよう．スピン演算子の反交換関係 (252):{Si, Sj} = 1
2ℏ

2δij と交換関

係 (251):[Si, Sj ] = iℏεijkSk は，Pauli行列の (反)交換関係

{σ1, σ2} =2δij , (254)

[σ1, σ2] =2iεijkσk (255)

に置き換わる (導出は 8.8.4節)．上式 (254)，(255)を用いて積 σiσj を対称部分と反対称部分に分けると，

σiσj =
1

2
{σi, σj}+

1

2
[σi, σj ]

=δij + iεijkσk (256)

を得る．これは具体的には
σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, etc.

を与える．また Pauli行列の具体的表式 (253)に直接見て取れるように，

σ †
i = σi, det(σi) = −1, tr(σi) = 0

が成立する．第 1式はスピン演算子 Si の Hermite性を反映している．ここで 3つの Pauli行列をベクトルの

形にまとめた記法 σ ≡ (σ1, σ2, σ3)を導入する．この表記は例えば a, b, · · · を任意の 3次元ベクトルとして，

σ · a ≡ akσk =

(
a3 a1 − ia2

a1 + ia2 −a3

)
(∵ 式 (253))

のように用いる．上式 (256)より有用な公式

(σ · a)(σ · b) =(aiσi)(ajσj) = aiaj(δij + iεijkσk)

=a · b+ iσ · (a× b)

が導かれる．特例として，実数ベクトル aに対しては

(σ · a)2 = |a|2 (257)

が成り立つ．

■2成分形式での回転 [18, pp.223–224] 回転演算子 exp
(

−iS·nϕ
ℏ

)
の行列表現は

exp

(
−iσ · nϕ

2

)
=

(⟨
a′
∣∣∣∣ exp(−iS · nϕℏ

) ∣∣∣∣ a′′⟩) (258)

である (導出は 8.8.4節)．これは具体的には

exp

(
−iσ · nϕ

2

)
=1 cos

ϕ

2
− iσ · n sin

ϕ

2
(259)

=

(
cos ϕ2 − inz sin

ϕ
2 (−inx − ny) sin ϕ

2

(−inx + ny) sin
ϕ
2 cos ϕ2 + inz sin

ϕ
2

)
(∵ 式 (253)) (260)
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と計算される (上式 (259)の導出は 8.8.4節)．

状態が回転演算子により

|α⟩ → exp

(
−iS · nϕ

ℏ

)
|α⟩

と変化するとき，等価的に χは

χ → exp

(
−iσ · nϕ

2

)
χ (261)

と変化する (導出は 8.8.4節)．

■ユニタリー・ユニモジュラー群 [18, pp.228–230] ここで回転操作を群の観点から調べる．群とは任意の元

a, b, · · · に対して，次の性質を持つ積 abの定義されている集合のことである [23, p.824]．

1. 閉包性　元 a, bの積 abもまた群の元である．

2. 結合法則　 a(bc) = (ab)cが成り立つ．

3. 単位元　 a = aI = Iaを満たす単位元 I が存在する．

4. 逆元　 aa−1 = a−1a = I を満たす aの逆元 a−1 が存在する．

行列 e−iσ·nϕ/2 が，ユニタリー・ユニモジュラー行列であることを説明する．ここでユニタリー・ユニモ

ジュラー行列とは，行列式が 1であるユニタリー行列を意味する．行列 e−iσ·nϕ/2 のユニタリー・ユニモジュ

ラー性は具体的表式 (260)から直接確かめられるけれど，ここではユニタリー・ユニモジュラー行列の一般的

な表現を考えてこのことを示そう．2× 2のユニタリー・ユニモジュラー行列は一般に，複素数 a, bを用いて

U(a, b) =

(
a b
−b∗ a∗

)
(262)

と表すことができる (証明は 8.8.4節)．ただし a, bにはユニモジュラー条件

(detU =)|a|2 + |b|2 = 1 (263)

が課される．そこで上式 (262)を行列 e−iσ·nϕ/2 の表式 (260)と比較すると，

Re(a) = cos
ϕ

2
, Im(a) = −nz sin

ϕ

2
, Re(b) = −ny sin

ϕ

2
, Im(b) = −nx sin

ϕ

2

と同定される．これらはユニモジュラー条件 (263)も満たしている．よって回転を表す行列 e−iσ·nϕ/2 は，ユ

ニタリー・ユニモジュラー行列の最も一般的な表現となってることが分かる．

U = e−iσ·nϕ/2 のユニタリー性はやはり，確率保存に関係している．すなわち全確率

χ†χ = | ⟨+|α⟩ |2 + | ⟨−|α⟩ |2 = 1

は，回転操作 χ→ Uχの下で不変に保たれる：

χ†χ → χ†U†Uχ = χ†χ.

行列 (262)は 2つの複素数 a, bで指定されるので，ユニモジュラー条件 (263)の下で 3つの独立な実数パラ

メーターを持つ．これはユニタリー・ユニモジュラー行列が回転を表すことから期待されることである*89．

*89 3次元空間内の原点周りの一般的な回転を特徴付けるには，3つの実数が必要である．例えば
• 回転軸の向き nを表す天頂角と方位角，および回転角 ϕ

• 回転ベクトル ϕnのデカルト座標系に関する 3成分
• 3つの Euler角
を用いれば良い．
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また同じ理由から期待されるように，ユニタリー・ユニモジュラー行列は行列の積に関して群を成す (証明

は 8.8.4節)．この群は SU(2)と呼ばれ，Sは“特殊 (special)”(行列式が 1)，Uは“ユニタリー (unitary)”，

2は (|Sz;±⟩の張るケット空間の)次元を表す．

■スピノルの変換則 空間回転に際して式 (261):χ→ exp
(

−iσ·nϕ
2

)
χに従い，ユニタリー・ユニモジュラー

行列によって変換する 2成分量 χを (1階の)スピノルと呼ぶ．ここまで一時的に無視してきた粒子の位置 x′

の自由度を考慮すると，χは波動関数

ψ =

(
ψ+(x

′)
ψ−(x

′)

)
, ψ±(x

′) ≡ ⟨x′,±|α⟩

に置き換わる．ψ±(x
′)は位置 x′ において，スピン Sz = ±ℏ/2の粒子を見出す確率密度を表す．こうしてス

ピン 1/2の系の波動関数はスピノルとなる [16, p.205] [18, p.376]．

2.9 水素原子

最後に具体的な系への応用として水素原子の問題を取り上げ，本章を締めくくろう (これは量子力学におけ

る定番の題材の 1つである)．

2.9.1 球対称な場に関する一般論 [16, pp.148–152]

2.8.3節では球対称なポテンシャル V (r)の下での定常状態の波動関数 (エネルギー固有関数)が，Y m
l (θ, ϕ)

を球面調和関数として
ψ(x′) = R(r)Y m

l (θ, ϕ)

の形に変数分離されることを学んだ．そこで次に，与えられた V (r)に対して“動径関数”R(r)を求める問題

に移ろう．Y m
l (θ, ϕ)が Laplacianの角度部分の固有関数であること (式 (194))より，時間に依存しない波動

方程式 (194):

Eψ =

(
− ℏ2

2m
∆′ + V

)
ψ

=− ℏ2

2m

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂ϕ2

}]
+ V ψ

は R(r)に対する方程式
1

r2
d

dr

(
r2

dR

dr

)
− l(l + 1)

r2
R+

2m

ℏ2
(E − V )R = 0 (264)

になる*90．

上式 (264) から，場の中心付近 r → 0 における R(r) の漸近形を引き出すことができる．ただし V (r) は

r → 0で −∞になる引力ポテンシャルであったとしても，1/r2 よりはゆっくりと −∞になる場合

r2V (r)→ 0 (r → 0のとき) (265)

を仮定する．このとき Rは原点付近で，与えられた lに対して

R ≃ const · rl (266)

という形を持つことが示される (導出は 8.9.1節)．

*90 式 (264) における l(l+1)

r2
R の項は，もとの Schrödinger 方程式から現れる遠心力ポテンシャルの項 ℏ2l(l+1)

2mr2
ψ に由来している

(8.9.1節における古典力学の復習を参照)．
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■条件 (265) の物理的意味 古典的には上式 (265) が満たされなければ，保存する角運動量の適当な値に対

して，粒子は場の中心 r = 0 に到達 (落下) することが可能となる [9, p.40]．このとき量子力学的には，“基

底”状態は r = 0 に見出される粒子に対応することになると考えられる．式 (265) はこのような場合を除外

する条件となっている (詳細は 8.9.1 節を参照) [16, p.108]．我々がこれから考える Coulomb ポテンシャル

V (r) ∼ 1/rはこの条件 (265)を満たしている．

2.9.2 水素原子 [16, pp.160–165]

水素型イオンにおける，原点に固定された電荷 +Zeを持つ核の作る場の中の電子 (質量m，電荷 −e)を考
えよう．相互作用 V (r)は球対称な Coulombポテンシャル

V (r) = −Ze
2

r

で与えられる*91．水素原子に対しては Z = 1である．以下では束縛状態に対応した，E < 0のエネルギー固

有値を仮定する．

簡単のために，長さの尺度 a ≡ ℏ2

me2 とエネルギーの尺度
me4

ℏ2 を用いて，変数を

r

a
→ r, a3/2R→ R,

E

me4/ℏ2
→ E

と無次元化して再定義する．

原子単位 この措置は原子単位を採用することに相当する．原子単位では質量，長さ，時間の単位をそれぞれ

m, a =
ℏ2

me2
,

ℏ3

me4

に選ぶ．このときエネルギーを測る単位は

m

(
ℏ2

me2

)2( ℏ3

me4

)−2

=
me4

ℏ2
(≡ 2Ry)

となる．ここに aは Bohr半径，Ryは Rydbergと呼ばれる．原子単位に移行するには，単に式の中で

e = 1,m = 1, ℏ = 1とおけば良い．

さて，Coulombポテンシャル V (r)に対して Rの満たす方程式 (264)を適用すると，n ≥ l+ 1を満たす整

数 nを用いてエネルギーは

E = En = − Z2

2n2

(
もとの単位で E = −Z

2me4

2ℏ2n2

)
(267)

と離散化されることが示される (導出は 8.9.2節)．E1 ≥ E < 0の範囲に無数のエネルギー準位が存在してお

り，E = 0に近づくにつれて準位が密になり準連続的なスペクトルに移行する*92．

*91 古典論においてこの V (r) から導かれる力 F = −∇′V は，1.7.2 節で見た Coulomb の法則に従う静電場 E から電荷が受ける
力 (−e)E を与える．

*92 ここで一般に無限遠でゼロになるポテンシャルに対して，E < 0 のスペクトルは離散的であるのに対し，E > 0 のスペクトルは
連続的であることを思い出す [16, pp.108–110]．
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また対応する (すなわち与えられた n, lの値に対する)動径関数は，

Lkν(x) ≡
ν−k∑
s=0

(−1)s+k (ν!)2

s!(s+ k)!(ν − s− k)!
xs (k = 0, 1, · · · , ν) (268)

で定義される Laguerre陪多項式を用いて

R(ρ) = Rnl(ρ) = const · ρle−ρ/2L2l+1
n+l (ρ) (269)

(ただし ρ ≡ 2rZ
n ) と表されることが示される (導出は 8.9.2節)．規格化定数を条件

1 =

∫
|ψ|2r2drdΩ =

∫ ∞

0

|R|2r2dr
∫
|Y m
l |2dΩ =

∫ ∞

0

|R|2r2dr (270)

から定めると (この式は原子単位ともとの単位とで変わらない)，

R(ρ) =
2Z3/2

n2

√
(n− l − 1)!

[(n+ l)!]3
· ρle−ρ/2L2l+1

n+l (ρ) (271)

を得る (導出は 8.9.2節) [18, p.352] [24, p.93]．上式 (270)に見て取れるように，粒子 (電子)を動径方向の距

離 r に見出す確率の密度は |rR|2 で与えられることにも注意しよう [16, p.152]．

ここで量子数について説明する．球対称な場の問題に対して l は方位量子数，mは磁気量子数と呼ばれる．

慣習的に l = 0, 1, 2, · · · の状態は，アルファベット s,p,d,· · · で表される．nは主量子数と呼ばれ，その値のと
り得る範囲 n ≥ l + 1は l で決まる．l = 0, 1, 2, · · · なので n = 1, 2, · · · が可能である．よって nと l の値に

応じて，例えば次のような状態が得られる．

s ↔ l = 0 ⇒ n = 1, 2, 3, 4, · · · → 1s, 2s, 3s, 4s, · · ·
p ↔ l = 1 ⇒ n = 2, 3, 4, · · · → 2p, 3p, 4p, · · ·
d ↔ l = 2 ⇒ n = 3, 4, · · · → 3d, 4d, · · ·

なお nの代わりに，最低準位に対して nr = 0となる動径量子数 nr = n − l − 1を用いることができる [16,

p.151]．

逆にあらかじめ nを指定すると，lは n個の値

l = 0, 1, · · · , n− 1

をとり得る．しかるにエネルギー固有値 (267)は量子数 nだけで決まっているので，各エネルギー準位は lに

ついて縮退していることになる (これは Coulomb 場に特有の事情である)．さらに軌道角運動量の一般論よ

り，l で指定される各状態は mについて (2l + 1)重に縮退している．こうして n番目のエネルギー準位の縮

退度は
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2

となる．

最後に n = 1 (したがって l = 0,m = 0)の基底状態に限って，一般式 (271)が具体的にどのような結果を意

味するかを見てみよう．議論を確定するために，水素原子 (Z = 1)を考える．このとき L1
1(ρ) = −1, ρ = 2r

より，波動関数 ψ は

R10 = −2e−r, Y 0
0 =

1√
4π
, ψ = R10Y

0
0 = − 1√

π
e−r
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図 27 基底状態の水素原子における，電子の動径方向の存在確率分布

と求まる．すなわち基底状態では波動関数自身も球対称であり，波動関数は r = 1 (Bohr半径)程度の広がり

を持つ．動径方向の確率分布は
f(r) ≡ |rR|2 = 4r2e−2r

であり (今の場合 ψ の球対称性より，これは f = 4πr2|ψ|2 としても得られる)，これは Bohr半径 r = 1で極

大となる (図 27参照)．f(r)による平均値

⟨r⟩ ≡
∫ ∞

0

rf(r)dr =
3

2
(272)

は Bohr半径の 3/2倍である (導出は 8.9.2節) [18, pp.352–353]．
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3 量子電磁力学 (QED)

■表記法など 本章と続く第 4章では以下の約束に従う．

• 断りのない限り，
– 時空の 4成分 0, 1, 2, 3をとる添字にギリシア文字 α, β, · · · , λ, µ, ν, · · · を用い，
– 空間成分 1, 2, 3のみをとる添字にラテン文字 i, j, k, · · · を用いることにする．

• 重力場がない場合を考えて慣性系を用い，慣性系での計量テンソル (Minkowski計量)の全成分を

(gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


とする流儀を採用する．

• 任意の反変ベクトルを aµ = (a0,a)または a = (a0,a)のように書く．

ここに aはベクトル aµ の空間成分である．

• 自然単位系を採用する．
これは Planck定数 hを 2π で割った値 ℏ，および真空中の光速 cが

ℏ = 1, c = 1

となる単位系である [10, pp.101–102]*93．

• 電磁気学の単位系として Heaviside-Lorentz単位系を採用する．

作用の自由電磁場項 Sf = a
∫
FµνFµνd

4x(1.6.1 節) において，Gauss 単位系では係数の値が a =

−1/16πと選ばれていたのに対し，Heaviside単位系では a = −1/4となる．するとMaxwell方程式は

∂νF
µν = −4π

c
jµ → ∂νF

µν = −jµ

のように 4π が除かれて簡略化され (c = 1も考慮した)，他方 Coulombの法則や Biot-Savartの法則，

遅延ポテンシャルの式に 4π が現れる [3, pp.77-78]．(対照的に Gauss単位系では，Maxwell方程式が

4π を含む代わりに Coulombの法則が簡単になる (第 1章)．)

• 素電荷を eと書く．

微細構造定数 α = e2

4π = 1
137.04 を定義する (普通の単位系では α = e2

4πℏc =
1

137.04 ) [10, p.102]．

■ボゾンとフェルミオン [17, pp.252–257] [16, pp.219–225] 量子力学では不確定原理により，個々の粒子の

位置を時間追跡することはできない．このため複数の同種粒子を互いに区別することは原理的に不可能であ

り，2つの粒子を入れ替えた系の状態はもとの状態と物理的に同等である．以下，このことの含意を調べよう．

今，N 個の同種粒子から成る系を考え，便宜的に (ある瞬間に) i = 1, · · · , N の番号を各粒子に割り当てる．

*93 このとき例えば (波数) = (運動量) = (エネルギー) = (質量)，(長さ) = (時間) = (質量)−1 であり，任意の量は質量のベキとし
て表される．また，一般に指数関数の引数は無次元である．ここで作用 S，運動量 p，位置ベクトル r，エネルギー E，時刻 t，角
運動量 J に対して

1 = [S] = [Et] = [p · r] = [J ]

なので，eiS , ei(p·r−Et), eiJ·nϕ といった表現において位相は確かに無次元である (nは単位ベクトル，ϕは角度を表す)．
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そして i番目の粒子の状態を指定する変数の組 (位置やスピンの z 成分など)をまとめて ξi で表し，系全体の

基本状態を
|ξ1, ξ2, · · · , ξN ⟩ = |ξ1⟩ |ξ2⟩ · · · |ξN ⟩

と書く．すると上で述べた事情により，i番目と j 番目の粒子 (の状態)を入れ替えても，系全体の状態は位相

しか変わらない．
|· · · , ξi, · · · , ξj , · · ·⟩ = eiα |· · · , ξj , · · · , ξi, · · ·⟩ .

ここに αは実数であり，粒子の同等性より位相因子 eiα は粒子対 i, j の選び方には依らない．再び ξi と ξj を

入れ替えると状態はもとに戻るので，

(eiα)2 = e2iα = 1, ∴ α = 0,±π,±2π, · · · , ∴ eiα = ±1

でなければならない．すなわち状態は粒子の入れ替えに関して対称 (eiα = +1)か，反対称 (eiα = −1)かの
いずれかであることになる．基本状態 (固有状態)|ξ1, ξ2, · · · , ξN ⟩の重ね合せによって得られる任意の状態 |ψ⟩
(したがって波動関数 ψ(ξ1, ξ2, · · · , ξN ) = ⟨ξ1, ξ2, · · · , ξN |ψ⟩)も同じ (反)対称性を持つ．

同種粒子系の状態が対称か反対称かは，粒子の種類に応じて決まっており，

• 対称な状態によって記述される粒子をボゾン
• 反対称な状態によって記述される粒子をフェルミオン

と呼ぶ．フェルミオン系に対して基本状態 |ξ1, ξ2, · · · , ξN ⟩は反対称性により，|ξi⟩ = |ξj⟩とおくとゼロにな
るので，2つ以上の粒子が同時に同じ状態を占めることはできない (Pauliの排他律)．このように状態の (反)

対称性は粒子の統計性を支配する．

ところで一般に粒子のスピンは整数 (0, 1, 2, · · · )または半整数 ( 12 ,
3
2 ,

5
2 , · · · )であり (2.8.4節)，ひとまず経

験事実として述べると，

• ボゾンは整数スピンを持つ．
• フェルミオンは半整数スピンを持つ．

我々は 3.5.4節において，このような粒子のスピンと統計性の関係を論じる機会を持つ．

3.1 場の量子論の準備

3.1.1 場の正準交換関係 [10, p.35]

任意の (ボゾン)場 ϕr(x)(r = 1, 2, · · · )の理論を考えよう．空間を体積 ∆V の胞 (セル)に分割し，各格子

点 (胞の中心点)における場の値 ϕr を力学変数と見なす．このとき胞に含まれる共役な運動量は πr∆V だか

ら (πr ≡ ∂L/∂ϕ̇r：運動量密度，L：Lagrangian密度)，Heisenberg描像の場の演算子に対して通常の正準交

換関係は

[ϕr(j, t), πs(j
′, t)∆V ] = iℏδrsδjj′ , [ϕr(j, t), ϕs(j

′, t)] = 0, [πr(j, t), πs(j
′, t)] = 0

と書ける．ただし j, j′ は格子点を指定する番号である．体積 ∆V → 0の極限をとると，場の交換関係を

[ϕr(x, t), πs(x
′, t)] = iℏδrsδ(x− x′), [ϕr(x, t), ϕs(x

′, t)] = 0, [πr(x, t), πs(x
′, t)] = 0

と設定すれば良いことが分かる (x,x′ は胞 j, j′ の中の格子点，9.1.1 節参照)．これらは同時刻交換関係で

ある．
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3.1.2 量子力学における対称性と保存則

一般に系が何らかの操作に関して対称性を持つとき，それに付随する系の保存量が見出される．1.3.2節で

はこのことを古典論の水準で学んだ．量子論では，対称性と保存則の関係は次のようにまとめられる (詳しく

は 9.1.2節を参照) [10, pp.35–36]．ユニタリー演算子 U = eiαT (α：実数の連続パラメーター，T：Hermite

演算子)による，(α = 0で恒等変換とつながった)連続的な変換に対して*94，任意の状態 |Ψ⟩と演算子 O は

ユニタリー変換
|Ψ⟩ → |Ψ′⟩ = U |Ψ⟩ , O → O′ = UOU†

を受ける．

このとき

系の対称性 ⇐ H の対称性

⇔ [T,H] = 0

⇔ T は運動の定数． (∵ Heisenberg方程式) (273)

これを踏まえ，以下では古典場の大域的な位相変換 (51):ϕ′r = eiεϕr, etc.から導かれる“電荷”Q(式 (52))

の保存について，量子論の立場から考察しよう．

準備として場を演算子と見なし，必要となる交換関係を調べておく．3.1.1 節の正準交換関係

[ϕr(x, t), πs(x
′, t)] = iℏδrsδ(x− x′), etc. を用いると*95

[Q,ϕr(x)] = −qϕr(x), [Q,ϕ †
r (x)] = +qϕ †

r (x) (274)

が導かれる (導出は 9.1.2節)．

ここから ϕr と ϕ †
r はそれぞれ，電荷 q を消滅・生成させることが示される．すなわち Qの固有値 Q′ を持

つ固有状態を |Q′⟩と書くと，

ϕr |Q′⟩ ∼ |Q′ − q⟩ , ϕ †
r |Q′⟩ ∼ |Q′ + q⟩ . (275)

(確認は 9.1.2節で行う．)

電荷の式 (52):

Q =
−iq
ℏ

∫
d3x

[
πr(x)ϕr(x)− π †

r (x)ϕ †
r (x)

]
を見ると，これがゼロでない値を持つためには場 ϕr は非 Hermiteでなければならないことが分かる．また Q

は Hermite演算子となることが見て取れる．そこで位相変換 (51)に対応するユニタリー変換を

U = eiαQ, ϕ′r = UϕrU
† ≃ ϕr + iα[Q,ϕr] = (1− iαq)ϕr

と書くと，ε = −αq と同定すれば良いことが分かる．このとき古典論の水準で位相変換 (51) に対して

Lagrangianが不変ならば，対応するユニタリー変換に対しても Hamiltonianは不変でなければならず，この

とき量子論における対称性と保存則の一般論 (冒頭)から，再び Qは運動の定数 (保存量)となることが帰結さ

れる．

*94 この形の演算子 U を考える動機については，平行移動の演算子に関する議論 (2.3節)を参照
*95 その際 ϕr と ϕ †

r は独立な場なので，ϕr は πr 以外のすべての場と可換であることに注意する．
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3.2 Klein-Gordon場

本節では，スピンがゼロで有限の固有質量を持つ相対論的な物質粒子を考察する．そのような粒子はスカ

ラー場 (Klein-Gordon場)によって記述される．これは最も単純な場の理論であり，本節の結果は後から必要

となる．ただし本稿では実 Klein-Gordon場のみを取り上げ，複素 Klein-Gordon場については割愛する．

3.2.1 実 Klein-Gordon場 [10, pp.45–50]

質量mの粒子の 4元運動量 p = (E,p)は，

p2 = m2 (E2 = m2 + p2)

の関係を満たす．そこで非相対論的な量子力学からの類推により

pµ = i∂µ

(
p→ −i∇, E → i

∂

∂t

)
と置き換えると，演算子の関係 □+m2 = 0(ただし □ ≡ ∂µ∂µ)が得られる．今，対象としている粒子が単一
のスカラー場 ϕ(x)で記述されるものと仮定すると，ϕ(x)は場の方程式

(□+m2)ϕ = 0 (276)

を満たさなければならないと考えられる．これを Klein-Gordon方程式と呼ぶ*96．

このように演算子への置き換えによって 1粒子の波動方程式を導出する手続きを ‘第一’量子化と呼ぶこと

がある．しかしながら ϕ(x)を 1粒子の波動関数と解釈しようとすると，

• 粒子密度の正定値性の欠如
• エネルギー E = ±

√
m2 + p2 の 2通りの符号

に起因した困難が生じる．正しくは ϕ(x)を古典場と見て場を量子化しなければならず (第二量子化)，このと

き得られる多体の理論にはそのような困難は生じない．

以上の議論では粒子の種類を仮定しておらず，質量 mのあらゆる相対論的な粒子に当てはまらなければな

らないと考えられる．次に π 中間子や K中間子のようにスピンがゼロの粒子を考えると，場の角運動量の一

般式 (50)において Sαβrs = 0でなければならないから，そのような粒子はスカラー場によって記述されること

になる．特に電気的に中性の粒子を想定すると，実スカラー場を考えれば良いことになる (荷電粒子は複素場

によって記述される，3.1.2節)．そこで原理として，実スカラー場の適正な Lagrangian密度を

L =
1

2
{(∂αϕ)(∂αϕ)−m2ϕ2} (277)

で与える．この Lはスカラーになっており，それ故，場の方程式の不変性が保証される．また Lは場の 1階

微分までを含んでおり，古典的因果律が満たされる．すると ϕ(x)の運動方程式として Klein-Gordon方程式

(276)が導かれる (導出は 9.2.1節)．そして平面波解 ϕ ∼ e−ip·x が期待される分散関係 p2 = m2 を満たすこ

とが，逆に保証される*97．

*96 Klein-Gordon 方程式における質量 m は，自然単位系を採用しない場合には µ = mc/ℏ になる．これは Compton 波長 (を 2π

で割った値)λ– = h/2πmcの逆数である．
*97 平面波 e∓ip·x に対し ∂µ = ∓ipµ, pµ = ±i∂µ,□ ≡ ∂2 = (ip)2 である．
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ここで実 Klein-Gordon場 ϕを Hermite演算子と見て量子化を行う．ϕに対して共役な場は

π =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇

となるので，正準交換関係は

[ϕ(x, t), ϕ̇(x′, t)] = iδ(x− x′), [ϕ(x, t), ϕ(x′, t)] = 0, [ϕ̇(x, t), ϕ̇(x′, t)] = 0 (278)

である．この含意を調べるために，Klein-Gordon方程式 (276)の解を

ϕ(x) =ϕ+(x) + ϕ−(x), (279)

ϕ+(x) =
∑
k

(
1

2V ωk

)1/2

a(k)e−ik·x, (280)

ϕ−(x) =
∑
k

(
1

2V ωk

)1/2

a†(k)eik·x (281)

と Fourier 展開する．ただし k0 = ωk ≡
√
m2 + k2 である．またここでは便宜的に空間を一辺 L，体積

V = L3 の立方体領域と見なして周期境界条件

ϕ(0, y, z, t) = ϕ(L, y, z, t), etc.

を課しており，和は離散的な波数ベクトル k = 2π
L n(nは整数を成分に持つベクトル)にわたってとる．展開

係数 a(k), a†(k)を互いに Hermite共役としてあるため，場 ϕの Hermite性が保証されている．

波数の離散化について 周期境界条件の下で許容される離散的な値 k の各々は，波数空間において体積

(2π/L)3 を占める．よって L→∞の極限で離散的な和
∑

k は Fourier積分
∫

d3k
(2π/L)3 に移行する．よ

り正確には，L→∞の極限で Lは定義されていないから，積分への移行の規則は

1

V

∑
k

→
∫

d3k

(2π)3

と書くのが好ましい．逆に k についての積分は，体積 V = L3 の空間を考えることにより離散的な和

として理解できる．

「正振動数部分」「負振動数部分」 非相対論的な量子力学における，エネルギー E(≡ ω)の状態の時間依存

性 e−iωt と比べたとき，振動数にあたる量の正負 ±ωk ≷ 0に応じて ϕ+ を正振動数部分，ϕ− を負振動

数部分と呼ぶ．正振動数部分は消滅演算子のみを含み，負振動数部分は生成演算子のみを含んでいる．

すると正準交換関係 (278)は，展開係数に対する調和振動子の交換関係

[a(k), a†(k′)] = δkk′ , [a(k), a(k′)] = 0, [a†(k), a†(k′)] = 0 (282)

になる (証明は 9.2.1 節)*98．このため a(k) は消滅演算子，a†(k) は生成演算子となる．そして真空状態 |0⟩
を条件

a(k) |0⟩ = 0 (全ての kに対して) (283)

*98 これを見越して場の展開式 (279)–(281)において，因子
(

1
2V ωk

)1/2
をくくり出して係数 a(k), a†(k)を定義しておいた．
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によって定義すると，数演算子 N(k) = a†(k)a(k)の固有値 (占有数)n(k)を持つ固有状態

|· · · , n(k), · · ·⟩ ∼
∏
k

[
a†(k)

]n(k) |0⟩
が作られる．これはエネルギーが ωk，運動量が k の各モードを n(k)個の粒子が占有している状態と解釈さ

れる*99．この解釈は Klein-Gordon場の Hamiltonian H と運動量演算子 P を計算すると，

H =

∫
d3x

1

2

{
ϕ̇2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2

}
(284)

=
∑
k

ωk

(
N(k) +

1

2

)
, (285)

P =−
∫

d3xϕ̇∇ϕ (286)

=
∑
k

k

(
N(k) +

1

2

)
(287)

となることから裏付けられる (導出は 9.2.1節，これらは期待されるように時刻 tに依らない保存量となって

いる)．

なお真空状態を定義する式 (283)は，粒子が全くない n(k) = 0の状態を表していることになる．この条件

は場の演算子 (280)を用いて，等価的に

ϕ+(x) |0⟩ = 0 (全ての xに対して)

と書くこともできる．

占有数はゼロ以上の任意の整数値 n(k) = 0, 1, 2, · · · を取り得るから，Klein-Gordon場によって記述され

る粒子はボゾンである．生成演算子同士は可換なので，同種ボゾン系は粒子の入れ替え操作に関する対称性を

持つ．
a†(k)a†(k′) |0⟩ = a†(k′)a†(k) |0⟩ .

Hamiltonianの式 (285)より，真空状態でのエネルギー期待値は ⟨0|H|0⟩ = 1
2

∑
k ωk となる．これは無限

大の定数である．そこでこれを省き，真空状態のエネルギー期待値がゼロとなるようにエネルギーを測る基準

をとり直すと，Hamiltonianは
H =

∑
k

ωkN(k)

に置き換わる．これはHamiltonianを正規 (順序)化することと等価であることを説明する．正規順序化とは，

演算子積を全ての消滅演算子が全ての生成演算子よりも右側に配置される順序に並び替えることを指す．この

際，ボゾン系に関しては，すべての演算子が可換であるかのように考えて順序変更を施せば良い．Hamiltonian

の無限大の定数を捨てる操作が正規順序化と等価であることは，任意の正規積について，その真空期待値が

必ずゼロになることから理解できる．この点をより丁寧に考察すると次のようになる．Hamiltonian におけ

る無限大の定数 1
2

∑
k ωk は，演算子積 a(k)a†(k)を a†(k)a(k)に置き換えるときのおつりの項である交換子

[a(k), a†(k)]に由来する (9.2.1節参照)．正規順序化はこのゼロでない交換子を積極的に捨てる操作であって，

それ故すべてのボゾン因子を可換であるかのように扱うことが，正準交換関係に反していることは問題ない．

*99 自然単位系では，4元波数ベクトル k = (ωk,k)は 4元運動量 p = (Ep,p)に一致する．
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正規順序化された演算子積を正規積と呼び，N[· · · ]で表す：

H =
∑
k

1

2
ωkN

[
a(k)a†(k) + a†(k)a(k)

]
=
∑
k

ωka
†(k)a(k) =

∑
k

ωkN(k).

もう少し具体例を挙げておこう．

N[a(k1)a(k2)a
†(k3)] =a

†(k3)a(k1)a(k2) = a†(k3)a(k2)a(k1),

N[ϕ(x)ϕ(y)] =N[ϕ+(x)ϕ+(y) + ϕ+(x)ϕ−(y) + ϕ−(x)ϕ+(y) + ϕ−(x)ϕ−(y)]

=ϕ+(x)ϕ+(y) + ϕ−(x)ϕ+(y) + ϕ−(x)ϕ+(y) + ϕ−(x)ϕ−(y).

演算子の順序は量子化の前には任意に入れ替えられるので，正規順序化によって古典論との対応が損なわれる

ことはない．

3.2.2 共変な交換関係 [10, pp.53–56]

実 Klein-Gordon場 ϕを考えよう．微視的因果律によれば信号は光速を超えられないから，空間的に隔たる

任意の 2 つの時空点 x, y における場 ϕ(x), ϕ(y) の観測は互いに干渉を及ぼさない (不確定関係を持たない)．

この条件は
[ϕ(x), ϕ(y)] = 0, for (x− y)2 < 0 (288)

と表される．ところで空間的に隔たった時空点 x, y が同時刻となるような座標系を見出すことは常に可能で

あり，そのような座標系で上式 (288)は正準交換関係

[ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = 0

として満たされている．しかるにスカラー場の交換子 [ϕ(x), ϕ(y)] はスカラーだから，任意の座標系で上式

(288)が成り立つことになる．

次に交換子 [ϕ(x), ϕ(y)]を具体的に評価しよう．場の Fourier展開 (279)と調和振動子の交換関係 (282)を

利用すると，

[ϕ+(x), ϕ−(y)] =i∆+(x− y), (289)

[ϕ−(x), ϕ+(y)] =i∆−(x− y), (290)

[ϕ(x), ϕ(y)] =i∆(x− y) (291)

を得る (導出は 9.2.2節)．ただし (V →∞の極限を想定して書くと)，

∆+(x) ≡− i

2

∫
d3k

(2π)3ωk
e−ik·x, (292)

∆−(x) ≡−∆+(−x) = i

2

∫
d3k

(2π)3ωk
eik·x, (293)

∆(x) ≡∆+(x) + ∆−(x) = −
∫

d3k

(2π)3ωk
sin(k · x) (294)

である．

i∆(x− y) = [ϕ(x), ϕ(y)] = −[ϕ(y), ϕ(x)] = −i∆(y − x)
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図 28 関数 ∆±(x),∆(x)を複素 k0 平面上の積分で表すときの積分路

の関係から期待されるように，式 (294)の ∆(x)は奇関数となっていることが見て取れる．また同時刻交換関

係 [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = 0から期待されるように，x0 = 0に対して式 (294)の被積分関数は kの奇関数となり，

∆(x)はゼロになる．さらに∆±(x)は，したがって∆(x)は Klein-Gordon方程式

(□x +m2)∆±(x− y) = 0, (□x +m2)∆(x− y) = 0 (295)

を満たす*100．

交換関係 (291)の共変性は，左辺の交換子 [ϕ(x), ϕ(y)]がスカラーなので，右辺の∆関数もまたスカラーで

あれば保証される．ところが ∆関数の式 (294)は，k0 を kと独立な変数として

∆(x) =
−i

(2π)3

∫
d4kδ(k2 −m2)ε(k0)e

−ik·x (296)

と書き直すことができる (導出は 9.2.2節)．ここに

ε(k0) ≡
k0
|k0|

=

{
+1 (k0 > 0に対して)

−1 (k0 < 0に対して)

である．固有 Lorentz変換 (本義 Lorentz変換，空間反転や時間反転を含まない Lorentz変換) では過去と未

来が入れ替わらないので，符号 ε(k0)は不変である．よって体積要素 d4k，4元内積 k2 −m2，k · xが不変量
であることを考え合わせると，式 (296)の ∆関数は Lorentzスカラーとなっていることが明白である．

最後に，∆関数は図 28のような複素 k0 平面上の閉路 C±, C に沿う積分

∆±(x) =
−1

(2π)4

∫
C±

d4ke−ik·x

k2 −m2
, ∆(x) =

−1
(2π)4

∫
C

d4ke−ik·x

k2 −m2
(297)

として表現できる (証明は 9.2.2節)．

*100 e∓ik·(x−y) が Klein-Gordon方程式の基本解であることによる．

(□x +m2)∆±(x− y) =
∓i
2

∫
d3k

(2π)3ωk
(□x +m2)e∓ik·(x−y) = 0.
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3.2.3 中間子の伝播関数 [10, pp.56–61]

本節では実 Klein-Gordon場を対象として，共変な摂動論の体系的な展開のために重要となる Feynmanの

∆F 関数を導入する．

まず 2つのボゾン場 A(x), B(x)に対して，時間順序化積 (T積)を

T{A(x)B(x′)} ≡

{
A(x)B(x′) (t > t′のとき)

B(x′)A(x) (t < t′のとき)

=θ(t− t′)A(x)B(x′) + θ(t′ − t)B(x′)A(x)

で定義する．ただし t ≡ x0, t′ ≡ x′0 であり，

θ(t) ≡

{
1 (t > 0のとき)

0 (t < 0のとき)

は段差関数 (階段関数)である．T積は引数の時刻の順序が右から左の順序になるように演算子が並び替えら

れ，より早い時刻の演算子が先に状態ベクトルに作用する形となっている．

さて，∆F 関数を実 Klein-Gordon場同士の T積の真空期待値

i∆F(x− x′) ≡ ⟨0|T{ϕ(x)ϕ(x′)}|0⟩ =

{
⟨0|ϕ(x)ϕ(x′)|0⟩ (t > t′のとき)

⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩ (t < t′のとき)

によって定義する．Klein-Gordon場は中間子を記述し，左辺の∆F もしくは右辺の真空期待値は，“中間子の

Klein-Gordon場に関する Feynman伝播関数”(あるいは単に“中間子の伝播関数”)と呼ばれる．その意味

は次のように解釈される．

• t > t′ の場合の伝播関数　 ⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩
中間子が時空点 x′ において生成され，xまで伝播して消滅する過程を表す．

• t < t′ の場合の伝播関数　 ⟨0|ϕ(x)ϕ(x′)|0⟩
中間子が時空点 xにおいて生成され，x′ まで伝播して消滅する過程を表す．

そのような過程として，具体的には核子-核子散乱における核子間での仮想中間子の交換が考えられる (図 29

参照)．

Feynman伝播関数の解釈について 実際，例えば t < t′ の場合の Feynman伝播関数は

⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩ = (⟨0|ϕ+(x′)) · (ϕ−(x) |0⟩)

と見ることができる．ここで

ϕ(x) |0⟩ = ϕ−(x) |0⟩ =
∑
k

(
1

2V ωk

)1/2

ei(ωkt−k·x) |k⟩

は 1粒子状態 |k⟩ ≡ a†(k) |0⟩の重ね合せとなっており，非相対論的な量子力学における Heisenberg描

像の基底ケット

|x, t⟩ = eiHt

(∑
k

|k⟩ ⟨k|

)
· |x⟩ ∼

∑
k

eik·x |k⟩

との類似性より，これは粒子が時刻 tに位置 xに局在している状態と解釈できる．
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図 29 核子-核子散乱に対する 1-中間子交換からの寄与
図 30 1-中間子交換による核子-核子

散乱を表す Feynmanグラフ

「仮想中間子」について 図 29の Feynmanダイヤグラムを例にとって述べると，時空点 xまたは x′ では，

一方の核子 (質量をM とする)から核子と中間子が生成される．ここで始状態の核子はその静止系では

エネルギーM を持つ．ところが中間子を運動量 pが p2 = m2 を満たす (質量殻に乗る)物理的な粒子

と仮定する限り，崩壊により核子と中間子を生じるには，エネルギー保存則より始状態の核子はそれら

の静止エネルギーの和m+M 以上のエネルギーを持たなければならない．これは核子間を伝播する中

間子が決して物理的な粒子ではあり得ないことを意味する．このように一般には，中間状態の粒子が物

理的な粒子であること (質量殻上に乗っていること)は期待できない [2, p.598]．

中間子の放出と吸収が起こる 2つの時空点 x, x′ が空間的に隔たっている場合 ((x− x′)2 < 0)，

• 時刻 t, t′ の前後は座標系に依存する．そこで図 29の 2つのグラフをまとめて

図 30のような単一の Feynmanグラフで表し，中間子線から伝播方向を表す矢印を取り除く．

• 素朴に解釈すると，中間子が光速を超える速さで 2点間を伝播することになる．

実際には点 x(または x′)を発した中間子が一度消滅し，再度

別の時空点に生成してから点 x′(または x)に伝播する量子力学的過程が，

確率的に起こっていると解釈しなければならない．

式 (289)，(290)より，∆F 関数は

i∆F(x− x′) =

{
⟨0|ϕ(x)ϕ(x′)|0⟩ = ⟨0|ϕ+(x)ϕ−(x′)|0⟩ = ⟨0|[ϕ+(x), ϕ−(x′)]|0⟩ (t > t′のとき)

⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩ = ⟨0|ϕ+(x′)ϕ−(x)|0⟩ = ⟨0|[ϕ+(x′), ϕ−(x)]|0⟩ (t < t′のとき)

=±∆±(x− x′) (t ≷ t′のとき)

=θ(t− t′)∆+(x− x′)− θ(t′ − t)∆−(x− x′)

と表すこともできる．ここから ∆F が確かに差 x− x′ の関数であることが読み取れる．
Feynman伝播関数は式 (297)と同様の，波数 (運動量)空間における積分 (Fourier展開)

∆F =

∫
CF

d4k

(2π)4
e−ik·x

k2 −m2
(298)
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図 31 伝播関数 ∆F(x)を複素 k0 平面上の積分で

表すときの積分路 CF

図 32 複素 k0 平面上の極 k0 = ±ωk ∓ iε′ と半円 Γ±

で与えられる (導出は 9.2.3節)．ただし複素 k0 平面上の積分路として，図 31のように極 k0 = ±ωk をよける

径路 CF をとる．

代わりに

∆F(x) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·x

k2 −m2 + iε
(299)

と書いて，k0 に関する積分を実軸に沿って行っても良い．ただし εは微小な正数であり，積分 (299)を実行

した後でゼロとおくものとする．この措置は図 32のように極を実軸からずらすことにある (説明は 9.2.3節)．

3.3 電磁場

本節では自由電磁場の正準量子化について述べる．電磁ポテンシャル (または単に電磁場)を Aµ，電磁場テ

ンソルを Fµν と書く (電磁ポテンシャル Aµ と電磁場テンソル Fµν については 1.4.1節を参照せよ)．

3.3.1 古典電磁場

自由電磁場の正準量子化に先立ち，ここでは古典電磁場について論じる [10, pp.87–92]．古典電磁気学にお

いて自由電磁場は Lagrangian密度

L = −1

4
FµνF

µν (300)

によって記述され (1.4節参照)*101，特に電磁場 Aµ として Lorenz条件

∂µA
µ = 0 (301)

を満たすものを考えると，場の方程式として波動方程式

∂ν∂
νAµ = 0 (302)

が導かれる (1.7節参照)．Lorenz条件を採用することの利点は，その式 (301)が座標変換に対して共変的であ

ることと (1.1.1節参照)，場の方程式が波動方程式 (302)に単純化されることにある．

*101 ただしここでは電磁気学の単位系として Heaviside単位系を用いているため，係数が −1/4となっている．
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ここで便宜的に空間を一辺 L，体積 V = L3 の立方体領域と見なして周期境界条件

Aµ(0, y, z, t) = Aµ(L, y, z, t), etc.

を課すと，離散的な 4元波数ベクトル

k = (ωk,k), k =
2π

L
n, ωk ≡ |k|

を用いて (nは整数を成分に持つベクトル)，波動方程式 (302)の解は

Aµ(x) =Aµ+(x) +Aµ−(x), (303)

Aµ+(x) ≡
∑
k,r

(
1

2V ωk

)1/2

ε µ
r (k)ar(k)e

−ik·x, (304)

Aµ−(x) ≡
∑
k,r

(
1

2V ωk

)1/2

ε µ
r (k)a †

r (k)eik·x (305)

と Fourier展開される (r = 0, 1, 2, 3，1.7.3節参照)．ただし k ·x = ωkt−k ·xは 4元内積である (x ≡ (t,x))．

また，この段階では展開係数 ar(k), a
†
r (k) は演算子ではなく通常の数であり，後の都合のために因子

(1/2V ωk)
1/2 をくくり出してある．展開係数 ar(k), a

†
r (k)を互いに複素共役にとり ε µ

r (k)を実数の 4元ベ

クトルとすると，電磁場 Aµ が実数であることが保証される．ε µ
r (k)は偏極ベクトルと呼ばれる．

例えば特定の波数ベクトル kを考え k/|k| = (0, 0, 1)となる座標系をとり，ε1(k), ε2(k), ε3(k) ≡ k/|k|を
互いに直交する単位ベクトル

ε1(k) = (1, 0, 0), ε2(k) = (0, 1, 0), ε3(k) = (0, 0, 1)

として

ε µ
0 =nµ ≡ (1,0), (306)

ε µ
r =(0, εr(k)), r = 1, 2, 3 (307)

とすると，電磁場 Aµ ≡ (ϕ,A)の Fourier展開 (303),(304),(305)において r = 0の項はスカラーポテンシャ

ル ϕを，r = 1, 2の項はベクトルポテンシャルAの横波成分を，r = 3の項はベクトルポテンシャルAの縦波

成分を成す．このため ε µ
0 はスカラー偏極，ε

µ
1 , ε µ

2 は横偏極，ε
µ

3 は縦偏極と呼ばれる．このように電磁場

を横波成分に限定せずに 4つの偏極ベクトルを導入したことにより，電磁場の Fourier展開 (303),(304),(305)

は座標変換に対して共変的な形となる．ところが電磁波は本来，横波だから (1.7.3節参照)，r = 0, 3の 2つ

の偏極状態は系の実際に持つ自由度に比べて余分な自由度であることになる．これについては 3.3.2節で改め

て論じる．

任意の座標系では偏極ベクトルの成分は式 (306)，式 (307)のように具体的には指定されず，

ζ0 = −1, ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1

として偏極ベクトル (306),(307)の満たす性質

εr(k) · εs(k) ≡ εrµ(k)ε µ
s (k) = −ζrδrs, r, s = 0, 1, 2, 3, (308)∑

r

ζrε
µ
r (k)ε ν

r (k) = −gµν (309)
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のみが要請される (上式 (308)最右辺では r について和をとらない，9.3.1節参照)．座標系を変えるとベクト

ルの成分は変化するため，偏極ベクトルの具体的な表式 (306),(307)は特定の座標系でしか成り立たないのに

対し，偏極ベクトルの正規直交性 (308) と完全性の条件 (309) は座標変換に対して共変的であり (1.1.1 節参

照)，任意の座標系で成り立つ関係式である．

3.3.2節で電磁場に正準量子化を施す際，電磁場 Aµ と共役な場

πµ =
∂L
∂Ȧµ

(ドットは時間微分を表す)を Heisenberg描像の演算子と見なして同時刻交換関係

[Aµ(x, t), πν(x′, t)] = igµνδ(x− x′) (310)

を課す．ところが Lagrangian密度 (300)に対して共役な場は式 (91):

πµ = −F 0µ, ∴ π0 = 0

で与えられ (Gauss単位系との係数 4π の違いに注意)，これは交換関係 (310)を満たすことができない．そこ

で Lagrangian密度を

L = −1

2
(∂µAν)(∂

µAν) (311)

に改める．これは Fermi によって提案されたものである．このとき再び Lorenz 条件の下での場の方程

式 (302) が導かれるため，電磁場の Fourier 展開 (303),(304),(305) は変更されない (9.3.1 節参照)．また

Lagrangian密度 (311)はどの成分もゼロとならない共役な場

πµ = −Ȧµ (312)

を与えるため，正準量子化に適している (9.3.1節参照)．(量子化の後に Lorenz条件を適正に考慮する必要が

ある．)

■光子のスピン ここでは cと ℏをあからさまに書く．
粒子の静止系では軌道角運動量がゼロになるので，粒子のスピン S は静止系での全角運動量として定義で

きる．ところが光子はすべての慣性系に対して光速で運動しているので，この定義を適用することはできな

い．このように光子のスピンの概念は限られた意味しか持たない [16, pp.376–377]．しかしながら素朴には光

子のスピンを 1と見なせることが次のように理解できる [25, pp.59–60]．光子が z 方向に運動している場合を

考えれば，軌道角運動量の z 成分はゼロになるので，スピンの z 成分 Sz は全角運動量の z 成分 Jz として求

まる．共変な取り扱いを放棄し，Coulombゲージ∇ ·A = 0, ϕ = 0を想定して場 Aの z 方向を向いた波数

k = (0, 0, k)に関する Fourier成分を取り出すと

A(x, t) =

(
ℏc2

2V ωk

)1/2 {
(a1ε1 + a2ε2e

i(kz−ωkt) + (複素共役)
}

となる．偏極ベクトル ε1, ε2(xy 面内の単位ベクトルである)をそれぞれ x, y 方向に選ぶと，z 軸周りの角度

ϕの空間回転は振幅の変更の規則(
a′1
a′2

)
= Rz(ϕ)

(
a1
a2

)
, Rz(ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
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に帰着する (これは光子場を考えているからである)．Rz(ϕ) = e−iJzϕ/ℏ から角運動量 (の行列表現)Jz を読み

取ると

Jz = iℏ lim
ϕ→0

Rz(ϕ)− 1

ϕ
= ℏ

(
0 −i
i 0

)
であり，これは

固有値 Jz = +ℏ 固有ベクトル

(
a1
a2

)
=

(
1
i

)
固有値 Jz = −ℏ 固有ベクトル

(
a1
a2

)
=

(
1
−i

)
を持つ．固有値 Jz = ±ℏより光子はスピン 1と見なせる．ただしスピンの第 3成分 (Jz = 0)は，光子場の横

波の性質のために現れない．なお古典的な描像では，Jz = ±ℏに対応する振幅 (a1, a2) ∼ (1,±i)は場

A ∼ (ε1 ± iε2)ei(kz−ωkt)

を意味する．古典電磁気学で調べたことから分かるように (1.7.3節，7.7.3節)，これは右回りと左回りの円偏

光状態を表す [10, pp.9–10]．
参考──重力子のスピン 1.8.3節で見出した弱い重力場の変換則(

h′
xx

h′
xy

)
=

(
cos 2θ sin θ
− sin 2θ cos 2θ

)(
hxx
hxy

)
は，2つの独立な波 φ± = (hxx± ihxy)e

ik·x に対する変換則 φ′
± = e∓2iθφ± を意味する [4, pp.189–190]．ここ

から同様に角運動量の固有値を読み取ると Jz = ±2ℏである．重力子はスピン 2を持つ [6, p.137]．

3.3.2 自由電磁場の正準量子化

ここでは自由電磁場の正準量子化について述べる [10, pp.92–95]．電磁場 Aµ と共役な場 (312):πµ = −Ȧµ

を Heisenberg描像における演算子と見なして，正準交換関係として同時刻交換関係 (310):

[Aµ(x, t), Aν(x′, t)] = 0, [πµ(x, t), πν(x′, t)] = 0, [Aµ(x, t), πν(x′, t)] = igµνδ(x− x′)

⇔ [Aµ(x, t), Aν(x′, t)] = 0, [Ȧµ(x, t), Ȧν(x′, t)] = 0, [Aµ(x, t), Ȧν(x′, t)] = −igµνδ(x− x′)
(313)

を課すのが自然である．これは電磁場の Fourier展開 (303),(304),(305)における展開係数 ar(k), a
†
r (k)に対

する交換関係

[ar(k), a
†
s (k′)] = ζrδrsδkk′ , [ar(k), as(k

′)] = 0, [a †
r (k), a †

s (k′)] = 0 (314)

になる (9.3.2節参照)．

このとき場の交換関係は

[Aµ(x), Aν(x′)] = iDµν(x− x′), Dµν(x) ≡ −gµν∆(x) (315)

と計算される (第 9.3.2節参照)．ここに

∆(x) ≡
∫

d3k

(2π)3ωk
sin(k · x)
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は Klein-Gordon場の交換関係 (の 1/i倍)を表す不変 ∆関数 (297)である (ただし m = 0, ωk = |k|)．また
Feynmanの光子伝播関数は

⟨0|T{Aµ(x)Aν(x′)}|0⟩ = iDµν
F (x− x′), Dµν

F (x) ≡ −gµν∆F(x) (316)

となる (第 9.3.2節参照)．ここに

∆F(x) ≡
∫

d4k

(2π)4
e−ik·x

k2 + iε

は Klein-Gordon場に関する Feynman伝播関数 (299)である (ただしm = 0, ωk = |k|)．
さて，r = 1, 2, 3に対しては ζr = 1なので，式 (314)は生成・消滅演算子に対する交換関係 (208):

[ar(k), a
†
r (k)] = 1, [ar(k), ar(k)] = 0, [a †

r (k), a †
r (k)] = 0

になる (k, r の異なる値を持つ展開係数 ar(k), a
†
r (k) どうしは交換する)．そこで a †

r (k), ar(k) をそれぞれ

r = 1, 2 に対しては運動量 k を持つ横波光子の生成・消滅演算子，r = 3 に対しては運動量 k を持つ縦波

光子の生成・消滅演算子と解釈する．一方 Gupta-Bleuler 理論に従い，ζr = −1 となる r = 0 に対しても

a †
r (k), ar(k) をそれぞれ運動量 k を持つスカラー光子の生成・消滅演算子と解釈する．さらに真空状態 |0⟩
をどの種類の光子も含んでいない状態，すなわち全ての k, r に対して

ar(k) |0⟩ = 0

を満たす状態と定義し，占有数演算子を

Nr(k) = ζra
†
r (k)ar(k) (317)

で定義する．このとき偏極の添字 r で指定され，運動量 k を持つ各状態 (モード)(k, r)を光子が nr(k)個占

有している状態

|· · · , nr(k), · · ·⟩ = C

∏
k′,s

a †
s (k′)ns(k

′)

 |0⟩ (318)

(C は規格化定数) に対して，Nr(k) の固有値は nr(k) となることが示される (9.3.2 節参照)．このため式

(317)を占有数演算子と呼ぶのはもっともなことである．

さらに全ての r に対して a †
r (k), ar(k)をそれぞれ光子の生成・消滅演算子と解釈したことを正当化するた

めに，系のエネルギーを考える．それは Hamiltonian

H ≡
∫

d3x
{
πµ(x)Ȧµ(x)− L(x)

}
の固有値である．ここに電磁場の Fourier展開 (303),(304),(305)を代入すると (ただし展開係数 a †

r (k), ar(k)

はもはや通常の数ではなく，それぞれ生成・消滅演算子と見なされている)，Hamiltonianは生成・消滅演算

子を用いて

H =
∑
k,r

1

2
ωkζr{ar(k)a †

r (k) + a †
r (k)ar(k)} (319)

=
∑
k,r

ωkζra
†
r (k)ar(k) +

1

2

∑
k,r

ωk (320)

と表される (9.3.2節参照)．
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ここでもエネルギーを測る基準をとり直して，真空状態でのエネルギー期待値 ⟨0|H|0⟩ = 1
2

∑
k,r ωk を取り

除くために，Hamiltonianを

H =

∫
d3xN

[
πµ(x)Ȧµ(x)− L(x)

]
=
∑
k,r

1

2
ωkζrN

[
ar(k)a

†
r (k) + a †

r (k)ar(k)
]

=
∑
k,r

ωkζra
†
r (k)ar(k)

=
∑
k,r

ωkNr(k) (321)

と正規順序化する．

さて，演算子 a †
r (k), ar(k) の解釈の問題に戻ろう．全ての r に対してこれらをモード (k, r) の光子の生

成・消滅演算子と見なすとき，式 (318) で定義される |· · · , nr(k), · · ·⟩ は各モード (k, r) を nr(k) 個の光

子が占める状態となる．ところで Einstein の関係によれば，モード (k, r) を占める 1 個の光子はエネル

ギー ωk を持つから，この状態のエネルギーは
∑
k,r

ωknr(k) となるはずである．そして Hamiltonian の式

(321):H =
∑
k,r

ωkNr(k)はここから期待される通りの固有方程式

H |· · · , nr(k), · · ·⟩ =

∑
k,r

ωknr(k)

 |· · · , nr(k), · · ·⟩
を満たすため，矛盾なく全ての r に対して a †

r (k), ar(k)をそれぞれモード (k, r)の光子の生成・消滅演算子

と見なすことができる．こうして電磁場は光子によって構成されているという描像に移行し，自由電磁場の量

子化が達成される．

最後に電磁場の Fourier 展開 (303),(304),(305) に導入された r = 0, 3 の余分な偏極状態について述べる．

電磁場のスカラー偏極 ε µ
0 ，縦偏極 ε µ

3 に関する成分を構成するのがそれぞれスカラー光子と縦波光子であっ

た．ここで Lorenz条件 (301)を適切に考慮すると，観測量の期待値にはスカラー光子と縦波光子は寄与せず，

それ故，スカラー光子と縦波光子は (自由粒子の形では)観測されないことが示される*102．以下では系のエネ

ルギー期待値に関してこのことを確認して満足することにする．

まず，古典電磁場に対する Lorenz条件 (301)はそのままの形では量子化された場に対する演算子の式と見

なせないことに注意する．と言うのも，場の演算子 Aµ が Lorenz条件 (301):∂µA
µ = 0を満たすとすると

0 = [∂µA
µ(x), Aν(x′)] = ∂µ[A

µ(x), Aν(x′)]

でなければならない (∂µ は x′ の関数 Aν(x′) には作用しないから)．しかし最右辺の交換関係は式 (315):の

iDµν(x − x′) であり，その微分 i∂µD
µν(x − x′) は恒等的にはゼロとならないからである．そこで Gupta-

Bleuler理論に従い，古典電磁場に対する Lorenz条件 (301)に対応する量子論における条件として，状態ケッ

ト |Ψ⟩は次式を満たさなければならないものとする．

∂µA
µ+ |Ψ⟩ = 0. (322)

*102 中間状態の仮想光子としてはスカラー光子と縦波光子も許容され，それらは電荷の同時刻 Coulomb 相互作用に関係する [10,

pp.96–99]．
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ここに Aµ+ は式 (304)で定義される，消滅演算子のみを含む項である．このとき期待値に関する Lorenz条件

⟨Ψ|∂µAµ|Ψ⟩ = ⟨Ψ| · (∂µAµ+ |Ψ⟩) + (⟨Ψ| ∂µAµ−) · |Ψ⟩ = 0

が成立し，古典的な極限で Lorenz条件 (301):∂µA
µ = 0が満たされることになる．

式 (306)のスカラー偏極，式 (307)の横偏極，縦偏極に対して条件式 (322)は

{a3(k)− a0(k)} |Ψ⟩ = 0 (全ての kに対して) (323)

となり，ここから

⟨Ψ|H|Ψ⟩ = ⟨Ψ|
∑
k

2∑
r=1

ωka
†
r (k)ar(k)|Ψ⟩ (324)

が帰結される (9.3.2節参照)．これはエネルギー期待値には横波光子 (r = 1, 2)だけが寄与することを意味し

ている．

ゲージ条件により自由度が 2つ除かれる理由 一見すると 1つのゲージ条件 ∂µA
µ = 0を考慮しただけで，4

つの偏極状態から 2つの自由度が除かれ，観測量には横波光子 (r = 1, 2)しか寄与しないことが示され

るのは不思議である．しかしながら Lorenz条件を満たすポテンシャル Aµ は無数にあり，Lorenzゲー

ジの下でもなお，ゲージ変換 Aµ → Aµ − ∂µf を行う自由度が残されている．そこでゲージ関数 f を

固定すると，さらに自由度が 1 だけ減り，古典論でよく知られているように電磁場の自由度は 2 とな

る*103*104．

3.4 場の Lorentz変換とスピノル

本節では Lorentz変換に対する場の変換則を論じる．特に興味の持たれるスピン 1/2の粒子を記述するス

ピノル場の変換則を理解することが目的であり，過度に一般的な内容には踏み入らない．

3.4.1 無限小変換 [26, pp.4–5]

Lorentz変換 x′
µ
= Λµνx

ν における変換係数は，無限小変換に対しては

Λµν = δµν + εµν

という形をとる．ここに εµν は添字に関して反対称な無限小パラメーターである (1.3.2節)．(µ, ν)成分

(Mρσ)
µ
ν ≡ i(δµρgσν − δµσgρν) (325)

を持つ 4× 4行列Mρσ(= −Mσρ)を定義すると，無限小 Lorentz変換は

x′
µ
= xµ + εµνx

ν =

(
1− i

2
ερσMρσ

)µ
ν

xν

*103 このような事情は“軸性ゲージ”において，より見やすい．すなわち A0 = −ϕ = 0と置くと，場 Aµ の成分は 3つになり，ここ
で物理的な状態 |Ψ⟩に対する補助条件 (∇ ·E) |Ψ⟩ = 0を課すと，さらに自由度が 1つ減る [29, p.94]

*104 一見すると，我々はゲージ条件を古典論と量子論の 2段階で考慮していると考えたくなるかもしれない．すなわち，まず古典にお
いて，自由電磁場はゲージ条件 ∂µAµ = 0を課すと波動方程式に従うため，4つの偏極ベクトルを用いて展開される．次いで量子
論において再びゲージ条件を式 (5.34):∂µA+µ(x) |Ψ⟩ = 0によって考慮したところ，合計 2つの自由度が取り除かれ，2つの横
波成分だけが観測量に寄与を持つことが説明される，と．しかし正しくは，自由度は古典論の段階で 2である．
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と書き直され (最右辺の 1は 4× 4の単位行列)，これを繰り返し合成して得られる有限の変換は

x′
µ
=

[
exp

(
− i
2
ερσMρσ

)]µ
ν

xν

と表される．
有限の変換と無限小変換 一般に連続変数 {αk} によって特徴付けられ，αk → 0 で恒等変換と連続的につながっている

連続変換の演算子として，ユニタリー演算子
U = eiαkTk

の形を考える．Tk は生成子と呼ばれ，U のユニタリー性より Hermite演算子でなければならない．具体例として

量子力学における平行移動の演算子 e−ip·a/ℏ，時間発展演算子 e−iHt/ℏ，空間回転の演算子 e−iJ·nϕ/ℏ を挙げるこ

とができる (ここでは ℏを明示した)．無限小変換を想定すると U ≃ 1 + iαkTk である．逆にもとの有限パラメー

ター αk による変換は，無限小パラメーター αk/N(ただし N ≫ 1)による変換を N 回合成することで(
1 +

iαkTk
N

)N
→ exp(iαkTk) (N → ∞)

と合成される [18, p.64]．(詳しくは平行移動の演算子に関する 2.3節の議論を参照．)

行列Mρσ は交換関係

[Mµν ,Mρσ] = −i(gµρMνσ − gνρMµσ − gµσMνρ + gνσMµρ) (326)

を満たす (確認は 9.4.1節)．

“抽象的”な本義 Lorentz変換の群 SO(3,1)の元を

Λ̂ = exp

(
− i
2
ερσM̂ρσ

)
(327)

と書いたときの“生成子”M̂ρσ(= −M̂σρ)は，その xµ の上での表現行列Mρσ と同じ交換関係

[M̂µν , M̂ρσ] = −i(gµρM̂νσ − gνρM̂µσ − gµσM̂νρ + gνσM̂µρ) (328)

を満たさなければならない*105*106．

3.4.2 場の Lorentz変換 [26, pp.5–6]

慣性系 Oから O′ への Lorentz変換 Λに対して，同一の点の座標が xµ → x′
µ
= Λµνx

ν と変化するものと

する．一般に N 成分の場 φi(x)を考えると (i = 1, · · · , N)，2つの系 O,O′ で見た同一の点における場の値

φi(x), φ
′
i(x

′)の間には線形関係
φ′
i(x

′) = D(Λ) ji φj(x)

が期待される．係数D(Λ) ji は Lorentz変換 Λに応じて決まる N ×N 行列D(Λ)を形成する．N 成分 φi(x)

を縦に並べたベクトル φ(x)を定義すれば，行列表記で φ′(x′) = D(Λ)φと書ける．

*105 Lorentz群は原点の移動を含まない線形変換 x′µ = Λµνx
ν から成る．変換係数の行列式 Λ ≡ |Λµν |は Λ = ±1のいずれかであ

る (1.1.6 節の式 J2 = −g は Lorentz 変換に対して Λ2 = 1 を意味するから)．また計量テンソルの変換則 gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ

の ρ = σ = 0成分を考えると Λ0
0 = ±

√
1 + (Λi0)

2 だから，Λ0
0 ≥ 1または Λ0

0 ≤ −1である．空間反転・時間反転を含まな

い Lorentz変換は特に本義 Lorentz変換と呼ばれ，Λ = +1かつ Λ0
0 ≥ 1の場合に対応する [4, pp.36–42] [26, pp.2–3]．

*106 本義 Lorentz変換は恒等変換と連続的に繋がる群を成し，その条件 det(Λµν) = +1により，この群は SO(3,1)と書かれる．元
Λ̂は言わば個々の Lorentz変換の“名前”である．M̂ρσ がある表現行列Mρσ と同じ交換関係を満たすのは，群の表現がその定
義により，元と同じ掛け算則を満たすことによる．
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ここで D(Λ)は群を成すことを説明する．同一の点の座標がそれぞれ xµ, x′
µ
, x′′

µ であり，場の値がそれぞ

れ φ,φ′, φ′′ であるような 3つの慣性系 O,O′,O′′ を改めて用意し，O-O′ 間の Lorentz変換を Λ1，O′-O′′ 間

の Lorentz変換を Λ2 で表す．すると場の変換則は

φ′′(x′′) = D(Λ2)φ
′(x′) = D(Λ2)D(Λ1)φ(x)

であり，最右辺の係数 D(Λ2)D(Λ1)は Oから O′′ への Lorentz変換 Λ2Λ1 に対する変換係数に相当する：

D(Λ2Λ1) = D(Λ2)D(Λ1).

こうして Lorentz変換 Λの全体が Lorentz群を成すのに対応して，行列 D(Λ)の全体もまた群を成す．そし

て上式を満たす行列 D(Λ)は Lorentz群の表現と呼ばれる．

場の変換係数 D(Λ)は Lorentz群の表現でなければならないため，Lorentz群の (既約)表現をすべて見出

せば*107，あらゆる可能な場のタイプを尽くすことができる．(Lorentz群のどの表現に従って変換するかが，

場のタイプを決める．)

3.4.3 Lorentz群の表現 [26, pp.6–8]

Lorentz変換の生成子 M̂µν の表現を Sµν = D(M̂µν)と書くと (N×N 行列)，有限 Lorentz変換 (327):Λ̂ =

exp
(
− i

2ε
µνM̂µν

)
には行列

D(Λ̂) = exp

(
− i
2
εµνSµν

)
(329)

が対応する*108．よって Lorentz群の表現 D(Λ̂)を求めるには，Sµν を求めれば良い．ところが Sµν は M̂µν

の交換関係 (328)と同様の交換関係を満たさなければならない．ここで M̂µν の各成分を

Ji ≡
1

2
εijkM̂

jk, Ki ≡ M̂i0(= −M̂0i)

と書いて演算子 J = (M̂23, M̂31, M̂12)，K を定義すると，M̂µν の交換関係 (328)は Ji,Ki に対する交換関係

[Ji, Jj ] = iεijkJk, [Ji,Kj ] = iεijkKk, [Ki,Kj ] = −iεijkJk (330)

に焼き直される (確認は 9.4.2節)．さらに新たな演算子

A ≡ 1

2
(J + iK), B ≡ 1

2
(J − iK)

を定義すると，これらは (ℏを単位として無次元化した)角運動量の交換関係

[Ai, Aj ] = iεijkAk, [Bi, Bj ] = iεijkBk, [Ai, Bj ] = 0 (331)

を満たす (確認は 9.4.2 節)．よって固有値 A,B は整数または半整数であり，それらの組 (A,B) に応じて

A3, B3 の固有値 a, bはそれぞれ (2A+ 1)および (2B + 1)通りの値

a = −A,−A+ 1, · · · , A− 1, A, b = −B,−B + 1, · · · , B − 1, B

*107 既約な場の組は互いに変換し合い，その数は場の適当な線形結合を作ることで減らすことができない [16, p.91,208]．実際ブロッ
ク対角な表現行列の既約な各ブロックDi は，基底の変更 (相似変換)によりさらに細かいブロックに分割することはできない．も
しできたとすると，部分表現 Di が作用するベクトル vi はその中に不変部分空間を持つことになり，定義より可約となるからで
ある [21, pp.5–6]．(ただし逆に可約な (すなわち不変部分空間を持つ)行列が，常にブロック対角な形にできる (完全可約である)

とは限らないことに注意する．)
*108 無限小の Lorentz変換 Λ̂ = 1− i

2
εµνM̂µν の表現がD(Λ) = 1− i

2
εµνSµν であることによる．ここでは暗に c = a+ bならば

D(c) = D(a) +D(b)という事実を用いている (これ以降も用いる)．
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が可能である．よって固有値 (A,B)で指定される Lorentz群の表現に対応する場は (2A+1)(2B+1)成分場

φ
(A,B)
a,b (x)

である．これで可能な既約な場のタイプをすべて見出したことになる．

3.4.4 SL(2,C)スピノル [26, pp.8–9]

最も簡単な表現として (A,B) = (0, 1/2)および (A,B) = (1/2, 0)の場合を考えよう．

まず表現 (A,B) = (0, 1/2) に対する場 φ
(A,B)
a,b (x) は 2 成分である (a = 0, b = ±1/2)．そのような場を

ξα(x)(α = 1, 2)と表記しよう．非相対論的量子力学で学んだように (2.8.4節)，このとき ξα の上での，A-ス

ピン，B-スピンの表現は

D(A) = 0, D(B) =
σ

2
(σ : Pauli行列)

で与えられることになる (第 2式は 3本の関係式 D(Bi) =
σi

2 ，i = 1, 2, 3をまとめて書いている)．ここから

J ,K の表現は

D(J) = D(A) +D(B) =
σ

2
, D(K) = −i{D(A)−D(B)} = i

σ

2

となる．有限 Lorentz変換 (327):Λ̂ = exp
(
− i

2ε
µνM̂µν

)
は，パラメーター εµν が

(ε23, ε31, ε12) = −θ, (ε10, ε20, ε30) = ω

で与えられるとき，
Λ̂ = exp(iθ · J + iω ·K)

と書ける*109．よって表現行列 (329):D(Λ̂) = exp
(
− i

2ε
µνD(M̂µν)

)
は今の場合，(α, β)成分

a β
α = [exp{iθ ·D(J) + iω ·D(K)}] β

α =
[
exp

(
iθ · σ

2
− ω · σ

2

)] β

α
(332)

を持つ 2 × 2 行列 a = (a β
α ) になる．行列 a は deta = 1 を満たす (証明は 9.4.3 節)．そして実数パラメー

ター θ,ω を変化させると aは 2 × 2の複素数の行列全体を動くから，SL(2,C)群を成す*110．(0, 1/2)表現

における場 ξα(x)は Lorentz変換に際して，この a β
α によって

ξ′α(x
′) = a β

α ξβ(x) (333)

と変換されるため，SL(2,C)群の 2スピノルと呼ばれる．

次に点付きスピノル ηα̇(α̇ = 1, 2)を，ξα の複素共役 (ξα)
∗ と同様に変換する量として導入する．すなわち

a∗ β̇
α̇ ≡ (a β

α )∗ と表記すると，

(ξ′α)
∗(x′) = (a β

α )∗ξ ∗
β (x) → η′α̇(x

′) = a∗ β̇
α̇ ηβ̇(x). (334)

*109 実際，

1

2
εµνM̂

µν = (ε23M̂
23 + ε31M̂

31 + ε12M̂
12) + (ε10M̂

10 + ε20M̂
20 + ε30M̂

30) = −θ · J − ω ·K.

*110 SL(2,C)群は 2次元複素特殊線形群とも呼ばれ，「S」は行列式が 1であることを，「L」は線形を，「2」は 2次元を，「C」は複
素数を意味する．こうして Lorentz群 SO(3, 1)は 1つの方法として，SL(2,C)群で表現できることになる．
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この変換則に従う量 ηα̇ を SL(2,C)群の 2∗ スピノルと呼ぶ．これが表現 (A,B) = (1/2, 0)の場合の場であ

ることを説明できる (理由は 9.4.3節)．

非相対論的量子力学においてスピン 1/2の粒子の波動関数は，空間回転の際に SU(2)群のユニタリー・ユ

ニモジュラー行列 e−iσ·nϕ/2 で変換される 2 成分スピノルであったことから類推すると (2.8.4 節)，Lorentz

変換に対してスピン 1/2の粒子は SL(2,C)群の 2スピノル ξα(x) および 2∗ スピノル ηα̇(x) によって記述さ

れると考えるのが自然である*111．

3.4.5 スピノル算法 [26, pp.9–13]

■添字の上げ下げ 2階反対称テンソル ϵαβ ≡ ϵα̇β̇ ≡ ϵαβ ≡ ϵα̇β̇(ただし ϵ12 = 1)を不変量として導入するこ

とができる*112．行列表記では

ϵ =

(
0 1
−1 0

)
(= iσ2)

であり，逆行列は

ϵ−1 =

(
0 −1
1 0

)
= ϵT = −ϵ

となる．スピノルの上げ下げはこれらを用いて行う*113．まず添字を上げる規則を

ξα = ϵαβξβ , ηα̇ = ϵα̇β̇ηβ̇

と約束する．(これは具体的には ξ1 = −ξ2, ξ2 = ξ1 を意味する．) このとき上式との整合性から，添字を下げ

るには ϵの逆を用いて

ξα = (ϵ−1)αβξ
β = −ϵαβξβ , ηα̇ = (ϵ−1)α̇β̇η

β̇ = −ϵα̇β̇η
β̇

としなければならない (最右辺の負号に注意)．代わりに和をとる添字を，常に「左が上，右が下」で隣り合

う形
ξα = ξβϵβα, ηα̇ = ηβ̇ϵβ̇α̇

に書くことにすれば，負号はあらわには現れない．

■スカラー 2つの点なしスピノル ξα,Ξα どうし，あるいは 2つの点付きスピノル ηα̇, Hα̇ どうしのスピノル

添字を縮約した量
ξαΞα = ϵαβξβΞα = −ξβΞβ , ηα̇Hα̇ = −ηα̇H α̇ (335)

はスカラーであることを証明できる (9.4.4節参照)．

■4-ベクトル 1対の点なし・点付きスピノルから 4元ベクトルが作られることを説明する．

準備として 4次元化した Pauli行列

σµ ≡ (1,σ), σ̄µ ≡ (1,−σ) (336)

*111 非相対論的理論とは対照的に，Lorentz変換に対しては粒子の密度はスカラーではあり得ないから，スピノルの変換行列にはユニ
タリー性の条件は課されない [16, pp.384–385]．

*112 Levi-Civita記号である．Lorentz変換のパラメーター εαβ と区別するために，ϵの字体を用いている．
*113 つまりテンソルの添字の上げ下げにおいて計量テンソルが果たすのと同じ役割を，スピノルに対しては反対称テンソル ϵが担う．
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を定義する．ただし行列の成分を指定するスピノル添字は，(σµ)αβ̇ , (σ̄µ)
α̇β を標準位置を約束する*114．

σµ, σ̄µ の満たす性質もここで触れておくのが適当である：

1

2
tr(σ̄µσν) = δµν , (σµ)αβ̇(σ̄µ)

γ̇δ = 2δδαδ
γ̇

β̇
, (337)

σµσ̄ν + σν σ̄µ = σ̄µσν + σ̄νσµ = 2gµν . (338)

式 (337)の確認は 9.4.4節で行う．式 (338)は反交換関係 {σi, σj} = 2δij からほぼ明らかである．

さて，式 (332)の行列 aに対して
σµΛ

µ
ν = aσνa

† (339)

が成り立つ (導出は 9.4.4節)．このためスピノルの対 ξα, ηβ̇ から

Vµ = ξα(σµ)αβ̇η
β̇ = ξα(ϵ

Tσµϵ)
αβ̇ηβ̇ = ξα(σ̄

T
µ )αβ̇ηβ̇ (340)

という量を作ると (第 2，第 3の等号については 9.4.4節参照)，これは 4元 (共変)ベクトルの変換則

V ′
µ = (Λ−1)νµVν

に従って変換することになる (証明は 9.4.4節)．

積 ξαηβ̇ のように変換する量 Vαβ̇ を点なし・点付き混合スピノルと呼ぶ．これは 4元ベクトル Vµ と等価で

ある．実際，以上の議論は式 (340):Vµ = (σ̄ T
µ )αβ̇ξαηβ̇ = (σ̄µ)

β̇αξαηβ̇ において ξαηβ̇ → Vαβ̇/2と置き換えた

Vµ =
1

2
(σ̄µ)

β̇αVαβ̇ , ∴ V µ =
1

2
(σ̄µ)β̇αVαβ̇ (341)

が 4元ベクトルとなることを意味している (ベクトル添字 µはもちろん計量テンソルとの縮約で上げ下げして

良い)．そして上式 (341)はスピノル表示 Vαβ̇(スピノル添字)をベクトル・テンソル表示 Vµ(ベクトル・テン

ソル添字)に移す規則を与えている．上式 (337)の第 2式を用いてこれを Vαβ̇ について逆に解くと，

Vαβ̇ = V µ(σµ)αβ̇ (342)

を得る．

■σµν 行列の導入 ここで 2× 2の行列 σµν , σ̄µν を

(σµν) β
α ≡

i

2
(σµσ̄ν − σν σ̄µ) β

α , (σ̄µν)α̇
β̇
≡ i

2
(σ̄µσν − σ̄νσµ)α̇

β̇
(343)

で定義する．上式のスピノル添字の位置は標準位置のスピノル添字を持つ行列 σµ, σ̄µ の積から得られる通り

の構造となっており，この位置を行列 σµν , σ̄µν のスピノル添字の標準位置と約束する．また行列 σµν , σ̄µν は

Lorentz添字 µ, ν に関して反対称であることが見て取れる．そしてゼロでない独立な σµν 行列は

(σ23, σ31, σ12) = σ, (σ10, σ20, σ30) = iσ (344)

である (確認は 9.4.4節)．ところがこれらはそれぞれ，(0, 1/2)表現のスピノル ξα 上での表現行列

D(J) =
σ

2
, D(K) = i

σ

2

*114 σ̄µ のスピノル添字を標準位置から下ろした (σ̄µ)α̇β ≡ ϵα̇γ̇ϵβδ(σ̄µ)
γ̇δ を定義すると，これは σµ の複素共役 [(σµ)αβ̇ ]

∗ となる．

すなわちバーはもともと複素共役の意味である．
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の 2倍となっているから，ξα の Lorentz変換 (333)は具体的に

ξ′α(x
′) = a β

α ξβ(x) =

[
exp

(
− i
4
εµνσµν

)] β

α

ξβ(x) (345)

と書ける (確認は 9.4.4節，つまり Lorentz群生成子 M̂µν の表現は σµν/2に同定される)．また ηα̇ の変換則

(333)より，ηα̇ = ϵα̇β̇ηβ̇ の Lorentz変換は

η′
α̇
(x′) = (ϵaT ϵT )α̇

β̇
ηβ̇(x) =

[
exp

(
− i
4
εµν σ̄µν

)]α̇
β̇

ηβ̇(x) (346)

となる (確認は 9.4.4節)．

3.5 Dirac場

3.5.1 節ではスピノルの変換則を踏まえて，古典場としての Dirac 場の理論を共変性が明白な形で導入す

る．この段階では Dirac 場と γ 行列の特定の表示 (スピノル表示) に依拠していることになる．そこで 3.5.2

節では表示に依らない定式化に移行する．量子化の準備として，平面波解による場の Fourier展開を調べる．

Dirac場と γ に関係する公式も，そこで本稿に必要な範囲で 1通り説明する．次いで 3.5.3節では Dirac場の

正準量子化を行う．そこまでに得た知識を利用して，粒子のスピンと統計性の関係について洞察を得ることが

できる (3.5.4節)．最後に 3.5.5節において，応用上重要となるフェルミオンの伝播関数を計算する．

3.5.1 スピノル表示の Dirac場と Dirac方程式 [26, pp.23–27]

半整数のスピンを持つ粒子はフェルミオンと呼ばれる．3.4.4節で述べたように，相対論的量子力学ではス

ピン 1/2の粒子は，変換則 (333),(334)で定義される 2スピノルおよび 2∗ スピノルの場

ξα(x), ηα̇(x)

によって記述される．以後，これをスピノル添字の標準位置と約束する．ここで一般にこれら 2種類のスピノ

ルの力学 (ダイナミクス)は互いに独立ではなく，それ故，スピン 1/2の相対論的粒子は ξα(x)と ηα̇(x)の組

ψ(x) =

(
ξα(x)
ηα̇(x)

)
で表されると考える．この 4つの複素場 ψα(x)(α = 1, 2, 3, 4)を成分に持つスピノル ψ(x)を Dirac場 (Dirac

スピノル)と呼ぶ．これに対応して 3.4.5節で導入した 4次元 Pauli行列 σµ = (1,−σ), σ̄µ = (1,σ)を 2階建

てにし，4× 4行列

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
i.e. γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γ =

(
0 −σ
σ 0

)
(347)

を定義する (スピノル添字の標準位置は相変わらず (σµ)αβ̇ , (σ̄
µ)α̇β)．これを Dirac(の γ)行列と呼ぶ．γ0 を

用い，Dirac場に随伴する場 ψ̄ ≡ ψ†γ0 を定義する．γ 行列は

{γµ, γν} =2gµν , (348)

γµ† =γ0γµγ0 ⇔

{
γ0

†
= γ0

γj
†
= −γj (j = 1, 2, 3)

(349)
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を満たす (確認は 9.5.1節)．ただし上式 (348)の右辺には 4× 4の単位行列が掛かっているものと解す．また

上式 (348)が (γ0)2 = 1を含意していることを覚えておくのは有用である．式 (349)は γ0 が Hermiteである

のに対し，γj は反 Hermiteであることを意味している．

γ 行列の交換関係は

σµν ≡ i

2
[γµ, γν ] =

(
(σµν) β

α 0
0 (σ̄µν)α̇

β̇

)
(350)

と計算される (9.5.1節参照)*115．

ここで
γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3

を定義する．相異なる γ 行列は反交換することに注意すると，これは

γ5 =
i

4!
εµνρσγ

µγνγργσ

と書くこともできる (ここでは ε0123 = +1) [10, p.250]．具体的には

γ5 =

(
1 0
0 −1

)
(351)

と成分計算される (確認は 9.5.1節)．γ5 の固有値はカイラリティ―と呼ばれ，2成分スピノル ξα, η
α̇ はカイ

ラリティ―がそれぞれ +1,−1の固有状態に対応している．

γ5

(
ξα
0

)
=

(
1 0
0 −1

)(
ξα
0

)
= +

(
ξα
0

)
, γ5

(
0
ηα̇

)
=

(
1 0
0 −1

)(
0
ηα̇

)
= −

(
0
ηα̇

)
.

カイラリティ―が ±1の成分への Diracスピノル ψ の分解は，射影演算子 (1± γ5)/2で行われる．

1 + γ5
2

ψ =

(
ξα
0

)
,

1− γ5
2

ψ =

(
0
ηα̇

)
.

(3.5.2節におけるヘリシティ射影演算子の説明を併せて参照．)

ところで ξα, η
α̇ スピノルの変換則 (345)，(346)を合わせると，Diracスピノル ψ は上式 (350)の σµν を用

いて

ψ′(x′) = exp

(
− i
4
εµνσµν

)
ψ(x) ≡ Aψ(x) (352)

と変換されることが分かる．この行列 Aは

ĀγµA = Λµνγ
ν , Ā ≡ γ0A†γ0 (353)

を満たす (証明は 9.5.1節)．上式 (352)，(353)より，

ψ̄ψ
ψ̄γ5ψ
ψ̄γµψ
ψ̄γ5γµψ
ψ̄σµνψ

はそれぞれ


スカラー
擬スカラー
ベクトル

軸性ベクトル (擬ベクトル)
(反対称な 2階)テンソル

として変換する (354)

ことが示される (証明は 9.5.1節)．

*115 表記を区別していないが，最左辺の 4× 4行列 σµν と最右辺の 2× 2行列 (σµν) β
α の混同に注意する．
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次に原理として，Dirac場の古典的な力学 (ダイナミクス)を決定する Lagrangian(密度)は次式で与えられ

ると宣言する．
L = ψ̄(i/∂ −m)ψ. (355)

ここにmは粒子の質量であり，また任意の 4元ベクトル Aµ に対して Feynmanのスラッシュ記法

/A ≡ γµAµ

を導入した．式 (354)より Lagrangian密度 (355)は Lorentzスカラーである．(このことはスピノル ξα, η
α̇

の変換性に立ち戻って説明することもできる (9.5.1節)．)ここから理論の共変性が保証される．と言うのも

Lagrangian密度が，したがって作用がスカラーであれば，作用の変分は座標系に依らない量なので，作用が

極値 (停留値)をとる条件に他ならない運動方程式も座標系の変更によって形を変えない．

Dirac場の Lagrangian密度 (355)から場の運動方程式として，Dirac方程式

(i/∂ −m)ψ = 0, i(∂µψ̄)γ
µ +mψ̄ = 0 (356)

が導かれる (導出と 2式の等価性の確認は 9.5.1節)．この Dirac方程式の共変性は，式 (352)，(353)から直

接確かめることもできる (9.5.1節参照)．

さらに Dirac場 ψ, ψ̄ に共役な場

π ≡ ∂L
∂(∂0ψ)

= iψ†, π̄ ≡ ∂L
∂(∂0ψ̄)

= 0

を定義する*116．

■Dirac場に関する注意 Dirac場はスピン 1/2の粒子を“記述する”場であるけれど，これを 1粒子の波動

関数として解釈することはできない．実際，一時的に Dirac場を 1粒子の波動関数と考えるにしても，これか

ら説明するように，次いでそれを古典的な場と見なして場の量子化を行うと (第 2量子化)，粒子の生成・消滅

を含む過程を記述する理論が得られる．

また我々は量子化に先立って Dirac場を古典場として取り扱うけれど，これは Dirac場に古典的対応物があ

ることを意味しない (このため原理的に量子論は古典論を含んでいるはずであると言えど，理論の古典的極限

を理解することは必ずしも容易ではない)．

実際，フェルミオン場 ψ を量子化する際，これは反交換関係 {ψ,ψ} = 0を満たす演算子と見なされる．こ

のためフェルミオン場 ψ は (そして 2スピノル ξα 場と 2∗ スピノル場 ηα̇ も)本来，古典場としては反交換関

係 {ψ,ψ} = 0を満たす Grassmann場として扱わなければならない．その場合には例えば Grassmann場 ψ̄

や ∂0ψによる微分は通常の微分とは異なり，左微分の約束に従って行うものとされる．これは反交換関係を用

いて Lagrangian密度における ψ̄ や ∂0ψ を Grassmann場の積の左端まで移動し，“微分”によってそれを除

去するというものである [1, pp.316–318] [20, pp.81–82]*117．しかしながら本稿の水準では結果的に，Dirac

場が Grassmann場であることに特別に注意を払う必要はない．(第 4章では径路積分による QCDの定式化

を説明する際，Dirac場の Grassmann場としての取り扱いにいくらか触れる予定である．)

*116 スピノル添字を明記すると，スピノルによる微分は πα = ∂L
∂(∂0ψα)

= iψ †
α , π̄α = ∂L

∂(∂0ψ̄α)
= 0の意味である．

*117 Grassmann場としての取り扱いに移行するには，式の符号を適当に改める必要が生じる．例えば左微分の約束では π ≡ − ∂L
∂(∂0ψ)

と定義する必要がある (反交換関係を用いて Lagrangian 密度における Grassmann 場 ∂0ψ を Grassmann 場の積の左端まで移
動させる必要があるため) [20, p.94,p.211]．他方，文献 [26, p.40] では ∂0ψ による微分については右微分の約束をとっている．
このとき共役な場の定義式 π ≡ ∂L

∂(∂0ψ)
には負号が現れない．
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とは言え，電磁場中の粒子に対する Dirac方程式は非相対論的極限で Schrödinger方程式の形 (Pauli方程

式)に帰着することを示すことができ，この意味で Dirac場の成分を波動関数と対応付けることができる．こ

のとき同時に電子の磁気モーメントが理論的に導出される (3.6.1節)．そして非相対論的な波動力学は短波長

の極限として古典力学を含んでいる (2.7節)．このように非相対論的極限を経由すれば，Dirac理論の古典的

極限を (間接的に)理解することができる (以下の図式を参照)．

相対論 非相対論
量子論 〇 → 〇

↓
古典論 〇

3.5.2 表示に依らない定式化 [10, pp.67–71]

我々は Dirac場の古典論を，相対論的不変性が明白な形式で導入した．しかしながらそれは，Dirac場と γ

行列の成分を特定する具体的な表示──スピノル表示──に依拠したものであった．具体的な表示に頼って理

論を展開することは，普通は不適当である [16, p.394,p.397]．そこで Dirac場の成分の選び方をあらかじめ決

めないような一般の表示に移るには，Dirac場と γ 行列にユニタリー変換

ψ → Uψ, γµ → UγµU†

を施せば良い [10, p.259]．このとき Dirac場の 4成分 ψα は，スピノル表示の 4成分の 1次結合として再定

義される．また

• Dirac場の Lagrangian密度の表式 (355)とその (Lorentz変換に対する)不変性

• Dirac方程式 (356)とその (Lorentz変換に対する)不変性

を始めとした 3.5.1 節までの主要な結論は保持されることになる．γ 行列は依然として反交換関係 (348) と

“Hermite性”の条件 (349):
{γµ, γν} = 2gµν , γµ† = γ0γµγ0

を満たす*118．一般には γ 行列はこれらの性質を満たす 4 × 4行列として定義される．ところで質量 mの相

対論的な粒子を記述する場 ϕは何であれ，Klein-Gordon方程式 (□ +m2)ϕ = 0を満たさなければならない

と考えられる (3.2.1節)．反交換関係 {γµ, γν} = 2gµν は Dirac場 ψ の各成分が Klein-Gordon方程式を満た

すための条件となっている (証明は 9.5.2節) [16, pp.396–397]．また第 2式 γµ† = γ0γµγ0 は Lagrangian(密

度)から導かれる ψ に対する Dirac方程式と ψ̄ に対する随伴する方程式が等価となることを保証する (9.5.1

節)．

Dirac場の無限小 Lorentz変換は

ψα(x) → ψ′
α(x

′) = ψα(x)−
i

4
εµνσ

µν
αβψβ(x), σµν ≡ i

2
[γµ, γν ] (357)

という形をとる (式 (352)を参照)．よって角運動量の一般式 (50)から，Dirac場の角運動量

M =

∫
d3xψ†(x){x× (−i∇)}ψ(x) +

∫
d3xψ†(x)

(
1

2
σ

)
ψ(x) (358)

*118 これらの性質を満たす任意の γ 行列への変換を受け持つユニタリー行列 U が存在することは，Pauli の基本定理によって保証さ
れている．その証明は文献 [27, pp.395–399]に見られる．
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が得られる (導出は 9.5.2節)．ただし σ = (σ23, σ31, σ12)であり*119，右辺第 1項が軌道角運動量に，第 2項

がスピン角運動量に対応する．

Dirac場の Lagrangian密度 (355)は大域的位相変換の下で不変であり，これに付随する保存する電荷は一

般式 (52)に基づき

Q = q

∫
d3xψ†ψ (359)

と計算される．対応する電荷-電流密度 (電磁カレント)は

sα = qψ̄γαψ (360)

である (9.5.2節参照)．実際にこれが連続の式を満たすことは，Dirac方程式から直接に確かめることもでき

る (確認は 9.5.2節)．

自由 Dirac場の正準量子化の準備として，場の Fourier展開に必要な Dirac方程式の基本解を調べておく．

3.3.1節と同様に，便宜的に空間を一辺 L，体積 V = L3 の立方体領域と見なし，周期境界条件

ψ(0, y, z, t) = ψ(L, y, z, t), etc.

を課す．この下で許される運動量 p = 2π
L n(nは整数を成分に持つベクトル)に対して平面波 ψ(x) ∼ e∓ip·x

が Dirac方程式 (i/∂ −m)ψ = 0の解となるためには p0 = ±
√
p2 +m2 ≡ ±Ep でなければならない*120．そ

こで以降 p0 = Ep とすると，周期境界条件の下で許される 4元運動量は ±p = ±(Ep,p)によって網羅される

ことになり，基本解は

ψ(x) = u(p)
e−ip·x√
V

, ψ(x) = v(p)
eip·x√
V

のいずれかの形をとる*121．再びこれらが Dirac 方程式の解となることを要求すると，4 成分スピノル

u(p), v(p)はそれぞれ
(/p−m)u(p) = 0, (/p+m)v(p) = 0 (361)

を満たさなければならない*122．この方程式はそれぞれスピンの向きの自由度に起因する 2個の独立な解を持

つ．実際スピンの運動量方向への射影 (ヘリシティ)の 2倍

σp =
σ · p
|p|

を定義すると (固有値 ±1，角運動量の表式 (358)を参照)，これは (±/p+m)と可換なので (確認は 9.5.2節)，

同時に固有値を指定できる [26, p.42]．そこで σp の固有状態を添字 r = 1, 2によって区別して ur(p), vr(p)

と書き，
σpur(p) = (−1)r+1ur(p), σpvr(p) = (−1)rvr(p), r = 1, 2 (362)

*119 2× 2Pauli行列をまとめた表記 σ = (σ1, σ2, σ3)との混同に注意する．スピノル表示において見やすいように (3.5.1節)4× 4行
列の集合 σ = (σ23, σ31, σ12)は Pauli行列の一般化にあたる．

*120 既に述べたように，Dirac方程式は，Dirac場が Klein-Gordon方程式 (□+m2)ψ = 0を満たすことを含意するため，質量殻の
条件 p2 = m2 が導かれる [25, p.78]．

*121 これらは慣習的に，それぞれ正エネルギー解，負エネルギー解と呼ばれる．場の Fourier展開において時間依存因子 e∓iωt, ω > 0

を含む項が正/負振動数部分と呼ばれるのと同じ事情である．
*122 u, v-スピノルは x依存性を担わないから，

0 =
ur(p)√
V

(i/∂ −m)e−ip·x = {(/p−m)ur(p)}
e−ip·x
√
V

, etc.
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とする．(粒子と反粒子を扱うのに便利なように，u-スピノルと v-スピノルの添字の付け方を非対称に選んで

ある．3.5.3節の式 (394)(ヘリシティの議論)の箇所を参照．) 以上により Dirac方程式の 4つの独立な解

ψ(x) = ur(p)
e−ip·x√
V

, ψ(x) = vr(p)
eip·x√
V
, r = 1, 2

を得る．この下でスピノル ur(p), vr(p)を

u †
r (p)ur(p) = v †

r (p)vr(p) =
Ep

m

と規格化し*123，直交性

u †
r (p)us(p) = v †

r (p)vs(p) =
Ep

m
δrs, u †

r (p)vs(−p) = 0 (363)

を要求することができる．正規直交関係 (363)の第 2式は式 (361)の帰結である (導出は 9.5.2節)．

■γ5 に関する表示に依らない公式 [10, p.250] γ5 = iγ0γ1γ2γ3 は性質

{γ5, γµ} = 0, (γ5)2 = 1, γ5† = γ5 (364)

を満たす (証明は 9.5.2 節)．(ただし µ = 0, 1, 23 であり，ギリシア文字は 5 を表すことは決してないものと

する．)

i, j, k に 1,2,3を巡回的 (サイクリック)な順序で充てると，σµν ≡ i
2 [γ

µ, γν ]に対して

σij = −γ0γ5γk (365)

が成り立つ (証明は 9.5.2節)．

■縮約の公式 [10, p.251] γ 行列の反交換関係から，以下の (縮約の)公式が導かれる (証明は 9.5.2節)．

γλγ
λ = 4, (366)

γλγ
αγλ = −2γα, (367)

γλγ
αγβγλ = 4gαβ , (368)

γλγ
αγβγγγλ = −2γγγβγα, (369)

γλγ
αγβγγγδγλ = 2(γδγαγβγγ + γγγβγαγδ). (370)

ここに 4元ベクトル A,B, · · · を“縮約”すると

γλ /Aγ
λ = −2/A,

γλ /A /Bγλ = 4A ·B,

γλ /A /B /Cγλ = −2/C /B /A

γλ /A /B /C /Dγλ = 2( /D /A /B /C + /C /B /A /D)

が得られる．

*123 古典論を想定して粒子の速度 v を導入すると，最右辺の因子は Ep/m = 1/
√
1− v2 であり，Lorentz 収縮による高密度化に関

係する．
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■γ 行列の積のトレースに対する公式 [10, pp.251–252] ここで本稿で後に有用となる，γ 行列の積のトレー

スに対する公式について触れておく．γ 行列を定義付ける反交換関係 (348):{γµ, γν} = 2gµν だけから次のこ

とが導かれる．

まず，奇数個の γ 行列 γα, γβ , · · · , γµ, γν の積のトレースはゼロになる:

tr(γαγβ · · · γµγν) = 0. (371)

また偶数個の γ 行列の積に対するトレースの公式としては，次の 2つを挙げておけば十分である:

tr(γαγβ) =4gαβ , (372)

tr(γαγβγγγδ) =4(gαβgγδ − gαγgβδ + gαδgβγ). (373)

トレースを評価する際には，次の関係も有用である (A,B は任意の 4元ベクトル)．

/A /B = A ·B − iσαβAαBβ = 2A ·B − /B /A. (374)

この公式の特例として，

/A/A =A2,

/A /B =− /B /A (A ·B = 0のとき) (375)

が成り立つ．

以上の公式の導出は 9.5.2節で行う．

■平面波解の公式 [10, p.254] スピノルの正規直交関係 (363):

u †
r (p)us(p) = v †

r (p)vs(p) =
Ep

m
δrs, u †

r (p)vs(−p) = 0

から
ūr(p)us(p) = −v̄r(p)vs(p) = δrs, ūr(p)vs(p) = v̄r(p)us(p) = 0 (376)

が導かれる．

また u, v-スピノルは“完全性の条件”

2∑
r=1

[urα(p)ūrβ(p)− vrα(p)v̄rβ(p)] = δαβ (377)

を満たす．

以上の公式の導出は 9.5.2節で行う．

■エネルギー射影演算子 [10, pp.254–255] 演算子

Λ±(p) =
±/p+m

2m
(378)

は正エネルギー解と負エネルギー解を射影する性質を持つため，エネルギー射影演算子と呼ばれる．実際，

/pur(p) = mur(p), /pvr(p) = −mvr(p), ūr(p)/p = mūr(p), v̄r(p)/p = −mv̄r(p)
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を用いると，

Λ+(p)ur(p) = ur(p), Λ−(p)vr(p) = vr(p),

ūr(p)Λ
+(p) = ūr(p), v̄r(p)Λ

−(p) = v̄r(p), (379)

Λ+(p)vr(p) = Λ−(p)ur(p) = 0,

v̄r(p)Λ
+(p) = ūr(p)Λ

−(p) = 0 (380)

が成り立つ．また式 (375):/p/p = p2(= m2)より，射影演算子の冪等性*124

[
Λ±(p)

]2
= Λ±(p)

および
Λ±(p)Λ∓(p) = 0, Λ+(p) + Λ−(p) = 1

が満たされる．完全性の関係 (377)を用いると，射影演算子の便利な表式

Λ+
αβ(p) =

2∑
r=1

urα(p)ūrβ(p), Λ−
αβ(p) = −

2∑
r=1

vrα(p)v̄rβ(p) (381)

が導かれる (導出は 9.5.2節)．

■ヘリシティ射影演算子 [10, pp.255–256] 我々は固有方程式 (362):

σpur(p) = (−1)r+1ur(p), σpvr(p) = (−1)rvr(p), r = 1, 2

を満たす u, v-スピノルを導入した．これは u1(p)がヘリシティ正の，u2(p)がヘリシティ負の正エネルギー

電子 (Dirac粒子)を表すことを意味している．

参考──スピノル vr(p)の空孔理論による解釈 場の量子論は多粒子系の理論と捉えて初めて無矛盾な理論と

なるけれど，負エネルギー状態 vr(p)についても単一粒子理論の枠内で解釈することができる．例えば

v1(p)は運動量が −pの負エネルギー電子を表しており，σpv1(p) = −v1(p)よりスピンは −pと平行
なので，ヘリシティは正である．空孔理論の観点では，この負エネルギー電子の欠如は運動量 p，ヘリ

シティ正の陽電子に対応する．

さて，上式 (362)により演算子

Π±(p) =
1

2
(1± σp)

は正/負のヘリシティ解を射影することが分かる．

Π+(p)ur(p) = δ1rur(p), Π+(p)vr(p) = δ2rvr(p), Π−(p)ur(p) = δ2rur(p), Π−(p)vr(p) = δ1rvr(p).

実際，Π±(p)は性質[
Π±(p)

]2
= Π±(p), Π±(p)Π∓(p) = 0, Π+(p) + Π−(p) = 1 (複号同順) (382)

[Λ±(p),Π±(p)] = 0 (複号任意) (383)

を満たし，上式 (382)より互いに直交する状態への射影演算子となっている (証明は 9.5.2節)．

*124 一般に射影は 1度行うと，その後で何度射影を繰り返しても結果は変わらない．
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質量がゼロの Dirac粒子に対してヘリシティ射影演算子は

Π±(p) =
1

2
(1± γ5) (384)

で与えられる (理由は 9.5.2節)．

“右手型”“左手型”の場 [10, p.85] [1, pp.457–458] 射影演算子 (384):

PL ≡
1− γ5

2
, PR ≡

1− γ5
2

を用いて右手型と左手型の場
ψR ≡ PRψ(x), ψL ≡ PLψ(x)

を定義すると，これらに対する場の方程式は

i/∂ψL −mψR = 0, i/∂ψR −mψL = 0 (385)

となる (導出は 9.5.2節)．これらの式は質量がゼロの極限において互いに分離する．この極限での場の方程式

i/∂ψL = 0は，Lagrangian密度
L = iψ̄L/∂ψL

から導かれる．ところで m = 0の極限では (1 − γ5)/2はヘリシティ射影演算子となるので，ψL は負のヘリ

シティだけを持つフェルミオンと，正のヘリシティだけを持つ反フェルミオンを記述する．ψL をWeyl場と

呼ぶ．

■カイラル位相変換と軸性ベクトルカレント [10, p.85] αを実パラメーターとする Dirac場の変換

ψ(x) → ψ′(x) = exp(iαγ5)ψ(x), ψ†(x) → ψ†′(x) = ψ†(x) exp(−iαγ5)

をカイラル位相変換と呼ぶ．Lagrangian密度 L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ は質量ゼロの極限においてのみ，カイラ

ル位相変換に関して不変となり，これに付随した保存する流れとして軸性ベクトルカレント

JµA = ψ̄γµγ5ψ

が見出される (証明は 9.5.2節)．

3.5.3 自由 Dirac場の正準量子化 [10, pp.71–77]

Dirac方程式の基本解を用いて Dirac場を

ψ(x) =ψ+(x) + ψ−(x),

ψ+(x) ≡
∑
p,r

(
m

V Ep

)1/2

cr(p)ur(p)e
−ip·x,

ψ−(x) ≡
∑
p,r

(
m

V Ep

)1/2

d †
r (p)vr(p)e

ip·x (386)
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と Fourier展開する．このとき随伴する場 ψ̄ = ψ†γ0 は

ψ̄(x) =ψ̄+(x) + ψ̄−(x),

ψ̄+(x) ≡
∑
p,r

(
m

V Ep

)1/2

dr(p)v̄r(p)e
−ip·x,

ψ̄−(x) ≡
∑
p,r

(
m

V Ep

)1/2

c †
r (p)ūr(p)e

ip·x (387)

と展開される (ūr ≡ u †
r γ

0, v̄r ≡ v †
r γ

0)．ただしこの段階では展開係数 cr(p), c
†
r (p), dr(p), d

†
r (p)は演算子

ではなく通常の数であり，後の都合のために因子 (m/Ep)
1/2 をくくり出してある．

以上を踏まえ，自由 Dirac場の正準量子化に移ろう [10, pp.70–74,p.76] [20, pp.219–221] [26, pp.41–44]．

Dirac場 ψ と共役な場 π = iψ† を Heisenberg描像における演算子と見なして同時刻反交換関係

{ψ(x, t), π(y, t)} = iδ(x− y), {ψ(x, t), ψ(y, t)} = 0, {π(x, t), π(y, t)} = 0

⇔ {ψ(x, t), ψ†(y, t)} = δ(x− y), {ψ(x, t), ψ(y, t)} = 0, {ψ†(x, t), ψ†(y, t)} = 0 (388)

を課す*125*126．これらは場の Fourier展開 (386)，(387)における展開係数に対する反交換関係

{cr(p), c †
s (p′)} = {dr(p), d †

s (p′)} = δrsδpp′ ,

{cr, cs} = {c †
r , c

†
s } = {dr, ds} = {d †

r , d
†
s }

={cr, ds} = {cr, d †
s } = {c †

r , ds} = {c †
r , d

†
s } = 0 (389)

になる (9.5.3節参照)．これらは生成・消滅演算子に対する反交換関係 (213):

{cr(p), c †
r (p)} = {dr(p), d †

r (p)} = 1, etc.

を与える．ここから c †
r (p), cr(p) および d †

r (p), dr(p)はそれぞれ運動量 pを持ちスピン状態が rで指定され

る 2種類のフェルミオン c, dの生成・消滅演算子と解釈できる．真空状態 |0⟩は

cr(p) |0⟩ = dr(p) |0⟩ = 0 (全ての p, r)

あるいは ψ+(x) |0⟩ = ψ̄+(x) |0⟩ = 0 (全ての x)

で定義される．

c粒子，d粒子の物理的な性質を得るために，保存量を生成・消滅演算子で表現する．ただし真空期待値が

ゼロとなるように正規順序化した形で保存量の演算子を定義する．その際，フェルミオンの演算子を反交換し

て入れ替えなければならないことに注意する (図 33参照)．例えば

N[ψ+
αψ

−
β ] = −ψ

−
β ψ

+
α

である．

*125 スピノル添字 α, β を明記すると，{ψα(x, t), πβ(y, t)} = iδαβδ(x− y), etc.である．
*126 Dirac 方程式を Euler-Lagrange 方程式として導出する際や Hamiltonian，電磁カレントの計算では Dirac 場 ψ と ψ̄ ≡ ψ†γ0

を独立な場と見なすのに対し，正準量子化の手続きでは ψ̄ を ψ と独立なもう一種類の場とは見なさないのは一貫性に欠ける．ψ
と ψ̄ を独立な場として扱うのが正確だが，これには“特異系の量子化”の手続きが必要になる [26, p.41]．
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図 33 観測量の無限大の定数を落とす措置と正規順序化の等価性 (ボゾン系の議論は 3.2.1節参照)

すると Dirac場のエネルギー (Hamiltonian) H，運動量 P，電荷 Qは

H =
∑
r,p

Ep[Nr(p) + N̄r(p)] (390)

P =
∑
r,p

p[Nr(p) + N̄r(p)] (391)

Q =q
∑
r,p

[Nr(p)− N̄r(p)] (392)

(ただし Nr(p) ≡ c †
r (p)cr(p), N̄r(p) ≡ d †

r (p)dr(p)) と計算される (導出は 9.5.3節)．エネルギー・運動量の

式 (390)，(391)は期待通りの結果となっており，また電荷の式 (392)により c粒子に電荷 +q，d粒子に電荷

−q が充てられる．ここから c, d粒子は互いに反粒子の関係にあると解釈できる．さらにヘリシティ演算子を

Sp =
1

2

∫
d3xN[ψ†σpψ] (393)

によって定義すると，1粒子状態 c †
r (p) |0⟩ , d †

r (p) |0⟩は固有方程式

Spc
†
r (p) |0⟩ = (−1)r+1 1

2
c †
r (p) |0⟩ , Spd

†
r (p) |0⟩ = (−1)r+1 1

2
d †
r (p) |0⟩ (394)

を満たす (導出は 9.5.3 節)．したがって c 粒子と d 粒子のいずれに対しても，r = 1 がヘリシティ +1/2 の

“右巻き”の状態を，r = 2がヘリシティ −1/2の“左巻き”の状態を表している*127．

式 (390)，(391)，(392)，(394)は粒子 cと反粒子 dに関して対称である．これを踏まえ，例えば Dirac場

が記述するスピン 1/2の粒子として電子と陽電子を想定した場合，我々は電荷を q = −e (eは素電荷)と設定

して c粒子を電子，d粒子を陽電子と見なすことにする．

参考──Majorana表示 γ 行列の成分が純虚数となるMajorana (マヨラナ)表示を採用すれば，場の展開は

*127 これは指数 r について非対称な σp の固有方程式 (362)を満たすように u, v-スピノルを選んだことによる．またスピン 1/2の系
に対して期待されるようにヘリシティが ±1/2となることは，式 (362)において論点が先取りされていることに注意する．
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粒子と反粒子に関して対称な形

ψM(x) =
∑
r,p

(
m

V Ep

)1/2 {
cr(p)uMr(p)e

−ip·x + d †
r (p)u∗Mr(p)e

ip·x} ,
ψ†T
M (x) =

∑
r,p

(
m

V Ep

)1/2 {
dr(p)uMr(p)e

−ip·x + c †
r (p)u∗Mr(p)e

ip·x} (395)

となる (添字MはMajorana表示を表す，説明は 9.5.3節)．

展開係数の反交換関係 (389)を用い，Dirac場の (同時刻に限らない)反交換関係を調べておこう．(これは

フェルミオン伝播関数の計算の準備という意味がある．自明な反交換関係

{ψα(x), ψβ(y)} = {ψ̄α(x), ψ̄β(y)} = 0

に加えて，
{ψ±(x), ψ̄∓(y)} = iS±(x− y) (396)

が成立する (導出は 9.5.3節)．ただし左辺は反交換子 {ψ±
α (x), ψ̄

∓
β (y)}を (α, β)成分に持つ 4× 4行列の意味

であり*128，右辺における 4× 4行列の関数 S±(x)は式 (292)，(293)の∆±(x)を用いて

S±(x) = (i/∂ +m)∆±(x)

と定義されている．ここから

{ψ(x), ψ̄(y)} ={ψ+(x), ψ̄−(y)}+ {ψ−(x), ψ̄+(y)} = i(S+(x− y) + S−(x− y)) ≡ iS(x− y),
S(x) ≡S+(x) + S−(x) = (i/∂ +m)∆(x) (∆(x) ≡ ∆+(x) + ∆−(x) : (294))

が見出される．式 (297):∆±(x) = −1
(2π)4

∫
C±

d4ke−ik·x

k2−m2 に対応した S関数の式は

S±(x) =
−1

(2π)4

∫
C±

d4pe−ip·x
/p+m

p2 −m2
=
−1

(2π)4

∫
C±

d4p
e−ip·x

/p−m

となる．最右辺の被積分関数における行列の逆数 1/(/p−m)は，(/p−m)の逆行列の意味である．実際，公式

(375):/A/A = A2 により
(/p±m)(/p∓m) = p2 −m2

の関係があるので， /p+m
p2−m2 は (/p−m)の逆行列である．

3.5.4 スピン統計定理 [10, pp.77–78]

スピン 0の粒子系 (スカラー場)とスピン 1/2の粒子系 (Dirac場)に関する知識を利用して，粒子のスピン

と統計性の関係に対する入門的な解説を与えることができる．

• Dirac場 (スピン 1/2の粒子を記述)

Bose-Einstein統計に従うよう，交換関係 [cr(p), c
†
s (p′)] = [dr(p), d

†
s (p′)] = δrsδpp′ , etc. で量子化．

↓

*128 実際，ψ±(x)ψ̄∓(y)という形の行列の積は定義されないことに注意する．
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場のエネルギーは式 (390)の代わりに

H =
∑
r,p

Ep[Nr(p)− N̄r(p)] (397)

となり (導出は 9.5.4節)，際限なく低くなり得る．

• 実 Klein-Gordon場 (スピン 0の粒子を記述)

Fermi-Dirac統計に従うよう，反交換関係 {a(k), a†(k′)} = δkk′ , etc. で量子化．

↓

場の観測量 A(x), B(y)に対して，微視的因果律

[A(x), B(y)] = 0, for (x− y)2 < 0 (398)

が成立しなくなる (証明は 9.5.4節)．

一般にこのような困難を避けるには，

• 整数スピンを持つ粒子は Bose-Einstein統計に従うように

• 半整数スピンを持つ粒子は Fermi-Dirac統計に従うように

量子化しなければならない (スピン-統計定理)．

3.5.5 フェルミオンの伝播関数 [10, pp.78–82]

フェルミオン場に関する時間順序化積を

T{ψ(x)ψ̄(x′)} =θ(t− t′)ψ(x)ψ̄(x′)− θ(t′ − t)ψ̄(x′)ψ(x)

=

{
ψ(x)ψ̄(x′) (t > t′のとき)

−ψ̄(x′)ψ(x) (t′ > tのとき)

のように定義する (t ≡ x0, t′ ≡ x′0)．つまりボゾン場の時間順序化を正規化と同様にボゾン因子の交換によっ
て行ったように，フェルミオン場の時間順序化もまた正規化と同様，フェルミオン因子の反交換によって行う．

フェルミオン伝播関数は

⟨0|T{ψ(x)ψ̄(x′)}|0⟩ =

{
⟨0|ψ(x)ψ̄(x′)|0⟩ (t > t′のとき)

−⟨0|ψ̄(x′)ψ(x)|0⟩ (t′ > tのとき)

で定義される．

• t > t′ の場合の伝播関数　 ⟨0|ψ(x)ψ̄(x′)|0⟩

ψ̄(x)は c †
r (p)を含む → ψ̄(x) |0⟩は c粒子 (電子)が x′に局在した状態，

ψ(x)は cr(p)を含む → ⟨0|ψ(x)は c粒子 (電子)が xに局在した状態

c粒子 (以下，電子)が時空点 x′ において生成され，xまで伝播して消滅する過程を表す．

• t < t′ の場合の伝播関数　 −⟨0|ψ̄(x′)ψ(x)|0⟩

ψ(x)は d †
r (p)を含む → ψ(x) |0⟩は d粒子 (陽電子)が xに局在した状態，

ψ̄(x′)は dr(p)を含む → ⟨0| ¯ψ(x′)は d粒子 (陽電子)が x′に局在した状態

d粒子 (以下，陽電子)が時空点 xにおいて生成され，x′ まで伝播して消滅する過程を表す．
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図 34 Compton散乱への寄与を表す時間順序化グラフ
図 35 Compton散乱への寄与を表す

Feynmanグラフ

★ 中間子の伝播関数に対して指摘したように，これを額面通りに解釈してはならない．

そのような過程として，具体的には Compton散乱 (光子-電子散乱)における中間状態が考えられる (図 34参

照)．ここで約束として，矢印を場 ψ̄ の関係する点 x′ から場 ψ の関係する点 xに向けて描いている．言い換

えれば電子の矢は時間と同じ向きであり，陽電子の矢は時間と逆向きに描く．このとき接続したフェルミオン

線に沿って，矢は一方通行になる．そして図 34の 2つのダイヤグラムは連続的な変形によって互いに移行で

きる，トポロジー的に等価な関係となることが保証される．

そこで図 34の 2つのグラフをまとめて図 35のような単一の Feynmanグラフで表す．Feynmanグラフで

は内線 xx′ における点 x, x′ の時間的前後は指定されない．これに対し慣習的に始状態の粒子は左からダイヤ

グラムに入る外線で，終状態の粒子はダイヤグラムから右側に出る外線で表され，時間の向きを伴った線と見

なされる．フェルミオンの外線は矢の向きで，粒子 (電子)と反粒子 (陽子)を区別する．

フェルミオン伝播関数は
⟨0|T{ψ(x)ψ̄(x′)}|0⟩ = iSF(x− x′) (399)

と表される．ここに SF 関数は

SF(x) = θ(t)S+(x)− θ(−t)S−(x) = (i/∂ +m)∆F(x)

で定義される (この SF もフェルミオン伝播関数と呼ぶ，上式 (399)の導出は 9.5.5節)．

∆F(x)の積分表示 (299)より，SF(x)の積分表示は

SF(x) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·x

/p+m

p2 −m2 + iε

となる．

3.6 量子電磁力学 (QED)の Lagrangian密度

■レプトン 量子電磁力学 (QED) ではスピン 1
2 の粒子として，荷電レプトンと中性レプトン (ニュートリ

ノ)νl, ν̄l が Dirac場によって記述される．荷電レプトンは電荷 ∓eを持つ粒子であり (eは素電荷)，電子 e∓，
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ミュー粒子 µ∓，タウ粒子 τ∓ から成る．これらは異なる質量

me = 0.511MeV, mµ = 105.7MeV, mτ = (1776.84± 0.17)MeV

を持つ*129．荷電レプトンの各種類 l = e, µ, τ に対して充てがわれる Dirac 場を ψl と書くことにする [10,

p.141]．中性レプトン νl, ν̄l の電荷はゼロであり，質量をmνl，Dirac場を ψνl と書くことにする (l = e, µ, τ)．

ただし本章では基本的にニュートリノは扱わない．

QEDの Lagrangian密度

電磁場との相互作用がある場合の Dirac 場の Lagrangian 密度は，自由 Dirac 場の Lagrangian 密度

(355):LDirac = ψ̄(i/∂ −m)ψ において

∂µ → Dµ ≡ ∂µ − ieAµ (400)

と置き換えて得られるものと仮定する．置き換え ∂µ → Dµ は極小置換と呼ばれ，これは非相対論的量子力学

において電磁場中の粒子の正しい波動方程式を導く置き換え

−i∇ → −i∇− qA, i
∂

∂t
→ i

∂

∂t
− qϕ

に他ならない (2.4.7 節，ただし電子の電荷 q = −e をとる)．自由電磁場項 − 1
4FµνF

µν を含めると，完全な

Lagrangian密度は

L =
∑

ψ̄(i /D −m)ψ − 1

4
FµνF

µν (401)

あるいは� �
L =

∑
ψ̄(i/∂ −m)ψ + e

∑
ψ̄ /Aψ − 1

4
FµνF

µν

� �
で与えられる．これが QEDの原理である*130．ただしここでは QEDの対象とするあらゆるスピン 1/2の粒

子を想定して，それぞれを記述する Dirac場について和をとっている．具体的には∑
ψ̄(i/∂ −m)ψ =

∑
l

{
ψ̄l(i/∂ −ml)ψl + ψ̄νl(i/∂ −mνl)ψνl

}
, e

∑
ψ̄ /Aψ = e

∑
l

ψ̄l /Aψl

と書ける [10, p.141] [1, p.502,p.538]．なお自由電磁場の項 −1
4FµνF

µν は式 (311)の正準量子化に適した形

LEM = − 1
2 (∂νAµ)(∂

νAµ)に改めて良い．

ゲージ不変性 [10, pp.83–84,p.141] [20, pp.218–219]

電磁ポテンシャルを Aµ → Aµ + ∂µf と変化させても導かれる電磁場 E,B は変化しない (1.4.1節参照)．

また電磁場のゲージ変換 Aµ → Aµ + ∂µf と同時に Dirac場に局所的な位相変換

ψ(x)→ ψ(x)eief(x), ψ̄(x)→ ψ̄(x)e−ief(x)

を施せば Lagrangian密度 (401)は (従って理論は)不変に留まる (この位相変換が局所的と呼ばれるのは，位

相 ±ef(x)が xに依存するからである)*131．電磁場と Dirac場の変換を一括してゲージ変換と呼ぶ．逆に言

*129 単位にMeVを用いているのは，自然単位系において質量とエネルギーの次元が等しくなるからである．
*130 全 Lagrangian密度は「自由 Dirac場項」「自由電磁場項」「相互作用項」の 3つから成っていると見ることができる．
*131 これは非相対論的量子力学において，電磁場と相互作用する荷電粒子の波動関数の位相変換により，理論のゲージ不変性が回復す

るのと同じ事情である (2.4.7節) [18, pp.179–182]．
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えば，Dirac 場の局所的位相変換に対して不変な Lagrangian 密度を得るには Aµ → Aµ + ∂µf と変換する

ゲージ場 Aµ を導入して，極小置換 ∂µ → Dµ ≡ ∂µ − ieAµ を施せば良い (9.6節参照)．

理論のゲージ不変性から得られる保存する流れは，自由 Dirac 場の場合と同じ電磁カレント (360):sα =

−eψ̄γαψ となる (導出は 9.6節)．相互作用項 LI ≡ e
∑
ψ̄ /Aψ は保存するカレントと電磁場の結合項となって

いる．
LI = −

∑
sαA

α.

これは電磁場と相互作用する荷電粒子の古典論と全く同じ結果である (第 1章) [3, p.80]．

QEDの Hamiltonian密度

Dirac場 ψ，電磁場 Aµ に共役な場

πψ ≡
∂L

∂(∂0ψ)
= ψ̄iγ0 = iψ†,

πµ ≡ ∂L
∂(∂0Aµ)

= −F 0µ =

{
0 (µ = 0)

−F 0i (µ = i = 1, 2, 3)
(402)

(自由場の場合の πψ ≡ ∂LDirac

∂(∂0ψ)
, πµ ≡ ∂LEM

∂(∂0Aµ)
と同じ) を用いて [10, p.69] [20, p.211,p.225]，Hamiltonianは

H =

∫
Hd3x, Hamiltonian密度 : H =

∑
πψψ̇ + πµȦµ − L

で定義される．ただし Ȧµ は式 (402)を用いて共役な場 πµ で表されており，具体的には

H =
∑

(iψ†)ψ̇ −
∑

ψ̄(i/∂ −m)ψ − e
∑

ψ̄ /Aψ − 1

2
πkπ

k + πk∂kA0 +
1

4
FklF

kl (403)

である (ラテン文字 k, l, · · · は空間成分 1,2,3を動く，9.6節参照) [20, p.225]．

演算子と正規積

QEDの Lagrangian密度 (401)は

L =L0 + LI,

L0 =
∑
LDirac + LEM, LDirac = ψ̄(i/∂ −m)ψ,

LI =e
∑

ψ̄ /Aψ

のように，自由場を記述する項 L0 と場の相互作用を記述する項 LI から成る．Hamiltonian密度の定義式

H =
∑

πψψ̇ + πµȦµ − L

により，Lagrangian密度を
L = L0 → L = L0 + LI

と置き換えたとき Hamiltonian密度には付加的な項

HI = −LI = −e
∑

ψ̄ /Aψ

が現れる．これは相互作用 Hamiltonianと呼ばれる．
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次に場を量子化された Heisenberg描像の演算子と見なす．これに伴い正規積を導入すると，演算子として

の自由場の Lagrangian密度 L0，相互作用 Lagrangian密度 LI，相互作用 Hamiltonian密度HI はそれぞれ

L0 =N

[∑
ψ̄(i/∂ −m)ψ − 1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ)

]
,

LI =e
∑

N
[
ψ̄ /Aψ

]
,

HI =− e
∑

N
[
ψ̄ /Aψ

]
(404)

となる [10, pp.104–105,p.110]．

■正規積 ここで正規積 N[QR · · ·W ]とは演算子積 QR · · ·W を，全ての生成演算子が全ての消滅演算子よ

りも右側にある配置 Q′R′ · · ·W ′ に並べ替えたものであり，ボゾン因子とフェルミオン因子を含む一般的な系

に対して次式で定義される．
N[QR · · ·W ] = (−1)PQ′R′ · · ·W ′. (405)

ただし QR · · ·W はそれぞれ生成演算子または消滅演算子のいずれか一方のみを含む，生成・消滅演算子に関

して 1次の演算子であり，P は QR · · ·W を Q′R′ · · ·W ′ に並べ替えるときに隣接するフェルミオン演算子を

入れ換える回数である．また任意の演算子積に対して正規積が定義されるように，分配則

N[RS · · ·+ VW · · · ] = N[RS · · · ] + N[VW · · · ] (406)

が成り立つものとする．こうして Lagrangian 密度やエネルギー・運動量，電荷などの観測量 A を正規積

N[A]で再定義すると，古典論との対応を損なうことなくその真空期待値 ⟨0|A|0⟩をゼロにできる [10, pp.48–

49,p.73,p.110]．以上はボゾン系とフェルミオン系に対して定義した正規積 (3.2.1節，3.5.3節)の一般化にあ

たる．

3.6.1 Dirac方程式の非相対論的極限と電子の磁気モーメント

我々は Dirac 粒子の電磁場との相互作用を論じることができる段階に達した．本節では電磁場の存在下で

の Dirac方程式の非相対論的極限を調べよう．Dirac場は 4つの成分を持つのに対し，非相対論的な場合には

(スピン 1/2の)粒子は Pauliの 2成分スピノルで記述される．実際，スピノル表示の Dirac場

ψ =

(
ξ
η

)
, ξ =

(
ξ1
ξ2

)
, η =

(
η1̇

η2̇

)

はこの極限で ξ = ηとなり，独立な成分を 2つしか持たない．このことは次のように理解できる．すなわち自

由 Dirac場を考えると，スピノル形式での Dirac方程式

(p̂0 − p̂ · σ)ξ = mη, (p̂0 + p̂ · σ)η = mξ (407)

(ただし p̂0 = i∂0, p̂ = −i∇，導出は 9.6.1節)は，運動量 p，エネルギー E =
√
m2 + p2 の自由粒子を表す

平面波状態 ψ ∼ ei(p·r−Et)(したがって p̂0 → E, p̂→ p)に対して，

(E − p · σ)ξ = mη, (E + p · σ)η = mξ

となる．ここで非相対論的な極限 p→ 0, E → mをとると，ξ = η が見出される [16, pp.392–394]．
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そこで標準表示の Dirac場

ψ =

(
φ
χ

)
, φ =

1√
2
(ξ + η), χ =

1√
2
(ξ − η)

を定義すると，この極限で χ = 0となるため便利である．このとき Dirac場 ψ のゼロでない独立な 2成分を

φが担うことになる．場の方程式 (407)の 2式を辺々足す，または引くと，φ, χに対する式

p̂0φ− p̂ · σχ = mφ, −p̂0χ+ p̂ · σφ = mχ (408)

が得られる [16, pp.398–399]．

さて，電磁場との相互作用を導入するために Dirac方程式において極小置換 ∂µ → Dµ を行う*132．これは

もとを正せば演算子の置き換え p̂µ → p̂µ − eAµ に他ならず，Dirac方程式 (408)は

(p̂0 − eΦ)φ− σ · (p̂− eA)χ =mφ,

−(p̂0 − eΦ)χ+ σ · (p̂− eA)φ =mχ (409)

に置き換わる (p̂µ = (p̂0,−p̂) = i(∂t,∇)，Aµ = (Φ,−A))．非相対論的表式と比べて，場の時間依存性 e−iEt

に余計に含まれる静止エネルギーmの寄与 e−imt を取り除いて場 ψ を再定義すると*133，非相対論的極限で

の場の方程式 (409)は φに対する式

i
∂φ

∂t
=

[
1

2m
(p̂− eA)2 − e

2m
σ ·B + eΦ

]
φ (410)

を与えることが示される (B = ∇×Aは磁束密度，導出は 9.6.1節)．これは Pauli方程式と呼ばれ，− e
2mσ ·B

の項を除けば，電磁場中の荷電粒子に関する Schrödinger方程式と同じである．付加的な項は磁気モーメント

µに付随するエネルギーの形 −µ ·B をしており (9.6.1節参照)，磁気モーメントの演算子は

µ̂ =
e

2m
σ =

e

m
ŝ (411)

(ŝ = σ/2は電子のスピン演算子)と同定される．これは電子が大きさ

µB =
e

2m

の固有磁気モーメントを持つことを意味している*134．古典的な軌道運動に起因する磁気モーメントが軌道

角運動量の e/2m 倍であるのに対し (9.6.1 節参照)，磁気モーメント (411) はスピン角運動量の e/m 倍であ

る [16, pp.433–437]．磁気能率の Dirac値 (−e/2m)からのずれ (異常磁気能率)は，場の量子論に基づく“輻

射補正”によって説明される [10, pp.211–215]．

3.7 S行列展開

3.7.1 S演算子の Dyson展開

ここでは素粒子の反応を念頭に置き，場の相互作用を摂動として扱う方法を定式化する [10, pp.104–109]．

それを行うには相互作用描像 (2.5節参照)が適している．実際，相互作用描像の場 AI(t)に対する運動方程式

(205):
dAI

dt
=

1

i
[AI,H0]

*132 こうして得られる方程式 (i /D −m)ψ = 0はもちろん，Lagrangian密度 (401)から導くことができる．
*133 すなわち ψ = ψ′e−imt と表したときの場 ψ′ を改めて ψ と書く．
*134 普通の単位系では µB = eℏ

2mc
．この量を Bohr磁子と呼ぶ．
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は，自由場の Hamilton演算子 H0 によって記述される Heisenberg描像の自由場 AH(t)に対する運動方程式

(200):
dAH

dt
=

1

i
[AH,H0]

と同じものなので，相互作用する場は自由場と同様に Fourier展開される．また QEDを考えると，相互作用

Lagrangian密度 LI = e
∑

ψ̄ /Aψ は場の微分に依らない．よって相互作用する場に共役な場は自由場に共役

な場と同じものとなる:
∂L
∂Ȧµ

=
∂L0

∂Ȧµ
,

∂L
∂ψ̇

=
∂L0

∂ψ̇
.

このため Aµ, ψ を Heisenberg描像における自由場，πµ, πψ をそれぞれ Aµ, ψに共役な場とすると，相互作用

描像における場はユニタリー変換 (206):

AµI = U†AµU , ψI = U†ψU , πµI = U†πµU , π I
ψ = U†πψU

で与えられるため，これらは自由場と同じ同時刻 (反)交換関係

[AµI(x, t), πνI(x′, t)] = igµνδ(x− x′), {ψI(x, t), π I
ψ (x′, t)} = iδ(x− x′), etc

を満たす (3.1.2 節参照)．以上より場の Fourier 展開や正準 (反) 交換関係をはじめとし，ここから導かれる

Heisenberg描像の自由場に対する結果 (占有数表示や Feynman伝播関数の表式)を相互作用描像における場

にも流用することができる．

相互作用描像を採用し，以降ケットやブラ，演算子から相互作用描像のものであることを表す添字の Iを省

く．そして系の状態を |Φ(t)⟩と書き，始状態を粒子の衝突が起こるよりも十分前の時刻 t = −∞の状態

|i⟩ = |Φ(−∞)⟩

に設定する．時刻 t = −∞において粒子は互いに無限に離れており相互作用していないので，始状態 |i⟩とし
て粒子の個数，運動量，スピン・偏極が確定した状態を考えられる．一方，時刻 t =∞の状態 |Φ(∞)⟩を終状
態と呼ぶ．これは衝突した (すなわち相互作用した)粒子が再び無限に遠ざかった状態に対応する．そして系

の状態 |Φ(t)⟩は式 (204):

i
d

dt
|Φ(t)⟩ = HI(t) |Φ(t)⟩

に従って時間発展し，始状態 |i⟩から終状態 |Φ(∞)⟩に変化する．ここで始状態 |i⟩と終状態 |Φ(∞)⟩を次式で
関係付ける演算子として S演算子を定義する．

|Φ(∞)⟩ = S |i⟩ .

すなわち S演算子は相互作用描像における，時刻 t = −∞から時刻 t = ∞への時間的発展の演算子である．
そして終状態 |Φ(∞)⟩には，S演算子によって引き起こされるあらゆる可能な時間発展の結果が重合せとして

含まれている．

今 QED を考え，中性レプトンを度外視して物質粒子として荷電レプトンのみを考慮すると，相互作用

Hamiltonianは

HI(t) =

∫
HI(x)d

3x, HI(x) = −e
∑
l

N[ψ̄l(x)/A(x)ψl(x)] : 相互作用 Hamiltonian密度 (404)
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である．これは偶数個のフェルミオン場を含むので，異なる時刻の HI(t)が交換することに注意すると，時間

発展方程式 (204)の帰結として S演算子は

S =
∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{HI(x1) · · ·HI(xn)} (412)

と展開されることが分かる (T{· · · }は以下で定義する時間順序化積，9.7.1節参照)．これは Dyson展開と呼

ばれ*135，場の相互作用を摂動とした S演算子の摂動級数を成す．相互作用 Hamiltonian密度の式 (404)を

代入してこれを具体的に書くと� �
S =

∞∑
n=0

(ie)n

n!

∫
d4x1 · · ·d4xn

∑
l1,··· ,ln

T{N(ψ̄l1 /Aψl1)x1 · · ·N(ψ̄ln /Aψln)xn} (413)

� �
となる (ただし N(ψ̄l /Aψl)x ≡ N[ψ̄l(x)/A(x)ψl(x)]である)．n次の項は en ∼ αn/2 程度であり，結合の強さに
相当する微細構造定数 α ≃ 1/137が小さいため，QEDでは摂動解が意味を持つ．

時間順序化積 時間順序化積または T 積を T{· · · } と書く．これは引数の時刻がより早い演算子が先にケッ
トに作用するように，演算子積の演算子を引数の時刻の順序が右から左になるように並べ替えたもので

ある．ただし並べ替えの際，隣接するフェルミオン場どうしを入れ替えると符号が入れ替わるものとす

る．例えば x 0
1 < x 0

2 < x 0
3 とすると，ボゾン場 ϕ，フェルミオン場 ψa, ψb に対して

T{ϕ(x1)ψa(x2)ψb(x3)} = −ψb(x3)ψa(x2)ϕ(x1)

である．また演算子積を T 積に並び替えることを時間順序化と呼ぶ [10, pp.56–57,p.78,p.108]．これ

は 2つの演算子に対する T積 (3.2.3節，3.5.5節)の自然な一般化にあたり，演算子の入れ替えの規則

は正規順序化の場合と同じである．

相互作用HI の特徴 [10, pp.141–143]　

• HI は同一時空点 xの場のみを含む → 相互作用は局所的

– 実験的にもレプトンは点粒子的であり，これは適正な取り扱いと言える．

(強粒子 (ハドロン)は対照的に，有限の寸法を持つ．)

• 同じ結節点に接続する 2本のフェルミオン線は，必ず同種のレプトンでなければならない．

– 3.8.1節で見るレプトン対の生成過程 e+e− → µ+µ− では

Bhabha散乱 e+e− → e+e− とは対照的に，散乱ダイヤグラム (図 45参照)が寄与しない．

– レプトン数を
N(l) = N(l−)−N(l+)

で定義すると，これは (HI の行列要素がゼロにならない任意の状態間において)

保存する (表 2参照)．

■断熱仮説 例えば電子は他の電子と離れた状態にあっても，仮想的な光子の雲を“衣にまとって”いる．こ

のため始・終状態 |i⟩ , |f⟩を自由場 Hamiltonian H0 の固有状態 (裸の粒子の状態)と考えることは非現実的で

*135 Dyson展開は通常の指数 exp
{
−i
∫
dtHI(t)

}
の展開とよく似た形を持つため，S = Texp

{
−i
∫
dtHI(t)

}
とも書く．
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表 2 レプトン数 N(l)の保存．−eN[ψ̄l(x)/A(x)ψl(x)]の含む全ての生成・消滅演算子の組合せを左の欄に書いた．

演算子 N(l−)の変化 N(l+)の変化 N(l)の変化

c †
l cl −1 + 1 0 0

d †
l sl 0 +1− 1 0

cldl −1 −1 0

c †
l d

†
l +1 +1 0

図 36 断熱仮説

ある．そこで断熱仮説を導入する*136．これは散乱を，実質的に相互作用の起きている間よりも遥か以前・以

後の記述に依らないものと仮定して t → ±∞において相互作用 HI をゼロにし，始・終状態の粒子を裸の粒

子とする扱いを正当化するものである．そのためには t→ ±∞においてゼロになり，散乱過程の (実質的な)

時間よりも充分長い時間 T においてほとんど 1となるような関数 f(t)を用い，相互作用 HI(t)を f(t)HI(t)

に置き換えれば良い (図 36参照)．これは QEDでは，素電荷 eを ef(t)に置き換える措置と等価である．

3.7.2 確率振幅 ⟨f |S|i⟩とWickの定理

粒子の衝突・散乱後の時刻 t =∞における終状態として，粒子の個数，運動量，スピン・偏極を指定した状
態 |f⟩を考える．このとき遷移 |i⟩ → |f⟩は具体的な素粒子の反応を表し，考えている素粒子の反応 |i⟩ → |f⟩
が起きる確率，すなわち系の終状態 |Φ(∞)⟩を状態 |f⟩に見出す確率は | ⟨f |Φ(∞)⟩ |2 で与えられる．そして
対応する確率振幅

⟨f |Φ(∞)⟩ = ⟨f |S|i⟩ ≡ Sfi

は S演算子の行列要素となる．

ここではこれを指定した摂動の次数に関して求める考え方を述べる [10, pp.109–113]．式 (412)の S演算子

は，相互作用 Hamiltonian密度 HI(x)に含まれる場が生成・消滅演算子の 1次であるため，多数の粒子の生

成・消滅過程を記述している．このうち行列要素 ⟨f |S|i⟩に寄与するのは，始状態 |i⟩の粒子を消す消滅演算

*136 物理学では，断熱という言葉がいろいろな意味に使われる．ときにはその間に共通なものを見出すことが困難なこともある [19,

p.187]．
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子と終状態 |f⟩の粒子を創る生成演算子を含む項だけである．そのような項を S演算子の Dyson展開 (412)

から拾い出すのに，以下のWickの定理が有用である．

■Wickの定理 n個の場 A1, A2, · · · , An をそれぞれ電磁場 Aµ(従ってボゾン場)，フェルミオン場 ψl, ψ̄l の

いずれかとすると，これらが異なる時刻を引数に持つとき次の恒等式が成り立つ (Wickの定理)．

T{A1A2 · · ·An} =N[A1A2 · · ·An]
+N[A1A2 · · · ] + · · ·+N[· · ·An−1An]

+N[A1A2A3A4 · · · ] + · · ·+N[· · ·An−3An−2An−1An]

+ · · · . (414)

ここに A,B, · · · を電磁場 Aµ，フェルミオン場 ψl, ψ̄l のいずれかとすると，

A(x1)B(x2) ≡ ⟨0|T{A(x1)B(x2)}|0⟩ (415)

であり，これは A(x1)と B(x2)の縮約と呼ばれる．ゼロでない縮約は Feynman伝播関数

ψα(x1)ψ̄β(x2) =− ψ̄β(x2)ψα(x1) = iSFαβ(x1 − x2), (各 Dirac場に対して)

Aµ(x1)A
ν(x2) =iD

µν
F (x1 − x2)

である．また，例えば

N[ABCDEF · · · JKLM · · · ] = (−1)PAKBCEL · · ·N[DF · · · JM · · · ]

であり，P は ABC · · · を AKB · · · に並べ替える際に隣接するフェルミオン場を入れ換える回数である．そ
して上式 (414)右辺の 2行目，3行目，· · · はそれぞれ縮約を 1回，2回，· · · 含む項から成る．本稿では n = 2

の場合にWickの定理 (414)が成り立つことを確かめて満足することにする (9.7.2節参照)*137．

さて，Dyson展開 (412)における T{HI(x1) · · ·HI(xn)}からは T{N(AB · · · )x1 · · ·N(AB · · · )xn}の形の
混合 T 積 (正規積で表される因子の T 積) が得られる．ただし (AB · · · )x ≡ A(x)B(x) · · · ,N(AB · · · )x ≡
N[A(x)B(x) · · · ]である．これに対してはWickの定理 (414)と同じ形の展開

T{N(AB · · · )x1 · · ·N(AB · · · )xn}
=N[(AB · · · )x1 · · · (AB · · · )xn ]

+N[(AB · · · )x1 · · · (AB · · · )xn ] + N[(ABC · · · )x1 · · · (AB · · · )xn ] + · · ·

+N[(ABCD · · · )x1 · · · (AB · · · )xn ] + · · ·

+ · · · . (416)

において，右辺から同時刻縮約を除いた式が成り立つ．同時刻縮約とは，共通の時刻 x 0
r を引数に持つ場のグ

ループ (AB · · · )xr の範囲内の縮約のことである (9.7.2節参照)．

3.8 反応 e+e− → µ+µ− の確率振幅と断面積

本節では 1つの興味ある応用として，反応 e+e− → µ+µ− の断面積を求める．

*137 一般の nに対する証明は帰納的に行われ，さほど教育的ではない．

152



3.8.1 反応 e+e− → µ+µ− の確率振幅と Feynman規則

一般に断面積を始めとする観測量の予言は，考えている過程の確率振幅 (S行列要素)の計算を基に行うこ

とができる．ここでは具体的な素粒子の反応として e+e− 衝突によるレプトン対 µ+µ− の生成過程

e+(p1, r1) + e−(p2, r2) → µ+(p1
′, s1) + µ−(p2

′, s2) (417)

を取り上げ，この反応が起こる確率振幅を考える [10, pp.137–140,pp.143–145]．これを通して QED の

Feynman規則を垣間見ることができる．上式 (417)の引数は順番に粒子の運動量とスピンを表している．ま

た粒子の 4元運動量を

e+ : p1 = (Ep1 ,p1), e− : p2 = (Ep2 ,p2), µ+ : p1
′ = (Ep1

′ ,p1
′), µ− : p2

′ = (Ep2
′ ,p2

′)

と書く．この反応 (417)は始状態 |i⟩ = |e−p2r2; e+p1r1⟩から終状態 |f⟩ = |µ−p2
′s2;µ

+p1
′s1⟩への遷移

|i⟩ = |e−p2r2; e+p1r1⟩ → |f⟩ = |µ−p2
′s2;µ

+p1
′s1⟩ (418)

に対応する．

3.7.2節の議論を踏まえると，遷移 (418)の起きる確率振幅は 2次の摂動論で

Sfi =

⟨
f

∣∣∣∣ (−e2)∫ d4x1d
4x2N[(ψ̄µ /Aψµ)x1(ψ̄e /Aψe)x2 ]

∣∣∣∣ i⟩ (419)

となることが分かる (9.8.1節参照)．さらにこれを運動量空間に移すと*138

Sfi =

[
(2π)4δ4(p1

′ + p2
′ − p1 − p2)

(
me

V Ep1

)1/2(
me

V Ep2

)1/2(
mµ

V Ep1
′

)1/2(
mµ

V Ep2
′

)1/2
]
M, (420)

M =
[
ū(µ)s2(p2

′)(ieγα)v(µ)s1(p1
′)
]
iD αβ

F (p1 + p2)
[
v̄(e)r1(p1)(ieγβ)u(e)r2(p2)

]
: Feynman振幅 (421)

となる (ただし例えば u(l)r(p)は，レプトン l を表す Dirac場に対して 3.5.3節で導入したスピノル ur(p)で

あり，ここではレプトンの種類 lを添字として明示している，9.8.1節参照)．反応 (417)がエネルギー・運動

量保存則を破る場合を想定すると p1 + p2 ̸= p1
′ + p2

′ である．Sfi の式 (420)の δ4(p1
′ + p2

′ − p1 − p2)はそ
のような遷移の確率をゼロにする．

ここで Feynman振幅 (421)は，反応 e+ + e− → µ+ + µ− を表す図 37のグラフに対応していることを説

明する．図 37は Feynmanダイヤグラムと呼ばれ，左側に外部からダイヤグラムに入る線を 2本，右側にダ

イヤグラムから外部に出る線を 2本持つ．これらは外線と呼ばれ，それぞれ始状態に存在する粒子 e± と終状

態に存在する粒子 µ± を表している．外線については時間はグラフの左から右に流れるものと見なし，外線の

矢印は粒子 l− に対しては時間と同じ方向を向き (左から右を向き)，反粒子 l+ に対しては時間と反対の方向

を向く (右から左を向く)ように描く [10, p.81]．ダイヤグラム中央の線は内線と呼ばれる．図 37の場合，内

線は光子を表す波線である．

このダイヤグラムの各要素に対して以下の操作を施すと Feynman振幅の表式 (421)が得られる．これらは

QEDで扱われる素粒子の反応に対して，Feynmanダイヤグラムを描き，そこから確率振幅を書き下すための

Feynman規則の一部を成す．

*138 ここで運動量空間に移すとは，適切な生成・消滅演算子を選び出すために場を Fourier展開し，行列要素を (座標空間の代わりに，
一般には)運動量空間の積分で表すことを意味する．
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1. 各結節点に因子 ieγα を充てる．

2. 運動量 k の付随する光子の内線

に因子 iDFβα(k) = iDFαβ(k)を充てる．

3.（a）始状態の e− の外線

に因子 u(e)r2(p2)を充てる．

（b）終状態の µ− の外線

に因子 ū(µ)s2(p2
′)を充てる．

（c）始状態の e+ の外線

に因子 v̄(e)r1(p1)を充てる．

（d）終状態の µ+ の外線

に因子 v(µ)s1(p1
′)を充てる．

4. フェルミオン線を矢印の向きにたどって出会う因子を順に右から並べて，[
ū(µ)s2(p2

′)(ieγα)v(µ)s1(p1
′)
]
と
[
v̄(e)r1(p1)(ieγβ)u(e)r2(p2)

]
を得る．

これらと iD αβ
F (k)の合わせて 3つの因子を並べて

M =
[
ū(µ)s2(p2

′)(ieγα)v(µ)s1(p1
′)
]
iD αβ

F (k)
[
v̄(e)r1(p1)(ieγβ)u(e)r2(p2)

]
とする (この 3つの因子は交換するので，どのような順に並べても良いと考えられる)．
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図 37 反応 e+ + e− → µ+ + µ− を表す Feynmanダイヤグラム

5. 結節点でのエネルギー・運動量保存則を要求し k = p1 + p2 とする．

Sfi の式 (420)には δ4(p1
′ + p2

′ − p1 − p2)が含まれているため，
このときもう一方の結節点における保存則 k = p1

′ + p2
′ も保証される．

3.8.2 断面積

ある素粒子の反応が起きる確率振幅に関係して，実験的に得られる量は断面積である．ここでは断面積を定

義し，反応 e+e− → µ+µ− を念頭に置きつつも他の任意の過程に適用できる形で，S行列要素から断面積を

計算する一般的な手法を確立する．素粒子 1,2の反応

1 + 2 −→ 3 + · · ·+ i+ · · ·+ n (422)

において，検出器に単位時間に入る終状態の粒子 iの個数 dN を

dN = V ρ1ρ2vreldσ (423)

と書き，この式で微分断面積 dσ を定義する．ここで V, ρ1, ρ2, vrel は以下のように定義されている．

• V : 空間の体積

• ρ1, ρ2: 粒子 1,2の数密度

• 粒子 1,2の“相対速度”

vrel ≡
√

(p1 · p2)2 − (m1m2)2

E1E2
(424)

– 粒子 1,2の 4元運動量をそれぞれ p1 ≡ (E1,p1), p2 ≡ (E2,p2)，質量をそれぞれ m1,m2 とした．

p1 · p2 は 4元内積である．

– これは 2粒子の速度が平行 (反平行や一方の速度がゼロとなる場合を含む)となる場合には，

その相対速度
v12 ≡

p1
E1
− p2
E2
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図 38 標的粒子 2の断面積 σ に粒子 1がぶつかる度に素粒子の反応 (422)が起こると考える．

の大きさを与える (9.8.2節参照)．

2粒子の重心系や一方の粒子の静止系 (実験室系)ではこの条件が満たされている．

– この“相対速度”の定義は，上式で定義される微分断面積 dσ が不変量，

すなわちスカラーであることを保証する (9.8.2節参照)．

– 相対速度を粒子 2の静止系における粒子 1の速度と定義する流儀もあり，

このとき相対速度はその定義によって不変量となる [3, p.39]．

この流儀については 9.8.2節で言及する．

単位時間に散乱される粒子 iの個数は，検出器の方向に散乱される粒子数 (423)の全方向についての和として

N = V ρ1ρ2vrelσ (425)

と表される．ここで σ =
∫
dσ は微分断面積 dσ の全方向についての和であり，これを全断面積 (または単に

断面積)と呼ぶ．全断面積を σtot と書くこともある [26, pp.129–130]．

ここで粒子 2 を標的粒子と見なしてその静止系をとると，入射粒子 1 どうし，あるいは散乱体 2 どうし

の相互作用は無視できるから，断面積 σ は入射粒子数の流束 ρ1vrel や散乱体の個数 ρ2V には依らない [28,

pp.8–12]．このため断面積 σ は散乱される粒子数 N に比例した，素粒子の反応に固有の量であり，それゆえ

実験の詳細に依らずに素粒子の反応の性質そのものを特徴付ける量であると言える．

σ が断面積と呼ばれるのは以下の事情による．粒子 2の静止系をとると，粒子 2に対し相対速度 v12 = vrel

で粒子 1が入射してくる．ここで図 38のように標的粒子 2が断面積 σ の広がりを持ち，ここに粒子 1がぶつ

かりさえすればその度ごとに素粒子の反応 (422):

1 + 2 −→ 3 + · · ·+ i+ · · ·+ n

が起こると考える．このとき単位時間に断面積 σ に達する粒子 1 は図 38 の体積 vrelσ の円筒に含まれる

ρ1vrelσ 個であり，体積 V の中に含まれる粒子 2は ρ2V 個あるから，単位時間に散乱される粒子 iの個数は

式 (425):N = ρ2V × ρ1vrelσ となる [26, p.130]．

ここで

w : 終状態の粒子の運動量とスピン・偏極を指定した素粒子の反応 (422)が

単位時間に起きる確率，すなわち遷移率，
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dW : 終状態の各粒子 f が指定したスピン・偏極を持ち，

各粒子 f の運動量 pfが運動量の範囲 d3pf
′に含まれるようなミクロな状態の数

とすると，1 組の粒子対 1,2 について終状態の各粒子を運動量の範囲 d3pf
′ に得る確率は単位時間あたり

wdW である．体積 V の中には粒子 1,2はそれぞれ ρ1V, ρ2V 個存在するから，体積 V の中で起きるこのよ

うな反応の総数は (ρ1V )(ρ2V )wdW である．終状態が 2個の粒子から成る反応を考え，終状態の粒子を改め

て 1,2と呼ぶことにする．粒子 1の運動量の範囲 d3p1
′ が占める立体角 dΩ1

′ を散乱中心から見た検出器の立

体角 dΩにとると，

dN =

∫
p2

′,|p1
′|
(ρ1V )(ρ2V )wdW

となる．これを式 (423)と等置すると，微分断面積は

dσ =
1

vrel/V

∫
p2

′,|p1
′|
wdW =

∫
p2

′,|p1
′|
dσ′

で与えられる．ここに

dσ′ ≡ wdW

vrel/V

は終状態の粒子 1,2のスピン・偏極と運動量の範囲 d3p1
′,d3p2

′ を指定した反応の断面積である．
なお我々の採用している 1粒子状態

|γkr⟩ = a †
r (k) |0⟩ , |e−pr⟩ = c †

r (p) |0⟩ , |e+pr⟩ = d †
r (p) |0⟩

は規格化条件

⟨γkr|γkr⟩ = ⟨0|ar(k)a †
r (k)|0⟩ = ⟨0|[a †

r (k)ar(k) + 1]|0⟩ = 1,

⟨e−pr|e−pr⟩ = ⟨0|c †
r (p)cr(p)|0⟩ = ⟨0|[−cr(p)c †

r (p) + 1]|0⟩ = 1,

⟨e+pr|e+pr⟩ = ⟨0|d †
r (p)dr(p)|0⟩ = ⟨0|[−dr(p)d †

r (p) + 1]|0⟩ = 1

を満たす (r = 1, 2)．これは (1 粒子状態 |· · ·⟩ の波動関数 φ(x) = ⟨x| · · ·⟩ を用いて記述される 1 粒子系の理論では，

|φ(x)|2 を粒子数密度とする解釈の下で規格化体積 V に粒子が 1 個存在することを意味する (
∫
d3x|φ(x)|2 = 1) [26,

p.130]．そこで (規格化)体積 V の中に散乱中心がひとつ含まれることを考慮すると，ρ1vrel = vrel/V, ρ2V = 1となるの

で，式 (423)は

dN = dσ
vrel
V

と書ける．一方，体積 V に含まれる散乱中心が 1個だから，単位時間に検出器に入る粒子 1の個数 dN は粒子 1が検出

器の方向に散乱される確率に他ならない．これに注意すると，上式は

dN =

∫
p2

′,|p1
′|
wdW

と簡略化される．これらを等置して，再び

dσ =

∫
p2

′,|p1
′|
dσ′, dσ′ ≡ wdW

vrel/V

を得る [10, p.149]．

特に e+e− 衝突によるレプトン対 µ+µ− の生成過程 (417):

e+(p1, r1) + e−(p2, r2) → µ+(p1
′, s1) + µ−(p2

′, s2)
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を考えると，その確率振幅 Sfi は 2次の摂動論で式 (420)によって与えられることから遷移率 wが求まり，

dσ′ = (2π)4δ4(∆p)
1

4Ep1Ep2vrel

(∏
l

(2ml)

)∏
f

d3pf
′

(2π)32Ef
′

 |M|2
が導かれる．ここで lは始・終状態のレプトン e±, µ± を，f は終状態の粒子 µ± を表し，

∏
l

(2ml) = (2me)
2(2mµ)

2,
∏
f

d3pf
′

(2π)32Ef
′ =

d3p1
′

(2π)32Ep1
′
· d3p2

′

(2π)32Ep2
′

である．またMは式 (421)の Feynman振幅である．

ここから重心系での微分断面積の表式(
dσ

dΩ

)
CoM

=
1

64π2(Ep1 + Ep2)
2

|p1′|
|p1|

(∏
l

(2ml)

)
|M|2 (426)

が導かれる (9.8.2節参照) [10, pp.148–151]．この公式は記号の意味を適当に読み替えれば，そのまま任意の

2粒子の衝突過程に適用できる．

3.8.3 反応 e+e− → µ+µ− の断面積

以上を踏まえ，反応 e+e− → µ+µ− の断面積を求めよう．断面積の表式 (426)の中で始・終状態の粒子の

スピンに依存するのは Feynman振幅 (421):

M = −ie2ū(µ)s2(p2
′)γαv(µ)s1(p1

′)DFαβ(p1 + p2)v̄(e)r1(p1)γ
βu(e)r2(p2)

である．ここでレプトンのスピンと光子の偏極をまとめて偏極と呼ぶと，一般に実験では始状態の粒子は非偏

極であり，また終状態の粒子の偏極は測定されない．よって実験に対応する (微分)断面積を得るには，偏極

を指定した (微分)断面積において

• 始状態の粒子の偏極 r1, r2 について平均をとり (
1

2

∑
r1

1

2

∑
r2

を作用させ)，

• 終状態の粒子の偏極 s1, s2 について和をとった (
∑
s1

∑
s2

を作用させた)，

非偏極の (微分)断面積を計算する必要がある．

重心系での粒子のエネルギー・運動量は図 39のように表記できる．

図 39 の記号を用い，始状態の粒子のエネルギー E が十分大きく終状態の粒子 µ± を生成できる条件

E ≥ mµ ≫ me を用いると，2次の摂動論での非偏極の微分断面積の表式(
dσ

dΩ

)
CoM

=
α2

16E4

(
p′

E

)
(E2 +m 2

µ + p′
2
cos2 θ) (427)

を得る．ここで p′ は |p′|の意味であり，4元運動量ではない．2次の摂動論での確率振幅 Sfi の式 (420)は e

の 2次の量であり，その絶対値の 2乗が確率を与えることに対応して，これは微細構造定数 α ≡ e2/4π の 2

次の量である．ここから全断面積 σtot は

σtot =
πα2

4E4

(
p′

E

)
(E2 +m 2

µ +
1

3
p′

2
), ∴ E2σtot =

πα2

6

√
E2 −m 2

µ

E3
(2E2 +m 2

µ ) (428)
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図 39 重心系で見た反応 e+e− → µ+µ− における粒子の 4元運動量

図 40 重心系における反応 e+e− → µ+µ− の全断面積 σtot と全エネルギー 2E の関係

となる．これは E ≫ mµ の相対論的極限で

σtot =
πα2

3E2
(429)

となる [10, pp.156–160]．以上の導出過程は 9.8.3節に記す．

全断面積 σtot と重心系での全エネルギー 2E の関係を図示しよう．断面積とエネルギーをそれぞれ

σ′
tot ≡

m 2
µ σtot

πα2/6
, ε ≡ E

mµ

と無次元化すると，全断面積 σtot の式 (428)は

ε2σ′
tot =

√
ε2 − 1

ε3
(2ε2 + 1)

となる．これをグラフに描くと図 40のようになる．
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3.9 QEDの Feynman規則

第 1 原理 (Dyson-Wick 形式) に基づいて，指定された始状態 |i⟩ から終状態 |f⟩ への遷移を起こす行列要
素 ⟨f |S|i⟩を，任意の次数の摂動論で計算することができる．その結果は Feynmanダイヤグラムに対応付け

て理解することができ，反応 |i⟩ → |f⟩の確率振幅には，可能なあらゆるダイヤグラムによって表される過程
が寄与するものと解釈できる．数式と Feynmanダイヤグラムの対応関係は一連の規則 (Feynman規則)にま

とめ上げることができる．これを踏まえると，もはや詳細な計算をせずとも Feynmanグラフを描き，それを

Feynman規則に従って数式に翻訳することで，直接，遷移振幅 (行列要素)を書き下すことができるようにな

る．3.8.1節ではレプトン対の生成過程 e+e− → µ+µ− を例にとり，QEDの Feynman規則を部分的に垣間

見た．3.9.6節では全ての規則を紹介し，QEDの Feynman規則を完成させる．まずは全ての Feynman規則

の起源を理解するために，追加の具体例として

• 互いにフェルミオンの外線を入れ替えた関係にある複数のダイヤグラムの関与する過程 (3.9.3節)

• ループを含むダイヤグラムの関与する過程 (3.9.4節)

• 静的な外場との相互作用 (3.9.5節)

を重点的に取り上げる必要がある．

3.9.1 S行列要素の計算の一般論

3.8.1節で行った S行列要素の計算手法を一般化することから始めよう [10, pp.115–118]．ただし以下では

簡単のためにフェルミオンとして電子 (と陽電子)e∓ のみを想定し，QEDの相互作用を

HI(x) = −eN[ψ̄(x)/A(x)ψ(x)] = −eN[(ψ̄+ + ψ̄−)(/A
+
+ /A

−
)(ψ+ + ψ−)]x (430)

として，S行列展開

S =
∞∑
n=0

S(n), S(n) ≡ (−i)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{HI(x1) · · ·HI(xn)} (431)

(ここに S(0) = 1, S(1) = −i
∫
d4xN[HI(x)])を考えれば十分である．相互作用 (430)(したがって 1次項 S(1))

は，最右辺における場 ψ̄±, /A
±
, ψ± の各々について，正・負振動数部分の選び方に応じて図 41の 8種類の過

程を起こし得る (ここではレプトンとして電子 l = eのみを想定，γ は光子)．これらは QEDの基本結節点と

呼ばれ，QEDのあらゆる Feynmanダイヤグラムはこれらの基本結節点を組合せることで得られる．図 41の

グラフは実過程ではあり得ない．と言うのも，物理的な光子とフェルミオンの条件 k2 = 0, p2 = m2 を要請す

ると，どの過程もエネルギー・運動量保存則を両立できないからである (9.9.1節で確認)．このため QEDの

基本結節点を組合せたタイヤグラムに現れる中間状態の粒子は，4元運動量が質量殻上に乗らないような仮想

粒子であることになる [10, p.133] [2, p.598]．

次に 2次の項 S(2) に対してWickの定理を適用すると，次のようになる (9.9.1節で確認)．Wick展開の各

項は座標空間の Feynmanダイヤグラムに対応付けて解釈できる (すぐ後で具体例を見る)．

S(2) =
F∑
i=A

S
(2)
i ,

S
(2)
A ≡− e2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ],
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図 41 QEDの基本結節点

S
(2)
B ≡− e2

2!

∫
d4x1d

4x2{N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ] + N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ]}

=− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ],

→ e±の Compton散乱，e+e−の対生成・対消滅の振幅に寄与

S
(2)
C ≡− e2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄γ
αAαψ)x1(ψ̄γ

βAβψ)x2 ],

→ フェルミオン-フェルミオン散乱の振幅に寄与

S
(2)
D ≡− e2

2!

∫
d4x1d

4x2{N[(ψ̄γαAαψ)x1(ψ̄γ
βAβψ)x2 ] + N[(ψ̄γαAαψ)x1(ψ̄γ

βAβψ)x2 ]}

=− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄γ

αAαψ)x1(ψ̄γ
βAβψ)x2 ]

→ フェルミオンの自己エネルギーダイヤグラム (図 42)に寄与

S
(2)
E ≡− e2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ],

→ 光子の自己エネルギーダイヤグラム (図 42)に寄与

S
(2)
F ≡− e2

2!

∫
d4x1d

4x2(ψ̄γ
αAαψ)x1(ψ̄γ

βAβψ)x2

→ 外線のない“真空ダイヤグラム”(図 42)で表され，実遷移を起こさない

縮約は中間状態における粒子の伝播関数 (c-数関数)となり，ここではその両端の時空点 x1, x2 に関する積分

が自然に導入されている．残りの場の演算子が始・終状態の粒子を生成・消滅させる．

図 42に示した“自己エネルギーダイヤグラム”は無限大を生じる．これについては，3.10節で改めて詳し

く論じる*139．

*139 例えば電子が自ら放出した光子を再び吸収する過程から発散が現れることは，場の古典論において電荷が自身の作った電場によっ
て無限大の自己エネルギーを持つことに似ている．
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図 42 S
(2)
D ，S

(2)
E ，S

(2)
F が関与する Feynmanグラフ

さらに 3.8.1節で行ったように，関心のある行列要素 ⟨f |S(n)|i⟩を運動量空間に移して評価することを考え
る [10, pp.128–129]．ここで運動量空間に移すとは，適切な生成・消滅演算子を選び出すために場を Fourier

展開し，行列要素を (座標空間の代わりに，一般には)運動量空間の積分で表すことを意味する．その結果は

運動量空間の Feynmanダイヤグラム (運動量を付記したダイヤグラム)に対応付けて解釈できる．これを行

うために有用となる関係を以下にまとめておく．

• 4元運動量空間における伝播関数

SF(p) =
/p+m

p2 −m2 + iε
=

1

/p−m+ iε
, Dαβ

F (k) =
−gαβ

k2 + iε
.

• 縮約されていない演算子 ψ+, ψ̄+, A+
α は，始状態 |i⟩を |0⟩に移行させる作用を持つ．

ψ+(x) |e−pr⟩ =
∑
q,s

(
m

V Eq

)1/2

cs(q)us(q)e
−iq·x |e−pr⟩

= |0⟩
(

m

V Ep

)1/2

ur(p)e
−ip·x, (432)

ψ̄+(x) |e+pr⟩ =
∑
q,s

(
m

V Eq

)1/2

ds(q)v̄s(q)e
−iq·x |e+pr⟩

= |0⟩
(

m

V Ep

)1/2

v̄r(p)e
−ip·x, (433)

A+
α (x) |γkr⟩ =

∑
s,k′

(
1

2V ωk′

)1/2

εsα(k
′)as(k

′)e−ik
′·x |γkr⟩

= |0⟩
(

1

2V ωk

)1/2

εrα(k)e
−ik·x. (434)

(ただし例えば |e−pr⟩ = c †
r (p) |0⟩は 1電子状態，|γkr⟩ = a †

r (k) |0⟩は 1光子状態である．)

• 式 (432)–(434)の両辺の Hermite共役をとると

(フェルミオンの式 (432)，(433)については，さらに右から γ0 をかける)，

⟨e−pr| ψ̄−(x) =

(
m

V Ep

)1/2

ūr(p)e
ip·x ⟨0| , (435)

⟨e+pr| ψ̄−(x) =

(
m

V Ep

)1/2

vr(p)e
ip·x ⟨0| , (436)

⟨γkr|A−
α (x) =

(
1

2V ωk

)1/2

εrα(k)e
ik·x ⟨0| (437)
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図 43 1次過程 e−(p, s) → e−(p′, s′) + γ(k′, r′)．3.9.6節の Feynman規則を考慮して，結節点因子と

外線因子を付してある．

となることも有用である．

★ これ以降，スピン・偏極状態の指標を省略した表記を頻繁に用いる．

3.9.2 1次の項 S(1) [10, pp.129–131]

最初の例として過程 e− → e− + γ，すなわち遷移

|i⟩ = |e−ps⟩ = c †
s (p) |0⟩ → |f⟩ = |e−p′s′; γk′r′⟩ = c †

s′ (p
′)a †

r′ (k′) |0⟩

を考える．場を Fourier展開して運動量空間に移行すると，S(1) の振幅への寄与は

⟨f |S(1)|i⟩ =

[
(2π)4δ(4)(p′ + k′ − p)

(
m

V Ep

)1/2(
m

V Ep′

)1/2(
1

2V ωk′

)1/2
]
M, (438)

M =ieūs′(p
′)/εr′(k

′ = p− p′)us(p) (439)

と計算される (導出は 9.9.2節)．Mは個々の過程に固有の部分であり，Feynman振幅と呼ばれ，図 43に示

す運動量空間の Feynmanダイヤグラムに対応付けられる．デルタ関数 δ(4)(p′ + k′ − p)は座標空間のダイヤ
グラム (図 41)における結節点 xに関する積分から生じており (9.9.2節の導出過程を参照)，結節点における

エネルギー・運動量の保存を保証する．(保存則 p = p′ + k′ を満たさない遷移 |i⟩ → |f⟩を想定すると，確率
振幅はゼロになる．

3.9.1節で見たように，e− → e− + γ を含め図 41の 1次過程ではエネルギー・運動量保存則が成立しない

ので，実過程にならない．(すなわち始・終状態の粒子を質量殻上にある物理的粒子とすると，その過程の確

率振幅は自然に導かれるデルタ関数因子のためにゼロとならざるを得ない．)

3.9.3 電子-電子散乱 (Mϕller散乱) [10, pp.121–124,pp.135–136]

ここで S
(2)
C の寄与する過程として，Mϕller (メラ―)散乱

e−(1) + e−(2) → e−(1′) + e−(2′)
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図 44 電子-電子散乱 (Mϕller散乱)を表す 2つのダイヤグラム

を考えよう．ただし 1, 2, 1′, 2′ はそれぞれ電子の状態の指標 (スピン状態と運動量をまとめたもの) である．

Mϕller散乱の振幅に対する S演算子の (最低次の)寄与は，S(2)
C における 2つの部分

Sa =− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄−

1′γ
αψ+

1 )x1(ψ̄
−
2′γ

βψ+
2 )x2 ]iDFαβ(x1 − x2),

Sb =− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄−

2′γ
αψ+

1 )x1(ψ̄
−
1′γ

βψ+
2 )x2 ]iDFαβ(x1 − x2) (440)

の和 Sa + Sb となる (導出は 9.9.3節)．Sa は図 44に示した直接散乱を引き起こすのに対し，Sb は同図の交

換散乱を引き起こす*140．正規順序化においてフェルミオン場の演算子を反交換する規則に基づけば，Sa と

Sb は互いに 1′, 2′ を反交換した関係にあり，相対的な符号が異なることが示される (9.9.3節参照)：

⟨f |S(2)(2e− → 2e−)|i⟩ = ⟨f |S(2)
a |i⟩+ ⟨f |S

(2)
b |i⟩ , (441)

⟨f |S(2)
a |i⟩ =

{
−e2

∫
d4x1d

4x2g1′(x1)γ
αf1(x1)g2′(x2)γ

βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2)
}
,

⟨f |S(2)
b |i⟩ =− {1

′ ↔ 2′}. (442)

これは非相対論的な量子力学において，2つの同種フェルミオンが反対称な波動関数で記述されたことを想起

させる (本章の冒頭を参照) [16, pp.220–222]．

一般論 1 S行列展開 (431)における n次項 S(n) は，因子 1/n!と，n個の変数 x1, x2, · · · , xn を含む．
後者は単に積分を実行するための時空座標変数であり，同じトポロジーを持つ Feynmanグラフが

含む n個の結節点に対して n!通りの方法であてがわれる．したがって，我々がトポロジー的に互

いに異なる Feynmanダイヤグラムだけを考えるならば (すなわち各結節点にあてがわれた座標変

数が違うだけのグラフは同じものと見なすならば)，因子 1/n!を省くことができる [10, p.122]．

ただし例えば図 44に示された 2つのグラフは，トポロジー的に異なるグラフと見なさなければならな

いことに注意する．

一般論 2 始状態または終状態に複数の同種フェルミオンが含まれる場合，完全に反対称な ⟨f |S|i⟩が得
られる．たとえば始状態 |i⟩が s個の陽電子を含み，それらの占める 1粒子状態が 1, 2, · · · , sであ
るとする．これに対応する S演算子は s個の縮約されていない演算子 N[ψ̄(x1)ψ̄(x2) · · · ψ̄(xs)]を

*140 もちろん図 44においてどちらのダイヤグラムを「直接散乱」と見なすかは任意である．
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図 45 電子-陽電子散乱 (Bhabha散乱)を表すダイヤグラム

含む．これらの演算子 ψ̄(x1), ψ̄(x2), · · · , ψ̄(xs)のどれでも状態 1の陽電子を消滅させることがで

きる，等々ということで s!個の項が得られ，ψ̄(x1), ψ̄(x2), · · · , ψ̄(xs)が反交換するために，s!個
の項の和は 1, 2, · · · , sの置換に関して完全に反対称である．
さらに奇妙なことに，演算子 ψ(x) は電子を消滅させることも陽電子を生成することもできると

いう事実は，遷移振幅が始状態の 1 電子状態と終状態の 1 陽電子状態関しても反対称となるこ

とを意味する．(もちろん ψ̄(x) に着目した始状態の陽電子と終状態の電子の議論も同様に成立す

る．) [10, p.124]

例えば Bhabha (バーバ)散乱
e+ + e− → e+ + e−

に寄与するダイヤグラムには，図 45に示す 2つのグラフ (a),(b)がある．(b)を変形させて得られる等

価なグラフ (c)は (a)のグラフと比べて，x1 に接続する始状態の電子線と x2 に接続する終状態の陽電

子線が入れ替わっている．これら 2種類のグラフ (a)，(b)(≡(c))からの寄与には，符号因子 (−1)の相
対的な違いがある．

次に運動量空間に移ろう．電子-電子散乱 (Mϕller散乱)

|i⟩ = c †
s (p2)c

†
r (p1) |0⟩ → |f⟩ = c †

s′ (p
′
2)c

†
r′ (p

′
1) |0⟩

の確率振幅には，図 44で見た座標空間の Feynmanグラフに対応して，図 46に示す 2つの運動量空間のグラ

フが寄与する．それぞれのグラフに関する Feynman振幅をMa,Mb とすると，対応する S行列要素は

⟨f |S(2)(2e− → 2e−)|i⟩ =

[
(2π)4δ(4)(p′ + k′ − p− k)

×
(

m

V E1

)1/2(
m

V E2

)1/2(
m

V E′
1

)1/2(
m

V E′
2

)1/2
]
(Ma +Mb), (443)

Ma =− e2ūr′(p′1)γαur(p1)iDFαβ(k = p2 − p′2)ūs′(p′2)γβus(p2), (444)

Mb =+ e2ūs′(p
′
2)γ

αur(p1)iDFαβ(k = p2 − p′1)ūr′(p′1)γβus(p2) (445)

となる (E′
1 ≡ Ep′

1
, etc.，導出は 9.9.3節)．2つの振幅Ma,Mb の相対的な符号の違いはそのまま，式 (442)

で見た直接散乱と交換散乱の符号の違いに由来している．また再びデルタ関数 δ(4)(p′ + k′ − p− k)は反応全
体のエネルギー-運動量保存則を表している．
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図 46 電子-電子散乱 (Mϕller散乱)．スピン状態の添字を省き，3.9.6節の Feynman規則に基づく因子を付してある．

上式における光子の運動量 k = p2 − p′2, p2 − p′1 は，図 46のように光子の内線の運動量 kを上向きに定義

した場合と整合している．

DFαβ(k) =
−gαβ
k2 + iε

= DFαβ(−k)

なので，行列要素を計算する際に波数 k の代わりに −k を用いて伝播関数の Fourier展開を行えば，単純に上

式で k → −k と置き換えた式が得られる．この場合には Feynman振幅は図 46の代わりに，内線の運動量 k

を下向きに定義したグラフと整合することになる．結局 kの向きを任意に決めておき，それに応じて保存則を

適切に表せば，Feynman振幅が正しく得られることになる．

3.9.4 閉じたループ

■電子の自己エネルギー [10, pp.136–137] 一般に内線がループを形成している Feynman ダイヤグラムで

は，エネルギー-運動量保存則の下でなお 4元運動量が外線から固定されない内線が生じる．例えば図 47に示

す電子の自己エネルギーダイヤグラムでは，保存則を考慮すると，与えられた外線の運動量 p, p′(= p)に対し

て光子と電子の内線の運動量は k, q = p− k とおくことができる．このとき運動量 k の値は (したがって q の

値は)固定されない．第 1原理により遷移

|i⟩ = c†(p) |0⟩ → |f⟩ = c†(p′) |0⟩

(スピン状態の添字を省略)に関する，図 47に対応する S行列要素は

⟨f |S(2)|i⟩ =

[
(2π)4δ(4)(p′ − p)

(
m

V Ep

)1/2(
m

V Ep′

)1/2
]
M, (446)

M =− e2
∫

d4k

(2π)4
iDFαβ(k)ū(p)γ

αiSF(p− k)γβu(p) (447)

と計算される (導出は 9.9.4節)．これは保存則 p = p′ を含意しており，独立に選べる運動量 k の可能なすべ

ての値からの寄与が，k に関する積分として自然に導入されている．このような内部運動量に関する積分は，

閉じたループに一般的な特徴である．もう 1つの例として，光子の自己エネルギーを次に取り上げる．

■光子の自己エネルギー [10, pp.126–127,p.145] 光子の自己エネルギーダイヤグラム (図 42参照)に寄与す

るのは，

S
(2)
E ≡ −e

2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ]
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図 47 電子の自己エネルギー．スピン状態の添字を省き，3.9.6節の Feynman規則に基づく因子を付してある．

図 48 光子の自己エネルギー．偏極状態の添字を省き，3.9.6節の Feynman規則に基づく因子を付してある．

のうち

S(2)(γ → γ) = −e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄ /A

−
ψ)x1(ψ̄ /A

+
ψ)x2 ] (448)

である．スピノル添字を明記し /A
−
λµ(x) ≡ γαλµA−

α (x)などと書くと，正規積の部分は

N[(ψ̄λ /A
−
λµψµ)x1(ψ̄σ /A

+
στψτ )x2 ]

=(−1)ψτ (x2)ψ̄λ(x1)/A−
λµ(x1)ψµ(x1)ψ̄σ(x2)/A

+
στ (x2)

=(−1)Tr[iSF(x2 − x1)/A−
(x1)iSF(x1 − x2)/A+

(x2)] (449)

と計算される．ここで

• 負号 (フェルミオン場を演算子積の一端から他端に移動する際に生じている)

• 対角和 (Tr)

は，閉じたフェルミオンループ (図 42参照)に特徴的である．

運動量空間に移ると，図 48の遷移 |i⟩ → |f⟩に対応する S行列要素は

⟨f |S(2)(γ → γ)|i⟩ =

[
(2π)4δ(4)(k′ − k)

(
1

2V ωk

)1/2(
1

2V ωk′

)1/2
]
M,

M =− e2
∫

d4p

(2π)4
Tr [/ε(k)iSF(p+ k)/ε(k′ = k)iSF(p)] (450)

と計算される (導出は 9.9.4節)．期待されるように，ここでもループを作る内線の固定されない運動量 pに関

する積分が施されている．
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3.9.5 外場による散乱 [10, pp.170–173]

量子ゆらぎが重要ではない外部電磁場 Aαe (x)は，古典場として記述するのが適切である．より一般には S

行列展開において，Aα(x)を量子場と古典場の和 Aα(x) +Aαe (x)に置き換えれば良い．

S =
∞∑
n=0

(ie)n

n!

∫
d4x1 · · ·d4xnT

{
N[ψ̄(/A+ /Ae)ψ]x1 · · ·N[ψ̄(/A+ /Ae)ψ]xn

}
. (451)

特に静的な外場
Aαe (x) = Aαe (x)

を考えると，次の規則が見出される．

(i) Feynman振幅と S行列要素を関係付ける式 (453)において

(2π)4δ(4)
(∑

p′f −
∑

pi

)
→ (2π)δ

(∑
E′

f −
∑

Ei

)
と置き換える．

(ii) 荷電粒子と外部の静的電磁場 Aeα(x)との相互作用

(×印は外場の源を表す)それぞれに対して，因子

Aeα(q) =

∫
d3xe−iq·xAeα(x)

を充てる．q は場の源 (×)から粒子へ移行する運動量である．

このことを見るための簡単な例として，静的な外場 Aαe (x)による電子 (質量m)の散乱

|i⟩ = |e−pr⟩ → |f⟩ = |e−p′s⟩

を取り上げる．最低次の近似で，この過程の S行列要素は

⟨f |S(1)
e |i⟩ =

[
(2π)δ(E′ − E)

( m

V E

)1/2 ( m

V E′

)1/2]
M,

M =ieūs(p
′)/Ae(q = p′ − p)ur(p) (452)

と計算される (E ≡ Ep, E
′ ≡ Ep′，導出は 9.9.5節)．対応する運動量空間の Feynmanダイヤグラムを図 49

に示す．これを 3.9.2節における量子場による散乱 (図 43)の式 (438)，(439)と比べると，

(2π)4δ(4)(p′ + k′ − p) → (2π)δ(E′ − E),

光子の因子

(
1

2V ωk′

)1/2

εα(k
′) → 外場の因子 Aeα(q)

と置き換わっている．これは上記の規則 (i)，(ii)へと一般化される．なお，この例で言うと
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図 49 静的な外場による電子散乱．×印は外場の源を表す．|p| = |p′|である．

• 始・終状態とで運動量が保存しないのは，静的な外場の仮定において，
外場から電子への運動量 q = p′ − pの移行に伴う外場の源の反跳を無視しているためである．
• デルタ関数 δ(E′ − E)は静的な外場のエネルギーが一定であることに対応して，

残りの粒子 (電子)だけでエネルギーが保存されることを意味している．

弾性散乱の条件 E′ = E より |p′| = |p|としなければならない．

3.9.6 QEDの Feynman規則

我々は QED の全ての Feynman 規則を列挙できる段階に達した [10, pp.137–141] [1, pp.537–540]．荷電

レプトン l∓ = e∓, µ∓, τ∓ に対する Feynman規則は，中性レプトン νl, ν̄l (ゼロでない質量mνl を持つ Dirac

粒子と仮定)にも適用できる．そこで以下では中性レプトンも対象に含める．

Feynman規則の紹介に先立ち，Feynmanダイヤグラムに運動量の指標を付ける方法の慣習についてここで

説明しておく [10, pp.134–136]．

外線・内線 (特にフェルミオン線)の運動量の向き 　

• “外線”に付記する 4元運動量は，始・終状態に存在する粒子の“実際の”4元運動量である．

– “電子の外線”に付記された 4元運動量は，外線の矢と同じ向きである．

– “陽電子の外線”に付記された 4元運動量は，外線の矢と反対向きである．

• フェルミオンの“内線”に付記する 4元運動量は，“常に”矢と“同じ向き”の 4元運動量を表す．

光子の内線の運動量 運動量 k の光子の伝播関数は

DFαβ(k) =
−gαβ
k2 + iε

= DFαβ(−k)

なので，光子の内線における運動量 k の向きは任意である．k の向きを任意に決めておき，それに応じ

て保存則を適切に表せば，Feynman振幅が正しく得られることになる．このような任意性は行列要素

を計算する際に，波数 (運動量)k の代わりに −k を用いて伝播関数の Fourier展開を行うことができる

という事情に由来している．(例えば 3.9.3節におけるMϕller散乱の Feynman振幅を参照．)
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さて，遷移 |i⟩ → |f⟩に関する S行列要素は

Sfi = δfi + (2π)4δ
(∑

p′f −
∑

pi

)∏
i

(
1

2V Ei

)1/2∏
f

(
1

2V E′
f

)1/2∏
l

(2m)1/2M (453)

という形をとる．ここに pi = (Ei,pi)は始状態における各粒子の 4元運動量，p′f = (E′
f ,p

′
f )は終状態にお

ける各粒子の 4元運動量である．添字 l は全ての外線レプトン (荷電レプトン l∓ および中性レプトン νl, ν̄l)

を指し，mは外線レプトン l の質量 (ml および mνl)を表す．この式で遷移 |i⟩ → |f⟩に関する Feynman振

幅Mが定義される．

以下の Feynman規則に従って，QEDの過程に関するグラフから対応する Feynman振幅を得ることがで

きる．読者は既に各規則の起源を理解できるはずである．

1. 各結節点に因子 ieγα を充てる．

2. 運動量 k の付随する光子の内線

に因子 iDFαβ(k) = i
−gαβ
k2 + iε

を充てる．

3. 運動量 pの付随するレプトンの内線

に因子 iSF(p) = i
1

/p−m+ iε
を充てる．

mは対象とするレプトンの質量ml やmνl を表す (l = e, µ, τ)．

4.（a）始状態のレプトン l−, νl の外線

に因子 ur(p)を充てる．

（b）終状態のレプトン l−, νl の外線

に因子 ūr(p)を充てる．

（c）始状態のレプトン l+, ν̄l の外線
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に因子 v̄r(p)を充てる．

（d）終状態のレプトン l+, ν̄l の外線

に因子 vr(p)を充てる．

（e）始状態の光子の外線

に因子 εrα(k)を充てる．

（f）終状態の光子の外線

に因子 εrα(k)を充てる*141．

ここに pと kは外線粒子の 3次元運動量を表し，r(= 1, 2)はスピン状態もしくは偏極状態を表す．

5. 各フェルミオン線と，

それらを接続する各結節点に付随するスピノル因子 (4元スピノル，SF 関数，γ 行列)を，

相互に接続している一連のフェルミオン線を矢印の向きに辿る順序で右から左に並べる．

6. 閉じたフェルミオン線それぞれに関して対角和をとり，因子 (−1)を掛ける．
7. 結節点においてエネルギー・運動量の保存を成立させる．

エネルギー・運動量保存の要請の下でも固定されないパラメーターとして残る

内部 4元運動量 q それぞれに関して積分
∫

d4q

(2π)4
を施す．

このような内部運動量変数 q に関する積分は，閉じたループそれぞれにおいて生じる．

★ このように積分に因子 (2π)−4 を含めておけば，次の規則 8による位相因子を除き，

必要な数値因子が全て出揃う (9.9.6節で確認する)．

8. 位相因子 δP として +1または −1を掛ける．
これは外線フェルミオン因子 (演算子)の順序を外線指数 (引数)の順序が適正になるように

並べ直すときに，フェルミオン因子同士の置換が必要な回数が偶数回ならば +1，

奇数回ならば −1とする．
★ 位相因子が重要となるのは，複数の Feynmanグラフからの寄与を足し合わせる必要のある場合

に限られ，その場合にも相対的な符号の違いのみが関心の対象となる．

“外部の静的な電磁場”Aeα(x)との相互作用を扱う際には，Feynman振幅と S行列要素を関係付ける式

*141 これは 3.3.1節で選んだ線形偏極 (偏光)状態 εrα(k)が実数であることによる．一般に εrα(k)は複素数であり (例えば円偏光を
考えよ)，その場合には終状態の εrα(k)を εrα(k)∗ に置き換えなければならない．
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(453)において

(2π)4δ
(∑

p′f −
∑

pi

)
→ (2π)δ

(∑
E′

f −
∑

Ei

)
と置き換えた上で，次の Feynman規則を追加する．

9. 荷電粒子と外部の静的電磁場 Aeα(x)との相互作用

それぞれに対して，因子

Aeα(q) =

∫
d3xe−iq·xAeα(x)

を充てる．q は場の源 (×)から粒子へ移行する運動量である．

これまでに取り上げた具体的な過程の Feynman振幅を Feynman規則から改めて導く作業は，9.9.6節でま

とめて行うことにする．

3.10 輻射補正

QEDの最低次の摂動計算に対する高次の補正は輻射補正と呼ばれる．そのような計算を行うと，発散する

積分が現れる．これは次の手順により解消される [10, p.185]．

1. 理論を正則化する．

• 全次数において，諸量が有限で数学的によく定義されるように，理論の形を修正する．
2. 繰り込み．

• 相互作用する物理的な粒子を，相互作用のない (裸の)粒子と区別する．

• 物理的な粒子の性質を裸の粒子の性質と関係付け，
理論の予言を物理的な粒子の質量や電荷によって表現する．

3. 正則化された理論を再び QEDに戻す．

• 発散は裸の粒子と物理的粒子の関係の部分にだけ残る．
これは裸の粒子自体を観測できないために，物理的な検証の対象とはなり得ない．

• 観測可能量，輻射補正は有限となる．

最低次の輻射補正の一般的な計算方法を 3.10.1–3.10.5節で展開する．本稿では摂動の任意次数への一般化に

は言及しない．正則化の詳細については 3.11節にて改めていくらか説明する．本節ではフェルミオンとして

(陽)電子 e∓ のみを考察する．

繰り込みについて 例えば 3.10.2節，3.10.3節では 2次の輻射補正として，光子とフェルミオンの伝播関数

に対する自己エネルギー部分の挿入を考察する．このような伝播関数の修正は等価的に電荷や質量の繰

り込みとして表現され，それ故，自己エネルギー部分は裸の粒子を物理的な粒子へと移行させる過程と

解釈できる．
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3.10.1 QEDにおける 2次の輻射補正 [10, pp.186–192]

輻射補正は仮想光子の放射と再吸収を表す結節点を付け加える補正にあたる．以下，結節点を 2つだけ追加

する 2次の輻射補正を考える．これは元の行列要素に対する α = e2/4π 程度の補正となる．

今まで e,mと書いていた裸の粒子の電荷と質量を，それが裸の粒子の電荷と質量であることを明確にする

ために，これ以降それぞれ e0,m0 と書く．2次の輻射補正として，基のグラフの基本要素に対する図 50の置

き換えが考えられる．図 50(a)は電子の自己エネルギー部分であり (3.9.1節)，裸の電子を物理的な電子へ移

行させる最低次の過程を表す．図 50(b)は光子の自己エネルギー部分であり，真空偏極ダイヤグラムと呼ばれ

る (3.9.1節)．図 50(c)は結節点補正と呼ばれる．

Feynmanルールに基づいて，これらのループ部分に関して以下の積分が現れる (図 50を参考にせよ)．

ie 2
0 Σ(p) ≡ (ie0)

2

(2π)4

∫
d4kiDFαβ(k)γ

αiSF(p− k)γβ ,

ie 2
0 Πµν(q) ≡ (ie0)

2

(2π)4
(−1)Tr

∫
d4p̄γµiSF(p̄+ q)γνiSF(p̄),

e 2
0 Λµ(p′, p) ≡ (ie0)

2

(2π)4

∫
d4kγαiSF(p

′ − k)γνiSF(p− k)γβiDFαβ(k)

これらのループ積分は積分変数の運動量が大きくなるところで発散する．任意の過程に対する最低次の輻射補

正を計算する際に発散積分として現れるのは，必ずこれら 3種類の積分なので，それらの扱い方を確立すれば

十分である．(実際，上の置き換えによっては得られないような 2次の輻射補正も一般に存在するけれど，そ

れらの寄与は有限で数学的によく定義されている．) 3.10.2–3.10.5節において，これら 3種類の発散積分を正

則化した後の繰り込み処方について論じる．

図 50 フェルミオン線，ボゾン線，結節点に対する 2次の輻射補正
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図 51 静的な外場による電子弾性散乱への最低次の寄与

輻射補正と S行列展開の関係

輻射補正がどのように現れるのかを簡単に見るために，具体例として静的な外場 A µ
e (x)(引数が時刻 tに依

らない)による電子の弾性散乱を考える．最低次の過程は図 51の Feynman ダイヤグラムで表され，対応する

Feynman振幅は
M(0) = ie0ū(p

′)/Ae(p
′ − p)u(p)

である (3.9.5節)．

このダイヤグラムの要素に対して図 50の置き換えを施すと，2次輻射補正に対応する図 52の 4通りのダイ

ヤグラム (a)–(d)が得られる．それぞれの Feynman振幅は

M (2)
a =ie0ū(p

′)/Ae(p
′ − p)iSF(p)

[
(ie0)

2

∫
d4k

(2π)4
iDFαβ(k)γ

αiSF(p− k)γβ
]
u(p)

=ie0ū(p
′)/Ae(p

′ − p)iSF(p)ie
2

0 Σ(p)u(p),

M (2)
b =ie0ū(p

′)ie 2
0 Σ(p′)iSF(p

′)/Ae(p
′ − p)u(p),

M (2)
c =ie0ū(p

′)γλu(p)iDFλµ(q)

[
(ie0)

2(−1)Tr
∫

d4p̄

(2π)4
γµiSF(p̄+ q)γνiSF(p̄)

]
Aeν(p

′ − p)

=ie0ū(p
′)γλu(p)iDFλµ(q)ie

2
0 Πµν(q)Aeν(p

′ − p),

M (2)
d =ie0ū(p

′)

[
(ie0)

2

∫
d4k

(2π)4
γαSF(p

′ − k)γµiSF(p− k)γβiDFαβ(k)

]
u(p)Aeµ(p

′ − p)

=ie0ū(p
′)e 2

0 Λµ(p′, p)u(p)Aeµ(p
′ − p)

である．

さて，これらが S行列展開にどのように含まれているのかを考えよう．電磁場を静的な外場 A µ
e (x)と輻射

場 Aµ(x)に分けて Aµ(x)→ A µ
e (x) +Aµ(x)と考えると，S行列展開は

S =1 +
∞∑
n=1

(ie0)
n

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{N[ψ̄(/A+ /Ae)ψ]x1 · · ·N[ψ̄(/A+ /Ae)ψ]xn} : (451)

≃1 +
∞∑
n=1

(ie0)
n

(n− 1)!

∫
d4x1 · · ·d4xnT{N(ψ̄ /Aeψ)x1N(ψ̄ /Aψ)x2 · · ·N(ψ̄ /Aψ)xn}
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図 52 電子散乱への 2次輻射補正の 4通りの寄与を表すグラフ

によって与えられる．ただし第 2の等号では，外場は弱いものと仮定して A µ
e (x)の 1次の項だけを拾った．

最初の振幅M(0) は n = 1の項から生じる (3.9.5節)．2次の輻射補正は仮想光子の放射と再吸収を表す 2つ

の結節点を付け加える補正なので，輻射場 Aµ(x)を 2つ含んでいる n = 3の項から現れる．

3.10.2 光子の自己エネルギー [10, pp.192–197]

正則化

光子の自己エネルギー部分に関するループ積分 (3.10.1節)

ie 2
0 Πµν(k) =

−e 2
0

(2π)4

∫
d4p

Tr[γµ(/p+ /k +m0)γ
ν(/p+m0)]

[(p+ k)2 −m 2
0 + iε][p2 −m 2

0 + iε]
(454)
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図 53 光子伝播関数の修正

(右辺の負号は 2つの伝播関数 SF の係数 iに由来)は，pが大きいところで発散する*142．これを正則化する，

すなわち数学的によく定義された有限積分へと修正するには，例えば被積分関数に切断因子

f(p2,Λ2) =

(
−Λ2

p2 − Λ2

)2

を掛ければ良い．Λの値を大きな有限の値にとれば，(それに比べて pの小さいところで)f ≃ 1であり，積分

は pの大きいところで
∫
d4p/p6 のように振舞い収束する．現時点ではこの措置を単なる数学的な道具とも，

QEDの高エネルギー領域において本質的な修正とも見なせる*143．ただしこの措置はこのままでは実光子の

固有質量をゼロと保証できず，また理論のゲージ不変性を破る．光子の固有質量がゼロとなり，ゲージ不変性

が保証れるような別の正則化の方法も存在する．今後は Πµν(k)などと書く場合，それは式 (454)そのもので

はなく，何らかの方法で既に正則化がなされたものと見なすことにする．

繰り込み

図 53 のように光子伝播関数を，光子の自己エネルギー部分を挿入したグラフと一緒に考える修正を行う．

これは

iDFαβ(k) → iDFαβ(k) + iDFαµ(k)ie
2

0 Πµν(k)iDFνβ(k),

∴ −igαβ
k2 + iε

→ −igαβ
k2 + iε

+
−igαµ
k2 + iε

ie 2
0 Πµν(k)

−igνβ
k2 + iε

(455)

という修正に対応する*144．

この置き換えが Lorentz不変であるためには Πµν は kµ から作られる 2階 (反変)テンソルでなければなら

ず，その最も一般的な形は
Πµν(k) = −gµνA(k2) + kµkνB(k2) (456)

である (A,B はスカラー関数)．ところが光子伝播関数は S 行列展開の中に，保存するカレントと結合した

形でしか現れないため，第 2 項 kµkνB(k2) はこれに寄与しないことが示される (説明は 9.10.1 節)．そこで

kµkνB(k2)の項を省いて上の修正を

−igαβ
k2 + iε

→ −igαβ
k2 + iε

[
1− e 2

0 A(k
2)

1

k2 + iε

]

*142 pの大きいところで積分は
∫
d4p/p2 のように振舞い，2次の発散をする．

*143 実際 QEDが有限の Λを持つ理論によって修正されるとしても，実験的・理論的に不都合は生じない [10, pp.210–211]．
*144 これは今考えている光子の線が内線 (光子伝播関数)であることによる．外線の場合は 3.10.4節で議論する．
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とすると，これは A(k2)を有限の量とする仮定の下で

−igαβ
k2 + iε

→ −igαβ
k2 + iε+ e 2

0 A(k
2)

+O(e 4
0 ) (457)

と書き直される (詳しい計算は 9.10.1節)．上式 (457)は裸の光子の伝播関数を現実の光子の伝播関数へと修

正しているものと見ることができる．ところで一般に，質量がmの粒子の伝播関数は引数の 4元運動量 pが

p2 = m2 のところで極を持つので，現実の光子についても質量がゼロになるためには

A(0) = 0, ∴ A(k2) = k2A′(0) + k2Πc(k
2) (458)

でなければならない．ただしここに A(0) ≡ A(k2 = 0), A′(0) ≡ dA(k2)
d(k2)

∣∣∣
k2=0

であり，Πc(k
2)は k2 = 0の近

くで k2 の 1次以上のベキに比例してゼロに近づく．よって式 (457)は，(伝播関数の端の 2つの結節点に関わ

る電荷 e0 を含めて考えると*145)

−igαβ
k2 + iε

e 2
0 → −igαβ

k2 + iε
e 2
0 [1− e 2

0 A
′(0)] +

igαβ
k2 + iε

e 4
0 Πc(k

2) (459)

となる (詳しい計算は 9.10.1節)．右辺第 1項は裸の電子の電荷 (−e0)の，物理的な電子の電荷 (−e)への修正

e2 = e 2
0 [1− e 2

0 A
′(0)] (460)

と捉えることができる．これが“電荷の繰り込み”であり，(−e)は“繰り込まれた電荷”である．ここでは 2

次の自己エネルギー部分だけを考慮しており，より高次の補正も含めると

e ≡ Z 1/2
3 e0 = e0

[
1− 1

2
e 2
0 A

′(0) +O(e 4
0 )

]
となる．ここに Z3 は“繰り込み定数”と呼ばれる．ここから逆に e0 を観測可能な実電荷 eによって表すと，

結局，光子の伝播関数 (の e2 倍)の修正として

−igαβ
k2 + iε

e 2
0 → −igαβ

k2 + iε
e2 +

igαβ
k2 + iε

e4Πc(k
2) +O(e6) (461)

を得る．これは電荷の置き換え e0 → e(第 1項)と，第 1項に対する αのオーダーの輻射補正 (第 2項)から

成る．

正則化した理論の QEDへの復元

正則化した理論から QEDを復元するような極限操作 (例：切断パラメーター Λ→∞)を行った後に，光子

伝播関数 (461)は，したがって各種の物理的な予言は，観測される素電荷 eと，正則化の詳細に依らない有限

の極限値を持つ Πc(k
2)だけを含む．発散はこの極限操作により A′(0), Z3 に残り，これらは eと e0 の関係を

決めるため，実験検証の対象とはなり得ない．詳しくは 3.11.3節を参照．

3.10.3 電子の自己エネルギー [10, pp.197–202]

正則化

フェルミオンの自己エネルギー部分に関するループ積分 (3.10.1節)を具体的に書くと

ie 2
0 Σ(p) =

e 2
0

(2π)4

∫
d4k

1

k2 + iε

2/p− 2/k − 4m0

(p− k)2 −m 2
0 + iε

(462)

*145 これによって伝播関数の修正 (459)を，すぐ後の電荷の繰り込み (460)と見ることが可能となっている．
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図 54 フェルミオン伝播関数の修正

となる (9.10.2節で確認)．これは k →∞での発散 (紫外発散)のみならず，k → 0でも発散する (赤外発散)．

両方の発散を取り除くような正則化の方法の 1つに，

1

k2 + iε
→ 1

k2 − λ2 + iε
− 1

k2 − Λ2 + iε
(463)

と置き換えることが考えられる (9.10.2節参照)．この場合，λ→ 0,Λ→∞の極限で QEDが復元される．以

降 ie 2
0 Σ(p)は何らかの方法で既に正則化されているものと見なす．

質量の繰り込み (その 1)

図 54のようにフェルミオン伝播関数を，自己エネルギー部分の挿入されたグラフと併せて考える修正を行

う．これは置き換え

i

/p−m0 + iε
→ i

/p−m0 + iε
ie 2

0 Σ(p)
i

/p−m0 + iε

=
i

/p−m0 + e 2
0 Σ(p) + iε

+O(e 4
0 ) (464)(

∵ 恒等式 1

A−B
=

1

A
+

1

A
B

1

A
+

1

A
B

1

A
B

1

A
+ · · ·

)
(465)

に対応する (恒等式 (465)の確認は 9.10.2節参照)．

この置き換えは裸のフェルミオン伝播関数を物理的な粒子のそれへと修正していると見ることができる．一

般に質量mの粒子の伝播関数は引数 pが /p = mのところで極を持つので，式 (464)は裸のフェルミオンの質

量m0 の，物理的な粒子の質量
m = m0 + δm

への修正と見なせる．置き換えm0 → mは“質量の繰り込み”と呼ばれ，mは繰り込まれた質量と呼ばれる．

伝播関数 (464)の極 /p = mを特定するには，その分母を /p−m+ iεと等置して δmについて解けば良い．

Σ(p) = A+ (/p−m)B + (/p−m)Σc(p) (466)

と展開するならば*146*147，結果として
δm = −e 2

0 A (467)

を得る (9.10.2節参照)．

*146 /p−m0 による展開ではないことに注意する．
*147 /p→ mにおいて Σc(p)は (/p−m)の 1次 (以上)でゼロに近づく．
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図 55 質量相殺項 −δmψ̄ψ を表す 2伝播線結節点のグラフ

質量の繰り込み (その 2)

質量の繰り込みを行うには次のような方法もある：

• 自由場 Hamiltonian密度に −ψ̄(i/∂ −m0)ψ として含まれるm0 を

物理的フェルミオン質量mに置き換え，

• その代償として“質量相殺項”−δmψ̄ψ を相互作用 Hamiltonian密度に含める．

HI = −e0ψ̄ /Aψ − δmψ̄ψ. (468)

これにより

• 全体を通じて (特にフェルミオン伝播関数において)

裸の質量m0 が物理的フェルミオン質量mに置き換わる:

m0 → m. (469)

• 相互作用 Hamiltonian密度の質量相殺項 −δmψ̄ψ に対応する 2伝播線結節点

(図 55，iδm ≡ −ie 2
0 Aを充てる)を

自己エネルギーループと併せて考える (両者はともに e 2
0 程度)：

ie 2
0 Σ(p) → ie 2

0 Σ(p) + iδm

=ie 2
0 (/p−m)B + ie 2

0 (/p−m)Σc(p). (∵ 式 (466)，(467)) (470)

2次の輻射補正と併せて考えたフェルミオン伝播関数 (464)は

i

(/p−m)(1 + e 2
0 B) + e 2

0 (/p−m)Σc(p) + iε
+O(e 4

0 ) (471)

と書き換えられるけれど，これは式 (464)に上記の置き換え (469)，(470)を施すことでも得られる (9.10.2節

参照)．これは m0ψ̄ψ を mψ̄ψ と −δmψ̄ψ に分けて自由場項と相互作用項に割り当てても，全 Hamiltonian

は変わらないことによる．

電荷の繰り込み (フェルミオンの自己エネルギー部分に由来)

いずれの質量の繰り込みの方法によっても，フェルミオン伝播関数は

i

/p−m0 + iε
→ i

/p−m+ iε
[(1− e 2

0 B)− e 2
0 Σc(p)] +O(e 4

0 ) (472)

と修正される (9.10.2節参照)．これは伝播関数の端の 2つの結節点に関わる電荷 e0 を含めて考え，e 2
0 を掛

けると，裸の電荷 e0 の繰り込まれた電荷 eへの修正

e2 ≡ Z2e
2

0 = e 2
0 (1− e 2

0 B) +O(e 6
0 ) (473)
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図 56 始状態側の電子の外線に対する 2次補正

と見ることができる．そこで e0 を eによって表せば，繰り込まれたフェルミオン伝播関数 (の e2 倍)は

ie 2
0

/p−m0 + iε
→ ie2

/p−m+ iε
[1− e2Σc(p)] +O(e6)

によって e4 の精度まで与えられる．これは光子伝播関数の場合 (3.10.2節)と同様，電荷の置き換え e0 → e

と有限の輻射補正から成る．

QEDの復元

正則化された理論から QEDを復元する極限操作 (切断法では Λ→∞ および λ→ 0)において，

• 測定可能な輻射補正に関わる補正項 Σc(p)は，正則化の詳細に依らない有限値に留まる．

• 物理的な量と裸の量を関係付ける検証不可能な部分にのみ現れる
定数 A,B,Z2 が発散する．

詳しくは 3.11.4節参照．

3.10.4 外線の繰り込み [10, pp.202–205]

自己エネルギー部分の挿入による 2次の輻射補正を，伝播関数 (内線)ではなく外線に施した場合，これは

単に電荷の繰り込みとして表現することができ，それ以外の補正は生じない．

例として入射電子の (外)線の輻射補正を，3.10.3節における質量の繰り込みを行う 2つ目の方法に従って

図 56のように考える．対応する式は

u(p) → u(p) +
i

/p−m+ iε
[ie 2

0 Σ(p) + iδm]u(p) (474)

=

[
1− e 2

0

/p−m+ iε
(/p−m)B

]
u(p) (475)

である (導出は 9.10.3節)．

B に比例する項の不定性を取り除くために，断熱仮説を導入する．これは散乱を，実質的に相互作用の起き

ている間よりも遥か以前・以後の記述に依らないものと仮定して t → ±∞において相互作用項 HI をゼロに

し，始・終状態の粒子を裸の粒子とする扱いを正当化するものである．そのためには t → ±∞においてゼロ
になり，散乱過程の (実質的な)時間よりも充分長い時間 T においてほとんど 1となるような関数 f(t)を用

い，相互作用項 (468):
HI = −e0ψ̄ /Aψ − δmψ̄ψ, δm = −e 2

0 A

における e0 を e0f(t)に置き換えれば良い (3.7.1節)．このように相互作用を修正すると，図 57のようにグラ
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図 57 フェルミオン自己エネルギーループ

フは，結節点においてエネルギーの保存しないグラフに置き換わる (q = (E,0), q′ = (E′,0))*148．これに対

応して

f(t) =

∫ ∞

−∞
F (E)eiEtdE =

∫ ∞

−∞
F (E)eiq·xdE (476)

と Fourier展開すると，式 (475)は

u(p) →
[
1−

∫
dEdE′F (E)F (E′)

e 2
0 B

/p− /q − /q
′ −m+ iε

(/p− /q −m)

]
u(p) (477)

= · · · = Z
1/2

2 u(p), Z2 ≡ 1− e 2
0 B : (473) (478)

と変更される (導出は 9.10.3節)．最終的な結果は F (E)に依らないため，断熱仮説を導入する前の f(t) = 1

の理論に戻した結果と見ても良い．

以上は 2次の輻射補正に関する結果であるけれど，実はフェルミオン線の各外線および光子の外線に対して

任意の次数の摂動論において

u(p)→Z 1/2
2 u(p), ū(p)→ Z

1/2
2 ū(p), v(p)→ Z

1/2
2 v(p), v̄(p)→ Z

1/2
2 v̄(p),

εµ(k)→Z 1/2
3 εµ(k)

となる．よって外線の繰り込みは，外線に接続する結節点に関係する電荷を

e0 → e = Z
1/2

3 e0, e0 → e = Z
1/2

2 e0

と繰り込みさえすれば良い (冒頭の措置m0 → mも併せて行う)．

3.10.5 結節点補正 [10, pp.205–210]

結節点補正のループ積分 (3.10.1節)

Λµ(p′, p) =
−i

(2π)4

∫
d4k

k2 + iε
γα

1

/p
′ − /k −m+ iε

γµ
1

/p− /k −m+ iε
γα (479)

(右辺の表式について 9.10.4節で補足)は紫外と赤外において発散する．フェルミオンの自己エネルギールー

プの場合 (3.10.3節)と同様の置き換え

1

k2 + iε
→ 1

k2 − λ2 + iε
− 1

k2 − Λ2 + iε

によってこれを正則化する．

*148 時間並進対称性はエネルギー保存則に関係していることを思い出そう．
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図 58 2次の結節点補正

図 58に示すような結節点補正を考えよう．これは

ie0γ
µ → iΓµ(p′, p) = ie0[γ

µ + e 2
0 Λµ(p′, p)] (480)

という置き換えに対応する．Λµ(p′, p)において切断パラメーター Λに対して発散する分離したい部分は，

ū(P )Λµ(P, P )u(P )

である (図 58のフェルミオン線を外線と見なした上で式に含めた)*149．ここに運動量 P は P 2 = m2 を満た

す値であり，自由粒子の値と呼べる．これは Lをスカラーの定数として

ū(P )Λµ(P, P )u(P ) = Lū(P )γµu(P ) (481)

と書けることが分かるので (理由は 9.10.4節)，Λµ(p′, p)において発散する部分は Lγµ として分離され，

Λµ(p′, p) = Lγµ + Λ µ
c (p′, p) (482)

と書けば Λ µ
c (p′, p)は Λ→∞においても有限になる．実際にループ積分 (479)を式 (482)のように書き分け

られることの直接的確認を 9.10.4節で行う．

置き換え (480)は Λµ(p′, p) = Lγµ + Λ µ
c (p′, p) とすると，

ie0γ
µ → iΓµ(p′, p) = ie0[γ

µ(1 + e 2
0 L) + e 2

0 Λ µ
c (p′, p)]

となる．第 1項は電荷の繰り込み

e ≡ e0
Z1

= e0(1 + e 2
0 L) +O(e 5

0 ) (483)

と解釈できる．これにより結節点補正における e0 を繰り込まれた電荷 eで表すと，最終的な結果として

ie0γ
µ → iΓµ(p′, p) = ie[γµ + e2Λ µ

c (p′, p)] +O(e5)

を得る．これは電荷の置き換え e0 → eと補正項 Λ µ
c (p′, p)の導入から成る．

*149 これを示すには，ループ積分 (479)がすぐ後で見る式 (482)のように書き分けられることを示せば良い．
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図 59 光子伝播関数の修正

2次の輻射補正による正味の電荷の繰り込み

QEDにおいて各結節点には 1本の光子線と 2本のフェルミオン線が接続しているので，光子・フェルミオ

ンの自己エネルギー部分，および結節点補正に伴う電荷の繰り込み (それぞれ e = Z
1/2

3 e0, e = Z
1/2

2 e0, e =

e0/Z1)を同時に施すと，正味の効果は

e = e0
Z

1/2
3 Z2

Z1
(484)

である (9.10.4節参照)．ここでWard恒等式

∂Σ(p)

∂pµ
= Λµ(p, p) (485)

に注目する (導出は 9.10.4節)．これは図 59に示したフェルミオン自己エネルギーと，4元運動量 q = 0の光

子外線 (ゼロエネルギー光子)を持つ結節点補正を関係付ける式であり，ここから

Z2 = Z1 (486)

が導かれる (導出は 9.10.4節)．

結局，電荷の繰り込みは
e = e0Z

1/2
3

となって，光子の自己エネルギー効果，すなわち真空偏極効果だけに起因することになる．以上は 2次摂動に

おいて導かれているけれど，摂動のあらゆる次数において成立する．

2次の輻射補正まとめ

他の荷電レプトン µ∓, τ∓ についても同様の結果が得られることを踏まえ，2次の輻射補正の手順を次のよ

うにまとめられる．

• 各レプトンに物理的な質量 (me,mµ,mτ )を充てる．

• 裸の電荷 e0 を物理的な電荷 e = e0Z
1/2

3 に置き換える．

その上で伝播関数の自己エネルギー補正

−igαβ

k2 + iε
→ −igαβ

k2 + iε
[1− e2Πc(k

2)] +O(e4),

i

/p−m+ iε
→ i

/p−m+ iε
[1− e2Σc(p)] +O(e4)
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および結節点補正
ie0γ

µ → ie[γµ + e2Λ µ
c (p′, p)] +O(e5)

を施せば十分である．

3.11 正則化

理論の正則化には次の 2通りの手法がある．

• 切断法
– 発散を，理論における短距離 (高エネルギー)の挙動に関係付けることができる．

– 一般に適用が難しく，

摂動の全次数にわたってゲージ不変性とWard恒等式を保証することが困難である．

• 次元正則化
– 解釈は簡単ではないが，応用がやりやすい．

– すべての摂動次数において自動的にゲージ不変性が保証され，Ward恒等式が成り立つ．

→ 量子色力学やWeinberg-Salam理論のような非 Abelゲージ理論において特に重要となる．

3.10.5節 (実質的には 9.10.4節)では切断法により結節点補正 Λµ(p′, p)の正則化を行い，これが発散部分 Lγµ

と収束部分 Λ µ
c (p′, p)に分離されることを具体的に示した．そこで以下では次元正則化の手続きを，光子の自

己エネルギー (真空偏極)と電子の自己エネルギーの輻射補正 Πµν(k),Σ(p)に適用する (それぞれ 3.11.3節，

3.11.4節)．3.10.2節と 3.10.3節で予告していたように，各々から有限の量 Πc(k
2),Σc(p)を分離することが

でき，発散は裸の粒子と物理的な粒子を関係付ける部分だけに残ることを説明する．

3.11.1 数学的な準備

標準的な積分 [10, pp.234–235]

(輻射補正から生じる)ループ積分の評価において最も頻繁に遭遇する標準的な積分の式を，以下に列挙する

(証明は 9.11.1節)． ∫
d4k

(k2 − s+ iε)n
=iπ2(−1)nΓ(n− 2)

Γ(n)

1

sn−2
, n ≥ 3 (487)∫

d4k
kµ

(k2 − s+ iε)n
=0, n ≥ 3 (488)∫

d4k
kµkν

(k2 − s+ iε)n
=iπ2(−1)n+1Γ(n− 3)

2Γ(n)

gµν

sn−3
, n ≥ 4 (489)∫

d4p

(p2 + 2p · q + t+ iε)n
=iπ2Γ(n− 2)

Γ(n)

1

(t− q2)n−2
, n ≥ 3 (490)∫

d4p
pµ

(p2 + 2p · q + t+ iε)n
=− iπ2Γ(n− 2)

Γ(n)

qµ

(t− q2)n−2
, n ≥ 3 (491)∫

d4p
pµpν

(p2 + 2p · q + t+ iε)n
=iπ2Γ(n− 3)

2Γ(n)

2(n− 3)qµqν + (t− q2)gµν

(t− q2)n−2
. n ≥ 4 (492)
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ここにガンマ関数 Γ(n)は自然数 nに対して Γ(n) = (n− 1)!である*150．また右辺では ε = 0と置いてあり，

これが許容されない場合には
s→ s− iε, t→ t+ iε

と戻せば良い．

Feynmanのパラメーター積分 [10, pp.235–236]

通常，扱う必要の生じる積分は，被積分関数の分母がいくつかの 2次因子の積を含む．積分公式 (487)–(492)

を用いるには，これを被積分関数の分母が単一の 2次因子の n乗の形となるように直さなければならない．そ

のために 2次因子 a0, a1, · · · に対して恒等式

1

a0a1a2 · · · an

=Γ(n− 1)

∫ 1

0

dz1

∫ z1

0

dz2 · · ·
∫ zn−1

0

dzn
1

[a0 + (a1 − a0)z1 + · · ·+ (an − an−1)zn]n+1
(493)

が有用となる (証明は 9.11.1節)．右辺は単一の 2次因子 a0 + (a1 − a0)z1 + · · ·+ (an − an−1)zn の (n+ 1)

乗を分母とする積分となっており，これは Feynmanのパラメーター積分と呼ばれる．

特に n = 1の式を書くと
1

ab
=

∫ 1

0

dz

[b+ (a− b)z]2
. (494)

3.11.2 次元正則化

次元正則化の導入 [10, pp.237–239]

次元正則化は発散するループ積分の次元数を修正することによって積分を有限にする方法である．ここでは

例として式 (487): ∫
d4k

(k2 − s+ iε)n
= iπ2(−1)nΓ(n− 2)

Γ(n)

1

sn−2

を取り上げる．これは n ≥ 3に対して成り立つ式であって，n = 2の場合を考えると左辺の積分は対数的に発

散する (右辺は Γ(0)が特異となる)．ここでこの関係式は，D次元空間 (Dは時間も含めた次元)における式∫
dDk

(k2 − s+ iε)n
= iπD/2(−1)nΓ(n−D/2)

Γ(n)

1

sn−D/2
, n > D/2 (495)

へと一般化されることに着眼する*151．今 D を非整数値とすることを考えると，(左辺の積分の意味は明瞭で

なくなるけれど)右辺はよく定義された量となるため，右辺を用いて左辺の積分を定義できる．そこで n = 2

に対して D = 4 のときに現れる積分の発散を避けるために，微小な正のパラメーター η を用いて次元を

D = 4− η に修正する (次元正則化)．(修正された次元 D = 4− η は上式の条件 n = 2 > D/2を満たす．)

*150 ここでは (n − 1)! と書く代わりに Γ(n) と書くことに積極的な意味はないけれど，ガンマ関数を用いて表記しておくと，後に
3.11.2節で導入される非整数次元の積分への一般化が見易くなる．

*151 証明は行わない．(式 (490) を D 次元に一般化した公式の導出は，文献 [29, p.66] に見出される．) D 次元ベクトル kµ の“自
乗”は，

ds2 = gµνdx
µdxν = (dx0)2 −

D−1∑
i=1

(dxi)2

となる計量テンソル gµν を用いて k2 = gµνkµkν と定義されている．

185



η → 0の極限を考える際，展開公式

x−η/2 =1− 1

2
η lnx+ · · · , (xは無次元量) (496)

Γ
(η
2

)
=
2

η
− γ + · · · (497)

が有用となる (γ = 0.5772 · · · は Euler定数，式 (497)の説明は 9.11.2節)．

次元正則化に用いる一般的な技法 [10, pp.240–242]

3.11.1節と同様の方法で，D 次元空間における式 (495)∫
dDk

(k2 − s+ iε)n
= iπD/2(−1)nΓ(n−D/2)

Γ(n)

1

sn−D/2
, n > D/2

から積分公式 ∫
dDk

kµ

(k2 − s+ iε)n
=0, (498)∫

dDk
kµkν

(k2 − s+ iε)n
=iπD/2(−1)n+1Γ(n− (D/2)− 1)

2Γ(n)

gµν

sn−(D/2)−1
, (499)∫

dDk
k2

(k2 − s+ iε)n
=iπD/2(−1)n+1Γ(n− (D/2)− 1)

2Γ(n)

D

sn−(D/2)−1
. (500)

が得られる*152．

また D 次元空間において
{γµ, γν} = 2gµνI

を満たす γ 行列 γ0, γ1, · · · , γD−1 を導入する．ただし γ 行列は次元に応じたサイズ f(D)× f(D)を持ち，I

は f(D)× f(D)の単位行列とする．このとき γ 行列の反交換関係から，縮約に関する公式

γλγ
λ = DI, γλγ

αγλ = −(D − 2)γα, γλγ
αγβγλ = (D − 4)γαγβ + 4gαβI (501)

および対角和に関する公式

Tr(γαγβ) =f(D)gαβ ,

Tr(γαγβγγγδ) =f(D)[gαβgγδ − gαγgβδ + gαδgβγ ],

Tr(γαγβ · · · γµγν) =0 (奇数個のγ行列の積に対して) (502)

が得られる．

整数次元 D における以上の公式を非整数次元 D = 4− η の場合にも用いることにする．その際，計量テン
ソル (積分公式の右辺に現れる)と γ 行列の意味は明らかでなくなるが，これらは η → 0すなわち D → 4の

極限で定義されていれば充分である．そしてこの点を除けば，非整数次元においても積分公式の右辺はよく定

義されている．そこで非整数次元では，右辺によって左辺の積分が定義されると考える．

*152 式 (498) は奇関数の積分なので，式 (495) と無関係にゼロになる．式 (499) は式 (489) の一般化にあたる．式 (500) は式 (499)

の両辺に gµν を掛け，添字 µ, ν について和をとって得られる．

186



3.11.3 真空偏極と次元正則化 [10, pp.242–244]

光子の自己エネルギー (真空偏極)に対する輻射補正 (3.10.1節)

ie 2
0 Πµν(k) =

−e 2
0

(2π)4

∫
d4p

Tr[γµ(/p+ /k +m0)γ
ν(/p+m0)]

[(p+ k)2 −m 2
0 + iε][p2 −m 2

0 + iε]

を次元正則化すると

ie 2
0 Πµν(k) =

−ẽ 2
0 µ

4−D

(2π)D

∫
dDp

Tr[γµ(/p+ /k +m)γν(/p+m)]

[(p+ k)2 −m2 + iε][p2 −m2 + iε]
, ẽ 2

0 ≡ µ−ηe 2
0 (503)

となる*153．ただし適当な質量尺度 µを導入して，任意の空間次元 D に対して無次元となる電荷 ẽ0 を定義し

た (その必要性については 9.11.3節を参照)．

• Feynmanのパラメーター積分 (恒等式 (494))

• D 次元空間における γ 行列の公式 (502)

• D 次元空間における積分公式 (495)，(498)–(500)

を用いてこれを評価すると，

e 2
0 Πµν(k) =(kµkν − k2gµν)ẽ 2

0 Π(k2), (504)

Π(k2) =
1

12π2

{
2

η
− γ − f ′(4)

2
+ ln(4π)

}
− 1

2π2

∫ 1

0

dzz(1− z) ln
{
m2 − k2z(1− z)

µ2

}
+O(η)

(505)

を得る (γ = 0.5772 · · · は Euler定数，導出は 9.11.3節)．式 (456)，式 (458):

e 2
0 Πµν(k) = e 2

0 [−k2gµν{A′(0) + Πc(k
2)}+ kµkνB]

と比較すると，
e 2
0 {A′(0) + Πc(k

2)} = ẽ 2
0 Π(k2)

と同定される．Πc(0) = 0より e 2
0 A

′(0) = ẽ 2
0 Π(0)なので

e 2
0 Πc(k

2) = ẽ 2
0 {Π(k2)−Π(0)}

と書き換えられ，η → 0の極限で

e 2
0 Πc(k

2) = e 2
0 {Π(k2)−Π(0)} = −2α0

π

∫ 1

0

dzz(1− z) ln
[
1− k2z(1− z)

m2

]
となる (α0 ≡ e 2

0 /4π)．この結果は質量尺度 µに依らず，最低次では e0 = eなので

e2Πc(k
2) = −2α

π

∫ 1

0

dzz(1− z) ln
[
1− k2z(1− z)

m2

]
.

また Πc(k
2)の式を含め，一般に観測可能量の予言は f ′(4)の値には依存しないので，f ′(4) = 0と置くのが慣

例となっている．

*153 最初にm0 をmに置き換え，質量相殺項を相互作用 Hamiltonianに含めるアプローチ (3.10.3節)を採用していることを反映し
ている．
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3.11.4 電子の自己エネルギーと次元正則化 [10, p.248]

電子の自己エネルギー (3.10.1節)は次元正則化により

ie 2
0 Σ(p) =

−ẽ 2
0 µ

4−D

(2π)D

∫
dDk

γα(/p− /k +m)γβ

(p− k)2 −m2 + iε

gαβ
k2 − λ2 + iε

(506)

となる．ただしここでも µは質量尺度，e 2
0 = ẽ 2

0 µ
η であり，赤外発散を防ぐために小さい切断パラメーター

λも導入してある．η = 4−D → 0, λ→ 0の極限で

e 2
0 Σ(p) =

ẽ 2
0

16π2
(/p− 4m)

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ ẽ 2

0 Σc(p), (507)

16π2Σc(p) =(2m− /p)− 2

∫ 1

0

dz[/p(1− z)− 2m] ln

(
m2z − p2z(1− z)

µ2

)
(508)

となる (導出は 9.11.4節)．ここで定義した Σc(p)は QEDの復元操作 η → 0の際に有限に留まる．

式 (507)，式 (508)の結果を 3.10.3節における展開

e 2
0 Σ(p) = −δm+ (/p−m)(1− Z2) + (/p−m)e 2

0 Σc(p)

と比較する*154．式 (507)，式 (508)において発散する 1/η の項

α0

4π
(/p−m)

2

η
= −3α0m

2π

1

η
+ (/p−m)

α0

2π

は δmと Z2 の項に

δm ∼ 1

η

(
3α0m

2π

)
, Z2 ∼ −

1

η

(α0

2π

)
と入る．

*154 これは式 (466)の両辺に e 2
0 を掛け，式 (467):e 2

0 A = −δm，式 (473):e 2
0 B = 1− Z2 を用いて得られる．
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4 素粒子の相互作用

本章では文献 [1](F.マンドル/G.ショー『場の量子論 第 2巻 素粒子の相互作用』) の内容を基に，量子色

力学と電弱理論を説明し，素粒子標準理論 (標準模型)を完成させる．ただし本稿では概略を述べるに留め，式

の導出などの詳細は，以下のページにて公開している文献 [1]の自己完結的なノートに譲ることにする．

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

• 強い相互作用 (4.1節–4.5節)

• 電弱統一理論 (4.6節–4.9節)

• 標準理論 (4.10節)

4.1 ゲージ理論

量子色力学 (quantum chromodynamics：QCD)は強い相互作用を記述するゲージ理論であり，いわゆる色

電荷が中心的な役割を担う．

まず強い相互作用を行う物質粒子として，クォークの説明をする．クォークはスピン 1/2の粒子であり，質

量と電荷の異なる 6種類の“香り”(フレーバー) u, d, c, s, t, bが存在する．

軽い ←→ 重い
電荷 2e/3 u : up c : charm t : top
電荷− e/3 d : down s : strange b : bottom

重粒子 (バリオン)と中間子 (メソン)は以下のようなクォークの束縛状態であり (クォーク q の反クォークを

q̄ と表記)，これらを総称して強粒子 (ハドロン)と呼ぶ [25, pp.5–7]．

• 重粒子 (バリオン)∼ qqq
– 例：陽子 (uud)，中性子 (udd)

• 中間子 (メソン)∼ qq̄
– パイオン：π+(ud̄)，π−(ūd)，π0((uū− dd̄)/

√
2)

さて，強い/弱い相互作用には古典的対応物がなく，相互作用の形は前もって明らかではない．しかしなが

ら理論の形は，主に繰り込み可能性とゲージ不変性によって強い制約を受けることになる．Yagn (ヤン) と

Mills (ミルズ)はこれらを指導原理として一般的なゲージ理論を構築した．今では電磁相互作用や強い/弱い

相互作用はその実例にあたることが理解されている．そこで QCDの背景として，Yang-Mills理論の初歩を

簡単に一瞥するところから始めよう [26, pp.137–138,p.145]．

N 種類の Dirac場

ψ =


ψ1

ψ2

...
ψN

 , ψ̄ =
(
ψ̄1 ψ̄2 · · · ψ̄N

)

に対する Lagrangian密度

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ =
N∑
α=1

ψ̄α(i/∂ −m)ψα
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は，N ×N のユニタリー行列 U = eiH(したがって H は Hermite行列)による大域的位相変換 ψ → Uψ の

下で不変に留まる．このような対称変換は 2回繰り返し行っても，Lを不変に保つ N ×N ユニタリー行列に
よる変換となるから，U(N)群と呼ばれる群を成す．ところで一般に N ×N の Hermite行列 H は N2 個の

独立な実数によって特定できる [25, p.254]．そこで N2 個の適当な Hermite行列 Ti と実パラメーター αi を

用いて，一般に

H =
∑
i

αiTi, U = exp

(
i
∑
i

αiTi

)

と書くことができる (このとき Ti を変換の生成子と呼ぶ)．

次に QCDを念頭に，N = 3の場合を考えよう．我々の目的のためには，生成子 Ti の具体的な行列表現に

頼って議論を進めれば充分である．このとき N2 = 9個の Ti として，Gell-Mann (ゲルマン)行列

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


の 1/2倍

Ti =
1

2
λi(≡ F̂i) (i = 1, 2, · · · , 8)

と，単位行列 1に比例した T0 = 1√
6
1を選ぶことができる．T0 を生成子とするユニタリー行列 exp(iα0T0) =

exp
(
i α0√

6

)
1 による変換

ψ → exp(iα0T0)ψ, i.e. ψα → exp

(
i
α0√
6

)
ψα

は U(1)部分群を成す．また残りの 8個の生成子 F̂i はいずれもトレースがゼロになっていることに注目する

と*155，exp
(
i
∑8
i=1 αiF̂i

)
は行列式が 1となることが分かる．こうして exp

(
i
∑8
i=1 αiF̂i

)
による位相変換

は特殊ユニタリー群 SU(3)を成し，半ば直観的に述べると，U(3)群は U(1)群と SU(3)群に分解される：

U(3) = U(1)× SU(3).

QCD は SU(3) 変換に関してゲージ不変な理論であり，いわゆる SU(3)Yang-Mills 理論の実例にあたる．

クォークの各香り f = d, u, s, c, b, tについて 3種類の色状態 c = r, g, bの Dirac場 ψfc が定義され，8種類の

色演算子 F̂i = λi/2が SU(3)変換の生成子となる．改めて Dirac場を

Ψf =

ψfrψfg
ψfb

 , Ψ̄f =
(
ψ̄fr ψ̄fg ψ̄fb

)
*155 一般に U(N)変換の N2 個の生成子 Ti は，規格直交条件

Tr(TiTj) =
1

2
δij

を満たすようにとるのが慣例となっている．このとき T0 を除く N2 − 1個の Ti は特に

Tr(Ti) = 0 (i ̸= 0)

を満たすことになる．
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表 3 色電荷の固有値 F3, F8

クォーク 反クォーク

F3 F8 F3 F8

r 1/2 1/2
√
3 r̄ −1/2 −1/2

√
3

g −1/2 1/2
√
3 ḡ 1/2 −1/2

√
3

b 0 −1/
√
3 b̄ 0 1/

√
3

とまとめると，自由クォークの Lagrangian密度は

L = Ψ̄f (i/∂ −mf )Ψ
f =

∑
c=r,g,b

ψ̄fc (i/∂ −mf )ψ
f
c

で与えられる (繰り返された香りの添字 f = d, u, s, c, b, t について和をとる)．大域的位相変換 Ψf (x) →
eiαiλi/2Ψf (x) の下での Lの不変性から導かれる，保存するカレントと色電荷は

Sµi (x) =
1

2
Ψ̄f (x)γµλiΨ

f (x),

F̂i =

∫
d3xS0

i (x) =
1

2

∫
d3xΨf†(x)λiΨ

f (x) (i = 1, 2, · · · , 8)

である．演算子を正規順序化し，Gell-Mann行列 λi の具体的な表式と場の Fourier展開を利用すると，

F̂3 =
1

2

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfr (x)− ψf†g (x)ψfg (x)

]
=
1

2
(Nr − N̄r)−

1

2
(Ng − N̄g),

F̂8 =
1

2
√
3

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfr (x) + ψf†g (x)ψfg (x)− 2ψf†b (x)ψfb (x)

]
=

1

2
√
3
(Nr − N̄r) +

1

2
√
3
(Ng − N̄g)−

1√
3
(Nb − N̄b),

F̂1 =
1

2

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfg (x)− ψf†g (x)ψfr (x)

]
=
1

2

∑
s,p,f

{
cf†sr (p)c

f
sg(p)− df†sr (p)dfsg(p) + cf†sg (p)c

f
sr(p)− df†sg (p)dfsr(p)

}
, etc.

が得られる (上記の F̂i との混同に注意)．ただし例えば cf†sr (p), d
f†
sr (p) はそれぞれ，色 r，運動量 p，ス

ピン s のクォークと反クォークの生成演算子を表す．またクォークと反クォークの数演算子はそれぞれ

Nr ≡
∑
s,p,f c

f†
sr (p)c

f
sr(p), N̄r ≡

∑
s,p,f d

f†
sr (p)d

f
sr(p) のように定義されている．クォークの色状態 r, g, bは

F̂3, F̂8 の同時固有状態であり，色電荷の固有値は表 3のようにまとめられる (反クォークの固有状態は r̄, ḡ, b̄

で表す)．

ここでクォークが色の自由度を持つことの含意を見ておこう．色の閉じ込めの仮説によれば，一般に多

クォーク状態 |χch⟩には条件
F̂i |χch⟩ = 0 (i = 1, 2, · · · , 8)

が課される．これは固有値に対する条件 F3 = F8 = 0を含意する．すると表 3の値より，
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• 自由クォーク q やクォーク対 qq は存在できない．

• クォーク対 qq̄ や重粒子 qqq は許容される．

この結果は観測と合っている．さらに閉じ込め条件を完全に考慮すると，重粒子 (バリオン)の色状態が

|χcB⟩ ∼ εijk |ri, gj , bk⟩ =

∣∣∣∣∣∣
|r1⟩ |r2⟩ |r3⟩
|g1⟩ |g2⟩ |g3⟩
|b1⟩ |b2⟩ |b3⟩

∣∣∣∣∣∣
という形をとることが導かれる．ただし例えば |r1, g2, b3⟩ = |r1⟩ |g2⟩ |b3⟩ は，重粒子を構成するクォーク
1,2,3の色がそれぞれ r, g, bとなる状態であり，添字 i, j, k = 1, 2, 3について和をとる．このように色状態が

同種クォークの入れ替えに関する反対称性を担っており，このときクォークの位置，スピン，香りの自由度を

含めた重粒子の状態が，スピン-統計定理から期待される適正な反対称性を持つことが保証される [25, p.200]．

我々は自由クォーク場に関して，大域的な位相変換の下での不変性から保存する色電荷を見出した．次に

QEDの場合と同様に，クォーク場と相互作用するゲージ場を導入し，局所的な位相変換の下でゲージ不変な

理論を構築する．QEDに対する式において

物質場 ψ(x) → Ψf (x),

電荷 q → gsλj/2, (gs : 結合定数)

ゲージ関数 f(x) → ωj(x),

ゲージ場 Aµ(x) → Aµj (x)：グルーオン場

(ただし j = 1, 2, · · · , 8)と置き換えると，QCDに対する式が得られる：

• 局所的な位相変換{
ψ(x)→ ψ′(x) = ψ(x)e−iqf(x)

ψ̄(x)→ ψ̄′(x) = ψ̄(x)e−iqf(x)
→

{
Ψf (x)→ ψf

′
(x) = exp[igsλjωj(x)/2]Ψ

f

Ψ̄f (x)→ ψ̄f ′(x) = Ψ̄f exp[igsλjωj(x)/2]
(509)

• 共変微分

Dµψ(x) = [∂µ + iqAµ(x)]ψ(x) → DµΨf (x) = [∂µ + igsλjA
µ
j (x)/2]Ψ

f (x).

• Lagrangian密度
L = ψ̄(i /D −m)ψ = L0 + LI

L0 = ψ̄(i/∂ −m)ψ

LI = −qψ̄γµψAµ
→


Lq = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ

f = L0 + LI

L0 ≡ Ψ̄f (i/∂ −mf )Ψ
f

LI ≡ − 1
2gsΨ̄

fγµλjΨ
fAµj

(510)

これにより QCDにおける極小置換 ∂µ → Dµ が定義され，クォーク場とゲージ場 (グルーオン場)の相互作

用が導入されたことになる．ここで得たクォークを記述する Lagrangian密度 (510)がゲージ不変となるため

には，無限小の ωj(x)に対してグルーオン場 Aµj (x)は

Aµi (x) → Aµj
′
(x) ≡ Aµi (x)− ∂

µωi(x)− gsfijkωj(x)Aµk(x) (511)

と変換しなければならない．ここに fijk は交換関係 [F̂i, F̂j ] = ifijkF̂k で定義される構造定数である．上式

(509)，(511)を合わせて SU(3)ゲージ変換と呼ぶ．
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式 (511)右辺の最後の項 −gsfijkωj(x)Aµk(x)は電磁場のゲージ変換と比べて新たな特徴である．この項の
ために，ゲージ場のゲージ不変な Lagrangian密度 LG を得るには，場の強度 Fµνi ≡ ∂νAµi − ∂µAνi に付加的
な項を導入した

Gµνi ≡ F
µν
i + gsfijkA

µ
jA

ν
k

を用いて

LG = −1

4
GiµνG

µν
i

としなければならない*156．

以上より QCD (量子色力学)の完全な Lagrangian密度は� �
L = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ

f − 1

4
GiµνG

µν
i (512)� �

である．純粋なグルーオン場の項を具体的に書くと

LG = −1

4
GiµνG

µν
i =− 1

4
FiµνF

µν
i ← 自由グルーオン場

+ gsfijkAiµAjν∂
µAνk ← Aµiを 3つ含む

− 1

4
g 2
s fijkfilmA

µ
jA

ν
kAlµAmν ← Aµiを 4つ含む (513)

となる．

• 式 (510)の相互作用 Lagrangian LI

– 図 60(a)のようなクォーク-グルーオンの 3点結節点を作る．LI における

Ψf†(x)λ1Ψ
f (x) = ψf†r (x)ψfg (x)− ψf†g (x)ψfr (x)

のような項はクォークの色状態を変化させる．ところが色電荷は保存するから，

QEDとは対照的に，ゲージ場の量子 (グルーオン)もゼロでない電荷を持たなければならない．

• 式 (513)最右辺の第 1項 (自由グルーオン場)

– グルーオンは色電荷を持つので，色の閉じ込め効果のために，孤立状態では観測されない．

• 式 (513)最右辺の第 2項，第 3項

– それぞれ図 60(b),(c)に示された，

3本，4本のグルーオン線の集まるグルーオン-グルーオン結節点を作る．

– グルーオンの自己相互作用は，グルーオン自体がゼロでない色電荷を持つことに起因する．

• “香り独立性”
LI の式 (510)におけるクォーク-グルーオン相互作用の強さと形は，香り f = d, u, s, · · · に依らない．
• 相互作用 LI の形 (510)より，クォーク数

Nf ≡ N(f)−N(f̄) (f = d, u, s, c, b, t)

が保存する (QEDにおいてレプトン数が保存するのと同じ事情である)．

*156 ここでは電磁場テンソルを Fµν = ∂µAν − ∂νAµ で定義する流儀と比べて，添字 µ, ν を逆に付けてある．
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図 60 QCDの相互作用

最後に，ゲージ不変性の観点からは，極小置換によって得られないゲージ不変な項を Lagrangian密度に付

け加えた理論も考えられる．しかしながら，そのような“極小でない”相互作用は，繰り込み可能性によって

排除される．

4.2 場の理論の方法

QCDはグルーオン場のゲージ変換 (511)が電磁場よりも複雑であるために (言い換えれば構造定数 fijk が

ゼロでなく生成子 F̂i が交換しない，非 Abelゲージ理論であるために [26, p.144])，実は量子化を行うには正

準形式よりも径路積分形式の方が適している*157．本節と次節では QEDの文脈において，径路積分を用いた

定式化のために必要となる新たな概念──すなわち Green関数と生成汎関数──を導入する．

Green関数の定義からはじめよう．任意の場の量子論による物理的な予言はその S行列要素に含まれてい

る．これに対して Green関数はＳ行列要素ほど観測可能量と直接的な関係を持つわけではないものの，計算

しやすく，いくつかの異なる過程のＳ行列要素を単一の Green関数から導くことが可能である．Green関数

は Heisenberg描像 (添字 Hで表す)において，複数の場の演算子の時間順序化積の真空期待値

Gµ···(x, · · · y, · · · z, · · · ) ≡ H⟨0|T{AµH(x) · · ·ψH(y) · · · ψ̄H(z) · · · }|0⟩H (514)

として定義される．これは伝播関数を“脚”に持つダイヤグラムに対応付けられ，

• 電磁場演算子 AµH には光子の脚が，

• 電磁場演算子 ψH には外向きの電子の脚が，

• 電磁場演算子 ψ̄H には内向きの電子の脚が

充てられる．例えば Green関数

Gµν(x, y, z, w) = H⟨0|T{AµH(x)AνH(y)ψH(z)ψ̄H(w)}|0⟩H (515)

は図 61のダイヤグラムで表される．(グラフとの対応付けは，この後で述べるように，Green関数もまたグラ

フに Feynman規則を適用して求められることから正当化される．) S行列要素が外線を持つのに対し，Green

関数の各脚は伝播関数であり，S行列要素と関係付けるときに始・終状態の粒子のいずれにも対応し得る．ま

*157 本章では「経路積分」と表記せず，「径路積分」で統一する．
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図 61 Green関数 (515)を表すダイヤグラム

た Green関数の中央の斜線部分には，脚に接続する可能なあらゆるグラフが摂動展開の形で寄与する．Green

関数の定義式 (514)は，相互作用描像に移行させると

Gµ···(x, · · · y, · · · z, · · · ) = ⟨0|T{SA
µ(x) · · ·ψ(y) · · · ψ̄(z) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩
(516)

となる*158．運動量空間の Green関数 Gµ···(q1, q2, · · · , qn)は，慣例に従って運動量変数 qi をダイヤグラムの

内向きにとり，Fourier変換∫
d4x1d

4x2 · · ·d4xn

(
n∏
i=1

e−iqi·xi

)
Gµ···(x1, x2, · · · , xn)

=(2π)4δ(4)(q1 + q2 + · · ·+ qn)G
µ···(q1, q2, · · · , qn)

で定義される．エネルギー-運動量保存を保証する δ 関数は Fourier変換に伴って必ず現れる．

Green関数 (516)に S行列展開を代入すると，分母と分子はそれぞれ

⟨0|S|0⟩ =
∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xn ⟨0|T{LI(x1) · · · LI(xn)}|0⟩ ,

⟨0|T{SAB · · · }|0⟩ =
∞∑
n=0

(ie)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xn ⟨0|T{AB · · ·N(ψ̄ /Aψ)x1 · · ·N(ψ̄ /Aψ)xn}|0⟩

と摂動展開される (LI(x) = eN(ψ̄ /Aψ)x)．上式にWick の定理を適用し，S 行列要素の計算と同様の手法で

Green関数を評価できる．

例えば Green関数

Gµν(x, y, z, w) =
⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)ψ(z)ψ̄(w)S}|0⟩

⟨0|S|0⟩
(517)

は図 62のように，連結ダイヤグラム (連結 Green関数 Gµνc (x, y, z, w))と，非連結ダイヤグラム (の寄与)に

分解される．非連結ダイヤグラムはその構成要素となっている独立な過程のダイヤグラム以上の情報を含んで

はいない．そこで興味のある連結 Green関数を運動量空間に移すと，2次までの計算で

Gµνc (k1, k2, p1, p2) =iD
µα

F (k1)iSF(−p2)Γαβ(k1, k2, p1, p2)iSF(p1)iD
βν

F (k2), (518)

Γαβ(k1, k2, p1, p2) ≡(ieγβ)iSF(p1 + k1)(ieγα) + (ieγα)iSF(p1 + k2)(ieγβ) (519)

*158 式 (516)の関係を Gell-Mann Lowの定理という [29, pp.69–71]．
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図 62 Green関数 (517)の連結部分と非連結部分への分解．丸い灰色 (斜線)の部分は連結ダイヤグラムの和を表す．

図 63 連結 Green関数 (518)(図 63の青い字で示した因子が結節部分関数 (519)に対応)

となる．これは Green関数の脚を表す伝播関数と“結節部分関数”Γαβ(k1, k2, p1, p2)から構成されており，

図 63 のダイヤグラムに Feynman 規則を適用した結果に一致している．Green 関数に付した運動量 p2 は内

向きを基準としているのに対し，伝播関数 SF の引数は常にフェルミオン線の矢の向きに一致させる約束だか

ら，iSF(−p2)における引数の負号を要する．
このように，一般に運動量空間の Green関数もまた Feynman規則に従う．よって任意の過程の Feynman

振幅を得るには，関係する (連結) Green関数の脚 (内線)を表す伝播関数を，外線粒子の因子に適切に置き換

えさえすれば良い*159．例えば図 65のダイヤグラムで表される Compton散乱

γ(k, r) + e−(p, s) → γ(k′, r′) + e−(p′, s′)

の Feynman振幅Mを求めるには，図 64のダイヤグラムで表される Green関数 (518)において内向き運動

量を
k1 = k, p1 = p, k2 = −k′, p2 = −p′

と同定し，さらに Green関数の脚 (伝播関数)の外線因子への置き換え

iD µα
F (k1)→ εαr (k), iSF(p1)→ us(p),

iD βν
F (k2)→ εβr′(k

′), iSF(−p2)→ ūs′(p
′) (520)

を施せば良い：
M(k, k′, p, p′) = εαr (k)ūs′(p

′)Γαβ(k,−k′, p,−p′)us(p)εβr′(k
′).

ただしここでは最低次の摂動論を念頭に，結節部分関数 Γαβ は 2次の表式 (519)を想定しており，また置き

換え (520)では伝播関数と外線に対する輻射補正を考慮していない．

*159 このようなGreen関数と Feynman振幅 (S行列要素)の関係は一般に，LSZ簡約公式としてまとめられる [26, pp.71–76]．LSZ
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図 64 Green関数 Gµνc (k1, k2, p1, p2) 図 65 Compton散乱の Feynman振幅

次に生成汎関数の議論に移ろう．任意の過程の S行列要素は，関係する Green関数から得られる．そして

特定の場の理論に対するあらゆる Green関数は，生成汎関数から導くことができる．� �
生成汎関数 → Green関数 → S行列要素．� �

このため理論の予言は全て生成汎関数に集約されることになる．
生成汎関数を導入するための数学的準備として，汎関数微分と Grassmann場について述べておく必要があ
る．もっとも本稿では具体的な計算を行わないため，以下の内容は完全を期すための形式的な，最低限の説明
にすぎない．
汎関数 時空座標 xの関数 ϕ(x)に対し，汎関数 F [ϕ]とは関数 ϕ(x)の“関数”のことである．ϕ(x)の変化 ϕ→ ϕ+ δϕ

に伴う F [ϕ]の 1次の変化を δF [ϕ]として，汎関数微分
δF [ϕ]

δϕ(x)
を

δF [ϕ] =

∫
d4x

δF [ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x) (521)

で定義する*160．

Grassmann代数と Grassmann場 Grassmann 変数 (生成子)θ1, θ2, · · · , θn は次の反交換関係を満たすものとして定
義される．

{θi, θj} = 0. (522)

よって θ 2
i = 0となるから，n個の生成子 θi の Grassmann代数における最も一般的な代数要素 (Grassmann変数 θi の

“関数”)は次の形を持つ．

f(p) = p0 +
∑

piθi +
∑

pijθiθj + · · ·+ p12···nθ1θ2 · · · θn. (523)

ここで
∑
は 1 ≤ i < j < · · · ≤ nを満たす添字 i, j, · · · に関する和を表す．また係数 p0, pi, pij , · · · は通常の数であり，

我々は代数要素 (523)を θi よりもむしろ係数 p ≡ {p0, pi, pij , · · · }の関数と見なす．
次に Grassmann 変数 {θi} ≡ θ の任意の関数 f(θ) の，Grassmann 変数 θi による微分 ∂/∂θi を定義しよう．

Grassmann 数は連続変数のようなものではなく，純粋に上述のような操作上の性質だけで定義された抽象的な対象であ

り，∂/∂θi もまた通常の微分とは全く異なるものである (表面的には類似の性質を持つにせよ)．f(θ)は式 (523)の形を持

つので，θi による微分が線形性を持つものとして式 (523)の各項の微分

∂

∂θi
(θj1θj2 · · · θjω ) (524)

簡約公式が外線因子の置き換えに対応していることは，文献 [29, pp.75–76]の説明が見やすい．
*160 汎関数微分 δF/δϕは定義式 (521)より，通常の微分とは異なり 1

L4 × [F ]
[ϕ]
の次元を持つ (Lは長さの次元を表す)．
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を定義すれば十分である．ここで θi による微分は
∂θi
∂θj

= δij (525)

を満たすものとする．また通常の数の θi による微分はゼロとする．これを踏まえ，θj1θj2 · · · θjω の θi による微分 (524)

を定義する．まず θj1θj2 · · · θjω が θi を含まないとき，式 (524)はゼロとする．次に θj1θj2 · · · θjω が θi を 2つ以上含む

とき，反交換関係 (522)によりこれはゼロになるので，その θi による微分 (524)もゼロである．そこで θj1θj2 · · · θjω が
θi を 1つだけ含む場合を考える．このとき θi による微分 (524)を実行するには，次のように反交換関係 (522)を用いて

θi を積 θj1θj2 · · · θjω の左端まで移動してから，式 (525)を適用すれば良い (左微分の約束)．

∂

∂θi
(θj1θj2 · · · θjk−1θiθjk+1 · · · θjω ) =(−1)k−1

(
∂

∂θi
θi

)
θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω

=(−1)k−1θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω .

さらに

θi → 各時空点 xに付随する無限個の生成子 θ(x) : Grassmann場, {θ(x), θ(y)} = 0

とし，Grassmann汎関数を

F [θ] = f0 +

∫
d4xf1(x)θ(x) +

∫∫
d4xd4yf2(x, y)θ(x)θ(y) + · · ·

によって定義する (fi は通常の関数)．そして Grassmann場による汎関数微分 δ/δθ(x)を，∂/∂θi と類似の性質

δ

δθ(x)
{θ(x1)θ(x2)θ(x3) · · · θ(xn)}

=δ(4)(x− x1){θ(x2)θ(x3) · · · θ(xn)} − δ(4)(x− x2){θ(x1)θ(x3) · · · θ(xn)}

+ · · ·+ (−1)n−1δ(4)(x− xn){θ(x1)θ(x2) · · · θ(xn−1)}

を満たす線形演算子として“定義”する．

さて，QEDの生成汎関数を構築するにあたり，QEDの量子場 Aκ, ψ, ψ̄ に対応 (結合)する虚構的な古典的

源 Jκ, σ̄, σ(ただし σ, σ̄ は独立なスピノル Grassmann場)を導入し，Lagrangian密度を

L = L0 + LI + LS, L′
I ≡ LI + LS :源がある場合の相互作用

とする．ここに

• 自由場の Lagrangian密度　 L0 = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ − 1
2 (∂νAµ)(∂

νAµ)

• 相互作用 Lagrangian密度　 LI = −sµAµ
• 源の Lagrangian密度　 LS = JκA

κ + σ̄ψ + ψ̄σ

である．源の項 LS を含む Lagrangian密度に対する S演算子を S′ として，生成汎関数は

Z[Jκ, σ, σ̄] =
⟨0|S′|0⟩
⟨0|S|0⟩

(526)

で定義される (したがって Z[0, 0, 0] = 1)．このとき次式のように生成汎関数を源で汎関数微分すると，Green

関数が得られることが示される．

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · ,
n̄ 個︷ ︸︸ ︷
z1, · · ·︸ ︷︷ ︸

n 個

) ≡⟨0|T{SA
µ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩

=(−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x1) · · · δσ̄(y1) · · · δσ(z1) · · ·

∣∣∣∣
0

. (527)
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ただし最右辺の添字 0は汎関数微分の後，虚構的な源の項をゼロとおくことを意味する．σと σ̄をGrassmann

源としたため，Green関数 (527)は y1, · · · に関して反対称かつ z1, · · · に関して反対称となり，Pauli原理に

整合する．

さらに以上の定式化の下で，次のことが見出される．

• 相互作用のない (LI = 0)自由場の生成汎関数は具体的に

Z0[Jκ, σ, σ̄] = Z0[Jκ]Z0[σ, σ̄],

Z0[Jκ] = exp

{
− i
2
[JµD

µν
F Jν ]

}
Z0[σ, σ̄] = exp {−i[σ̄SFσ]}

(528)

と求まる．ここに

[JµD
µν

F Jν ] ≡
∫

d4x′d4x′′Jµ(x
′)D µν

F (x′ − x′′)Jν(x′′),

[σ̄SFσ] ≡
∫

d4x′d4x′′σ̄(x′)SF(x
′ − x′′)σ(x′′)

である．

• 一般の (すなわち相互作用がある場合の)生成汎関数は，自由場の生成汎関数 (528)に対して摂動展開

⟨0|S|0⟩Z[Jκ, σ, σ̄] = exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄]

=

∞∑
n=0

(ie)n

n!

[∫
d4xIδ(x)

]
Z0[Jκ, σ, σ̄] (529)

で与えられる．ここに

Iδ(x) ≡
(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµ

(
1

i

δ

δσ̄(x)

)(
1

i

δ

δJµ(x)

)
である．

4.3 径路積分

本節では径路積分による場の量子論の定式化を，QEDの文脈において導入する．QCDへの応用は次節で

行う．本稿では具体的な計算を行わないものの，はじめに最低限，汎関数積分 (径路積分と同義)の定義をま

とめておく．
汎関数積分の定義 時空を微小体積 ∆の胞 (セル)に分割し，胞の内部における実スカラー場 ϕの値を，胞の中心点 xi

における値 ϕi = ϕ(xi)で近似する．このとき ϕの汎関数は F [ϕ] = F ({ϕi})と表され，F [ϕ]の汎関数積分は∫
DϕF [ϕ] ≡ lim

∆→0

(∏
i

(
∆

2π

)1/2 ∫ ∞

−∞
dϕi

)
F ({ϕi}) (530)

で定義される．上式 (530) にはあらゆる ϕ(x) の関数形 (したがって場のあらゆる時間発展の仕方) に対する F [ϕ] が

寄与する*161．我々は粒子の遷移振幅を表す Feynman の径路積分を 2.7.4 節で学んでおり，ここではパラメーターが

t→ x = (t,x)，観測量が x(t) → ϕ(x)と置き換わっている．

*161 粗く言えば，汎関数積分 (530)はあらゆる ϕ(x)にわたる F [ϕ]のある種の“和”である．
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汎関数積分は等価的に次のように定義することもできる．完全正規直交関数系 {ui(x)}で場を

ϕ(x) =

∞∑
i=1

αiui(x)

と展開し，右辺の級数を第 n項で打ち切る．このとき ϕの汎関数 F [ϕ] = F (α)はパラメーターの組 α = {α1, · · · , αn}
で指定され，F [ϕ]の汎関数積分は ∫

DϕF [ϕ] ≡ lim
n→∞

(
n∏
i=1

∫ ∞

−∞

dαi√
2π

)
F (α). (531)

なお式 (530)と式 (531)における (∆/2π)1/2 や 1/
√
2π の“加重因子”はいずれも，場の理論において特に興味の持た

れる“Gauss型”の積分公式が簡単になるように選んである．

Grassmann数による積分の定義 Grassmann変数 {θi} ≡ θ の任意の関数 f(θ)の，Grassmann変数 θi による積分

を定義しよう．f(θ)は式 (523):

f(p) = p0 +
∑

piθi +
∑

pijθiθj + · · ·+ p12···nθ1θ2 · · · θn

の形を持つので，それには θi による積分が線形性を持つものとして式 (523)の各項の積分∫
dθi(θj1θj2 · · · θjω )

を定義すれば良い．そしてこれを計算するには，次の規則を与えれば十分である．∫
dθi1 =0,

∫
dθiθi = 1,∫

dθ1 · · ·dθn−1dθnF (θ) =

∫
dθ1 · · · dθn−1

{∫
dθnF (θ)

}
,∫

dθi(θj1θj2 · · · θjk−1θiθjk+1 · · · θjω ) =(−1)k−1

(∫
dθiθi

)
θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω

=(−1)k−1θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω .

ただし第 3 式の F (θ) は Grassmann 変数 {θi} ≡ θ の任意の関数であり，第 4 式の Grassmann 変数

θj1 , θj2 , · · · , θjk−1 , θjk+1 , · · · , θjω は θi を含まないものとする．以上により，例えば p0, p1, p2, p12 を通常の数と

して ∫
dθ1dθ2(p0 + p1θ1 + p2θ2 + p12θ1θ2) = −p12

∫
dθ1dθ2θ2θ1 = −p12

となる．なお，Grassmann数に関する積分を微分の逆演算として定義することは不可能である．と言うのも，θi につい

ての微分が θi となるような Grassmann代数の要素 (523)は存在しないからである．

Grassmann場による汎関数積分の定義 場の量子論において興味の持たれる，2つの独立なGrassmann場 θ(x), θ̃(x)

の汎関数 F [θ, θ̃]を考える．Grassmann場を正規直交関数系で

θ(x) =

∞∑
i=1

θiui(x), θ̃(x) =

∞∑
i=1

θ̃iui(x)

と展開したときの展開係数 θi, θ̃i は Grassmann数であり，展開を第 n項で打ち切ると F [θ, θ̃] = F (θi, θ̃i)は 2n個の生

成子 θ1, · · · , θn, θ̃1, · · · , θ̃n の関数となる．θ と θ̃ による 2重の汎関数積分は∫
DθDθ̃F [θ, θ̃] ≡ lim

n→∞

∫ ( n∏
i=1

dθidθ̃i

)
F (θi, θ̃i)

で定義される．
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さて，正準形式の場の量子論では，Green関数と生成汎関数をそれぞれ

式 (514) : Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) ≡H⟨0|T{AµH(x) · · ·ψH(y) · · · ψ̄H(z) · · · }|0⟩H ,

式 (526) : Z[Jκ, σ, σ̄] ≡
⟨0|S′|0⟩
⟨0|S|0⟩

によって定義したところ，生成汎関数から Green関数を導く式 (527):

Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) = (−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x) · · · δσ̄(y) · · · δσ(z) · · ·

∣∣∣∣
0

が示された．ところで正準形式の場の量子論から，Feynmanによる径路積分形式の場の量子論を導くことが

できる．この点を納得するために，代わりに生成汎関数に対する径路積分の表式を天下りに引用し，その正準

形式との等価性を確認することも可能である．生成汎関数に対する径路積分の表式は，

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

N

∫
DADψ̄DψeiX

′
, X ′ =

∫
d4x(L0 + LI + LS) : 源を含む作用 (532)

と与えられる．ただし DA =
∏3
µ=0DAµ，Dψ̄Dψ =

∏
αDψ̄αDψα (αはスピノル添字)．規格化定数 N は条

件 Z[0, 0, 0] = 1から

N =

∫
DADψ̄DψeiX , X ≡

∫
d4x(L0 + LI) : QEDの作用

と定まる．相互作用を LI = 0とおくと，自由場の生成汎関数 Z0 の経路積分表式

Z0[Jκ, σ, σ̄] =
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0

′
, N0 =

∫
DADψ̄Dψ exp

(
i

∫
d4xL0

)
(533)

(ただしX ′
0 ≡

∫
d4x(L0 + LS))が得られる．まず式 (532)が正準形式において定義した生成汎関数 (526)に

一致することを，次の手順で証明できる．
1. 生成汎関数 (532)もまた正準形式の式 (529)と同様に

Z[Jκ, σ, σ̄] = const× exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄]

と摂動展開されることを証明できる (どちらも Z[0, 0, 0] = 1となるように規格化されている)．

このため 2つの形式で自由場の生成汎関数 Z0 が一致すれば，相互作用を含む場合の生成汎関数 Z も一致する．

2. ところが実際に経路積分表式 (533)より，自由場の生成汎関数 Z0 は正準形式の場合 (式 (528))と同様，

自由な電磁場の生成汎関数

Z0[Jκ] =
1

N1

∫
DA exp(iX[Jκ]), X[Jκ] =

∫
d4x

{
−1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ) + JκA
κ

}
(ただし Z0[Jκ = 0] = 1となるように規格化定数 N1 を選ぶ)と，自由スピノル場の生成汎関数

Z0[σ, σ̄] =
1

N2

∫
Dψ̄Dψ exp(iX[σ, σ̄]), X[σ, σ̄] =

∫
d4x

{
ψ̄(i/∂ −m)ψ + σ̄ψ + ψ̄σ

}
(ただし Z0[σ = 0, σ̄ = 0] = 1となるように規格化定数 N2 を選ぶ) に分解できる：

Z0[Jκ, σ, σ̄] = Z0[Jκ]Z0[σ, σ̄].

そして自由電磁場と自由スピノル場の生成汎関数それぞれが，正準形式の場合と同様の表式 (528):

Z0[Jκ] = exp

(
− i

2
[JκDFκλJ

λ]

)
, Z0[σ, σ̄] = exp (−i[σ̄SFσ])

に書き換えられることを証明できる．
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よって 2つの形式で生成汎関数が一致するので，生成汎関数を源で (汎関数)微分して Green関数を得る式

(527)を径路積分形式での Green関数の定義と見れば，2つの形式で Green関数は一致し，したがって理論の

予言もまた一致することになる．あるいは等価的に，式 (532)を式 (527)に代入して得られる径路積分の表式

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) =
1

N

∫
DADψ̄Dψ{eiXAµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · } (534)

で Green関数を定義しても良い．

最後に Green関数について議論する．以下では相互作用する場の Green関数を

⟨Aµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · ·⟩ ≡ Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · )

と表記し，自由場の (すなわち相互作用項LIをゼロとした場合のGreen関数を ⟨Aµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · ·⟩0
と表す．

Wickの定理 自由場に関しては生成汎関数が具体的に得られているので (式 (528))，これを汎関数微分し

て Green関数を求めることができる．すると一般に自由場 Green関数 ⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 は，場
A, · · · , Z が奇数個ならばゼロになり，偶数個ならば

⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 = ABCD · · ·WXY Z +ABCD · · ·WXY Z + · · ·

となることを帰納的に証明し得る．ただし右辺は全ての場が縮約された全ての可能な項の和であり，任

意の自由場 Green関数は，光子伝播関数 iDµν
F (x)とフェルミオン伝播関数 iSF(x)だけで表されるこ

とになる．この結果は T積の真空期待値 ⟨0|T(ABCD · · ·WXY Z)|0⟩にWickの定理を適用した結果

と一致しており，経路積分形式の自由場 Green関数

⟨ABC · · ·⟩0 =
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0(ABC · · · ), X0 =

∫
d4xL0(x)

に対するWickの定理と見なされる．

相互作用 相互作用する場の Green関数 ⟨ABC · · ·⟩は，式 (534)より

⟨ABC · · ·⟩ =

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

⟩
0⟨

exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}⟩
0

のように自由場 Green関数に関係付けて評価できる．指数関数を級数展開すれば，Green関数の摂動

展開が得られる．上式は正準形式における式 (516)と似た関係である．

4.4 量子色力学

• 4.4.1節　グルーオン場だけの力学に対して Faddeev-Popov (ファデエフ-ポポフ)の手続きを適用

• 4.4.2節　クォークを含む理論へと一般化

• 4.4.3節　 QCDの摂動論*162

• 4.4.4節　 QCDの Feynman規則

*162 強い相互作用では最低次の摂動論が有効な近似を与えないという事情はあれど，理論的に摂動展開を考えることは可能である．特
に短距離の相互作用に関しては，漸近的自由性 (4.5節)により摂動論を利用することが可能となる．
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4.4.1 グルーオン場

径路積分法により QCDの定式化を行う際の困難は，もっぱらグルーオン場の量子化に由来する．そこで最

初にグルーオン場だけの力学を考える．8つのグルーオン場 Aκi (x)に関係する源を表す古典場 Jiκ(x)を導入

し，グルーオン場の生成汎関数

Z[Jiκ] =
1

N

∫
DAeiX[Jiκ], X[Jiκ] =

∫
d4x(LG + JiκA

κ
i ) (535)

(ただし DA ≡
∏8
i=1

∏3
µ=0DA

µ
i (x)，規格化条件 Z[Jiκ = 0] = 1)を考えると，自由場 (gs = 0)に対しては

Gµνi = Fµνi , LG = −1

4
FiµνF

µν
i

である．実は何らかのゲージ固定を行わなければ，上式 (535) の生成汎関数を適正に定義することはできな

い．このことは次のように自然に説明できる．すなわち電磁場については 4成分のうち 2つの横波成分だけが

独立であったのと同様に，グルーオン場も全ての成分が独立ではないにも関わらず，上記の積分は場の 4成分

µ = 0, 1, 2, 3の全てに対して施される．よって余分の自由度に関する積分を取り除く措置が必要である．しか

しながらグルーオン場に対してはゲージ変換 (511)が電磁場の場合よりも複雑であるために，一般に Lorenz

条件
∂µA

µ
i (x) = 0 (i = 1, 2, · · · , 8)

を課すことはできない．また無理に Lorenz条件を課したとしても，相互作用を考える際に矛盾が生じてくる

ことが知られている．そこで hi(x)を任意関数として，より一般的なゲージ条件

fi(A
µ
i (x)) ≡ ∂µA

µ
i (x)− hi(x) = 0 (i = 1, 2, · · · , 8) (536)

を課し，生成汎関数を修正する (Faddeev-Popov の方法)．まず生成汎関数 (535) の代わりに，n 変数

zk+1, · · · , zk+n にのみ依存する“作用”X に対して，積分

Z =

∫ (k+n∏
i=1

dzi

)
e−X

を考える．これを，余計な自由度に関する積分を取り除いた

Z =

∫ ( k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X

に置き換えた上で，再び元と同じように (k + n)変数に関する等価な積分として表したい．そのためには，n

変数 zk+1, · · · , zk+n の値から z1, · · · , zk を定める条件

fi(z1, z2, · · · , zk+n) = 0 (i = 1, · · · , k)

を導入し，

Z =

∫ ( k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X =

∫ { k∏
i=1

∫
dfiδ(fi)

}(
k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X

=

∫ (k+n∏
i=1

dzi

)
e−X det

(
∂f

∂z

) k∏
i=1

δ(fi) (537)
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と書き換えれば良い (∂f/∂z)は (∂fi/∂zj)を (i, j)成分に持つ Jacobi行列)．そこで生成汎関数を式 (537)に

類似の

Z[Jiµ] ∝
∫
DAeiX det

(
δfi
δωj

)( 8∏
i=1

δ[fi]

)
(538)

に置き換え，さらに Grassmann場 ηi(x), η̃i(x)を導入して右辺の“汎関数行列式”を“Gauss型”の積分公式

det

(
δfi
δωj

)
∝
∫
DηDη̃

{
i

∫
d4xd4x′ηi(x)

δfi
δωj

η̃j(x
′)

}
(539)

(ただし DηDη̃ ≡
∏8
i=1DηiDη̃i) によって与える．こうすれば少なくとも S行列要素の計算に関して，適正な

生成汎関数が得られることを Faddeevと Popovは示した*163．ここに δ[fi]は任意の汎関数 F [fi]に対して，

δ 関数と類似の性質 ∫
DfiF [fi]δ[fi] = F [0] (540)

を満たすように定義された δ 汎関数である．この δ 汎関数があるため，ゲージ場 Aiµ(x) に関する汎関数積

分 (538) には，ゲージ条件 (536) を満たす場 A
(0)
iµ (x) のみが寄与する．したがって場 A

(0)
iµ (x) から任意の場

Aiµ(x) へのゲージ変換に対するゲージ関数 ω˜ ≡ [ω1, ω2, · · · , ω8] がゼロになる極限を考えれば十分である．

そこで汎関数微分を
δfi
δωj
≡ δfi(Aiµ(x))

δωj(x′)

∣∣∣∣
ω˜=0

と解釈する*164．最後に生成汎関数における汎関数行列式を評価して，目障りな δ 汎関数があからさまには現

れない，摂動論に適した形

Z[Jiκ] =
1

N

∫
DADηDη̃ exp

{
i

∫
d4x(L+ JiκA

κ
i )

}
,

L =LG′ + Lg,

LG′ =− 1

4
GiµνG

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2, (541)

Lg =(∂µηi)[∂
µη̃i + gsfijkη̃jA

µ
k ] : ゴースト項 (542)

(ただし Z[Jiµ = 0] = 1)に書き換えることができる．LG′ における付加的な項−1
2 (∂µA

µ
i )

2は“ゲージ固定項”

と呼ばれる．ここで Grassmann場 ηi(x), η̃i(x)に関する項 Lg が現れていることに注目する．場 ηi(x), η̃i(x)

はゴースト場と呼ばれる．ゴーストはあくまで都合の良い人工的な概念であって，実在の場 (ないし粒子)で

はない．結局 Faddeev-Popovの手続きによりゲージ固定を行うと，生成汎関数において Lagrangian密度が

修正され，ゴースト場に関する径路積分が現れる．

4.4.2 クォークの導入

クォークを含むようにこれまでの理論を拡張しよう．QEDにおいてはじめに荷電レプトンのうち電子-陽電

子だけを考えたのと同様に，簡単のために全体を通じて対象とするクォークの香りを 1種類に限定し，香りの

添字 f を省くことにする．

*163 ただし生成汎関数の雛形 (537)との類推関係は正確には成り立たず，以上の説明は厳密なものではない．
*164 これにより式 (539)右辺の量を曖昧さなしに理解できる．
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• グルーオン場と相互作用するクォークの Lagrangian密度 (510):

Lq = ψ̄a(i /Dab −mδab)ψb, Dµ
ab = δab∂

µ +
i

2
gs(λj)abA

µ
j .

– 繰り返されたクォークの色の添字 a, b, · · · = r, g, bについて和をとる．

i, j, · · · = 1, 2, · · · , 8はグルーオンの色電荷の添字．
• 純粋なグルーオン場の Lagrangian密度 (541):

LG′ = −1

4
GiµνG

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2.

– 等価的に

−1

4
FiµνF

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2 → −1

2
(∂νAiµ)(∂

νAµi ).

• ゴースト場の Lagrangian密度 (542):

Lg = (∂µηi)(∂
µη̃i + gsfijkη̃jA

µ
k).

これらを足し合わせた全 Lagrangian密度は

L =LG′ + Lq + Lg
=L0 + LI,

L0 =− 1

2
(∂νAiµ)(∂

νAµi ) + ψ̄a(i/∂ −m)ψa + (∂µηi)(∂
µη̃i),

LI =−
1

2
gsψ̄aγµ(λj)abψbA

µ
j + gsfijkAiµAjν∂

µAνk −
1

4
g 2
s fijkfilmA

µ
jA

ν
kAlµAmν + gsfijk(∂µηi)η̃jA

µ
k

である (gs = 0とおくと LI = 0)．

生成汎関数 クォーク場 ψ̄a, ψa に対応する Grassmann 源 σa, σ̄a に加え，ゴースト場 η, η̃ に対応する

Grassmann源 Si, S̃i を導入し，源による作用

LS = JiκA
κ
i + σ̄aψa + ψ̄aσa + Siηi + S̃iη̃i

を定義する．生成汎関数は径路積分� �
Z[Jiκ, σa, σ̄a, Si, S̃i] =

1

N

∫
DADψ̄DψDηDη̃eiX

′
, X ′ =

∫
d4x(L0 + LI + LS)� �

によって与えられる．ただし a = r, g, bを色の添字，α = 0, · · · , 3をスピノル添字として，クォーク場の積分
は Dψ̄Dψ ≡

∏
a

∏
αDψ̄a,αDψa,α を表す．また規格化条件は Z[0, 0, 0, 0, 0] = 1である．

Green関数 QEDの場合と同様，Green関数は

⟨A1(x1) · · ·An(xn)⟩ =(−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ

δs1(x1) · · · δsn(xn)

∣∣∣∣
0

=
1

N

∫
DADψ̄DψDηDη̃{eiXA1(x1) · · ·An(xn)}

と定義される．ここに A1(x1), · · · , An(xn) はクォーク場，グルーオン場，ゴースト場の任意の組合せであ
り*165，s1(x1), · · · , sn(xn)は対応する虚構的な場である．また n̄は随伴クォーク場 ψ̄a の数を表す．

*165 物理的な状態はゴースト粒子を含まないものの，摂動論を構築するにはゴースト場を含む Green関数が有用となる．
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4.4.3 摂動論

QEDの場合と同様，Green関数は

⟨ABC · · ·⟩ =

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

⟩
0⟨

exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}⟩
0

のように自由場 Green関数に関係付けられる．指数関数を級数展開すると摂動展開が得られる．A,B,C, · · ·
をクォーク場，グルーオン場，ゴースト場の任意の組合せとすると，自由場の Green 関数 ⟨ABC · · ·⟩0 は場
A,B,C, · · · が奇数個のときゼロになり，偶数個のときWickの定理

⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 = ABCD · · ·WXY Z +ABCD · · ·WXY Z + · · ·

から評価される．ここでゼロにならない縮約は

Aµi (x)A
ν
j (y) =A

ν
j (y)A

µ
i (x) = iDµν

Fij(x− y) = iδijD
µν
F (x− y) : グルーオン場の伝播関数，

ψa(x)ψ̄b(y) =− ψ̄b(y)ψa(x) = iSFab(x− y) = iδabSF(x− y) : クォーク場の伝播関数，

η̃i(x)ηj(y) =− ηj(y)η̃i(x) = i∆Fij(x− y) = iδij∆F(x− y) : ゴーストの伝播関数

に限られる．

4.4.4 QCDの Feynman規則

まずは QEDの場合と類似した，以下の規則 1–7が成立する．

1. 結節点に応じた因子

−igs(Ti)cdγµ, gsflmnVστν , −ig 2
s FlmnoVλµνσ, gsflmnk2µ

を充てる (図 66，図 67，図 68，図 69参照)*166．ここに

Ti ≡
λi
2
(= F̂i), Vστν ≡ [gντ (k3 − k2)σ + gσν(k1 − k3)τ + gτσ(k2 − k1)ν ],

FlmnoVλµνσ ≡ filmfino(gλνgµσ − gµνgλσ) + finmfilo(gνλgµσ − gµλgνσ) + filnfimo(gλµgνσ − gνµgλσ).

*166 単一種類の結節点に因子 ieγµ を充てれば良い QEDと違って，このように QCDでは，異なる結節点に応じて異なる因子を充て
なければならない．
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図 66 クォーク-グルーオン結節点

図 67 3グルーオン結節点

図 68 4グルーオン結節点

207



図 69 ゴースト-グルーオン結節点

2. グルーオン，クォーク，ゴーストの内線に，それぞれの伝播関数

iDFµν(k)δij , iSF(p)δab, i∆F(k)δij

を充てる*167．

3.（a）始状態のクォークの外線

に因子 uar(p)を充てる．

（b）終状態のクォークの外線

に因子 ūar(p)を充てる．

（c）始状態の反クォークの外線

に因子 v̄ar(p)を充てる．

（d）終状態の反クォークの外線

*167 伝播関数因子における Kroneckerのデルタは，Green関数の中で添字に関する和をとる際に消費されるため，a = b, i = j と置
いてあらかじめ省いて良い．あるいは Kronecker のデルタは色や色電荷の保存を表しており，はじめから保存則を満たす過程の
みを考えて Kronecker のデルタを省いたと考えても良い．このとき結果的に各内線には，グルーオンやクォーク，ゴーストの伝
播関数の代わりに光子伝播関数 iDµνF (k)とフェルミオン伝播関数 iSF(p)，中間子伝播関数 i∆F(k)を充てれば良い．
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に因子 var(p)を充てる．

（e）始状態のグルーオンの外線

に因子 εirα(k)を充てる．

（f）終状態のグルーオンの外線

に因子 ε∗irα(k)を充てる．

ここに

• pと kは外線粒子の 3次元運動量を表し，

r(= 1, 2)はクォークのスピン状態もしくはグルーオンの偏極状態を表す．

自由グルーオン場は自由電磁場と同じ方程式に従うため，

グルーオンの偏極としても横波 r(= 1, 2)だけが許容される．

• a(= r, g, b)はクォークの色状態を表し，i(= 1, 2, · · · , 8)はグルーオンの色電荷を表す．
4. 各クォーク線と，それらを接続する各結節点に付随するスピノル因子を，

相互に接続している一連のクォーク線を矢印の向きに辿る順序で右から左に並べる．

5. 閉じたクォーク線それぞれに関して対角和をとり，因子 (−1)を掛ける．
6. 結節点においてエネルギー・運動量の保存を成立させる．

エネルギー・運動量保存の要請の下でも固定されないパラメーターとして残る

内部 4元運動量 q それぞれに関して積分
∫

d4q

(2π)4
を施す．

このような内部運動量変数 q に関する積分は，閉じたループそれぞれにおいて生じる．

7. 位相因子 δP として +1または −1を掛ける．
これは外線 Grassmann場の順序を外線指数 (引数)の順序が適正になるように

並べ直すときに，Grassmann場同士の置換が必要な回数が偶数回ならば +1，

奇数回ならば −1とする．
★ これは QEDに対する Feynman規則 (3.9.6節)の規則 8に対応する．

さらに QCDに特有の次の規則が加わる．

8. 閉じたゴースト線それぞれに対して，因子 (−1)を掛ける．
★ これはクォークのループに対する規則 5の因子 (−1)と同じ起源を持つ．

9. グルーオンの閉ループの各々に対して，適切な“対称性因子”S を掛ける．
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図 70 グルーオンの自己エネルギーを表すループダイヤグラム

ここでグルーオンのループを持つ図 70のグラフを取り上げ，規則 9の対称性因子について説明する．3グルーオン結節

点に因子 gsflmnVστν を充てると自動的に，3グルーオン結節点を生じる Green関数

⟨L3(x)A
α
l (x1)A

β
m(x2)A

γ
n(x3)⟩ , L3(x) ≡ gsfijkAiµ(x)Ajν(x)∂

µAνk(x)

において L3 に含まれる 3つの場を Aαl (x1), A
β
m(x2), A

γ
n(x3)と縮約する 3!通りの方法を考慮したことになる．図 70の

グラフは 3グルーオン結節点を 2つ持つので，規則 1–8に従ってグラフに対応する因子を充てると，(3!)2 通りの組合せ

を考慮したことになる．ところがこれから説明するように，これは組合せを余分に重複して考慮していることになる．実

際，図 70に対応する項は，2点 Green関数 ⟨Aαl (x)Aβm(y)⟩に由来する

⟨L3(x1)L3(x2)A
α
l (x)A

β
m(y)⟩0

から現れる．図 70 のように時空点 x1 を伝播関数によって点 x と繋ぎ，時空点 x2 を伝播関数によって点 y と繋ぐには，

L3(x1) に含まれる 3 つの場から 1 つを選んで Aαl (x) と縮約し，L3(x2) に含まれる 3 つの場から 1 つを選んで Aβm(y)

と縮約しなければならない．L3(x1) の残り 2 つの場は L3(x2) の残り 2 つの場のいずれかと縮約しなければならず，そ

の方法は 2 通りである．よって正しい縮約の組合せの総数は 3× 3× 2 = 18 通りである．これは (3!)2 = 36 の 1/2 倍な

ので，この場合は対称性因子として S = 1/2を掛けなければならない．

4.5 漸近的自由性

強い相互作用は 1f(= 10−15m)程度よりも短距離になると，距離が短くなるにつれて弱くなる．この性質は

“漸近的自由性”と呼ばれる．漸近的自由性は“繰り込み群”の方法を用いて理論的に導出された．

説明の準備として，まず“修正極小減算法”(以下 MS) と呼ばれる繰り込みの枠組みを QED に対して導

入する．これは次元正則化の文脈の下で因子 2
η − γ + ln(4π)を含むように繰り込み定数 Z1, Z2, Z3 を選ぶ手

法である．すると繰り込まれた電荷 er = e0µ
−η/2Z

1/2
3 Z2/Z1 は µに対して増大することが示される (e0 は

裸の電荷)．ただし µは次元正則化の際に必然的に導入される質量尺度である (以上，次元正則化については

3.11節を参照)．

次に結節部分関数を定義する．f 本のフェルミオン外線と b本の光子外線を持つ固有結節部分関数を，各外

線の運動量を pi(i = 1, 2, · · · , b+ f ≡ n)として Γfb(pi,m0, e0)と表す (m0 は裸の質量)．ここで結節部分関

数は n > 2の場合，連結 Green関数から“脚”にあたる伝播関数因子を除いた関数である．固有結節部分関

数とは与えられた結節部分関数に寄与を持つすべての 1粒子既約なグラフの和であり，“1粒子既約”とは線

分を 1本だけ切断することで 2つの部分に分割できないことを意味する．結節部分関数 Γfb(pi,m0, e0)は繰
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り込みの後に，伝播関数から因子 Z
1/2

2 , Z
1/2

3 を吸収し，繰り込まれた結節部分関数

Γfbr (pi,mr, er, µ) = Z
f/2

2 Z
b/2

3 Γfb(pi,m0, e0)

になる．ここにmr = mr(µ), er = er(µ)は繰り込まれた質量と電荷であり，いずれも質量尺度 µに依存する

ため，それぞれ“走行質量”“走行電荷”と呼ばれる．

物理的な観測量は，したがって結節部分関数 Γfb(pi,m0, e0) は質量尺度 µ に依存してはならない．こ

のことは’t Hooft-Weinberg (ト・フーフト-ワインバーグ) 方程式と呼ばれる，繰り込まれた結節部分関数

Γfbr (pi,mr, er, µ)(こちらは µに依る)に対する繰り込み群方程式[
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂er
− fγ2 − bγ3 +mrγm

∂

∂mr

]
Γfbr (pi,mr, er, µ) = 0,

β ≡ µ∂er
∂µ

, γ2 ≡
µ

2

∂

∂µ
(lnZ2), γ3 ≡

µ

2

∂

∂µ
(lnZ3), mrγm ≡ µ

∂mr

∂µ

として表現できる．これを期待される次元スケーリング

Γfbr (tpi,mr, er, µ) = tdΓfbr (pi, t
−1mr, er, t

−1µ).

(ただし dは結節部分の自然次元 (質量の何乗か)) と組み合わせると，任意に固定した µの値 µ0 に対して

Γfbr (tpi,mr, er, µ) = td exp

[
−
∫ t

1

fγ2 + bγ3
t

dt

]
Γfbr (pi, t

−1mr(µ = tµ0), er(µ = tµ0), µ0)

が得られる．この結果によれば質量尺度 µ = tµ0 を増大させることは，結節部分において移行する運動量 tpi

を増大させることに，したがって短距離の相互作用を考えることに対応する．ところで既に述べたように電荷

er(µ)は µに対して増大するから，QEDでは電荷 er(µ)は短距離になるほど増大することになる．逆に言え

ば，長距離の相互作用ほど er(µ)は減少する．これは定性的には，電荷の遠方ほど量子揺らぎで生じる真空偏

極によって，電荷が著しく遮蔽されることとして理解できる．

これとは対照的に QCDでは，“輻射補正”を考慮したクォークとグルーオンの伝播関数，クォーク-グルー

オン結節点の繰り込み (関係する繰り込み定数を順に Z2, Z3, Z1 とする) を再びMS体系において行うと，繰

り込まれた結合

gr = g0µ
−η/2Z

1/2
3 Z2

Z1

は質量尺度 µの増大に対して減少することが示される (標準理論で想定される，香りの種類の数 nf = 6に対

して)．ここに g0, gr はそれぞれ強い相互作用における結合 gs の，裸の値と繰り込まれた値である．このため

QCDでは，短距離になるほど結合 gr(µ)が減少することになり，漸近的自由性が成立する．

4.6 弱い相互作用

4.6.1 緒論

弱い相互作用を媒介する粒子はスピン 1 の“仲介ベクトルボゾン”(intermediate vector boson：IVB)

W±, Z0 である．本節 (4.6節)では基本となる理論として，W± の交換だけを考慮する IVB理論を扱う．ま

たこれ以降，ハドロンの関与しない純粋なレプトン的過程に話を限定する．
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4.6.2 レプトンの弱い相互作用

弱い相互作用における相互作用 Hamiltonian密度HI は，QEDの場合

HQED = sµAµ, sµ = −eψ̄γµψ : 電磁カレント

と同様に，レプトン場演算子に関して双一次のレプトン (荷電)カレント

Jα =
∑
l

ψ̄lγα(1− γ5)ψνl , J †
α =

∑
l

ψ̄νlγα(1− γ5)ψl

を用いて
HI = gW(Jα†Wα + JαW †

α ) (543)

と表される．ただし ψl と ψνl はそれぞれレプトン l = e, µ, τ と対応するニュートリノ νl, ν̄l を表す量子場

(Dirac場)である*168．またWα(x)はW ボゾンを記述する場であり (4.6.3節参照)，gW は無次元の結合定

数である*169．

レプトンカレント Jα は

ベクトルカレント JαV =
∑
l

ψ̄lγ
αψνl ,

軸性ベクトルカレント JαA =
∑
l

ψ̄lγ
αγ5ψνl

の差 Jα = JαV−JαA で与えられる (式 (354)参照)．ここではこのため，Jαは空間反転を考えなければ Lorentz

変換に対してベクトルとして変換されることにまず注意を促しておく．

• Jα がベクトルなので，HI が LorentzスカラーとなるためにはWα(x)は

(共変)ベクトル場でなければならず，したがってW ボゾンはスピン 1のベクトルボゾンとなる．

• HI の作る結節点には荷電レプトン，中性レプトン，W ボゾンが 1つずつ接続するので，

(電荷保存則を満たすには) W ボゾンは電荷を持たねばならず，

したがって場Wα(x)は非 Hermiteである*170．

• ニュートリノを考慮してレプトン数を

N(l) = N(l−)−N(l+) +N(νl)−N(ν̄l), l = e, µ, τ

と再定義すると，HI は

– l− を生成して (消滅させて) νl を消滅させ (生成し)

– l+ を生成して (消滅させて) ν̄l を消滅させる (生成する)

ので，レプトン数 N(l)を保存する (観測事実にも整合)．

レプトンカレント Jα = JαV − JαA は，したがって相互作用 Hamiltonianはパリティ変換 (x, t) → (−x, t)
の下で不変ではないため，パリティは保存されない．実際，質量がゼロに極めて近いニュートリノに対して

はカレントにおける PL = (1− γ5)/2を近似的にヘリシティ射影演算子と見なせるので (3.5.2節)，相互作用

Hamiltonianには

*168 ψl は l− の消滅演算子と l+ の生成演算子を含み，ψνl はニュートリノ νl の消滅演算子と反ニュートリノ ν̄l の生成演算子を含む．
*169 ここでは結合 gW はカレント Jα, J

†
α からくくり出されている．また 4.6.1節の予告通り，弱い力を媒介する粒子としてW ボゾ

ンだけが考慮されている．
*170 このことを考慮して，HI の式において既にWα とW †

α を区別してある．
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• ヘリシティが負の (r = 2)ニュートリノ

• ヘリシティが正の (r = 1)反ニュートリノ

の生成・消滅演算子のみが含まれることになり，それ故，弱い相互作用にはこれらの (反)ニュートリノしか

関与しない (パリティの非保存に対応するカイラル対称性の破れ)．

ここで“左手型の”場 ψL
l = PLψl, ψ

L
νl

= PLψνl を定義すると，レプトンカレントは左手型の場のみを用

いて
Jα = 2

∑
l

ψ̄L
l γαψ

L
νl

と表される．ところで荷電レプトンについても粒子のエネルギーが質量 mに比べて非常に高い極限では，近

似的に PL をヘリシティ射影演算子と見なせる．このため弱い相互作用によって生成した電子 (陽電子)は負

(正)のヘリシティを持つことになる．

4.6.3 自由なベクトルボゾン場

本節ではベクトルボゾン場Wα(x)について説明する．

■場の方程式 自由なスピン 1のベクトルボゾン場Wα に対する場の方程式は，質量をmW として Proca方

程式
□Wα − ∂α(∂βW β) +m 2

W Wα = 0 (544)

によって与えられ，これは Lagrangian密度

L = −1

2
F †
WαβF

αβ
W +m 2

W W †
α Wα, FαβW = ∂βWα − ∂αW β

から導かれる*171．Proca方程式 (544)は (その 4元発散をとれば直ちに導かれるように)，mW ̸= 0に対して

自動的に Lorenz条件
∂αW

α = 0 (545)

を含意し，
(□+m 2

W )Wα = 0

と簡略化される (Klein-Gordon方程式の形)．

■平面波展開と偏極ベクトル 場の方程式から得られる分散関係 ωk =
√
m 2
W + k2 を考慮して，波数

k = (ωk,k)によって特徴付けられる平面波を用いて場を次のように展開する*172*173．

Wα(x) =Wα+(x) +Wα−(x),

Wα+(x) =
∑
k

3∑
r=1

(
1

2V ωk

)1/2

εαr (k)ar(k)e
−ik·x,

*171 これを古典場の理論と見なせば，Hermite共役 (†)は複素共役 (∗)に置き換わる．
*172 Wα† に関しては Wα±† = (Wα∓)† とする．すなわち消滅演算子 br(k) を含む正振動数部分を Wα+† とおき，生成演算子

a†r(k)を含む負振動数部分をWα−† とおく．
*173 光子の場合とは異なり，r = 0の偏極ベクトル εµ0 (k)は導入されていない．古典電磁場の自由度は 2であり，場の量子論において

もゲージ条件を適切に考慮すると，2つの横波成分だけが観測量に寄与を持つことが説明された (3.3.1節，3.3.2節)．これに対し
て質量mW ̸= 0を持つベクトルボゾン場Wα はゲージとは無関係に常に式 (545):∂αWα = 0を満たすため，最初から電磁場よ
りも自由度が 1 だけ少ない (mW = 0 では関係 ∂αWα = 0 が場の方程式から導かれないため，この論法は適用されない)．3 つ
の偏極ベクトルを用いてWα を展開しなければならないのはこのためである [29, p.93] [2, p.211]．
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Wα−(x) =
∑
k

3∑
r=1

(
1

2V ωk

)1/2

εαr (k)b
†
r(k)e

ik·x.

ここに εαr (k)(r = 1, 2, 3)は偏極ベクトルであり，Lorenz条件により

kαε
α
r (k) = 0

を満たす．k = (ωk, 0, 0, |k|)となる座標系では偏極ベクトルを
εα1 (k) = (0, 1, 0, 0),

εα2 (k) = (0, 0, 1, 0),

εα3 (k) = (|k|, 0, 0, ωk)/mW

(546)

と選ぶのが便利である．これらは

εαr (k)ε
α
s (k) = −δrs,

3∑
r=1

εαr (k)ε
β
r (k) = −gαβ +

kαkβ

m 2
W

(547)

という性質を満たす*174．

■正準量子化 正準形式での量子化により

• a†r(k)と ar(k)をそれぞれモード (r,k)のW+ の消滅・生成演算子

• b†r(k)と br(k)をそれぞれモード (r,k)のW− の消滅・生成演算子

と見なすことが可能となる．

■W ボゾンの伝播関数

iDαβ
F (x− y,mW ) = ⟨0|T{Wα(x)W β†(y)}|0⟩ =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)iDαβ

F (k,mW ),

iDαβ
F (k,mW ) =

i(−gαβ + kαkβ/m 2
W )

k2 −m 2
W + iε

. (548)

4.6.4 IVB理論に対する Feynman規則

4.6.2節で導入した IVB理論における相互作用 Hamiltonian密度 (543)が作る基本結節点は図 71のようで

ある．ここではレプトン数の保存と電荷保存を満たす可能なレプトン線の組を代表して描いている．この場

合の Feynman規則は QEDの規則 (3.9.6節)を，電子と同様の規則をすべてのレプトン (ニュートリノ・反

ニュートリノを含む)に適用してレプトンを含むように拡張した上で，次のように修正して得られる．

• 結節点　因子 −igWγα(1− γ5)を充てる．
• ボゾンの内線　W ボゾンの内線と見なして，その伝播関数 iDFαβ(k,mW )を充てる．

• ボゾンの外線　W ボゾンの外線と見なして，その偏極ベクトル εrα(k)を充てる．

*174 電磁場の場合 (3.3.1節)と同様に式 (546)は特定の座標系でしか成り立たないのに対し，性質 (547)は相対論的に不変な式となっ
ているので，k = (ωk, 0, 0, |k|)となる座標系において成分が式 (546)で与えられる偏極ベクトルを考える限り任意の座標系で成
立する．したがって式 (547)の性質だけを要求すれば十分であると考えられる．
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図 71 IVB相互作用の基本結節点

4.7 弱い相互作用のゲージ理論

本節 (4.7 節) では弱い相互作用をゲージ理論として定式化する．ゲージ理論を構築するには，QED(や

QCD)の場合と同様に以下の手順を踏めば良い．

1. 自由場の Lagrangianを不変に保つような大域的位相変換の組を見出し，

それに付随する適切な電荷-電流保存則を導く (4.7.1節)．

2. 局所的な位相変換 (局所的ゲージ変換)へと一般化して，

この局所的変換における理論の不変性を仮定し，そこから相互作用の形を推定する (4.7.2節)．

すると IVB理論に対して中性ベクトルボゾンと中性のレプトンカレントが追加され，さらに弱い相互作用は

電磁相互作用と自然に統一される．ところが理論のゲージ不変性は，全てのレプトンとベクトルボゾンが質量

を持たないという困難へと導く．この問題は 4.8節において解消される．

4.7.1 大域的な位相変換と保存する弱カレント

手始めに全てのレプトン (ニュートリノを含むは質量を持たないと仮定し，自由レプトン系の Lagrangian

密度を

L0 =i(ψ̄l/∂ψl + ψ̄νl/∂ψνl)

=i(Ψ̄L
l /∂Ψ

L
l + ψ̄R

l /∂ψ
R
l + ψ̄R

νl
/∂ψR

νl
), ΨL

l ≡
(
ψL
νl
ψL
l

)
, Ψ̄L

l ≡
(
ψ̄L
νl

ψ̄L
l

)
と書く．ただしこれ以降，繰り返されたレプトンの添字 lについては全ての世代 l = e, µ, τ にわたって和をと

るものと約束する．また任意の Diracスピノル ψ に対して左手型と右手型の場を

ψL,R = PL,Rψ =
1

2
(1∓ γ5)ψ

と定義しており，最右辺では Lagrangian密度を敢えて右手型と左手型に関して非対称な形に書いている．な

お 4.7.4節以降において，実際のレプトンは質量を持つという問題に立ち戻る．

この自由場の Lagrangian密度 L0 は，大域的 SU(2)変換

ΨL
l → U(α)ΨL

l , Ψ̄L
l → Ψ̄L

l U
†(α)
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(ただし U(α) ≡ exp (iαjτj/2)，τ1, τ2, τ3：Pauli行列) の下で不変である*175．ただし右手型の場 ψR の各々

はこの変換に対して不変と見なす．SU(2)変換に対する変換性から

• 2成分場ΨL
l は弱アイソスピノル

• 右手型の場 ψR の各々は弱アイソスカラー

と呼ばれる．

SU(2)変換に対する Lagrangian密度の不変性から，保存する電荷-電流密度として弱アイソスピンカレント

J α
i =

1

2
Ψ̄L
l γ

ατiΨ
L
l (i = 1, 2, 3)

と弱アイソスピン電荷

IWi =

∫
d3xJ 0

i =
1

2

∫
d3xΨL†

l τiΨ
L
l

が導かれる*176．これは IVB理論におけるレプトン (荷電)カレント

Jα =ψ̄lγ
α(1− γ5)ψνl = 2(J α

1 − J α
2 ),

Jα† =ψ̄νlγ
α(1− γ5)ψl = 2(J α

1 + J α
2 )

が保存するカレントであることに加え，“中性カレント”

J α
3 =

1

2
Ψ̄L
l γ

ατ3Ψ
L
l =

1

2
(ψ̄L
νl
γαψL

νl
+ ψ̄L

l γ
αψL

l )

が保存することを意味する．さらに電磁カレントを sα = −eψ̄lγαψl として，弱超電荷カレント

J α
Y =

1

e
sα − J α

3

を定義する．このとき弱アイソスピン電荷 IW3 の保存は通常の電荷 Qの保存則と合わせると，弱超電荷

Y ≡
∫

d3xJ 3
Y =

Q

e
− IW3 (549)

が保存することを意味する．

ここで左手型の (すなわちヘリシティが負の)レプトン l− が 1個だけ存在している状態を |l−,L⟩等と書き，
レプトンの 1粒子状態について各種電荷の固有値を調べると，その結果は表 4のようにまとめられる．

なお ψ を ψL
νl
, ψL

l , ψ
R
νl
, ψR

l のいずれかとし，Y を場 ψ によって消滅する粒子の弱超電荷とすると，弱超電

荷 Y の保存は変換
ψ → eiβY ψ, ψ̄ → ψ̄e−iβY (550)

(U(1)変換と呼ばれる)に対する Lagrangianの不変性から直接導かれる．したがって弱い相互作用の理論で

は，対称性から弱アイソスピン電荷と弱超電荷の保存が独立に導かれ，逆に通常の電荷保存則が保証されるこ

とになる．以上の大域的な位相変換と保存する電荷の関係は図 72のようにまとめられる*177．

*175 SU(N)変換に関するまとめ (4.1節)を併せて参照．一般に SU(N)変換では生成子 Ti，保存する電荷，導入されるゲージ場はそ
れぞれ (N2 − 1) 種類である．今考えている N = 2 の場合，Pauli 行列 τi，弱アイソスピン電荷 IWi ，ゲージ場Wµ

i (x)(4.7.2

節)はそれぞれ 3種類である (i = 1, 2, 3)．
*176 今一度確認すると，正確には保存するのはカレントではなく電荷であり，保存するカレントとは保存する電荷に対するカレントの

ことである．
*177 文献 [2, pp.460–461] にならって，QED における U(1) 電磁ゲージ変換と本節の U(1) 弱超電荷変換 (550) をそれぞれ

U(1)em,U(1)Y と書いて区別した．
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表 4 レプトンの 1粒子状態における各種電荷の固有値

|l−,L⟩ |νl,L⟩ |l−,R⟩ |νl,R⟩
Q/e −1 0 −1 0

IW3 −1/2 +1/2 0 0

Y −1/2 −1/2 −1 0

図 72 大域的な位相変換と保存する電荷 (4.7.1節のまとめ)

4.7.2 ゲージ不変な電弱相互作用

SU(2) 変換と U(1) 変換*178において αj → gωj(x)，β → g′f(x) と置き換えた局所的位相変換を考える

(g, g′ は定数)．Lagrangian密度のゲージ不変性を回復するために，QEDや QCDの場合と同様に，微分の共

変微分への置き換え

∂µΨL
l → DµΨL

l =

[
∂µ +

i

2
gτjW

µ
j −

i

2
g′Bµ

]
ΨL
l ,

∂µψR
l → DµψR

l =[∂µ − ig′Bµ]ψR
l ,

∂µψR
νl

→ DµψR
νl

=∂µψR
νl

を通して実ゲージ場Wµ
i (i = 1, 2, 3)，Bµ(x)を導入する．ただしゲージ場は

Wµ
i → W ′µ

i =Wµ
i − ∂

µωi − gεijkωjWµ
k , (SU(2)変換, ωj(x) : 無限小)

Bµ → B′µ = Bµ − ∂µf (U(1)変換)

*178 式 (550)の変換を指す．
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と変換する．また場Wµ
i (x)は U(1)ゲージ変換の下で不変であり，Bµ(x)は SU(2)ゲージ変換の下で不変で

あるものする．すると共変微分への置き換えによって得られるレプトン系の Lagrangian密度

LL =i(Ψ̄L
l /DΨL

l + ψ̄R
l /DψR

l + ψ̄R
νl
/DψR

νl
)

=L0 + LI,

LI =− gJ µ
i Wiµ − g′J µ

Y Bµ

は U(1)ゲージ変換と SU(2)ゲージ変換の下で不変となる (SU(2)×U(1)ゲージ不変)．ここで g, g′ は LI に

おける結合定数に同定される．

ここでW1µ とW2µ の代わりに非 Hermiteなゲージ場

Wµ =
1√
2
(W1µ − iW2µ), W †

µ =
1√
2
(W1µ + iW2µ)

を導入し，またW3µ と Bµ の代わりにこれらの 1次結合

Zµ =cos θWW3µ − sin θWBµ,

Aµ =sin θWW3µ + cos θWBµ (551)

(θW は弱混合角またはWeinberg角と呼ばれる)を用いて相互作用 Lagrangian密度を表すことを考える*179．

その際，場 Aµ を電磁場と見なして，これが相互作用 Lagrangian密度に −sµAµ という形でのみ現れること
を要求すると，弱混合角 θW は条件

g sin θW = g′ cos θW = e (552)

から定まり*180，

LI =− sµAµ −
g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ )− g

cos θW
(J µ

3 − sin2 θWs
µ/e)Zµ (553)

となる．

• 第 1項 −sµAµ は QEDの相互作用である (電磁相互作用と弱い相互作用の統一)*181．

• 第 2項 − g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ )は，

gW = g

2
√
2
とおき，場Wµ(x)をWボゾンの量子場と見なせば，IVB理論の相互作用に他ならない．

• 第 3項は中性カレント

J µ
3 − sin2 θWs

µ/e =
1

4
ψ̄νlγ

µ(1− γ5)ψνl −
1

4
ψ̄lγ

µ{(1− 4 sin2 θW)− γ5}ψl

と場 Zµ の相互作用を表し，実ベクトル場 Zµ は中性ベクトルボゾン Z0 の量子場と解釈される．

実験と整合する弱混合角の値は
sin2 θW = 0.23122± 0.00015 (554)

であり，これは中性カレントの右辺第 2 項がほとんど純粋な軸性カレントであることを意味している

(1− 4 sin2 θW ≃ 0，式 (354)参照)．

最後に本節で導入されたゲージ場は図 74のようにまとめられる．

*179 図 73において，同一の点を表す座標 (W3µ, Bµ)，(Zµ, Aµ)の間の関係は式 (551)によって与えられる．
*180 もっとも式 (552)は実質 2つの条件式なので，1つの未知数 θW を定めるものと見なすと条件過剰である．実際には式 (554)のよ

うな実験に合う θW の値を与えると，式 (552)の関係を通して未知の結合定数 gW = g

2
√

2
，g′ の値が決まるものと考えられる．

*181 低エネルギーにおいては，電磁相互作用と弱い相互作用は明確に分離している．
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図 73 弱混合角 (Weinberg角) θW

図 74 電弱相互作用を媒介するゲージボゾン (4.7.2節で導入)

4.7.3 ゲージボゾンの性質

完全な Lagrangian密度を得るには，レプトン系の Lagrangian密度 LL = L0 + LI に純粋なゲージボゾン

の Lagrangian密度 LB を加えて
L = L0 + LI + LB

としなければならない．ここでは全てのゲージボゾンの質量をゼロとして，レプトンがない場合のゲージボゾ

ンの項 LB を考える．実際には光子以外のゲージボゾンがゼロでない質量を持つことについては，次節以降で

考察する．

電磁場テンソル Fµν に類似の場

Bµν ≡ ∂νBµ − ∂µBν , Gµνi ≡ F
µν
i + gεijkW

µ
j W

ν
k , Fµνi ≡ ∂νWµ

i − ∂
µW ν

i

を定義してゲージボゾンの Lagrangian密度を

LB = −1

4
BµνB

µν − 1

4
GiµνG

µν
i
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とすると，これは SU(2)×U(1) 不変となる．LB は電磁場，W± ボゾン場，Z0 ボゾン場に対する自由場

Lagrangian密度の項

LB
0 ≡−

1

4
BµνB

µν − 1

4
FiµνF

µν
i

=− 1

4
FµνF

µν − 1

2
F †
WµνF

µν
W −

1

4
ZµνZ

µν ,

Zµν ≡∂νZµ − ∂µZν

と，ゲージボゾン同士の相互作用を表す付加的な項

gεijkWiµWjν∂
µW ν

k −
1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν

から成っている*182．このゲージボゾン同士の相互作用はゲージボゾンが弱アイソスピン電荷を持つことによ

るものである*183．

4.7.4 レプトンとゲージボゾンの質量

ここまでは全てのレプトンとゲージボゾンの質量をゼロと扱ってきたけれど，実際には光子を除き，これら

の粒子はゼロでない質量を持つ．ところがゲージボゾンW±, Z0 の質量mW ,mZ を考慮して Lagrangian密

度に質量項

m 2
W W †

µ Wµ +
1

2
m 2
Z ZµZ

µ

を加えると，理論の SU(2)×U(1)不変性が失われてしまう．同様にレプトンの質量を考慮して，例えば電子
(場 ψ = ψe，質量m = me)について Lagrangian密度に質量項

−mψ̄ψ = −mψ̄(PR + PL)ψ = −m(ψ̄LψR + ψ̄RψL)

を加えることが考えられるけれど，最右辺を見れば明らかなようにこれは SU(2)×U(1)不変性を持たない*184．

そして実はこれらの理論は繰り込み不能となる．そこで理論のゲージ不変性・繰り込み可能性を壊すことなく

ゼロでない質量を導入する方法として，自発的な対称性の破れについて 4.8節で議論する．

4.8 自発的な対称性の破れ

本節 (4.8節)では自発的な対称性の破れの機構により，Lagrangian密度のゲージ不変性を (そして理論の

繰り込み可能性を)損なうことなく質量が導入されることを説明する．

• 4.8.1節

Goldstoneモデル (U(1)位相変換の下で不変な場の理論のモデル)において，

自発的な対称性の破れの概念を導入する．

Goldstoneモデルからは自然界で観測されない質量ゼロの (光子以外の)ボゾンが生じる．

*182 場W1µ,W2µ はW± ボゾン場に，場W3µ は電磁場 Aµ と Z0 ボゾン場 Zµ に関係付けられていたことを思い出そう (図 74 参
照)．

*183 これは QCDにおいてグルーオンが色電荷を持つことに対応してグルーオン同士の相互作用を表す 3グルーオン結節点や 4グルー
オン結節点が現れたのと同じ事情である．

*184 これは左手型の場と右手型の場とで変換則が異なるためであり，電磁的なゲージ変換や QCDにおけるゲージ変換に対してこの項
が不変であったのとは対照的である．
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• 4.8.2節

この問題は大域的な位相変換を局所的な位相変換に改めてゲージ不変な理論を構築し，

自発的な対称性の破れを導入することによって解消すること (Higgs機構)を説明する．

• 4.8.3節

以上を SU(2)×U(1)ゲージ不変な電弱理論へと一般化

→ Weinbergと Salamによる電弱標準理論

ゲージ不変・繰り込み可能であり，Lagrangian密度がW±, Z0 ボゾンの質量項を含む．

■複素 Klein-Gordon 場 本稿では既に実 Klein-Gordon 場を扱ったものの，複素 Klein-Gordon 場について

の説明をまだ行っていない．複素Klein-Gordon場 ϕ(x)はスピン 0の荷電粒子を表し，Klein-Gordon方程式

(□+m2)ϕ = 0, (□+m2)ϕ∗ = 0

を満たす (mは粒子の質量)．Klein-Gordon方程式は Lagrangian密度

L = (∂µϕ∗)(∂µϕ)−m2ϕ∗ϕ

から導かれる．

4.8.1 Goldstoneモデル

まず初めに自発的な対称性の破れの身近な例として，強磁性を取り上げよう．磁性体の系の Hamiltonian

は回転に対して不変であるにも関わらず，基底状態では磁性体全体として特定の方向を向いたゼロでない磁化

M が生じており，M の方向の異なる状態が縮退している．このように縮退した状態から任意の状態が選ば

れると，その基底状態は一般に系の Lagrangianや Hamiltonianと同じ対称性を持たず，非対称な基底状態が

現れる (自発的な対称性の破れ)．

場の理論においても基底状態 (真空)が縮退していれば，自発的な対称性の破れが起こり得る．このことを

最も簡単な理論モデルである，Goldstoneモデルを用いて説明する．Goldstoneモデルでは複素スカラー場

ϕ(x) =
1√
2
{ϕ1(x) + iϕ2(x)}

(ϕ1(x), ϕ2(x)は実スカラー場)を Lagrangian密度

L = (∂µϕ∗)(∂µϕ)− µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4, λ > 0

によって記述する．古典的に考えた“基底状態”は Hamiltonian密度

H = (∂0ϕ∗)(∂0ϕ) + (∇ϕ∗) · (∇ϕ) + V(ϕ), V(ϕ) ≡ µ2|ϕ|2 + λ|ϕ|4 (555)

が最小の状態であり，したがって場 ϕ(x)がポテンシャルエネルギー密度 V(ϕ)を最小にするような定数値を
とる状態である．(Hamiltonian 密度 (555) の最初の 2 項は正定値であり，ϕ(x) が定数のときゼロになるか

ら．) 以下のように µ2 の符号に応じて，“基底状態”の性格は異なる．

1. µ2 > 0のとき．

Lagrangian密度や Hamiltonian密度は，Klein-Gordon場に対する表式に

摂動項 λ|ϕ|4 を加えたものと見なせるようになる．
ポテンシャル V(ϕ)の概形は図 75のようであり，古典的な“基底状態”は ϕ = 0である．
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図 75 µ2 > 0のとき 図 76 µ2 < 0のとき

2. µ2 < 0のとき．

ポテンシャル V(ϕ)の概形は図 76のようであり (回転 4次曲面)，

古典的な“基底状態”はその最低値を与える円周

ϕ(x) = ϕ0 ≡
(
−µ2

2λ

)1/2

eiθ, 0 ≤ θ < 2π

において実現される．

位相角 θの任意性に応じた異なる“基底状態”が“縮退”しており，

もとの Lagrangian密度自体は U(1)位相変換

ϕ→ ϕ′ = ϕeiα, ϕ∗ → ϕ∗′ = ϕ∗e−iα

に対して不変であるにも関わらず，特定の θで指定される“基底状態”は対称性を自発的に破っている．

µ2 < 0の場合に対して例えば θ = 0の安定な平衡値

ϕ0 =

(
−µ2

2λ

)1/2

≡ 1√
2
v(> 0) (556)

を考え，

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)} (557)

によってその周りの摂動 σ(x), η(x)(ともに実場)を導入すると，Lagrangian密度は

L = L0 − λvσ(σ2 + η2)− 1

4
λ(σ2 + η2)2, L0 ≡

1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2 − 1

2
(∂µη)(∂µη) (558)

と書き換えられる (定数項は省いた)．3 つの項 − 1
2 (2λv

2)σ2,−λvσ(σ2 + η2),−1
4λ(σ

2 + η2)2 がポテンシャ

ル V(ϕ) に由来しており，これは ϕ1 軸方向の変位 σ に対してポテンシャルが 2 次の変化をするのに対し，

ϕ2 軸方向の，したがって円周方向の変位 η に対して，2 次までの近似ではポテンシャルは変化しないこと

を表している (図 76参照)．ところで相互作用項を除いた自由場項と見なされる L0 の部分は，σ(x), η(x)が

222



Klein-Gordon場であることを意味しており，場の 2次の項の係数が質量に対応するため，場の量子化によっ

て生じる σ ボゾンはゼロでない質量
√
2λv2 を持つのに対し，η ボゾンの質量はゼロとなる．

4.8.2 Higgsモデル

Goldstoneモデルから質量ゼロのボゾンが生じる問題は，局所的なゲージ変換へと一般化した U(1)変換

ϕ(x)→ ϕ′(x) = ϕ(x)e−iqf(x), ϕ∗(x)→ ϕ∗′(x) = ϕ∗(x)eiqf(x) (559)

に対して不変な理論において解消される．理論のゲージ不変性を回復するには，これと同時に

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µf(x)

というゲージ変換を受けるゲージ場 Aµ(x)を導入し，微分の共変微分への置き換え

∂µϕ → Dµϕ ≡ [∂µ + iqAµ]ϕ

を行えば良い．Higgsモデルはさらに自由ゲージ場項

−1

4
FµνF

µν (ただし Fµν = ∂νAµ − ∂µAν)

を付け加えた，ゲージ不変な Lagrangian密度

L = (Dµϕ)∗(Dµϕ)− µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4 − 1

4
FµνF

µν

によって定義される．Higgsモデルは Goldstoneモデルと同様の機構により，µ2 < 0に対して自発的な対称

性の破れを起こす．

再び µ2 < 0の場合に対して安定な平衡値 (556):

ϕ0 =

(
−µ2

2λ

)1/2

≡ 1√
2
v(> 0)

を考え，式 (557):

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)}

によってその周りの摂動 σ(x), η(x)(ともに実場)を導入すると，Higgsモデルの Lagrangian密度は

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2− 1

4
FµνF

µν+
1

2
(qv)2AµA

µ+
1

2
(∂µη)(∂µη)+qvA

µ∂µη+(相互作用項) (560)

と書き換えられる*185．ただし定数項は省いた．また場の 2次の項を自由場項と見なし，場の 3次以上の項を

相互作用項に含めた．この結果を解釈する前に，次の問題を解消しなければならない．すなわち

• 自由場項に双 1次項 Aµ∂µη が現れることは，Aµ と η が独立な場ではないことを示唆している．

*185 Goldstoneモデルの Lagrangian密度 (558)に対する付加的な自由場項は

qvAµ∂µη +
1

2
(qv)2AµA

µ

である．
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• 初めは質量のないベクトル場 Aµ を考えており，その独立な自由度は光子と同様に 2であるのに対し，

書き換えられた Lagrangian密度には質量項 1
2 (qv)

2AµA
µ が現れるので，

ゲージ場は 3つの偏極状態を持つ (4.6.3節)．

このように自由度が見かけ上 1つ増えていることは，

書き換えられた Lagrangian密度が非物理的な場を余計に 1つ含んでいることを意味している．

実際スカラー場 η(x)は非現実的なゴースト場であり，局所的な U(1)ゲージ変換を利用して場

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)}

の位相を調節すれば，その虚部 η(x)を消去することができる．このような場 η(x)の現れないゲージは“ユニ

タリーゲージ”と呼ばれ，このゲージにおいて Higgsモデルの Lagrangian密度は

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2 − 1

4
FµνF

µν +
1

2
(qv)2AµA

µ + (相互作用項)

と表される．これが本節の最終的な結果である．

以上で見たことは次のようにまとめられる．すなわち理論のゲージ不変性を損なうことなくゲージ場 Aµ は

質量を獲得し，これに伴ってゲージ場の自由度は 2から 3に増大する．このような現象を“Higgs機構”と呼

ぶ．一方 Goldstoneモデルにおける，目障りな質量ゼロの η 粒子は，Higgsモデルにおいてはゲージ不変性

を根拠に消し去ることができる．ゲージ場 Aµ の獲得した第 3の自由度は，もともとはこの場 η(x)が持って

いた自由度に他ならない：

“複素”スカラー場 ϕ(x), ϕ∗(x) (↔ σ(x), η(x)) (自由度 2)

+ “質量のない”実ベクトル場 Aµ(x) (自由度 2)

↓
“実”スカラー場 σ(x) (↔ Higgsボゾン) (自由度 1)

+ “質量を持つ”実ベクトル場 Aµ(x) (自由度 3)．

最後にこの理論の繰り込み可能性について言及する．質量を持つ中性ベクトルボゾン場の伝播関数はW ボ

ゾンの伝播関数 (548)と同じ形

iDαβ
F (k,m) =

i(−gαβ + kαkβ/m2)

k2 −m2 + iε

を持ち，これは kαkβ/m2 の項のために見かけ上，ループ積分の発散を引き起こす．ところが実際には自発的

に対称性を破っているゲージ理論では，実際の発散は見かけの次数よりも弱まり，理論は繰り込み可能とな

る．このことを簡単に理解するには，’t Hooft (ト・フーフト)ゲージ

∂µA
µ −mη = 0

の下で Lagrangian密度 (560)に

−1

2
(∂µA

µ −mη)2

を付け加えれば良い．(したがって再び η(x)場が導入されることになる．) すると Lagrangian密度から η(x)
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と Aµ(x)の結合した双 1次項が除かれる．

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2

− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ − 1

2
(∂µA

µ)2

+
1

2
(∂µη)(∂µη)−

1

2
m2η2

+ (相互作用項).

このため，σ(x), η(x), Aµ(x)のそれぞれを独立な自由場と見なして量子化を行うことが許される．そしてこの

とき場 Aµ(x)の運動方程式が
(□+m2)Aµ(x) = 0

となることから予想されるように，場 Aµ(x)を量子化すると，伝播関数として

iDαβ
F (k,m) =

−igαβ

k2 −m2 + iε

が得られることを証明し得る．この’t Hooft の結果では伝播関数に発散を起こす項 kαkβ/m2 が現れないた

め，理論の繰り込み可能性が明白である．

4.8.3 電弱標準理論

ここでは質量のないレプトンとゲージボゾンを想定した，第 4.7章における電弱統一理論モデルに Higgs機

構を適用する．まず元の理論が SU(2)ゲージ不変性を持つことを踏まえて，Goldstoneモデルや Higgsモデ

ルにおけるスカラー場 ϕ(x)の代わりに弱アイソスピン 2重項

Φ(x) =

(
ϕa(x)
ϕb(x)

)
を考える．ただし ϕa(x) と ϕb(x) は Lorentz スカラーである．これは (変換則に基づく定義 (4.7.1 節) によ

り，)アイソスピン 2重項ΨL
l (x)と同様の変換則

Φ(x) → Φ′(x) = exp[igτjωj(x)/2]Φ(x), (SU(2)変換に対して)

Φ(x) → Φ′(x) = exp[ig′Y f(x)/2]Φ(x), (U(1)弱超電荷変換に対して)

に従う．ただし Y は場 Φ(x)の弱超電荷であり，その値はすぐ後で決める．

元の理論における Lagrangian密度 LL + LB は既に見たように SU(2)×U(1)ゲージ不変性を持つ．そこで

ΨL
l (x)の共変微分と同様に Higgs場 Φ(x)の共変微分

DµΦ =

(
∂µ +

1

2
igτjW

µ
j + ig′Y Bµ

)
Φ

を定義し，Higgs場 Φ(x)の Lagrangian密度を

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

とすれば，全 Lagrangian密度 L = LL + LB + LH の SU(2)×U(1)ゲージ不変性が保証される．
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Higgsモデルの場合と同様，λ > 0, µ2 < 0に対して古典的なエネルギー密度が最低値をとるのは，Higgs場

Φ(x)が

Φ0 =

(
ϕ0a
ϕ0b

)
, Φ†

0Φ0 = |ϕ0a|2 + |ϕ0b |2 =
−µ2

2λ

の条件を満たす定数値 Φ0 をとるときであり，自発的な対称性の破れはこのうち特定の Φ0 が“基底状態”に

選ばれることに対応する．ここで大域的な位相変換の自由度を利用して

Φ0 =

(
0

v/
√
2

)
, v ≡

(
−µ2

λ

)1/2

(> 0)

と選んでも一般性を失わない．

Higgs 機構の導入の後にも通常の電荷保存則が成り立つためには，基底状態は U(1) 電磁ゲージ変換 (式

(559)と同様の変換Φ(x)→ e−iQf(x)Φ(x), etc.)の下で不変でなければならない．ここではΦ0 を下側の成分

ϕ0b だけがゼロでないように選んだので，成分 ϕ0b の電荷が中性Q = 0であれば，この変換に対する不変性が満

たされる．(しかるに ΨL
l (x)の下側の成分 ψL

l (x)の弱アイソスピン IW3 が −1/2であったのと同様に (4.7.1

節)，Higgs場Φ(x)の下側の成分 ϕ0b の弱アイソスピン IW3 もまた −1/2であると考えると，)成分 ϕ0b の電荷

が Q = 0となるためには，式 (549):

Y =
Q

e
− IW3

において Higgs場の弱超電荷を Y = 1/2とすれば良い．このとき Higgs機構の導入の後にも電磁的なゲージ

不変性は自発的な対称性の破れを起こさないので，光子の質量はゼロに保たれる．

再び Higgs場を真空場 Φ0 (“基底状態”の場)とそこからのズレに分けて

Φ =
1√
2

(
η1 + iη2

v + σ + iη3

)
と書くと，実は 3 つの場 η1(x), η2(x), η3(x) を非物理的な場に同定することができる．実際これらは適当な

ユニタリーゲージにおいて消去することができ，失われた自由度は 3 つのボゾン W±, Z0 の場に吸収され，

W±, Z0 ボゾンは質量を獲得する．一方，場 σ(x)はユニタリーゲージにおいても残り，Higgsスカラーボゾ

ン (ゼロでない質量を持つ，電気的に中性なスピン 0の粒子)を生じる．

レプトンに質量を与えるために，レプトンと Higgsボゾンの相互作用として“標準模型”(standard model)

では Lagrangian密度

LLH =− gl[Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l ]− gνl [Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

νl
ΨL
l ],

Φ̃ ≡− i[Φ†τ2]
T =

(
ϕ∗b
−ϕ∗a

)
(τ2：Pauli行列，T：転置)

を考える (レプトンの世代 lについて和をとる)．これはスカラー場 ϕをスピノル場 ψで挟んだ ψ̄ϕψ という形

をしており (例えば Ψ̄L
l ψ

R
l Φ = ψ̄L

νl
ϕaψ

R
l + ψ̄L

l ϕbψ
R
l )，このような項は一般に湯川型相互作用と呼ばれる．こ

の Lagrangian密度 LLH は SU(2)×U(1)ゲージ不変であることを確認できる．次節でこの項がゼロでないレ
プトンの質量を生じることを見る．

• ニュートリノの質量をゼロとする取り扱いは，
相互作用項 LLH における gνl の項において gνl = 0と置くことに対応する．
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• クォーク・ハドロンを含む半レプトン過程を扱えるように理論を拡張して初めて，
理論は繰り込み可能となる*186．

4.9 電弱標準理論

4.9.1 ユニタリーゲージにおける Lagrangian密度

ここで 4.8節までに導入した，Higgs機構を含む電弱標準理論の全 Lagrangian密度 Lを改めてまとめると
以下のようになる．� �

L = LL + LB + LH + LLH. (561)� �
• レプトン系の Lagrangian密度 LL

LL =i(Ψ̄L
l /DΨL

l + ψ̄R
l /DψR

l + ψ̄R
νl
/DψR

νl
)

=LL
0 + LLB

I ,

LL
0 =ψ̄L

l i/∂ψ
L
l + ψ̄L

νl
i/∂ψL

νl
+ ψ̄R

l i/∂ψ
R
l + ψ̄R

νl
i/∂ψR

νl

=ψ̄li/∂ψl + ψ̄νli/∂ψνl ,

LLB
I =− gJµi Wiµ − g′JµYBµ

=− sµAµ −
g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ)−
g

cos θW

(
Jµ3 − sin2 θW

sµ

e

)
Zµ.

• ゲージボゾンの Lagrangian密度 LB

LB =− 1

4
BµνB

µν − 1

4
GiµνG

µν
i

=LB
0 + gεijkWiµWjν∂

µW ν
k −

1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν ,

LB
0 =− 1

4
BµνB

µν − 1

4
FiµνF

µν
i

=− 1

4
FµνF

µν − 1

2
F †
WµνF

µν
W −

1

4
ZµνZ

µν .

• Higgs場の Lagrangian密度 LH

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2.

• レプトンと Higgs場の相互作用項 LLH

LLH = −gl(Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l )− gνl(Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

νl
ΨL
l ).

Lagrangian密度 Lの物理的な意味を解釈するために，ゲージ場Wµ
i , B

µ をW± ボゾン場Wµ,Wµ†，Z0

ボゾン場 Zµ，電磁場 Aµ によって表す．さらに非現実的な場 ηi を理論から取り除くためにユニタリーゲージ

を採用し，Higgs場を

Φ(x) =
1√
2

(
0

v + σ(x)

)
*186 拡張は 4.10節を参照．
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と表す．すると Lagrangian密度は

L =L0 + LI,

L0 =ψ̄l(i/∂ −ml)ψl + ψ̄νl(i/∂ −mνl)ψνl ⇐ 荷電レプトン (質量ml)，ニュートリノ (質量mνl)

− 1

4
FµνF

µν ⇐ 光子

− 1

2
F †
WµνF

µν
W +m 2

W W †
µW

µ ⇐ W±ボゾン (質量mW )

− 1

4
ZµνZ

µν +
1

2
m 2
Z ZµZ

µ ⇐ Z0ボゾン (質量mZ)

+
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
m 2
H σ2, ⇐ Higgsスカラーボゾン (質量mH)

LI =LLB
I + LBB

I + LHH
I + LHB

I + LHL
I

と書き換えられる．ただし各ボゾンと各レプトンの質量は

mW =
1

2
vg, mZ =

mW

cos θW
, mH =

√
−2µ2,

ml =
vgl√
2
, mνl =

vgνl√
2

である．自由場項 L0 の表式を見ると，系は光子，荷電レプトン，中性レプトン，W± ボゾン，Z0 ボゾン，

Higgsボゾンから成ることが明白である．ボゾンの質量項は SU(2)×U(1)ゲージ不変性の自発的な破れを生

じる Higgs場の Lagrangian密度 LH に由来しており，またレプトンの質量項はレプトンと Higgs場の相互作

用項 LLH に由来している*187．なお各相互作用項は以下で与えられる．

LBB
I =ig cos θW[(W †

µWν −W †
νWµ)∂

µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W
µ†Zν − (∂µW

†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

+ ie[(W †
µWν −W †

νWµ)∂
µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W

µ†Zν − (∂µW
†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

+ g2 cos2 θW(WµW
†
νZ

µZν −WµW
µ†ZνZ

ν)

+ e2(WµW
†
νA

µAν −WµW
µ†AνA

ν)

+ eg cos θW{WµW
†
ν (Z

µAν +AµZν)− 2WµW
µ†AνZ

ν}

+
1

2
g2W †

µWν(W
µ†W ν −WµW ν†),

LHH
I =− λvσ3 − 1

4
λσ4,

LHB
I =

1

2
vg2W †

µW
µσ +

1

4
g2W †

µW
µσ2 +

vg2

4 cos2 θW
ZµZ

µσ +
g2

8 cos2 θW
ZµZ

µσ2,

LLB
I =eψ̄l /Aψl

− g

2
√
2
{ψ̄νl /W (1− γ5)ψl + ψ̄l /W

†
(1− γ5)ψνl}

− g

4 cos θW
ψ̄νl /Z(1− γ5)ψνl

+
g

4 cos θW
ψ̄l /Z(1− 4 sin2 θW − γ5)ψl,

LHL
I =− 1

v
mlψ̄lψlσ −

1

v
mνl ψ̄νlψνlσ. (LLHとの混同に注意)

*187 まとめよう．4.7.4 節で見たように，Lagrangian 密度の質量項はゲージ不変ではない．Higgs 機構ではもとの Lagrangian 密度
がゲージ不変であり，系が自発的に対称性を破る，すなわち Higgs 場が特定の基底状態 (の近く) に選ばれると，Lagrangian 密
度の質量項が得られる．
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以上により

• W±, Z0 ボゾンの質量は，

実験的に値の知られている微細構造定数 α，Fermi結合定数 G，弱混合角 θW を用いて

mW =

(
απ

G
√
2

)1/2
1

sin θW
= 77.5GeV, mZ =

(
απ

G
√
2

)1/2
2

sin 2θW
= 88.4GeV

と表される (輻射補正・繰り込みを無視した場合)．

• 理論に含まれるパラメーターは
g, g′, v, λ, gl, gνl

の 6つであり (−µ2 = λv2 は λと v から決定される)，

– v は

v =
1

(G/
√
2)1/2

と表されるので，その値を実験的に知ることができる．

– 結合 g, g′ は
g sin θW = g′ cos θW = e

の関係を用いて値を実験的に知ることができる．

– 結合 gl, gνl の値は，質量ml,mνl の実験的な値と

ml =
vgl√
2
, mνl =

vgνl√
2

の関係を用いて知ることができる．

– λの値は決まっておらず，Higgsボゾンの質量mH が分かれば，

mH =
√

−2µ2 =
√
2λv2

の関係から値を知ることができる．

4.9.2 Feynman規則

本節では電弱標準理論における Feynman規則の説明を行う．
ただし

• 最低次の Feynman振幅の計算に必要な規則だけを考える．

• ユニタリーゲージにおける Lagrangian密度 (4.9.1節)に基づく．

• 場の演算子としての Lagrangian密度には正規順序化を施す．

• 自由場の Lagrangian密度 L0 を Feynmanゲージにおける表式

LFeynman
0 = L0 −

1

2
(∂µA

µ)2

に置き換え，改めてこれを L0 と表記する．

– これは自由な電磁場の Lagrangian密度として，Fermiによる表式

L = −1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ)

を採用する措置と等価である．

• 電弱理論では相互作用 Lagrangian密度が場の微分を含んでいるため，

相互作用する場が自由場と同じ運動方程式と交換関係を満たすことは保証されない．

しかしながら S行列要素を評価する際に自由場の交換関係を用いるものと約束すれば，

S行列展開を QEDと同様に

S =

∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{LI(x1) · · · LI(xn)}

として良い．
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このとき QEDの Feynman規則はそのまま引き継がれ，4.6.4節の IVB理論における規則に加えて次の規

則が追加される．

• Z0 ボゾンの内線に伝播関数 (の i倍)を充てる．

Z0 ボゾンの伝播関数はW ボゾンの伝播関数においてmW → mZ と置き換えて得られる．

• Higgsボゾンの内線

に伝播関数因子

i∆F(k,mH) =
i

k2 −m 2
H + iε

を充てる．

さらに相互作用 Lagrangian密度が 18個の項を含んでいることに対応して (4.9.1節)，18種類の基本結節

点が生じる．各々の結節点因子は QED の場合と同様に導くことができる．各相互作用項が含む場の組合せ

(したがって基本結節点・相互作用の種類)と，対応する結節点因子を表 5にまとめる．ただし場を

ψl → l, ψ̄l → l̄, ψνl → νl, ψ̄νl → ν̄l

と略記してある*188．
電弱理論の結節点に関する新たな注意事項を以下にまとめる．

1. 組合せ因子

結節点因子の導出は QEDの場合と同様に行うことができる．

結果的に QEDに関しては，結節点因子を簡単に推定するには，

S行列展開の 1次の項 S(1) = i
∫
d4xLI における

iLI = ieψ̄ /Aψ

から場を取り除いて ieγα とすれば良い．

これに対して例えば電弱理論における相互作用項

vg2

4 cos2 θW
gαβZαZβσ

は同種の場 Zα を 2つ含んでおり，

結節点に接続する 2本の Z0 ボゾン線に 2つの場 Zα を充てる方法は 2!通りある．

このため結節点因子は ivg2

4 cos2 θW
gαβ ではなく，これに組合せ因子 2!をかけた

ivg2

2 cos2 θW
gαβ

となる．

2. テンソル添字の順序

例えばW †WZ2 相互作用項
g2 cos2 θW(WαW

†
βZ

αZβ −WβW
β†ZαZ

α)

*188 ここには QED の基本結節点 (因子 ieγα) も含まれている．h.c. は Hermite 共役を意味している．本稿では図 77 を除き，結節
点因子における運動量や Lorentz添字を定義する結節点のダイヤグラムを示していない．
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表 5 電弱標準理論における 18種類の基本相互作用

相互作用項 相互作用の種類 結節点因子

LBB
I W †WZ ig cos θW{gαβ(k1 − k2)γ + gβγ(k2 − k3)α + gγα(k3 − k1)β}

W †WA ie{gαβ(k1 − k2)γ + gβγ(k2 − k3)α + gγα(k3 − k1)β}
W †WZ2 ig2 cos2 θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

W †WA2 ie2(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

W †WAZ ieg cos θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

(W †W )2 ig2(2gαγgβδ − gαβgγδ − gαδgβγ)
LHH
I σ4 −6iλ

σ3 −6iλv
LHB
I W †Wσ (ivg2/2)gαβ

W †Wσ2 (ig2/2)gαβ

Z2σ (ivg2/2 cos2 θW)gαβ

Z2σ2 (ig2/2 cos2 θW)gαβ

LLB
I l̄lA ieγα

ν̄llW + h.c. (−ig/2
√
2)γα(1− γ5)

ν̄lνlZ (−ig/4 cos θW)γα(1− γ5)
l̄lZ (−igγα/4 cos θW)(1− 4 sin2 θW − γ5)

LHL
I l̄lσ (−i/v)ml

ν̄lνlσ (−i/v)mνl

の結節点因子が
ig2 cos2 θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

となるのは，各ボゾン線に付随するテンソル添字を図 77のように定義したときである．

すなわち例えばボゾン線を外線と見なす場合，

テンソル添字 αを付した Z0 ボゾン線には偏極ベクトル εrα(k)を充てる．

3. 微分に由来する運動量因子

W †WZ とW †WAの項は場の微分を含んでいるため，運動量因子を生じる．

例えばW †WZ 相互作用項

ig cos θW{(W †
αWβ −W †

βWα)∂
αZβ + (∂αWβ − ∂βWα)W

β†Zα − (∂αW
†
β − ∂βW

†
α)W

βZα}

は，図 77のように各運動量を結節点に向かう向きに定義したとき，結節点因子

ig cos θW{gαβ(k1 − k2)
γ + gβγ(k2 − k3)

α + gγα(k3 − k1)
β}

を生じる．

4. (W †W )2 相互作用項
1

2
g2W †

αWβ(W
α†W β −WαW β†)

の結節点因子が
ig2(2gαγgβδ − gαβgγδ − gαδgβγ)

となるのは，図 77のように運動量の向きとテンソル添字を定義したときである．
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図 77 W †WZ，W †WZ2，(W †W )2 相互作用を表す結節点

4.10 クォークの電弱相互作用

我々はこれまで，QCDと電弱理論を別々に論じてきた．QCDでは Lagrangian密度 (512):

LQCD = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ
f − 1

4
GiµνG

µν
i

を用いてクォークの強い相互作用を記述し，また電弱理論では Lagrangian密度 (561):

L = LL + LB + LH + LLH,
LL = i(Ψ̄L

l /DΨL
l + ψ̄R

l /DψR
l + ψ̄R

νl
/DψR

νl
)

LB = −1

4
BµνB

µν − 1

4
WiµνW

µν
i

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

LLH = −gl(Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l )− gνl(Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

l Ψ
L
l )

を用いてレプトンの電弱相互作用を記述した．(ここではグルーオン場 Aµi に対して定義したテンソル場 Gµνi

と区別するために，ゲージ場 Wµ
i に対する類似の量 Gµνi を Wµν

i と書き改めた．) しかしながら現実には，

クォークは強い力だけでなく弱い力も感じる．そこでクォークの電弱相互作用を扱うために，理論を拡張する

必要がある．その方法は既に見たレプトンの電弱理論の定式化と似たものになるので，結果だけを記そう [25,

pp.177–183]．

まずクォークの Lagrangian密度を，レプトンの項 LL と類似の形

Lq = Ψ̄L
qk
i /DΨL

qk
+ ψ̄R

uk
i /DψR

uk
+ ψ̄R

dk
i /DψR

dk
(562)

で与える．ただしここではクォークの香りを (u1, u2, u3) = (u, c, t), (d1, d2, d3) = (d, s, b) と表記しており，

例えば ψR
uk
は香り uk の右手型クォーク場，

ΨL
qk

=

(
ψL
uk

ψL
dk

)
は第 k 世代の左手型クォーク場の SU(2)2重項である．上式 (562)の Lq では世代 k = 1, 2, 3に関する和が含

意されている．また式 (562)各項の共変微分はそれぞれ順に

Dµ = ∂µ +
1

2
igτjW

µ
j +

1

6
ig′Bµ, Dµ = ∂µ +

2

3
ig′Bµ, Dµ = ∂µ −

1

3
ig′Bµ

232



で定義されており，これによりクォークのW±, Z0 ボゾン，光子との相互作用が導入される．QCDにおける

SU(3)変換に対しても不変な理論を得るには，これら各クォーク場の共変微分Dµ に付加的なグルーオンとの

結合項
1

2
igsλjA

µ
j

を含めれば良い．このときクォークの Lagrangian密度 (562)は LQCD における第 1項 Ψ̄f i /DΨf を含むこと

になる．

次にクォークに質量を与えるために，クォークを LLH と類似の形

LqH = −
[
GuijΨ̄

L
qiΦ̃ψ

R
uj

+GdijΨ̄
L
qiΦψ

R
dj

]
+ h.c.

によってHiggs場と結合する．ここにGuij , G
d
ij は定係数，h.c.はHermite共役であり，世代の添字 i, j = 1, 2, 3

について和をとるものとする．系が自発的に対称性を破ると，LqH は LQCD における質量項 −mfΨ̄
fΨf を

生じる．

最後に LQCD における純粋なグルーオン場の項 − 1
4GiµνG

µν
i を含めてボゾン場の Lagrangian密度を

LB = −1

4
BµνB

µν − 1

4
WiµνW

µν
i −

1

4
GiµνG

µν
i

と再定義する．

以上より標準理論の完全な Lagrangian密度は� �
L = LL + Lq + LB + LH + LLH + LqH� �

で与えられる．
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5 弦理論《基礎編》

本章では弦理論の文献 [11]の内容に基き，弦の量子化を行う．

弦理論では 4次元よりも高次元の時空を扱う．時間は 1次元で，余剰次元は空間的である [11, p.27]．そこ

で D = d + 1次元の時空における Lorentz座標を (x0, x1, · · · , xd)と書こう．dは空間の次元であり，x0 が
時間座標，x1, · · · , xd が空間座標を表す．これまで同様，断りのない限り，時空の 4成分 0, 1, 2, 3をとる添字

にギリシア文字 α, β, · · · , λ, µ, ν, · · · を用い，空間成分 1, 2, 3のみをとる添字にラテン文字 i, j, k, · · · を用い
ることにする．

本章と続く第 6章ではある慣性系で見た座標が xµ, xµ + dxµ の 2つの事象間の不変な世界距離 ds2 を

−ds2 ≡ −(dx0)2 + (dx1)2 + · · ·+ (dxd)2 = ηµνdx
µdxν

で定義する．最左辺の ds2 にも負号が付いていることに注意されたい．このときMinkowski計量の全成分は，

例えば 4次元時空を想定して書くと

(ηµν) =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


である．

余剰次元を持つ時空における Lorentz変換は，ds2 を不変に保つ線形の座標変換として定義される．このと

き光速度の不変性が保証される [11, pp.27–28]．

任意の反変ベクトルを aµ = (a0, a⃗)のように書く．ここに a⃗はベクトル aµ の空間成分である．

また電磁気学の単位系として Heaviside-Lorentz 単位系 (第 3 章の冒頭で説明) を採用する．基本的に 5.2

節から 5.4節では光速 cと Planck定数 ℏをあからさまに書いており，それ以外の節では自然単位系を採用し
て c = 1, ℏ = 1とおいている．

5.1 弦の古典論──序論

本節では次節以降の予告として，弦の古典論の概略を一通り述べる．やや長くなるが，次節以降との内容の

重複を厭わず，本節だけでも概要として読み得るように書いた．

弦の運動の記述

弦の量子化を行うには，あらかじめ弦の古典論を調べておく必要がある．古典物理学は物体 (および場)の

運動を予言することを主眼とする．そこでまず，弦の古典的な運動を記述する方法について述べる (以下，図

78参照)．一般に物体の運動は，物体の空間位置を時間の関数 r⃗ = r⃗(t)として決めることで表現できる．ある

いは物体の運動を定めることは，物体が時空に描く軌道を与えることと等価である．ここでは物体が時空に描

く世界領域を用いて物体の運動を表現する観点を採用しよう．

ところで弦理論では時空は 4次元に限らず，より高次元の時空も想定される．しかしながら弦は空間的に 1

次元的な拡がりを持つので，時空の次元 D の値が何であろうと，時間経過に伴って弦はその時空の中に 2次

元の面を描く．よって弦の運動を決定するには，弦の描く 2次元の世界面が時空に占める位置を定めれば良い

ことになる．世界面上の位置は 2つのパラメーター τ, σ を用いて指定できるので，弦の世界面の位置は τ と
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σ の関数として
xµ = Xµ(τ, σ)

と表される．こうして弦の運動を決定することは，我々が任意に導入した世界面上のパラメーター τ, σに対し

て，弦座標Xµ(τ, σ)の関数形を決定することに帰着する．ここで弦座標Xµ(τ, σ)は物理的な意味としては物

体の位置であるけれど，数学的にはむしろこれを，τ と σを引数に持つ場と見た方が有用な場合もある．実際，

──話が進むにつれて明らかになるように──弦理論の定式化は場の理論によく馴染んでいるように見える．

パラメーター τ, σ の選択は任意であり，弦座標のゲージとは弦の世界面を τ, σ でパラメトライズする方法

のことである．理論はゲージ不変でなければならない．ところが本章の大部分では，後で説明する光錐ゲージ

と呼ばれるゲージの下で解析を行うことになる．この処置は弦の量子化に適しており，大抵の物理的な問題を

扱うのに充分に有用であるものの，特定のゲージだけで成り立つ方程式を扱うことを意味しているため，理論

のゲージ不変性は見えづらくなるという短所がある．さらに光錐ゲージは，後述の光錐座標と呼ばれる特定の

座標系を前提として定義されるため，理論の座標変換に対する共変性も同時に隠されてしまう．

いずれにせよこれ以降，τ はある意味で時間座標の役割を果たし，σ は空間座標の役割を果たすものと見な

すことにする．そのためには具体的には τ を，座標時間 x0 の経過に伴って単調に増大するようにとれば良い．

こうすれば τ を時間の代わりに用いることができる．極端な例としては τ を座標時間 x0 そのものにとれば良

い．このとき τ が一定の線は時刻 x0 = τ における弦を表し，その弦に沿う位置がパラメーター σ によって表

されることになる (再び図 78参照)．このようなパラメーターの取り方は静的ゲージと呼ばれる．他方，光錐

ゲージでは τ, σ は無次元量として導入されるけれど，τ が時間座標の役割を演じることに変わりはない．

図 78

弦の作用

ここまでは弦の運動を記述する数学的・運動学的な方法について述べてきた．次に弦が実際におこなう運動

を決定する問題に移ろう．弦の運動を決めるのは物理法則であり，ここからが物理の問題である．一般に古典

的な理論は最小作用原理を用いて定式化できる．弦理論も例外ではない．以下では弦の作用を与えて最小作用

原理から弦の運動方程式を導き，そこから弦の運動を決定することを考える (図 79参照)．その際，理論を非

相対論的な範囲に限らない．
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弦の作用の表式は最終的には原理として天下りに提示されるものであるけれど，その適切な形を推定するに

は，相対論的な点粒子の作用からの類推という方法が役に立つ．相対論的な点粒子に対して，作用は粒子の世

界線に沿う固有長さ
∫
dsに比例した形をとる．そこで相対論的な弦の作用を，弦が描く世界面の固有面積に

比例するものと考え，

S = −T0
∫

dτdσ

√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

と書く (記号・表記の定義は図 79参照)．これは南部-後藤作用と呼ばれ，積分
∫
dτdσ

√
· · ·が世界面の固有面

積に対応する．南部-後藤作用はパラメーター τ, σ の付け替えに対して不変であることを確かめることができ，

ここから理論 (運動方程式)のゲージ不変性は保証される．

T0 は作用が適正な次元を持つため必要とされる，力の次元を持つ量であり，弦の張力と呼ばれる．これは

文字通り弦の張力と見なされ，弦の状態によらず弦上の各位置で一定の値をとるものと考える．弦の張力 T0

は弦理論が含む唯一の次元を持つパラメーターである．ここで弦の張力 T0 と

α′ =
1

2πT0

で関係付けられる量 α′ を導入する．α′ は慣習的に勾配パラメーターと呼ばれる．(名前の由来は 5.4.4節で説

明する．それは強い相互作用の弦モデルにおいて重要となるが，差し当たり，名前そのものにそれほど意味は

ない．)すると弦理論において唯一次元を持つパラメーターとして，T0 の代わりに α′ を用いることができる．

なお自然単位系で α′ が長さの 2乗の次元を持つことを記憶しておくことは有用である．ls =
√
α′ は弦の長さ

と呼ばれる (ただし必ずしもその意味を文字通りに解釈できるわけではない)．

図 79

• 弦の Lagrangian Lは，

それを時間 τ で積分すると南部-後藤作用 S が得られるように定義される．

• また弦の Lagrangian密度 Lは，
その空間座標 σ による積分が弦の Lagrangian Lを与えるように定義される．
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したがって

S =

∫
dτdσL, L = −T0

√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

である．一般に作用と Lagrangian密度の定義により，Lagrangian密度を時空領域で積分すると作用が得ら

れるけれど，このように弦理論では積分領域として通常の時空ではなく，τ, σ でパラメトライズされた弦の世

界面であることに注意する．

さらに弦の Lagrangian密度に対して，それを弦の座標の導関数によって微分した量

Pτµ ≡
∂L
∂Ẋµ

= −T0
(Ẋ ·X ′)Xµ

′ − (X ′)2Ẋµ√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

,

Pσµ ≡
∂L
∂Xµ′ = −T0

(Ẋ ·X ′)Ẋµ − (Ẋ)2Xµ
′√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

を定義する．Pτ は弦の運動量密度と見なされる量である．これに対し Pσ は── 5.4.1節で時空における並

進対称性から運動量保存則を導く際に理解されるように──運動量の流れの密度を表している．(Pτµ,Pσµ)
は (“時間成分”を併せた)弦の世界面における流れの密度 (カレント)であり (µがチャージの種類を指定し，

τ, σ が世界面内の成分を指定する)，その τ が一定の線を貫く流束は，τ が一定の線で表される弦が持つ保存

するチャージ pµ になる (5.4.2節における図 90を参照)．pµ は弦の運動量と解釈される量であり，カレント

とは対照的に，ここでは µは時空における成分を表す．こうした事情の中に，弦の時空の中での運動と弦の世

界面における場の理論という，前述の弦理論の二面性の一端を見ることができる．

境界条件，運動方程式

閉弦は端点を持たないのに対し開弦は 2つの端点 (σ = σ∗ ≡ 0, π とする)を持つため，両端に対して適切な

境界条件を考慮しなければならない．そのような境界条件は最小作用原理から弦座標に関する運動方程式を導

く際，部分積分によって現れる境界の項を消すことができるような自然な条件として同時に見出され，座標成

分 µ = 0, 1, · · · , d(d:空間次元，D = d+ 1:時空次元)の各々に対して

• Dirichlet境界条件　 Xµ(τ, σ∗) = const.

• 条件　 Pσµ(τ, σ∗) = 0

のいずれかを選べば良いことが分かる．Dirichlet境界条件は固定端の条件であるのに対し，後者の Pσ をゼ
ロとおく条件は端点の座標を固定しないという意味で，自由端点の条件と見なされる．ただし弦の時間座標

X0 は必ずパラメーター τ とともに増大するため，µ = 0に対しては常に自由端点の境界条件を課さなければ

ならない．このとき南部-後藤作用に対する最小作用原理から，開弦と閉弦のいずれに対しても運動方程式

∂Pτµ
∂τ

+
∂Pσµ
∂σ

= 0

が得られる (以上，図 80参照)．これは運動量保存則を表している．

なお Dp-ブレインは p 次元の“空間的な”拡がりを持つ物体であり，開弦の端点がここに接続されている

と，端点はブレインに沿った方向には動けるため自由な端点の条件が適用されるのに対し，それに直交する方

向には動けないため Dirichlet境界条件が適用される．端点が空間の全方向に動ける場合には，全空間を埋め

る D-ブレインが想定される．ここでは弦の端点が D-ブレインに接続されていると，端点の運動はブレイン上

237



図 80

に拘束されてしまうと消極的・否定的に捉えるよりも，むしろ端点はブレインに沿った方向に運動できるよう

になると積極的・肯定的に捉えるという“発想の転換”を行うと理解しやすい．

光錐座標，光錐ゲージ

次にパラメーター τ, σの選び方の任意性を利用して，運動方程式を簡略化することを考える．既に予告した

ように，我々は光錐ゲージを利用する．これは光錐座標を導入して初めて定義可能なものとなっている．

そこで光錐ゲージの準備として光錐座標を定義する (図 81参照)．光錐座標は Lorentz座標

(x0, x1, x2, · · · , xd)

(d は空間の次元) における x0, x1 軸の代わりに，これらを 45 度回転させた x+, x− 軸を用いたものである．

x∓ 方向に光速で運動する物体を除けば，物体の x± 座標は時間とともに増加するから，光錐座標 x± はと

もに時間座標の資格を持つ．我々は x+ を光錐時間に同定する．(このとき平面波状態 eip·x/ℏ に対する関係

iℏ∂+ = cp− から p− が光錐エネルギーに同定される．) 残りの座標 xI(I = 2, · · · , d)は横方向座標と名付け，
そのまま用いる*189

光錐ゲージではパラメーター τ を光錐時間X+ に比例するように選ぶ．さらに弦の持つ運動量の x+ 方向成

分について，σ-密度が一定となるようにパラメーター σ の目盛り付けを行う．このとき Pτ ,Pσ はそれぞれ，
Ẋ,X ′ に比例する形に簡略化される．したがって光錐ゲージにおいて，自由端点の条件 Pσµ = 0は Neumann

境界条件 X ′µ = 0に帰着する．また弦の運動方程式は波動方程式に簡略化される (以上，図 82参照)．

開弦の運動

ここからは運動方程式を基に，弦の運動を議論する．まず自由な端点を持つ開弦の運動を考えると，

Neumann 境界条件の下で弦の座標 Xµ に対する波動方程式の実数解は，図 83 のようにモード展開される．

さらに弦の運動量 pµ および展開係数 aµn の代わりに量 αµn を導入して，モード展開を簡単に書くことも可能

である．後で見るように量子化の後に通常の意味での生成・消滅演算子となるのは αではなく aであるが，α

*189 x± のみを光錐座標と呼ぶのか，横方向座標 xI を併せて光錐座標と呼ぶのかはやや曖昧である．
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図 81

図 82

を用いた方が式が整理され便利な場合もある．展開係数 aµn, α
µ
n を単に振動子と呼ぶ．弦座標の実数条件のた

めに，番号 n( ̸= 0)の符号の異なる振動子 αµn, α
µ
−n は互いに複素共役となることに注意する．量子論に移行し

た際にこれらは Hermite共役な演算子に置き換わるが，これは後で述べるように，αµn, α
µ
−n を対応する生成・

消滅演算子の組と見なせるために必要なことである．

光錐ゲージ条件により，弦座標の全ての成分が独立とはいかない．例えば図 84のように光錐座標 X− を考

えると，これは X0 と X1 の線形結合なので Xµ(µ = 0, 1, · · · , d)と同じ波動方程式と境界条件を満たし，そ
れ故，展開係数を α−

n としてXµ 同様にモード展開されることは正しい．ところがパラメーター付けの制約条

件によれば X−(の導関数)は横方向座標 XI(の導関数)を用いて表され，その結果，X− の展開係数 α−
n は横

方向成分 XI の展開係数 αIn を用いて表されることが分かる．具体的には α−
n は，α

I
n から作られる横方向の

Virasoroモード L⊥
n に比例する．

よって横方向成分XI が与えられているとき，X− の展開の定数項 x−0 を与えればX− のダイナミクスは決
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図 83

定される．さらに保存する弦の運動量の光錐成分 p+ が与えられると，残る弦の光錐座標X+ も光錐ゲージ条

件 X+(τ, σ) = 2α′p+τ によって決定される．したがって光錐ゲージにおいて，弦の時間発展は

XI(τ, σ), p+, x−0

によって決定されることになる．

図 84

弦の質量M は弦の運動量 pµ の相対論的なスカラー積として求められる．ここで α−
0 が，したがって p−

が横方向の Virasoroモード L⊥
0 で与えられることを用いると，質量の自乗を横方向座標の展開係数で表した

公式

M2 = −p2 = 2p+p− − pIpI = 1

α′

∞∑
n=1

naI∗n a
I
n

が得られる．
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閉弦の運動

次に閉弦の座標のモード展開を考える (図 85参照)．閉弦に対しては便宜的に σ の範囲を 0から 2π に設定

する．このとき σを 2πだけ増加させると世界面上のもとの点にもどる．このようなパラメーター σに関する

周期 2π の周期境界条件がの下で，波動方程式の解である弦座標のモード展開には 2 種類の展開係数 αµn, ᾱ
µ
n

が現れる．開弦の場合と同様に，ゼロモード αµ0 は弦の運動量に比例する．

図 85

5.2 光錐座標系と余剰次元

5.2.1 光錐座標

相対論的な弦の量子化は光錐ゲージ (5.5節)を用いて最も直接的に行える．光錐ゲージは光錐座標と呼ばれ

る特定の座標系を前提として定義されている．特別の座標系を用いない，共変性が明白な形での弦の量子化に

は多くの知識が必要であるため，本稿では詳しく取り上げない (6.10 節で共変な量子化について簡単に触れ

る)．本節では光錐座標について説明する [11, pp.20–22]．

時間座標 x0 と空間座標のひとつ x1 を用いて，その代りとして光錐座標

x+ ≡ 1√
2
(x0 + x1), x− ≡ 1√

2
(x0 − x1)

を定義する (それ以外の Lorentz座標 x2, x3, · · · , xd を横方向座標と呼び，これらはそのまま用いる)．このと

き図 86のように x−, x+ 軸は，x0, x1 軸を反時計回りに 45◦ 回転させて得られる光子の世界線を成す．実際，

時空の同一点を 2つの座標系から見た座標 (x0, x1), (x−, x+)の関係(
x+

x−

)
=

(
cos(−45◦) − sin(−45◦)
sin(−45◦) cos(−45◦)

)(
x1

x0

)
は，座標軸を x0, x1 から x−, x+ へと反時計回りに 45◦ 回転させるとき，座標系に固定された視点からは時空

点が時計回りに 45◦ 回転して見えることを意味している．
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図 86 光錐座標 x±

図 86のように物理的な粒子の世界線に沿って，常に座標 x± は増大する*190．この意味で x± はともに時間

座標と見なせる．そこで我々は x+ を“光錐時間”の座標，x− を空間座標と見なすことにする．

任意の反変ベクトル aµ の光錐座標成分を，x± と同様に

a+ ≡ 1√
2
(a0 + a1), a− ≡ 1√

2
(a0 − a1)

で定義する．

計量テンソル ηµν の光錐座標成分 η̂µν は，Lorentz座標から光錐座標への変換

x = (x0, x1, x2, · · · , xd) → x′ = (x′
+
, x′

−
, x′

2
, · · · , x′d) =

(
x0 + x1√

2
,
x0 − x1√

2
, x2, · · · , xd

)
に対する 2階共変テンソルの変換則

η̂µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
ηαβ

により
η̂+− = η̂−+ = −1, η̂II = 1, その他のη̂µν = 0 (563)

と求まる (導出は 5.2.1節参照)．ただし I = 2, · · · , dは横方向添字であり，ここでは繰り返された添字 I につ

いて和をとらない．例えば 4次元時空を想定して成分をあからさまに書くと

(η̂µν) =


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


となる．なお，この座標変換は線形変換であり，それ故にベクトル成分の変換則になっているけれど，これは

Lorentz変換ではあり得ないことを指摘しておく (5.2.1節参照)．

*190 ただし光子は例外である．例えば世界線が x− 軸に沿う光子の x+ 座標は一定である．
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テンソルに対する一般論からあらかじめ分かっているように，反変ベクトル aµ, bµ の相対論的内積

a · b = ηµνa
µbν

はスカラーとして変換することが保証されており，右辺を光錐成分に関して評価しても Lorentz 座標系での

成分計算と同じ値を得ることができる．このことはもちろん，直接の計算によっても確かめることができる

(5.2.1節参照)．

計量テンソル ηµν と反変ベクトル aµ の縮約によって得られる共変ベクトルを，通例に従って aν ≡ η̂νµa
µ

と書くと，これは光錐座標では添字を下げる規則

a+ = −a−, a− = −a+, a2 = a2, a3 = a3

を与える．

なお，これ以降は計量テンソルの光錐成分 η̂µν も，ハットを省いて単に ηµν と書く．つまり ηµν の添字に

光錐成分 µ, ν = +,−, 2, · · · を代入しても良い．

5.2.2 光錐座標系のエネルギーと運動量 [11, pp.22–23,pp.26–27]

質量mの粒子の運動量 pµ = (p0, p⃗)に対して

p0 =
√
p⃗ · p⃗+m2c2 ≥ |p⃗| ≥ |p1|

⇒ p± ≡ 1√
2
(p0 ± p1) ≥ 0

であり，この意味で p± は両方ともエネルギー的である (エネルギーと解釈できるための必要条件を満たして

いる)*191．光錐エネルギーを Elc として，平面波状態に対するエネルギーの式

E = iℏ∂t = −cp0

と同様の関係が光錐成分に関しても成り立つこと

Elc = −cp+ = cp−

を要求すると，p− がエネルギーと解釈されることになる．

x1 軸に沿って運動する粒子 (p⃗ = (p1, 0, · · · , 0))の光錐エネルギー (を cで割った値)

p− =
1√
2
{
√
(p1)2 + (mc)2 − p1}

と p1 の関係は図 87のようである．この結果は次のように解釈できる．例えば速度と運動量の x1 成分がそれ

ぞれ v = c, p1 → ∞の粒子の世界線は x+ 軸で表され，粒子の空間座標 x− は変化しないから，“光錐速度”

dx−/dx+ はゼロになる．これに対応して光錐エネルギー p− もゼロになる．また v = −c, p1 → −∞の粒子
の世界線は x− 軸で表され，一定の光錐時間 x+ のうちに空間座標 x− が変化するため，光錐速度 dx−/dx+

は発散する．これに対応して光錐エネルギー p− も∞になる．x1 軸に沿って運動する粒子の速度 v と光錐速

度 dx−/dx+，光錐エネルギー p− の関係は表 6と図 88のようにまとめられる．

*191 相対論的力学における自由粒子 (質量m，速度 v)のエネルギー E = mc2/
√

1− (v⃗/c)2 =
√
m2c4 + p⃗2c2 には不定性がなく，

常に正の値を持つ [3, p.29]．もちろんポテンシャル・エネルギーを含めた全エネルギーは一般に負の値をとっても良い．
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図 87 p1 と光錐エネルギー p− の関係
図 88 速度パラメーター β = v/c と光錐速度

dx−/dx+ の関係

表 6 v と dx−/dx+，p− の関係

v −c → 0 → c

dx−/dx+ ∞ → 1 → 0

p− ∞ → mc/
√
2 → 0

5.2.3 コンパクト化した余剰次元 [11, pp.28–32]

小さな体積しか持たない余剰次元 (コンパクト空間)を構築する 1つの簡単な方法に，同一視がある．1次

元世界を考え，x座標を直線に沿う原点からの距離として導入する．距離 2πR進むごとに同じ風景が繰り返

されるとき，互いに 2πRだけ座標値が異なる任意の 2点を同一視することにし，これを

x ∼ x+ 2πR

と書く．区間 0 ≤ x < 2πRがこの同一視の“基本領域”を成す．

このとき 1次元世界を半径 Rの円として捉えられる．実際コンパクト化について言及するとき，簡便な言

い回しとして「x方向が半径 Rの円へと巻き取られている」といった表現が用いられる．しかしこの同一視は

必ずしも 1次元世界が円であることを意味しない．半径 Rの円を考えるにはそれを内に含む高次元の空間 (2

次元の平面)の存在が前提として必要になるけれど，実際の時空の外にそのようなものを想定することは許さ

れない．あくまで平坦な空間の有効範囲がコンパクト化のために，2πRの区間 (基本領域)で実効的に途切れ

ているということであって，同一視にそれ以上の意味はない．同一視が導入されても，それだけで空間内の計

量が変わることはない．

もし余剰次元の空間的な体積が (したがって今の例では半径 Rが) 小さければ，余剰次元が低エネルギー実

験によって検出されないということがあり得る*192．量子力学の初等的な題材として井戸型ポテンシャルの問

題を例に，このことを見ることができる (10.1.2節参照)．

*192 定性的には余剰次元は小さくなければならないとは言っても，具体的には 0.1mm程度のかなり大きな余剰次元が許容される．驚
くべきことに，そのような大きな余剰次元がこれまで未検出であり続けた可能性がある [11, p.7,pp.64–66]．
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5.3 相対論的な弦

5.3.1 空間内の面に関する面積汎関数 [11, pp.99–102]

弦は時空において 2次元の世界面を描く．相対論的な弦の作用は，相対論的な点粒子の作用からの自然な一

般化によって得られる．

• 点粒子の作用 · · · 粒子の描く世界線の“固有長さ”に比例
• 弦の作用 · · · 弦の描く世界面の“固有面積”に比例 (南部-後藤作用)

そこでまず，任意に指定された時刻に空間内に存在する 2次元面の面積を考える．2次元面を含んでいる世

界 (今の場合，x1x2x3 空間)を標準空間と呼ぶ．面上の各位置 x⃗は 2つのパラメーター ξ1, ξ2 で指定される．

パラメーターの値の変化 dξ1, dξ2 に対応する面上の変位

dv⃗1 =
∂x⃗

∂ξ1
dξ1, dv⃗2 =

∂x⃗

∂ξ2
dξ2

の張る面積要素は

dA =
√
|dv⃗1|2|dv⃗2|2 − (dv⃗1 · dv⃗2)2 = dξ1dξ2

√(
∂x⃗

∂ξ1
· ∂x⃗
∂ξ1

)(
∂x⃗

∂ξ2
· ∂x⃗
∂ξ2

)
−
(
∂x⃗

∂ξ1
· ∂x⃗
∂ξ2

)2

なので，曲面の面積は

A =

∫
dξ1dξ2

√(
∂x⃗

∂ξ1
· ∂x⃗
∂ξ1

)(
∂x⃗

∂ξ2
· ∂x⃗
∂ξ2

)
−
(
∂x⃗

∂ξ1
· ∂x⃗
∂ξ2

)2

(564)

で与えられる．

5.3.2 面積のパラメーター付け替え不変性 [11, pp.102–105]

面全体の面積も，面の小さな部分の面積も，それを計算するためのパラメーターの付け方に依存してはなら

ない．そこで面積の式 (564)のパラメーター不変性を確かめる．

考えている面 S 上の線要素は

dx⃗ =
∂x⃗

∂ξi
dξi, ∴ ds2 = dx⃗ · dx⃗ =

∂x⃗

∂ξi
· ∂x⃗
∂ξj

dξidξj

なので (添字 i, j は 2つの値 1と 2をとる)，面 S の上に誘導された計量テンソルを

gij =
∂x⃗

∂ξi
· ∂x⃗
∂ξj

(565)

として
ds2 = gijdξ

idξj (566)

と書ける．計量 gij を用いて面積の式 (564)は

A =

∫
dξ1dξ2

√
g, g ≡ det(gij) (567)

と書き換えられる．
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さて，線要素の式 (566)が任意のパラメーター ξ に対して成り立つためには，もう一組のパラーメーターを

(ξ̃1, ξ̃2)，その計量を g̃pq としたとき，計量が 2階共変テンソルの変換則

gij = g̃pq
∂ξ̃p

∂ξi
∂ξ̃q

∂ξj

を満たさなければならず (計量の定義式 (565)はこれを満たしている)，ここから

√
g =

√
g̃

∣∣∣∣∣det
(
∂ξ̃i

∂ξj

)∣∣∣∣∣ , g̃ ≡ det(g̃pq)

が得られる．よって面積の式 (567)は

A =

∫
dξ1dξ2

√
g =

∫ [
dξ̃1dξ̃2

∣∣∣∣det( ∂ξi∂ξ̃j

)∣∣∣∣]
[√

g̃

∣∣∣∣∣det
(
∂ξ̃i

∂ξj

)∣∣∣∣∣
]
=

∫
dξ̃1dξ̃2

√
g̃(

∵ ∂ξi

∂ξ̃k
∂ξ̃k

∂ξj
= δij ⇒ det

(
∂ξi

∂ξ̃j

)
det

(
∂ξ̃i

∂ξj

)
= 1

)

となり，パラメーター付け替え不変性を満たしている．

なお 1.1.6 節で行ったのと同様に，面積の公式 (567):A =
∫
dξ1dξ2

√
g は次のような，S の空間次元に依

らない仕方でも説明できる．まずパラメーター (ξ1, ξ2) として正規直交座標 (Ξ1,Ξ2) を導入すると (計量は

δij)，面積は

A =

∫
dΞ1dΞ2 =

∫ ∣∣∣∣∂(Ξ)∂(ξ)

∣∣∣∣dξ1dξ2
と計算できる．ここで任意のパラメーター (ξ1, ξ2)への変数変換を行う際の Jacobi行列式 ∂(Ξ)/∂(ξ)は，計

量テンソルの変換則から

gij =
∂Ξk
∂ξi

∂Ξl
∂ξj

δkl → √
g =

∂(Ξ)

∂(ξ)

と定まる．

5.3.3 時空内の面に関する面積汎関数 [11, pp.105–110]

ここからは弦が (d+ 1次元)時空に描く 2次元の面を考える．時空には座標 xµ = (x0, x1, · · · , xd)が与え
られており，面はパラメーター (τ, σ)を用いて

xµ = Xµ(τ, σ)

と表される．粗く言うと

• σ は弦に沿った位置に関係し，
• τ の増加は時間の経過に対応する

ものとし*193，弦の端点が描く世界線は一定の σ の値を持ち，また世界面上の各点で dX0/dτ ̸= 0とする．

*193 σ は space(空間) の頭文字 s に対応するギリシア文字，τ は time(時間) の頭文字 t に対応するギリシア文字として用いられてい
るものと考えれば良い．
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世界面の面積は，面積の式 (564)で内積を d+ 1次元時空におけるスカラー積に置き換え，根号の中身の符

号を入れ替えた

A =

∫
dτdσ

√(
∂X

∂τ
· ∂X
∂σ

)2

−
(
∂X

∂τ

)2(
∂X

∂σ

)2

(568)

で定義されると考える．これは Lorentz不変量となっている．

根号の中身の符号を考えるにあたって，次のことに注意する．すなわち実は，弦理論で考える弦はその各部

の動きを辿れるような連続体ではない．弦の内部の点の運動を辿ることは，弦の上でパラメーター σ が一定

の点の運動を辿ることを意味しており，σ のパラメーター付けは人為的である．したがって弦のどの点が何処

へ動いたかを言うことはできず，それは単に見方の問題に還元されることになる．(このような曖昧さは量子

論の不確定性原理とは無関係に，古典論の段階から存在するものである．) ただ，終状態の弦の各点 pに対し

て，始状態の弦において，そこへ光速以下の運動によって到達できるような点 p′ を見いだすことは可能でな

ければならない．ところで可能な運動は時間的な方向に起こるから，これは世界面の各点において，時間的な

正接方向があることを意味する (弦が局所的に光速で動いている点は例外である)．一方，空間的な方向は必ず

存在する．各点は同時刻に弦を構成している点と空間的に隔たっている．このとき面積の式 (568)の根号の中

身は正になることを以下で説明する (時間的な正接を持たないような例外的な点ではゼロになる)．なお，時間

的な正接を持たないような例外的な点は連続無限個とならない，すなわち弦の有限の寸法を持つ部分が光速で

動くことはできない (これにより面積の式 (568)の被積分関数がゼロになるのは世界面上の離散的な点に限ら

れる)．

■面積の式 (568)の根号の中身が正になること

vµ(λ) =
∂Xµ

∂τ
+ λ

∂Xµ

∂σ

とおくと，これは λの値を変化させることにより，世界面上の任意の点におけるすべての方向の正接ベクトル

を表せる．

任意の点が時間的な正接ベクトルと空間的な正接ベクトルの両方を持つためには

v2(λ) = λ2
(
∂X

∂σ

)2

+ 2λ
∂X

∂τ
· ∂X
∂σ

+

(
∂X

∂τ

)2

が，λの値を変化させることにより正と負の両方の値をとり得なければならない．

時間的な正接ベクトルを持たない例外的な点においては，光速での運動のみが物理的な運動として許容

されるため，これに対応する零ベクトルの方向が存在しなければならない．このとき唯一つの λ に対して

v2(λ) = 0となり，それ以外の λに対して v2(λ) > 0である．

以上が成立する条件は λの 2次式 v2(λ)の判別式に他ならない，面積の式 (568)の根号の中身が(
∂X

∂τ
· ∂X
∂σ

)2

−
(
∂X

∂τ

)2(
∂X

∂σ

)2

≥ 0

となることである (等号は時間的な正接ベクトルを持たない例外的な点で成立する)．

5.3.4 南部-後藤作用 [11, pp.110–111]

σ が長さの次元を持ち，τ が時間の次元を持つものと見なす．パラメーター (τ, σ)の単位に依らず，面積の

式 (568)は長さの自乗の次元を持っている．ここで弦理論が含む唯一の次元を持つパラメーターとして，弦の
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張力 T0 を導入する．弦の張力 T0 は弦の状態に依らず，弦に沿って一定である (弦理論で考える弦はそのよう

に ‘定義’される，5.3.7節参照)．面積の式 (568)に T0/cをかけて作用の次元を持つ量にし (さらに負号を付

け)た，

S = −T0
c

∫ τf

τi

dτ

∫ σ1

0

dσ

√
(Ẋ ·X ′)2 − Ẋ2X ′2, Ẋµ ≡ ∂Xµ

∂τ
, X ′µ ≡ ∂Xµ

∂σ
(569)

が相対論的な弦の作用となる (弦の世界面におけるパラメーター σ の範囲を一般に 0 ≤ σ ≤ σ1 と書く)．これ

は南部-後藤作用と呼ばれる．

弦の描く世界面上の線要素は

−ds2 = ηµνdX
µdXν = ηµν

∂Xµ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ
dξαdξβ

となる (ξ1 = τ, ξ2 = σ とし，α, β の値は 1と 2を取るものとする)．そこで世界面上に誘導された計量

γαβ ≡ ηµν
∂Xµ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ
=
∂X

∂ξα
· ∂X
∂ξβ

を定義すると，南部-後藤作用 (569)は

S = −T0
c

∫
dτdσ

√
−γ, γ ≡ det(γαβ)

と表される．これは 5.3.2節と同じ理由で，パラメーターの付け替えに対して不変である．

南部-後藤作用 (569)は弦座標の 1階微分までを含む．このため後で見るように運動方程式は 2階微分方程

式となり，古典的因果律が満たされることをこの段階で指摘できる．ここで古典的因果律とは弦座標Xµ とそ

の時間変化率の初期値を与えると，その後の弦の運動が逐次的に完全に決定されることを指す．

なお南部-後藤作用の正当性を非相対論的極限の観点から理解するには，弦の各要素が持つ何らかの意味で

の速度を定義しなければならない．5.3.8節では弦の横方向速度を定義し，南部-後藤作用と (適切な非相対論

的極限の表式を持つ)点粒子の作用との類似性を議論する．

5.3.5 運動方程式，境界条件，D-ブレイン [11, pp.111–115]

南部-後藤作用 (569)を

S =

∫ τf

τi

dτ

∫ σ1

0

dσL(Ẋµ, X ′µ), L(Ẋµ, X ′µ) = −T0
c

√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2 (570)

と書き (Lは Lagrangian密度)，記号

Pτµ ≡
∂L
∂Ẋµ

= −T0
c

(Ẋ ·X ′)X ′
µ − (X ′)2Ẋµ√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2
, (571)

Pσµ ≡
∂L
∂X ′µ = −T0

c

(Ẋ ·X ′)Ẋµ − (Ẋ)2X ′
µ√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2
(572)

を導入すると (最右辺については 10.2.1節を参照)，変分原理により，弦座標の変化 δXµ に伴う作用の変分は

0 = δS =

∫ σ1

0

dσ
[
δXµPτµ

]τf
τi

+

∫ τf

τi

dτ
[
δXµPσµ

]σ1

0
−
∫ τf

τi

dτ

∫ σ1

0

dσδXµ

(
∂Pτµ
∂τ

+
∂Pσµ
∂σ

)
(573)
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と表される (導出は 10.2.1節を参照)．弦の始状態・終状態は指定されているため δXµ(τi, σ) = δXµ(τf , σ) =

0であることから最右辺第 1項は消える．よって最右辺第 2項をゼロとするような適正な境界条件の下で，相

対論的な弦の運動方程式
∂Pτµ
∂τ

+
∂Pσµ
∂σ

= 0

を得る．∂Pτµ,Pσµ はそれぞれ弦の運動量密度と運動量流束と見なされる量であって，これは運動量保存則を
表している (5.4.1節参照)．

最右辺第 2項
∫ τf
τi

dτ
[
δXµPσµ

]σ1

0
は µのとる値 0, 1, · · · , dおよび弦の端点での σ の値 σ∗ ≡ 0, σ1 で指定

される 2D個の項から成る．その各々をゼロにするような，弦の端点に課すことのできる境界条件として以下

の 2つを考える．

• Dirichlet境界条件

∂Xµ(τ, σ∗)

∂τ
= 0 または Xµ(τ, σ∗) = const, ∴ δXµ(τ, σ∗) = 0

• 自由端点の条件　 Pσµ(τ, σ∗) = 0

– これが自由端点の条件と呼ばれるのは，端点の座標に制約を課していないからである

なお τ が変化すると時間 X0 が変化するため，µ = 0に対しては Dirichlet境界条件を課すことができず，自

由端点の境界条件が適用される．閉弦は端点を持たないので境界条件を必要としない．

Dirichlet境界条件は開弦の端点がある対象に取り付けられているときに成立する．このような対象を D-ブ

レイン (Dは Dirichletを意味する)，特に p次元の空間的な拡がりを持つものを Dp-ブレインと呼ぶ．例とし

て 3次元空間において D2-ブレインが (x1, x2)面に拡がっており，弦の両端がここに接続されている場合，弦

の端点は (x1, x2)面内では動けるが x3 方向には動けない．このとき適用される境界条件は

µ = 1, 2 → 自由端点の境界条件

µ = 3 → Dirichlet境界条件

となる．なお D-ブレインは弦理論において物理的に存在する実体であり，恣意的に導入されるものではない．

5.3.6 静的ゲージ [11, pp.115–117]

弦の作用はパラメーター付け替え不変性を備えているので，我々は自由にパラメーターを選ぶことが許され

る．適切なパラメーターの選択により，弦の運動の記述が容易となる．

本章ではこれ以降，パラメーター τ を
τ = t

と選ぶ．これは静的ゲージと呼ばれる．X0 = ctなので弦が持つ座標は Xµ = {ct, X⃗(t, σ)}となる．

5.3.7 弦の張力とエネルギー [11, pp.117–119]

本節では南部-後藤作用 (569)の係数 −T0/cの妥当性を理解し，弦の張力に対する洞察を得るために，x1 軸
に沿って引き伸ばされた静的な弦を考える．

x1 軸の 0 ≤ x1 ≤ a を占める弦に対して，弦の座標は Xµ = (ct, f(σ), 0⃗) となる．ただし f(σ) は

f(0) = 0, f(σ1) = aを満たす，単調増加する連続関数であり，0⃗は (d− 1)次元ベクトルである．静的ゲージ
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図 89 空間における弦の運動と横方向速度 v⃗⊥

を用いると弦の作用 (569)は

S = −T0
c

∫ tf

ti

dt

∫ σ1

0

dσ

√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2 = −T0

c

∫ tf

ti

dt

∫ σ1

0

dσ
df

dσ
=

∫ tf

ti

dt(−T0a)

と計算できる．最右辺の −T0aは Lagrangianに相当する．今の場合，系の運動エネルギーがゼロだから，こ

れはポテンシャルエネルギーが V = T0aであることを意味する．T0 を弦の持つ (一定の)張力とする解釈の

下で，これは弦を無限小の寸法から長さ aまで引き伸ばす仕事となっている．このことから作用の式における

T0 を弦の張力と見なすことと，作用の式に付けてある負号の存在が正当化される．

弦にはあらかじめ質量が付与されているのではなく，弦は引き伸ばされてエネルギーを得ることによっての

み質量を持つ．よって単位長さあたりの質量を µ0 とすると

(µ0a)c
2 = T0a, ∴ µ0 = T0/c

2. (574)

なお本節で考えた，弦が x1 軸の 0 ≤ x1 ≤ aを占めるという状況Xµ = (ct, f(σ), 0⃗)は運動方程式と境界条

件に矛盾するものではないことが確かめられる (確認は 10.2.2節)．

5.3.8 横方向速度から見た作用 [11, pp.119–123]

弦の速度のようなものを定義したい．∂X⃗/∂tは (図 89のように σ が一定の曲線に沿い)，パラメーター σ

の選択に依存するため物理的に重要でない．一方，ある指定された時刻 tにおける弦の上の点が弦に垂直に動

いたと仮定した場合の速度として横方向速度 v⃗⊥ を定義すると (図 89参照)，定義によりこれはパラメーター

の選択に依らない．弦に沿った単位ベクトル ∂X⃗/∂s(sは弦に沿った長さ)を用いて横方向速度は

v⃗⊥ =
∂X⃗

∂t
−

(
∂X⃗

∂t
· ∂X⃗
∂s

)
∂X⃗

∂s

と表される．(これがパラメーター σ の選択に依らずに同一のベクトル v⃗⊥ を与えることが図 89 から読み取

れる．)
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静的ゲージの下で弦の作用 (569)は横方向速度 v⃗⊥ を用いて

S = −T0
∫

dt

∫ σ1

0

dσ
ds

dσ

√
1−

v 2
⊥
c2

(575)

と表される (導出は 10.2.3 節を参照)．これは Lagrangian が L = −T0
∫
ds

√
1− v 2

⊥
c2 であることを意味す

る．ここで T0dsが弦の素片 dsの静止エネルギーであることに注意すると (単位長さあたりの静止エネルギー

は式 (574):µ0c
2 = T0)，これは相対論的な粒子の LagrangianL = −mc2

√
1− v2

c2 の自然な一般化になってい

ることが分かる．

■横方向速度と縦方向の振動，σ のパラメーター付けについて 弦の速度を定義する方法には曖昧さがあり，

横方向速度の導入は 1つの見方に過ぎないと言える．しかしそれは σ の選択に依らない意味を持っているた

め，「物理的な運動は弦に対して横方向のものに限られる」と言って良い．言い換えると，相対論的な弦では

縦方向の振動を考えることに意味がない．

ところで 5.3.3節で述べたように，弦の各点の運動を追うことは σ の人為的なパラメーター付けに還元され

る．しかしながら横方向速度自体はパラメーター σ の選択に依らずに定義でき，σ のパラメーター付けによっ

て弦の各点の軌跡を定義づけることは別問題である．また例えば弦の線要素が運ぶエネルギーの σ-密度が弦

に沿って一定となるような σ のパラメーター付け

ds

dσ
=

√
1−

v 2
⊥
c2

の下では [11, pp.133–135]，弦に固定した 2点 (一定の dσ の値だけ隔たる)の間の弦に沿う長さ dsは変化し

得ると考えられる．

5.4 世界面カレントと保存量

本節では対称性から導かれる弦の保存量について学ぶ．

5.4.1 世界面において保存するカレント [11, pp.158–160]

弦の作用 (569)，(570)は

S =

∫
dσdτL(∂τXµ, ∂σX

µ)

という形をしているため

場の変数 ϕr → 弦の座標 Xµ

場の存在する世界の座標 ξα → 世界面のパラメーター (τ, σ)

と対応する．Lagrangian密度は ∂αX
µ だけに依存するため，世界面上の各点が時空において同じベクトル量

εµ だけ推進するような変分
δXµ(τ, σ) = εµ

に対して不変であり，カレントの一般式 (42)より，これに対応して保存するカレント

jαµ =
∂L

∂(∂αXµ)
= Pαµ
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が得られる．ここで作用の積分変数が時空座標ではなく世界面のパラメーター ξα = (τ, σ)であるため，連続

の式は

0 = ∂αPαµ =
∂Pτµ
∂τ

+
∂Pσµ
∂σ

という形をとる．これは 5.3.5節で得た弦の運動方程式に他ならない．

• µ = 0, 1, 2, 3は対称変換におけるパラメーターを，従ってチャージの種類を識別する添字

• α = τ, σ はカレントの“成分”を識別する添字

であり，カレントは世界面の上に存在する．保存するチャージは

pµ(τ) =

∫ σ1

0

Pτµ(τ, σ)dσ (576)

であり，これは時空内の並進不変性から生じているので弦の運動量である．実際，Pτµ = ∂L
∂Ẋµ

は弦が運ぶ運

動量の σ-密度と解釈される量である．ここから Pα は“時空”((τ, σ)空間)における運動量の流束であり，空

間成分 α = σ は“空間”における運動量の流束と解釈できる．

弦に対して

∂αj
α
µ = ∂αPαµ = 0 ⇒ dpµ

dτ
= 0

を確かめる．(と言うのも，1.3.2節の一般論でカレントが ∂αj
α
µ = 0を満たすことは言えるけれど，以下で見

るように弦に関する境界条件に対しては改めてチャージの保存 dpµ
dτ = 0を確かめる必要がある．)

dpµ
dτ

=

∫ σ1

0

∂Pτµ
∂τ

dσ = −
∫ σ1

0

∂Pσµ
∂σ

dσ = −Pσµ|
σ1
0 (577)

において最右辺は

• 閉弦に対しては σ = 0と σ = σ1 は世界面における同じ位置を表すので

• 自由な端点を持つ開弦では境界条件 Pσµ(τ, σ = 0, σ1) = 0により

ゼロになり，pµ は保存する:
dpµ
dτ

= 0.

次節で見るように dpµ
dt = 0 も成立する．なお Dirichlet 境界条件を与えられた開弦の運動量は一般に保存し

ない (例えば両端を壁に接続された非相対論的な開弦の運動量は，壁から力を受けることにより上下に変化

する)．

■場の理論としての定式化について ここまでの議論を改めて振り返ると，弦の座標 Xµ(τ, σ)は物体の位置

というよりもむしろ，数学的には世界面座標 (τ, σ)を引数とする場として扱われる．このとき Lorentz座標 µ

は場の種類の指標にすぎず，(τ, σ)が場を定義する座標となる．そして場の各種類 µに応じて保存するカレン

ト Pαµ が得られる (α = τ, σは世界面内の座標成分)．これは世界面座標 (τ, σ)の関数となっており，それ故，

世界面の中にのみ存在するカレントと見なせる．これに対して保存する運動量 pµ =
∫
Pτµdσの添字 µは，再

び弦を含む時空における成分を指定することにも注意する (5.4.3節のMµν も同様)．
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図 90 弦の世界面を流れる運動量流束 (カレント)

5.4.2 全運動量カレント [11, pp.160–163]

まず自由端を持つ開弦を想定すると，図 90 のような世界面を横切る任意の曲線 γ は“面積素ベクトル”

(dσ,−dτ)を持つので，曲線 γ を通過する 2次元カレント (Pτµ,Pσµ)の流束にあたる全運動量は

p(γ) =

∫
γ

(Pτµdσ −Pσµdτ)

と表される．ところで保存則 ∂αPαµ = 0によれば，図 90の 2つの曲線 γ, γ′ と境界 α, β に囲まれた世界面

領域からのわき出しはゼロになる．しかるに境界 α, β では dσ = 0および自由端点の条件 Pσµ = 0によりカ

レントの通過量がゼロになるから，
p(γ) = p(γ′)

でなければならない．直観的に言えば，曲線 γ から流入したのと同じだけのチャージ (運動量)が曲線 γ′ から

流出する．以上より保存則は pµ(γ)の値が曲線 γ の選び方に依らないことを意味する (対応する計算は 10.3.1

節)．

特に曲線 γ として τ = (一定)の線を考えると，

pµ(γ) =

∫
Pτµdσ = pµ

のように pµ(γ)は式 (576)の pµ(τ)になるので，これは狭義の保存則 dpµ/dτ = 0に帰着する．さらに t = (

一定)の線もまた図 90の曲線 γ のような形で表されるので，pµ を t = (一定)の線 γ に沿う積分 pµ(γ)とす

ると，これは dpµ/dt = 0を含んでいる．なお閉弦に対しても同様に議論できる．

5.4.3 Lorentz対称性とカレント [11, pp.164–166]

相対論的な弦の Lagrangian密度 (570):

L = −T0
c

√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2 (578)
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は Lorentz不変量である (そして我々は弦の量子化を行う際，理論の Lorentzが失われないか注意する必要が

ある)．弦座標の無限小の Lorentz変換 (39):

Xµ → Xµ + δXµ, δXµ = εµνXν , εµν = −ενµ (579)

に対して Lagrangian密度は不変であり (証明は 10.3.2節)，ここから保存するカレント

Mα
µν = XµPαν −XνPαµ(= −Mα

νµ) (580)

が見出される (∂αMα
µν = 0，導出は 10.3.2節)．運動量チャージの場合の説明 (5.4.2節)と同様に，開弦と

閉弦のいずれに対してもチャージ

Mµν =

∫
Mτ

µν(τ, σ)dσ (581)

は任意の曲線 γ に対して

Mµν =

∫
γ

(Mτ
µνdσ −Mσ

µνdτ)

と計算される．ただし 5.4.2 節の議論を繰り返す際，開弦に対しては世界面の境界 σ = 0, σ1 において

Pσµ = 0，したがってMσ
µν = 0であることに注意する．

τ が一定の線を用いたチャージMµν の計算式 (581)により

• 空間回転に関係するチャージ
Mij =

∫
(XiPτj −XjPτi)dσ

は弦の角運動量 Li =
1
2εijkMjk を与える．

– 実際 Li =
1
2εijkMjk は

L1 =
1

2
(M23 −M32) =M23 =

∫
(X2Pτ3 −X3Pτ2)dσ, etc.

を与える．弦の素片 dσ の持つ運動量は (Pτ1,Pτ2,Pτ3)dσ だから，
これは確かに弦の角運動量成分を成す．

• 等速推進に関係するチャージM0i は

弦の保存するエネルギー E と合わせて，弦の重心 (エネルギー中心)

Xi
cm(t) ≡

1

E

∫
dσXicPτ0

の運動を記述する:

Xi
cm(t) = −

cM0i

E
+ t

c2pi

E
.

– 粒子系に対する同様の議論を 1.3.2節で行った．

5.4.4 勾配パラメーター α′ [11, pp.166–168]

弦理論において唯一，単位を持つパラメーターとして，弦の張力 T0 の代わりに

α′ =
1

2πT0ℏc
(582)
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を用いることができる．α′ は慣習的に──あるいは歴史的事情により，と言っても良いかもしれないが──

勾配パラーメーターと呼ばれている．

α′ の名前の由来を簡単に説明しておく．直線状の開弦が (x, y)面内で固定された中点のまわりを一定の角

速度で回転するとき，角運動量の大きさ J =M12 とエネルギー E には

J

ℏ
= α′E2

という関係があることが見出される．よって比例係数 α′ は角運動量をエネルギーの自乗に対してプロットし

たときの勾配を表すため，勾配パラメーターと呼ばれる．このような背景の事情はそれ自体，理論的に興味深

いものである．と言うのも強粒子励起の角運動量をエネルギーの自乗の関数としてプロットすると，Regge軌

跡と呼ばれる近似的な直線が得られる．このため回転する古典的な開弦における角運動量とエネルギーの自乗

の線形関係 J = α′E2 は，中間子励起が形成する Reggeの説明を，弦理論から与え得る可能性を示唆してい

る．この話題については 6.9節で手短に再論する．

あるいは弦理論の特徴的な長さ
ls = ℏc

√
α′

を導入することができる．ls は“弦の長さ”と呼ばれるけれど，これを額面通りの意味にとってはならない．

ls はあくまで長さの次元を持つ弦理論の基礎パラメーターであり，確かに弦の典型的な長さの目安と見なされ

るけれど，弦が固定された長さ ls を持っているわけではない．

5.5 相対論的な光錐弦

本節では弦の運動方程式の完全な解を具体的に得ることができるような，量子化に適したゲージとして，光

錐ゲージを導入する．簡単に述べると，光錐ゲージは

• τ が光錐時間 X+ に関係づけられ

• σ が p+ の密度を一定にするように選ばれている

パラメーター付けである．

5.5.1 τ の選択の方法 [11, pp.173–176]

光錐ゲージを導入するにあたって，静的ゲージの条件式 (5.3.6節)を

nµX
µ(τ, σ) = λτ

と一般化する．時空座標 xµ に対して nµx
µ = λτ は右辺の τ の値に応じて，異なる超平面を表す．そして上

式は各 τ の値で指定される超平面と弦の世界面の交線に，その τ の値が割り当てられることを意味する．ベ

クトル nµ に垂直な超平面と弦の世界面の交線が，共通の τ の値を持つ点 Xµ(τ, σ)から成り，弦を成す．nµ

を時間的ベクトルに選べば，弦上の 2点の隔たり ∆Xµ が空間的なベクトルとなることが保証される (理由は

10.4.1節)．

さらにベクトル nµ を n · pが一定となるように選び (これは弦の運動量 pµ のある成分が保存しない場合に

も可能である)*194 ，ゲージ条件を
n ·X(τ, σ) = λ̃(n · p)τ

*194 これは nµ が時間的なベクトルであることと両立すると考えられる．
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と書き換える*195．開弦に対して n · pが保存する条件は，式 (577):

0 =
d

dτ
(n · p) = nµ

dpµ
dτ

= nµ
∫ σ1

0

∂Pτµ
∂τ

dσ = −nµ
∫ σ1

0

∂Pσµ
∂τ

dσ = −nµPσµ|
σ1
0

より端点 σ = 0, σ1 で n · Pσ = 0となることである．(閉弦では運動量が保存するので (5.4.1節)，この条件は

自動的に満たされている．)

• これまで τ が時間，σ が長さの単位を持つものとして扱ってきたが，

ここからは τ も σ も無単位と見なす．

→ λ̃は c
T0

= 2πα′ℏc2 の単位を持つ．
• 自然単位系を採用 (ℏ = 1, c = 1)．

→ [λ̃] = [α′].

そこで開弦に対して λ̃ = 2α′ と選び

n ·X(τ, σ) = 2α′(n · p)τ (開弦)

とする．

5.5.2 σ のパラメーター付け [11, pp.176–180]

次の条件を満たすようなパラメーター σ を選ぶことができる．

• 弦全体 (τ が一定の曲線)にわたり
n · Pτ = (一定).

• パラメーターの範囲を開弦に対して 0 ≤ σ ≤ π，閉弦に対して 0 ≤ σ ≤ 2π とする．

このとき運動量密度 n · Pτ は全運動量 n · pを σ の全長 π または 2π で割ったものとなる：

n · Pτ =

{
n · p/π (開弦)

n · p/2π (閉弦)

⇔ n · p = 2π

β
n · Pτ , β =

{
2 (開弦)

1 (閉弦)
.

これに併せて τ に対するパラメーター付けの条件を

n ·X(τ, σ) = βα′(n · p)τ (583)

とすると便利である (開弦 β = 2に対する条件は 5.5.1節で与えたものである)．

この条件 n · Pτ = β
2πn · pの下で

∂

∂σ
(n · Pσ) =− ∂

∂τ
(n · Pτ ) = 0, (運動方程式 ∂σPσµ + ∂τPτµ = 0)

∴ n · Pσ =(一定) (弦に沿って)

となる．

*195 右辺の λ̃(n · p)は λ̃× (n · p)の意味であり，n · pは λ̃の引数ではない．
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開弦に対しては n · pが保存されるための条件として端点で n · Pσ = 0が課せられるから (5.5.1節)，弦 (の

世界面)全体で n · Pσ = 0となる．

閉弦に対しては，世界面に σ = 0 の線を導入する方法の任意性がなお残されている．そこで閉弦でも

n · Pσ = 0が成り立つように σ = 0の線を定めることができる (説明は 10.4.2節)．

5.5.3 パラメーター付けの制約条件と波動方程式 [11, pp.180–181]

パラメーター付けの定義式 (583):n ·X(τ, σ) = βα′(n · p)τ (および閉弦では世界面全体で n · Pσ = 0が成

り立つように σ = 0の線を導入できること) により，(世界面の各点で)

Ẋ ·X ′ = 0 (584)

が成り立つ (説明は 10.4.3節)．これを用いるとパラメーター付けの定義式

n ·X(τ, σ) = βα′(n · p)τ, n · p = 2π

β
n · Pτ (585)

から
Ẋ2 +X ′2 = 0 (586)

が得られる (導出は 10.4.3節)．パラメーター付けから生じる制約条件 (584)，(586)は

(Ẋ ±X ′)2 = 0 (587)

とまとめられる．この制約条件の下で Pτµ と Pσµ の式は

Pτµ =
1

2πα′ Ẋ
µ, Pσµ = − 1

2πα′X
µ′ (588)

と簡略化され (導出は 10.4.3節)，運動方程式 ∂τPτµ + ∂σPσµ = 0は波動方程式

Ẍ −X ′′ = 0

を与える．弦の質量線密度 µ0 が式 (582):T0 = 1/2πα′ であることを踏まえると，光錐ゲージにおける運動量

密度の表式 (9.36):Pτµ = Ẋµ/2πα′ は大まかに (質量密度)× (速度)となっている．

5.5.4 波動方程式とモード展開 [11, pp.181–184]

自由な端点を持つ開弦に対する境界条件

0 = Pσµ = − 1

2πα′X
µ′

⇔ Neumann境界条件 Xµ′ = 0

の下での波動方程式 Ẍ −X ′′ = 0の解は

Xµ(τ, σ) =
1

2
{fµ(τ + σ) + fµ(τ − σ)} (589)

の形をとる (導出は 10.4.4節)．ただし fµ′ は周期 2π の周期関数となることに注意すると (説明は 10.4.4節)

Xµ(τ, σ) = xµ0 + fµ1 τ − i
√
2α′

∞∑
n=1

(aµ∗n e
inτ − aµne−inτ )

cosnσ√
n

(590)

257



の形に Fourier展開される (導出は 10.4.4節)．これは点粒子の運動を表す項 xµ0 + fµ1 τ と，振動モードに対応

する項から成る．ここで展開係数 aµn が無単位となるように因子
√
2α′ をくくり出してある．この結果は弦座

標の実数性を考慮して導かれている (5.5.4節)確かに

(aµ∗n e
inτ − aµne−inτ )∗ = −(aµ∗n einτ − aµne−inτ )

なので aµ∗n e
inτ − aµne−inτ は純虚数であり，これに −i

√
2α′ をかけると実数になる．また係数 fµ1 は弦の運動

量 pµ に比例する：

pµ =

∫ π

0

Pτµdσ =
1

2πα′

∫ π

0

Ẋµdσ =
1

2α′ f
µ
1 , ∴ fµ1 = 2α′pµ.

弦の質量線密度 µ0 は式 (582):T0 = 1/2πα′ であり，開弦に対して σ の全範囲は π なので，τ の 1次の項の係

数 2α′pµ = pµ/πT0 は大まかには運動量 pµ に対応する速度と見なせることが分かる．さらに{
αµ0 =

√
2α′pµ

αµn = aµn
√
n, αµ−n = aµ∗n

√
n (n ≥ 1)

(591)

⇒ αµ−n = (αµn)
∗

を導入すると，これは

Xµ(τ, σ) = xµ0 +
√
2α′αµ0 τ + i

√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αµne

−inτ cosnσ

と簡略化される．このとき

Ẋµ =
√
2α′

∑
n∈Z

αµn cosnσe
−inτ ,

Xµ′ =− i
√
2α′

∑
n∈Z

αµn sinnσe
−inτ ,

Ẋµ ±Xµ′ =
√
2α′

∑
n∈Z

αµne
−in(τ±σ) (592)

である．我々はこの解 Xµ(τ, σ)が制約条件 (587):(Ẋ ±X ′)2 = 0を満たすように係数 αµn を決めなければな

らない．今後，展開係数 aµn, α
µ
n を簡単に振動子とも呼ぶ．

5.5.5 運動方程式の光錐解 [11, pp.184–188]

パラメーター付けの定義式 (585):

n ·X(τ, σ) = βα′(n · p)τ, n · p = 2π

β
n · Pτ

は nµ =
(
− 1√

2
, 1√

2
, 0, · · · , 0

)
と選ぶと

X+(τ, σ) = βα′p+τ, p+ =
2π

β
Pτ+ (593)

となる (光錐ゲージ)．このとき制約条件 (587):(Ẋ ±X ′)2 = 0は

Ẋ− ±X−′
=

1

βα′
1

2p+
(ẊI ±XI ′)2, (594)

XI ≡(X2, X3, · · · , Xd) : 横方向座標

258



となる (導出は 10.4.5 節)．ここで p+ ̸= 0，したがって p+ > 0 を仮定した (一般に p+ ≥ 0 である (5.2.2

節))．ただし繰り返された横方向添字 I について和をとる (以下同じ)．

すると弦の時間発展は
XI(τ, σ), p+, x−0 (X

−の積分定数)

によって決定される．実際，Xµ(τ, σ)のうちXI(τ, σ)が与えられているとき，X±(τ, σ)を求めれば完全な解

が得られる．そして自由端点を持つ開弦を考えると

• X+(τ, σ)は与えられた p+ を用いて式 (593):

X+(τ, σ) = 2α′p+τ (開弦に対してβ = 2) (595)

と定まる．

• X− = (X0 −X1)/
√
2は Xµ と同じ波動方程式と境界条件を満たすため

X−(τ, σ) = x−0 +
√
2α′α−

0 τ + i
√
2α′

∑
n̸=0

1

n
α−
n e

−inτ cosnσ (596)

と展開される．

今 XI が，したがってその展開係数 αIn が与えられており，

式 (594)よりこれを用いて X− の展開係数 α−
n は

√
2α′α−

n =
1

p+
L⊥
n , L⊥

n ≡
1

2

∑
p∈Z

αIn−pα
I
p :横方向の Virasoroモード (597)

と表される (導出は 10.4.5節)．よって積分定数 x−0 が与えられれば X− が定まる．

弦の質量M は弦の運動量 pµ から

M2 = −p2 = 2p+p− − pIpI

によって求められる．α−
n が横方向の Virasoroモードで与えられることを用いると

M2 =
1

α′

∞∑
n=1

naI∗n a
I
n (598)

が得られる (導出は 10.4.5節)．M2 ≥ 0となっているので，古典的な弦の質量M は実数であることが保証さ

れる．

弦を量子化すると

• M2 は量子化される．

– 自然界において，連続した質量の値をとる粒子状態は観測されない．

• 無質量状態は，Maxwell理論や重力とは全く異なったものになる．

• M2 の式に付加定数が現れる → ゲージ場と重量を記述可能．

■光錐ゲージ条件 (595):X+(τ, σ) = 2α′p+τ について これは弦座標 Xµ(ただし µ = 0, 1, · · · , d)のモード
展開 (590)における τ の項と一致しており，モード展開の式 (590)と矛盾しない．これはX0 とX1 の線形結

合である光錐座標 X± も Xµ と同じ境界条件と波動方程式を満たすので，式 (590)と同様にモード展開され

なければならないことから期待されることである．
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5.5.6 光錐ゲージまとめ

5.5節でここまで論じてきたパラメーターの制約条件とその帰結は，図 91のように整理される．

5.6 弦の量子論──序論

本節では次節以降の予告として，弦の量子化の概略を一通り述べる．やや長くなるが，次節以降との内容の

重複を厭わず，本節だけでも概要として読み得るように書いた．

開弦の正準量子化

ここまで弦の古典論を一通り見てきた．次に弦の量子論に移ろう．量子力学は系を量子化する枠組みであ

り，どのような対象にも適用することができるような量子化の手続きを提供する．我々は弦の古典論を踏ま

え，正準量子化の手法に従って弦の量子化を行う．

はじめに自由な端点を持つ開弦の量子化を考える (図 92参照)．光錐ゲージにおいては基本となる力学変数

の組を，横方向座標XI とこれに共役な運動量密度 PτI，および x−0 , p
+ にとることができる．Heisenberg描

像を採用して，これらを時間に，したがってパラメーター τ に依存する演算子と見なす．そして正準交換関係

[XI(τ, σ),PτJ(τ, σ′)] = iηIJδ(σ − σ′), [x−0 (τ), p
+(τ)] = iη−+ = −i

を課し，量子化を行う．すると横方向座標の展開係数 αIn と定数項 xI0 は図 92に示した交換関係を満たす演算

子となる．展開係数 αIn と関係付けられるもとの展開係数 aIn, a
I∗
n もまた演算子 aIn, a

I†
n となり，展開係数 α

に対する交換関係は演算子 aに対する調和振動子の交換関係に読み替えられる．よって aIn, a
I†
n の一方は生成

演算子，他方は対応する消滅演算子となる．我々は aIn を消滅演算子，a
I†
n を生成演算子と見なす．このとき

演算子 αIn について言えば，nが正の整数をとるものが消滅演算子，負の整数をとるものが生成演算子となる．

開弦の基本状態

図 93のように運動量固有状態 |p+, p⃗T ⟩を，消滅演算子が作用すると状態が消失するような基底状態 (真空

状態)にとる．運動量が確定した一般的な基本状態は，これに生成演算子を作用させることで得られる．ただ

しこれは多粒子状態ではなく，1粒子状態と見なす．1本の弦を量子化しているため，得られる粒子が 1個で

あると考えるのは自然だと言えよう．ここでは生成演算子は粒子数を増加させるのではなく，粒子の種類を変

えていることになる．

開弦の状態としてどのような種類の粒子が得られているかを調べたい．その判断基準となるのは主に

• 弦の質量
• 弦状態の自由度
• 弦状態の波動関数の満たす方程式

の 3つである*196．まず考えている状態における弦の質量を計算し，それを粒子の質量と比較する必要がある．

次に弦の量子化を光錐ゲージの下で行っているため，その結果を場の量子論によって記述される粒子と比較す

*196 もっともこれらはあくまで判断材料であり，これだけでは粒子の種類を特定する決定的な証拠とまでは言えないだろう．実際には
例えば「開弦の状態から 1光子状態が得られた」と断言できるものではなく，「開弦のある状態を 1光子状態に同定し得る」「1光
子状態を示唆する状態が得られる」と述べるのが穏当と考えられる．
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図 91 光錐ゲージまとめ
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図 92

るには，場の量子化も光錐ゲージを用いてやり直す必要がある (5.7節)．その上で弦状態の自由度を場の自由

度と比較することができる．さらに場の量子論において場によって記述される粒子が弦理論からも現れるなら

ば，何らかの意味で弦理論から粒子と関係する場を導けると期待するのは自然である．実は粒子を記述する

古典場は弦の状態を表す波動関数に同定される．基底状態に作用する生成演算子 aI1†n1
· · · aIk†nk

の定まった状態

|Ψ, τ⟩に対して運動量空間の波動関数 ψI1···Ik(τ, p
+, p⃗T ) = ⟨p+, p⃗T |Ψ, τ⟩を導入すると，これは Schrödinger

方程式

i
∂

∂τ
ψI1···Ik = HψI1···Ik

に従う (異なる弦状態は異なる Hamiltonian H を持つ)．このためある弦の状態に対する波動方程式が場の方

程式と一致するかを調べることも，弦の状態が表す粒子を推定するための 1つの判断材料となる．

図 93
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開弦の質量と Hamiltonian

そこで以下では特に，弦の質量と Schrödinger方程式における Hamiltonian H についてあらかじめ詳しく

調べよう (図 94参照)．質量の自乗M2 の公式は既に古典論において与えてあり，その中で展開係数 aIn, a
I∗
n

は生成・消滅演算子 aIn, a
I†
n に置き換わる．Hamiltonianは τ 方向の推進操作を生成しなければならないこと

から，
∂

∂τ
=
∂X+

∂τ

∂

∂X+
= 2α′p+

∂

∂X+
↔ H = 2α′p+p− = L⊥

0

とおく (p− ∼ α−
0 ∼ L⊥

0 )．ここで Hamiltonianが無次元になっているのは，時間座標 τ を無次元に選んでい

るからである．ただし横方向の Virasoroモード L⊥
0 も，ここでは展開係数が生成・消滅演算子 aIn, a

I†
n に置き

換わった横方向の Virasoro演算子である．これらを扱いやすい形にするために正規順序化する，すなわち全

ての消滅演算子が全ての生成演算子の右側に配置されている順序に並び替えることを考える (以下では正規順

序化を N[· · · ]で表す)．生成・消滅演算子の交換関係を用いて

H = L⊥
0 , α′M2 = α′(2p+p− − pIpI) = L⊥

0 − α′pIpI

を正規順序化すると，これらはともに同じ正規順序化定数 aだけシフトする．

L⊥
0 = N[L⊥

0 ] + a, α′M2 = α′N[M2] + a.

正規順序化した質量の自乗の演算子 N[M2]は，(係数 α′ の違いを除いて)数演算子 N⊥ となる．これは基本

状態 |λ⟩を作っている生成演算子のモード番号の和を固有値 N⊥
λ に持つ．例えば

|λ⟩ =aI†5 a
J†
3 aJ†3 aK†

2 aJ†1 aI†1 |p+, p⃗T ⟩ (I, J について和をとらない)

⇒ N⊥
λ =5 + 3 + 3 + 2 + 1 + 1

である．展開係数の交換関係を用いて付加定数 aを計算した結果

a =
1

2
(D − 2)

∞∑
p=1

p =
1

2
(D − 2)(1 + 2 + 3 + 4 + · · · )

は，無限大であるように見える．しかし最右辺において整数を無限に足した結果が 1+2+3+4+ · · · = −1/12
になるという数学公式により，これは有限値をとることが示唆される．

理論の Lorentz不変性，時空次元・正規順序化定数の決定

これを正当化するために，理論の Lorentz不変性を要請する (図 95参照)．Lorentz不変性の条件は次のよ

うに考える．相対論的な点粒子に対して，Lorentz不変性に付随するチャージMµν は図 95に示した交換関係

を満たす．これは両辺が同じ種類のテンソルから成るため，Lorentz変換に対して共変的な関係式になってい

る．そして (それ故)これは光錐成分M−I に対する交換関係 [M−I ,M−J ] = 0を含んでいる．そうであるな

らば，類似の演算子Mµν が交換関係 [M−I ,M−J ] = 0を満たさない理論は Lorentz不変ではない．

そこで光錐ゲージを用いた弦理論に対しても，弦の作用の Lorentz不変性に伴うチャージの光錐成分M−I

を，正規順序化された Hermite演算子の形に定義し，これが同様の交換関係を満たすことを要求する．する

と再び質量の定数シフトの式 a = − 1
24 (D− 2)が得られ，同時に時空の次元もD = 26に確定する．よって質

量の定数シフトは a = −1であることになり，したがって

H = N[L⊥
0 ]− 1 = α′pIpI +N⊥ − 1, α′M2 = N⊥ − 1

となる．
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図 94

タキオン，光子

以上を踏まえて，開弦の状態として固有値 N⊥ = 0, 1の状態を調べよう (図 96参照)．

基底状態 |p+, p⃗T ⟩は数演算子の固有値が N⊥ = 0なので，質量の自乗が負の値を持つ．これはタキオンを

表している．

また質量がゼロとなるとき，数演算子の固有値はN⊥ = 1でなければならないため，そのような状態は一般

には基底状態に第 1モードの展開係数 aI†1 を 1つだけ作用させた基本状態の線形結合

25∑
I=2

ξIa
I†
1 |p+, p⃗T ⟩

の形をとる．これは 1光子状態に同定される．実際，光子は質量を持たない．また光錐ゲージ条件の下では電

磁ポテンシャルの Fourier成分 Aµ(p)の独立な成分は D − 2(= 24)個の横方向成分のみであり，場の方程式

は単に質量のないスカラー場の方程式 p2AI(p) = 0になる．これを(
i
∂

∂τ
− α′pJpJ

)
AI(τ, p+, p⃗T ) = 0

と書き換えると，N⊥ = 1の弦の波動関数に対する Schrödinger方程式に一致していることが見て取れる．さ

らに電磁場はスカラー場と同様に量子化され，展開係数は生成演算子 aI†p+,p⃗T になり，D − 2(= 24)個の自由

度を担う偏光ベクトル ξI で特徴付けられる 1光子状態

25∑
I=2

ξIa
I†
p+,p⃗T

|Ω⟩

を形成する．これは上記の開弦の無質量状態と同じ構造をしており，両者を互いに対応付けることができる．

以上より開弦の量子論において無質量で偏極を持ち，波動方程式が電磁場の方程式に従うような，光子状態に

対応する状態が得られたことになる．
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図 95

閉弦の正準量子化

次に閉弦の量子化に移ろう (図 97参照)．再び正準交換関係を考えると，ここから 2組の展開係数 α, ᾱに対

する交換関係，および xI0 の満たす交換関係が導かれる．ただし 2種類の振動子のゼロモード αµ0 , ᾱ
µ
0 は等し

いものとして定義されている (図 85における閉弦座標のモード展開を参照)．開弦の場合と同様に α, ᾱと関係

付けられる演算子 a, āとその Hermite共役を導入すると，これらは調和振動子の交換関係を満たすため，aIn
と āIn を消滅演算子，a

I†
n と āI†n を生成演算子と見なすことができる．このとき演算子 αIn および ᾱIn について

言えば，nが正の整数をとるものが消滅演算子，負の整数をとるものが生成演算子となる．

閉弦の質量と Hamiltonian

閉弦に対しては 2組の横方向 Virasoro演算子 L̄⊥
n , L

⊥
n を定義できる．そして横方向座標 X− の 2種類の展

開係数 ᾱ−
n , α

−
n は，それぞれ 2種類の横方向 Virasoro演算子 L̄⊥

n , L
⊥
n で与えられることが分かる．また閉弦

に対して Hamiltonian H は

∂

∂τ
=
∂X+

∂τ

∂

∂X+
= α′p+

∂

∂X+
↔ H = α′p+p− = L⊥

0

と設定される (開弦の場合との係数の違いは光錐ゲージ条件 X+ = βα′p+τ における係数 β の違いに由来) 閉

弦に対して質量の自乗M2 と Hamiltonianは，ともに 2種類の横方向 Virasoro演算子 L̄⊥
n , L

⊥
n ないし 2種類

の数演算子 N⊥, N̄⊥ を用いて

M2 =
2

α′ (N[L
⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ]− 2)− pIpI = 2

α′ (N
⊥ + N̄⊥ − 2),
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図 96

図 97

H =N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ]− 2 =
α′

2
pIpI +N⊥ + N̄⊥ − 2

と表されることが見出される (以上，図 98参照)．
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図 98

レベル整合条件

ところで 2つのゼロモード αµ0 , ᾱ
µ
0 が等しいことから，2つの数演算子 N⊥, N̄⊥ が等しいことが導かれる．

これはレベル整合条件と呼ばれ，2つの数演算子の固有値が等しくなければならないという，閉弦の状態に対

する制約を与える．我々は閉弦の状態として，これを満たす状態だけを考えなければならない．

レベル整合条件の意味は次のように解釈できる (図 99参照)．まず 2つの数演算子の差 P = N⊥ − N̄⊥ を

考えると，これはパラメーター σ の巡回的なずらしを生成する．パラメーター σ を定数 σ0 だけ変化させる操

作に伴う閉弦の状態 |Ψ⟩の変化は，演算子 P を用いて |Ψ⟩ → e−iPσ0 |Ψ⟩と表される．このときレベル整合条
件により P がゼロになることは，パラメーター σ のずらしの操作の下で，閉弦の状態が不変に留まることを

意味する．これは閉弦の世界面にパラメーター σ を導入するとき，σ = 0の線をどこに入れるかを選ぶ任意性

が残されていることを考えれば，もっともである．この任意性に対応して，我々はパラメーター σ の巡回的な

ずらしの操作の下で不変な閉弦の状態だけを考えなければならないことになる．

重力子

閉弦の量子状態から現れる粒子を調べるにあたり，ここでは特に無質量状態を取り上げる．レベル整合条件

の下で無質量状態 (M2 = 0)は，2つの数演算子の固有値がともに N⊥ = N̄⊥ = 1となるときに実現される．

そのような一般的な状態は，生成演算子の第 1モード aI†1 , ā
J† を 1つずつ基底状態に作用させて得られる基

本状態の線形結合 ∑
I,J

RIJa
I†
1 ā

J† |p+, p⃗T ⟩

の形をとる．次に係数 RIJ を分解することを考える．一般に 2つの添字を持つ量 RIJ は

• 対称部分　 SIJ ≡ 1
2 (RIJ +RJI)

• 反対称部分　 AIJ ≡ 1
2 (RIJ −RJI)

に分けることができ，さらに対称部分 SIJ は
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図 99

• トレース S ≡ δIJSIJ = tr(SIJ), S
′ ≡ S

D−2 に比例する部分　 S′δIJ

• トレースレスの対称部分　 ŜIJ ≡ SIJ − S′δIJ

に分けることができる．
RIJ = ŜIJ +AIJ + S′δIJ .

ここでトレースレスの対称部分 ŜIJ が担う状態∑
I,J

ŜIJa
I†
1 ā

J† |p+, p⃗T ⟩

は重力子の 1 粒子状態に同定されることを説明する．弱い重力場を考え，計量テンソルの Minkowski 計量

からのズレを hµν とする．このとき hµν が小さいという条件を保持するような一連の座標変換が存在して，

hµν の Fourier成分 hµν(p)が光錐ゲージ条件 h+µ(p) = 0(ただし µ = ±, I)を満たすような座標系をとるこ
とができる (このように弱い重力場に対するゲージ変換は，具体的には座標変換である)．重力場の方程式によ

れば，光錐ゲージにおいて独立な Fourier成分は横方向成分 hIJ (p)のみであり，これはトレースレスの条件

hII(p) = 0を満たすため n(D) = 1
2D(D − 3)個の自由度を担い (D = 26)，質量のないスカラー場の運動方

程式 p2hIJ(p) = 0に従う．したがって重力子もまた無質量である．これを(
i
∂

∂τ
− α′

2
pKpK

)
hIJ (τ, p+, p⃗T ) = 0

と書き換えると，N⊥ = N̄⊥ = 1の弦の波動関数に対する Schrödinger方程式に一致する．このため重力場

はスカラー場と同様に量子化され，展開係数は生成演算子 aIJ†p+,p⃗T
になり，n(D)個の自由度を担う重力場の偏

極テンソル ξIJ(ただし ξII = 0)で特徴付けられる 1重力子状態∑
I,J

ξIJa
IJ†
p+,p⃗T

|Ω⟩

を形成する．これは確定した運動量を持つ無質量状態であり，係数がトレースレスで対称であるという点で閉

弦の状態
∑
I,J ŜIJa

I†
1 ā

J† |p+, p⃗T ⟩と同じ構造を持つ (それ故，同じ数の自由度を持つ)．こうして閉弦の状態
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から，1重力子状態に対応付けられる状態が得られたことになる．弦理論を特殊相対性理論の範囲で考えてい

るにも関わらず，重力場の量子状態が現れていることに注意する．

5.7 各種の光錐場とボゾン

我々は場の量子化について既に第 3章で学んだ．しかしながら本稿では弦の量子化は光錐ゲージの下で行う

ため，その結果を場の量子論と比較するためには，場の量子化も光錐ゲージを用いてやり直す必要がある．本

節ではスカラー場，電磁場，および弱い重力場の光錐ゲージ (スカラー場では単に光錐座標) による取り扱い

を示す [11, pp.191–192]．

• スカラー場 (Klein-Gordon場)

– ゲージ不変性を持たない

– 基本的なスカラー粒子は発見されていない

– 最も単純な場の理論

– 弦理論においてスカラー粒子が現れる (例：タキオン，ディラトン)

• 電磁場
– ゲージ不変性を持つ

– 電磁場の量子論に関係づけられる粒子は光子

• 重力場
– ゲージ不変性を持つ

5.7.1 スカラー場の古典的な平面波解 [11, pp.194–197]

スカラー場 (実 Klein-Gordon場)ϕ(x)を

ϕ(x) =

∫
dDp

(2π)D
eip·xϕ(p) (599)

と全ての時空座標について Fourier展開すると，ϕ(x)が実場であるための条件

(ϕ(p))∗ = ϕ(−p) (600)

が課せられる (導出は 10.5.1節)．また，これが Klein-Gordon方程式を満たす条件

(p2 +m2)ϕ(p) = 0 (全ての pに対して)

より

• p2 +m2 ̸= 0となる pに対して ϕ(p) = 0.

• p2 +m2 = 0となる pに対して ϕ(p)は任意．

– 超曲面 p2 +m2 = 0は質量殻と呼ばれ，点 (±Ep, p⃗)から成る (Ep ≡
√
p⃗2 +m2)．

– 質量殻上の点 pµ に対して複素数 ϕ(p)の値を，したがって 2つの実数値を指定すると，

点 (−pµ)における場の値 ϕ(−p) = (ϕ(p))∗ も決定される．

平均すると質量殻上の各点にひとつの実数値があてがわれる．

↔ 質量殻上の各点あたりにひとつの自由度がある．
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横方向成分をまとめて
x⃗T = (x2, x3, · · · , xd), p⃗T = (p2, p3, · · · , pd)

と書き，

ϕ(x+, x−, x⃗T ) =

∫
dp+

2π

dD−2pT
(2π)D−2

e−ix
−p++ix⃗T ·p⃗T ϕ(x+, p+, p⃗T ) (601)

によって“空間”座標に関する場の Fourier変換 ϕ(x+, p+, p⃗T )を定義すると (10.5.1節で補足)，Klein-Gordon

方程式よりこれは (
i
∂

∂x+
− 1

2p+
(pIpI +m2)

)
ϕ(x+, p+, p⃗T ) = 0 (602)

を満たす (導出は 10.5.1節)．これは光錐時間 x+ に関して 1階の微分方程式になっている．

5.7.2 スカラー場の量子化と粒子状態 [11, pp.197–202]

質量殻条件 p2 +m2 = 0により，物理的な粒子の時空における運動量は空間成分 p⃗だけで指定される．こ

のことを反映して，量子化されたスカラー場の生成・消滅演算子は運動量ラベル p⃗を持つ (第 3章)．光錐成分

を用いると質量殻条件は

0 = p2 +m2 = −2p+p− + pIpI +m2, ∴ p− =
1

2p+
(pIpI +m2).

と表されることを踏まえて，状態を指定するのに p⃗の代わりに p+ と p⃗T を用いる (いずれも d個の量)：

ap → ap+,p⃗T , a†p → a†p+,p⃗T .

任意の消滅演算子を作用させると消失するような真空状態を |Ω⟩で表すと，スカラー場の 1粒子状態は

a†p+,p⃗T |Ω⟩ (603)

と書かれる．

5.7.3 Maxwell場と光子状態 [11, pp.202–206]

(自由な)電磁場の方程式とゲージ変換

0 =∂νF
µν = −{∂2Aµ − ∂µ(∂ ·A)},

Aµ →Aµ + δAµ, Aµ = ∂µε

は，電磁ポテンシャル Aµ とゲージパラメーター εを

Aµ(x) =

∫
dDp

(2π)D
eip·xAµ(p), Aµ(−p) = (Aµ(p))∗,

ε(x) =

∫
dDp

(2π)D
eip·xε(p), ε(−p) = ε∗(p)

と Fourier展開すると，それぞれ

p2Aµ − pµ(p ·A) = 0, δAµ(p) = ipµε(p)

となる．
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ここで光錐ゲージの条件
A+(p) = 0

を課す．ゲージパラメーターを ε(p) = iA+(p)/p+ と選んでゲージ変換を行えば，この条件を満たす電磁ポテ

ンシャルをとることができる：
A+(p) → A+(p) + ip+ε(p) = 0.

光錐ゲージにおいて p+ ̸= 0を仮定すると，運動方程式

p2Aµ − pµ(p ·A) = 0 (604)

(10.5.2節で補足) は µ = +に対して

0 = p ·A = −p+A− + pIpI , ∴ A− =
1

p+
pIAI

となる (ただし 5.5.5節と同様，p+ ̸= 0を仮定している)．この p ·A = 0を運動方程式にもどすと

p2Aµ = 0

を得る．よって p2 ̸= 0のとき Aµ(p) = 0であり，p2 = 0のとき D − 2個の成分 AI によって A− が決まる．

Maxwell場は質量殻 p2 = 0上の各点あたりに (D − 2)個の自由度を持つ．(D = 4次元時空における自由度

は 2であり，これは決まった波数で特徴付けられる電磁平面波が相互に独立な 2種類の偏光状態を持つことに

対応する (1.7.3節参照)．)

最後に光子状態について簡単に論じる．Maxwell場 AI(p)は質量のないスカラー場の運動方程式 p2AI = 0

に従う．ここでは生成・消滅演算子となる場 AI(p)の展開係数 aI†p+,p⃗T , a
I
p+,p⃗T

が横方向の添字 I を持つため，

スカラー場の 1粒子状態 (603)の代わりに 1光子状態

aI†p+,p⃗T |Ω⟩

が得られる．ここで添字 I は偏光状態を表す指標となる．運動量 p+, p⃗T を持つ一般の 1光子状態は

D−1∑
I=2

ξIa
I†
p+,p⃗T

|Ω⟩ (605)

という形をとる．ここに横方向ベクトル ξI は偏光ベクトルと呼ばれる．

5.7.4 重力場と重力子状態 [11, pp.206–209]

真空中 (エネルギー・運動量テンソル Tµν = 0)における弱い重力場を考えよう．

線形化された Einstein方程式 (145) : ∂2hµν − ∂α(∂µhνα + ∂νhµα) + ∂µ∂νh+ ηµν(∂α∂βhαβ − ∂2h) = 0,

ゲージ変換 (144) : δhµν = δ0h
µν ≡ ∂µεν + ∂νεµ

は，hµν(x)と εµ(x)の Fourier変換 hµν(p), εµ(p)に対する式

Sµν(p) ≡{p2hµν − pα(pµhνα + pνhµα) + pµpνh}+ ηµν(pαpβhαβ − p2h) = 0, (606)

δ0h
µν(p) =ipµεν(p) + ipνεµ(p)

になる．
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ゲージパラメーター εµ を適当に選んでゲージ変換を行えば，光錐ゲージ条件

h+µ = 0, µ = +,−, I

を満たすような hµν をとれる．光錐ゲージにおいて p+ = 0が仮定される．このとき運動方程式は

0 = S++(p) = (p+)2h, ∴ 0 = h = ηµνh
µν = hII

となる．このとき運動方程式 (606)は

{p2hµν − pµ(pαhνα)− pν(pαhµα)}+ ηµνpαpβhαβ = 0 (607)

に置き換わるけれど，ここで µ = +または ν = +と置いて得られる 2式

p+pαh
να + η+νpαpβhαβ = 0, −p+pαhµα + ηµ+pαpβhαβ = 0

を辺々引くと
pαh

να = 0

を得る．さらにこれを上式 (607)に戻せば，光錐ゲージの下での運動方程式として

p2hµν = 0

が導かれる．よって p2 ̸= 0のとき hµν = 0である．p2 = 0のとき，対角和がゼロになる条件 hII = 0と対称

性 hIJ = hJI の下で hIJ は

n(D) =
1

2
D(D − 3) (608)

個の独立な成分を持つ (10.5.3節参照)．そして pαh
να = 0によれば，横方向成分 hIJ を決めると

hI− =
1

p+
pJh

IJ

によって hI− が決まり，

h−− =
1

p+
pIh

−I

によって h−− が決まる．以上で光錐ゲージ条件 h+µ = 0において残された自由度を担う量 (hIJ , hI−, h−−)

の全てが決まる．古典的な重力波は質量殻 p2 = 0上の各点あたりに n(D)個の自由度を持つ．

独立な古典場 hIJ(p)はここでも質量のないスカラー場の方程式に従い，その展開係数 aIJ†p+,p⃗T
, aIJp+,p⃗T は 2

つの横方向添字 I, J を持つ．1粒子の基本状態は

aIJ†p+,p⃗T
|Ω⟩

という形をとり，運動量 (p+, p⃗T )を持つ 1重力子状態は

D−1∑
I,J=2

ξIJa
IJ†
p+,p⃗T

|Ω⟩ (ξII = 0) (609)

と表される．ξIJ は重力子の偏極テンソルと呼ばれ，対角和が ξII = 0の対称テンソルを形成し，n(D)個の

自由度を担う．
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5.8 光錐ゲージにおける点粒子

5.8.1 光錐粒子 [11, pp.213–215]

本節では弦の量子化の準備として，相対論的な点粒子の光錐ゲージによる取り扱いに簡単に触れる．

相対論的な点粒子に対して，作用 S と運動方程式は

S =

∫
Ldτ, L = −m

√
−ẋ2,

∴ pµ ≡
∂L

∂ẋµ
=

mẋµ√
−ẋ2

,
dpµ
dτ

= 0

である．ただし τ は無単位のパラメーターとし，τ による微分をドットで表す．運動量 pµ は運動の定数であ

り，p2 +m2 = 0を満たしている．

弦に対する光錐ゲージ条件 X+(τ, σ) = βα′p+τ と類似の条件

x+ =
1

m2
p+τ (610)

を粒子に対して課すと，運動量の表式と運動方程式はそれぞれ

pµ =m2ẋµ, (611)

ẍµ =0

と簡単になる (上式 (611)の導出は 10.6.1節)．(τ を無単位に選んだので，式 (611)の両辺の単位 (次元)はこ

れで合っている．) p+ と pI を指定すると，条件 p2 +m2 = 0から

p− =
1

2p+
(pIpI +m2)

と定まり，これを用い点粒子の運動は

dxµ

dτ
=

1

m2
pµ(= const.) ⇒ x−(τ) = x−0 +

p−

m2
τ, xI(τ) = xI0 +

pI

m2
τ

と表される (x+ は光錐ゲージ条件 x+ = 1
m2 p

+τ によって与えられる)．以上より独立な力学変数を

(xI , x−0 , p
I , p+)

に選ぶことができる．xI0 の代わりに xI を選んだのは，座標と運動量の対称な取扱いのためである．

5.8.2 Lorentz生成子と Lorentz代数 [11, pp.226–227]

相対論的な点粒子について，Lorentz変換 δxµ = εµνxν に関する対称性からチャージ

Mµν = xµpν − xνpµ

の保存が結論される (1.3.2 節)．量子論に移行するために，xµ(τ) と pµ(τ) を Heisenberg 演算子として

Lorentz共変な交換関係

[xµ(τ), pν(τ)] = iηµν , [xµ(τ), xν(τ)] = 0, [pµ(τ), pν(τ)] = 0
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を課すと，チャージMµν は座標の Lorentz変換を生成すること

δxρ =

[
− i
2
εµνM

µν , xρ
]
= ερνxν

が見て取れる (10.6.2節参照)．(よってMµν を Lorentz生成子と呼ぶことができる．)

Lorentz共変な交換関係の下では

[Mµν ,Mρσ] = iηµρMνσ − iηνρMµσ + iηµσMρν − iηνσMρµ (612)

が導かれる (導出は 10.6.2節)*197．これは (テンソル方程式なので)添字を光錐成分に選んでも成立し，

[M+−,M+I ] = iM+I , [M−I ,M−J ] = 0, etc. (613)

を与える (10.6.2節参照)．この交換関係を満たす類似の演算子Mµν を構築できない理論は Lorentz不変なも

のではない．

5.9 相対論的な量子開弦

本節では

• 光錐ゲージにおいて開弦の量子化を行う．
• 全空間を満たした D-ブレインの存在を仮定する (↔自由端点の境界条件)．

5.9.1 光錐 Hamiltonianと交換子 [11, pp.233–237]

光錐ゲージにおいて

Pσµ = − 1

2πα′X
µ′, Pτµ =

1

2πα′ Ẋ
µ, Ẋ− =

1

2α′
1

2p+
(ẊIẊI +XI ′XI ′) (614)

⇒ Pτ− =
π

2p+

(
PτIPτI + XI ′XI ′

(2πα′)2

)
(615)

と書けることに注意する (導出は 10.7.1節)．

5.8.1節における点粒子に関する基本となる力学変数 (xI , x−0 , p
I , p+)からの類推により，弦に関する基本と

なる Schrödinger演算子の組を
(XI(σ), x−0 ,PτI(σ), p+)

とし，これらの間に交換関係

[XI(σ),PτJ(σ′)] = iηIJδ(σ − σ′), [x−0 , p
+] = −i

を課す (その他の交換子はゼロ)．対応する Heisenberg 演算子 (XI(τ, σ), x−0 (τ),PτI(τ, σ), p+(τ)) も同じ同
時刻交換関係 (正準交換関係)

[XI(τ, σ),PτJ(τ, σ′)] = iηIJδ(σ − σ′), [x−0 (τ), p
+(τ)] = −i (616)

*197 我々はこの交換関係を式 (328)において既に見ている．
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を満たす*198．

Hamiltonianが τ 方向の並進操作

∂

∂τ
=
∂X+

∂τ

∂

∂X+
= 2α′p+

∂

∂X+
↔ 2α′p+p−

を生成しなければならないことから*199，弦の Hamiltonianを

H =2α′p+p− = 2α′p+
∫ π

0

dσPτ−

=πα′
∫ π

0

dσ

(
PτI(τ, σ)PτI(τ, σ) + XI ′(τ, σ)XI ′(τ, σ)

(2πα′)2

)
(∵式 (615)) (617)

と仮定する*200．実際，上で設定した交換関係を用いると，この Hamiltonianに対し Heisenberg方程式は，

例えば XI(τ, σ)の運動方程式
ẊI(τ, σ) = 2πα′PτI(τ, σ) (618)

を与えることが確かめられる (導出は 10.7.1節)．これは古典的な運動方程式 (614)と整合しているから，上

の Hamiltonianは適正である．なお古典的な境界条件は量子論において，変数を演算子に置き換えた式にな

る．例えば Neumann境界条件は演算子 ∂σX
I(τ, σ)に対する条件式

∂σX
I(τ, σ) = 0, σ = 0, π

になる．

最後に次節で正準交換関係 (616)を弦座標のモード展開における振動子の交換関係に読み替えるための準備

として，ẊI ±XI ′ を考える．ここで得た運動方程式 ẊI(τ, σ) = 2πα′PτI(τ, σ)および再び上で設定した交
換関係を用いると， [

(ẊI ±XI ′)(τ, σ), (ẊJ ±XJ ′)(τ, σ′)
]
=± 4πα′iηIJ

d

dσ
δ(σ − σ′), (619)[

(ẊI ±XI ′)(τ, σ), (ẊJ ∓XJ ′)(τ, σ′)
]
=0 (620)

が示される (複号同順，0 ≤ σ, σ′ ≤ π，導出は 10.7.1節)．

5.9.2 振動子の交換関係 [11, pp.237–242]

波動方程式と境界条件は演算子 XI(τ, σ)に対しても成立するので (境界条件については 5.9.1節，波動方程

式については 10.7.2節)，古典的な弦座標と同様 (5.5.4節)，

XI(τ, σ) = xI0 +
√
2α′αI0τ + i

√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αIn cosnσe

−inτ

*198 右辺の計量テンソルについて，例えば電磁場 Aµ の共変な量子化の際にも，同様の交換関係 (313):

[Aµ(x, t), Ȧν(x′, t)] = −igµνδ(x− x′)

が用いられる (計量の定義の違い gµν = −ηµν に注意) [10, p.92]．
*199 物理的な状態 |ψ, τ⟩に対する Schrödinger方程式 i ∂

∂τ
|ψ, τ⟩ = H |ψ, τ⟩を想起せよ．

*200 これは光錐エネルギー p− を適当に無次元化したものとして理解できる．ここで Hamiltonian が無次元となるのは，時間座標 τ

を無次元に選んだことによる．

275



とモード展開できる．そして 5.9.1節で得た交換関係 (619)，(620)から，振動モード αIn に対する交換関係

[αIm, α
J
n] = mηIJδm+n,0 (621)

を引き出せる (導出は 10.7.2節)．さらにこれと交換関係

[XI(τ, σ), ẊJ (τ, σ′)] = 2πα′[XI(τ, σ),PτJ(τ, σ′)] = 2πα′iηIJδ(σ − σ′) (622)

(第 2の等号は式 (618)による)を用いると，αI0 =
√
2α′pI(5.5.4節)が交換関係

[xI0, p
J ] = iηIJ (623)

を満たすことを確かめられる (導出は 10.7.2節)．振動子の交換関係 (621)より pI = αI0/
√
2α′ は振動モード

αJn とは交換する．

弦の古典論において振動子 aµn は n ≥ 1に対して定義されており，これに対して古典変数 αµn は

αµn = aµn
√
n, αµ−n = aµ∗n

√
n

によって導入された (5.5.4節)．そこで演算子 aIn, a
I†
n を

αµn = aµn
√
n, αµ−n = aµ†n

√
n, n ≥ 1

で定義すると，αIn の交換関係 (621)は

[aIm, a
J†
n ] = δm,nη

IJ , [aIm, a
J
n] = 0, [aI†m , a

J†
n ] = 0 (624)

となる (導出は 10.7.2節)．よって aIn(したがって αIn, n ≥ 1)は消滅演算子，aI†n (したがって αI−n, n ≥ 1)は

生成演算子である．

なお αIn と aIn の関係により，弦座標の実数性の条件 (αµn)
∗ = αµ−n は“Hermite性”

(αIn)
† = αI−n (n ≥ 1)

に置き換わったことになる．(これは n ≥ 1に対して αI−n, α
I
n をそれぞれ生成・消滅演算子に同定できるため

に必要なことである．)αI0 =
√
2α′pI における pI を Hermite演算子とすると，これは n = 0に対しても正し

い．ここから XI(τ, σ)が Hermite演算子となることが保証される (導出は 10.7.2節，ただし xI0 は Hermite

演算子と仮定している)*201．

5.9.3 横方向の Virasoro演算子 [11, pp.246–248]

X−(τ, σ)のモード展開における展開係数 α−
n は，横方向の Virasoroモード

L⊥
n ≡

1

2

∑
p∈Z

αIn−pα
I
p

を用いて
√
2α′α−

n = 1
p+L

⊥
n と与えられた (5.5.5節)．量子論に移行すると L⊥

n は Virasoro“演算子”となる．

ここで n = 0に対しては αIn−p と αIp は非可換だから，その順序が問題となる．

*201 この条件がもともと弦座標の実数性の条件であったことを考えれば，これは自然な結果である．
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Virasoro演算子 L⊥
0 を正規順序，すなわち消滅演算子 αIp が生成演算子 αI−p の右側に配置されている順序

で定義する (p > 0)．(本稿では正規順序化された演算子を N[· · · ]と表すことにすると，)L⊥
0 は

N[L⊥
0 ] =

1

2
αI0α

I
0 +

∞∑
p=1

αI−pα
I
p = α′pIpI +

∞∑
p=1

paI†p a
I
p

として再定義される (これは Hermiteである)．この措置は正規順序化定数

a =
1

2
(D − 2)

∞∑
p=1

p (625)

のシフト
L⊥
0 = N[L⊥

0 ] + a

をもたらす (導出は 10.7.3節)．ところで p− は以下のように L⊥
0 と関係付けられているから，p

− にも，した

がって質量の自乗の演算子にも定数シフトが導入される (結果について 10.7.3節で補足)：

2α′p− =
√
2α′α−

0 (5.5.4節)

=
1

p+
L⊥
0

=
1

p+
(N[L⊥

0 ] + a),

M2 =− p2 = 2p+p− − pIpI = 1

α′

(
a+

∞∑
n=1

naI†n a
I
n

)
. (626)

付加定数 a = 1
2 (D − 2)

∑∞
p=1 pは無限大であるように見えるけれど，数学公式

∞∑
p=1

p = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · = − 1

12
(627)

(証明は 10.7.3節)を認めれば，これは有限値

a = − 1

24
(D − 2)

をとる．次節では量子力学的な無矛盾性の要請から同じ結果が得られることを説明する．

5.9.4 Lorentz生成子 [11, pp.254–257]

弦の作用の Lorentz不変性に伴うチャージ (581):

Mµν =

∫ π

0

(XµPτν −XνPτµ)dσ

(ただし開弦を仮定し 0 ≤ σ ≤ π とした)は，光錐ゲージにおいて

Mµν = xµ0p
ν − xν0pµ − i

∞∑
n=1

1

n
(αµ−nα

ν
n − αν−nαµn) (628)
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とモード展開される (導出は 10.7.4節)．そこで量子 LorentzチャージM−I を

M−I =x−0 p
I − 1

2
(xI0p

− + p−xI0)− i
∞∑
n=1

1

n
(α−

−nα
I
n − αI−nα−

n ) (629)

(非 Hermiteな項− xI0p−を対称化して Hermiteにした)

=x−0 p
I − 1

4α′p+
{
xI0(N[L

⊥
0 ] + a) + (N[L⊥

0 ] + a)xI0
}
− i√

2α′p+

∞∑
n=1

1

n
(L⊥

−nα
I
n − αI−nL⊥

n )(
∵
√
2α′α−

n =
1

p+
L⊥
n , 2α′p− =

1

p+
(N[L⊥

0 ] + a)

)
と考えると (上式 (629)の各項の Hermite性について，10.7.4節で説明)*202，これは Hermiteであり正規順

序化されている．このM−I に対して

[M−I ,M−J ] = − 1

α′(p+)2

∞∑
m=1

(αI−mα
J
m − αJ−mαIm)

[
m

{
1− 1

24
(D − 2)

}
+

1

m

{
1

24
(D − 2) + a

}]
となる (導出は行わない)．Lorentz 不変性の条件 [M−I ,M−J ] = 0(5.8.2 節) が成り立つことを要求すると，

時空次元 Dと粒子の質量の定数シフト aが

D = 26, a = − 1

24
(D − 2) = −1

に確定する．第 2式は 5.9.3節で無限和の計算から得られた結果 a = 1
2 (D − 2)

∑∞
p=1 = − 1

24 (D − 2)と同一

である．

a = −1を踏まえると，Hamiltonianは式 (617):H = 2α′p+p−，および 2α′p− = 1
p+ (N[L⊥

0 ] + a)(5.9.3節)

より
H = 2α′p+p− = N[L⊥

0 ]− 1 (630)

で与えられる．

5.9.5 状態空間の構築 [11, pp.257–262]

運動量固有状態 |p+, p⃗T ⟩を基底状態 (真空状態)，すなわち

aIn |p+, p⃗T ⟩ = 0, n ≥ 1, I = 1, 2, · · · , 25

を満たす状態とする．

注意 ここでの真空状態はその呼び名に反して運動量 p+, p⃗T の 1 つの弦が存在する状態である．場の理論

では真空状態 |Ω⟩ が基底状態であり，これに (粒子の) 生成演算子が作用して 1 粒子状態 |p+, p⃗T ⟩ =
a†p+,p⃗T |Ω⟩ が作られる．これとは対照的に弦理論では運動量固有状態 |p

+, p⃗T ⟩ が基底状態 (真空状態)

であることになる．

ここから一般的な基本状態

|λ⟩ =
∞∏
n=1

25∏
I=2

(aI†n )λn,I |p+, p⃗T ⟩

*202 本稿では正規順序化を N[· · · ]によって表している．n ̸= 0に対して L⊥
n = N[L⊥

n ]である．
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が作られる．ここに非負の整数 λn,I は aI†n が基底状態 |p+, p⃗T ⟩に作用する回数である．また生成演算子どう
しは可換だから，その順序を気にする必要はない．

質量の自乗の演算子 (626):

M2 =
1

α′ (−1 +N⊥)

(a = −1を考慮した)における励起の数演算子

N⊥ ≡
∞∑
n=1

naI†n a
I
n

を考える．基本状態 |λ⟩に関する N⊥ の固有値 N⊥
λ は，その基本状態を作っている生成演算子のモード番号

の和

N⊥
λ =

∞∑
n=1

25∑
I=2

nλn,I (631)

になることが分かる (説明は 10.7.5節)．例えば

|λ⟩ =aI†5 a
J†
3 aJ†3 aK†

2 aJ†1 aI†1 |p+, p⃗T ⟩ (I, J について和をとらない)

⇒ N⊥
λ =5 + 3 + 3 + 2 + 1 + 1

である．

M2 = 1
α′ (−1 +N⊥)より基底状態 (固有値 N⊥ = 0)に対して質量の自乗はM2 = −1/α′ < 0となる．こ

のように粒子質量mが純虚数の仮想的な相対論的粒子は ‘タキオン’と呼ばれる*203．

またM2 = 0となる無質量状態は，固有値 N⊥ = 1を持つ状態

aI†1 |p+, p⃗T ⟩ , I = 2, 3, · · · , 25

の重ね合せ
25∑
I=2

ξIa
I†
1 |p+, p⃗T ⟩

として実現される．これは光錐ゲージにおける 1光子状態は式 (605):

D−1∑
I=2

ξIa
I†
p+,p⃗T

|Ω⟩

と対応付けられる．我々は開弦の量子論において無質量で偏極を持ち，それ故，光子状態に対応する状態が得

たことになる．この結論は質量のシフト (正規順序化定数 a = −1)に多分に依存している．
このように量子弦のそれぞれの状態 |λ⟩ は，確定した運動量を持つ 1 粒子状態を表す (多粒子状態ではな

い)．ここでは生成演算子は粒子数を増加させるのではなく，粒子の種類を変えていると言える．1本の弦を量

子化しているため，得られる粒子が 1個であるというのは自然である．

*203 そのような粒子は，速度を v とするとエネルギー E = |m|c2{v2/c2 − 1}−1/2 を持ち，通常の因果律の枠外において振舞う超光
速粒子 (v ≥ c)ということになる．
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5.9.6 運動方程式 [11, pp.262–264]

点粒子の量子化では，粒子を記述する波動関数が対応する場の量子論の古典場に同定される [11, pp.221–

222]．

• “第 1量子化”

点粒子の量子化 → 1粒子状態．

• “第 2量子化”

1粒子状態の波動関数に対する Schrödinger方程式を

スカラー場の古典的な場の方程式と再解釈し，場を量子化 → 多粒子状態．

また場の量子論において場によって記述される粒子が弦理論からも現れるならば，弦理論から粒子と関係する

場を導けると期待するのは自然である．実際そのような場は，弦の状態を表す波動関数に同定される．その証

拠として本節では弦に関して波動関数の満たす Schrödinger方程式が，場の古典的な場の方程式と同型である

ことを見る．

基本状態 aI1†n1
· · · aIk†nk

|p+, p⃗T ⟩の重ね合せを

|Ψ, τ⟩ =
∫

dp+dD−2pTψI1···Ik(τ, p
+, p⃗T )a

I1†
n1
· · · aIk†nk

|p+, p⃗T ⟩ , D = 26 (632)

と書いて ψI1···Ik(τ, p
+, p⃗T ) を導入すると，(⟨p+, p⃗T |Ψ, τ⟩ = ψI1···Ik(τ, p

+, p⃗T ) だから) これは (運動量空間

の)波動関数である*204．ところで Hamiltonian(630):H = N[L⊥
0 ] − 1には 5.9.5節で導入した数演算子 N⊥

が入っており，
H = α′pIpI +N⊥ − 1 (633)

と書ける (導出は 10.7.6節)．一般的な状態 |Ψ, τ⟩が満たす Schrödinger方程式

i
∂

∂τ
|Ψ, τ⟩ = H |Ψ, τ⟩ , H = α′pIpI +N⊥ − 1 (634)

は波動関数に対する式

i
∂

∂τ
ψI1···Ik = (α′pIpI +N⊥ − 1)ψI1···Ik (635)

になる (導出は 10.7.6節)．ただしここでの N⊥ は状態 |Ψ, τ⟩における演算子 N⊥ の固有値 (n1 + · · · + nk)

である．

これはスカラー場 ϕ(τ, p+, p⃗T )に対する式 (602):

i
∂ϕ

∂τ
= α′(pIpI +m2)ϕ (636)

と同じ形をとる (開弦の光錐ゲージ条件 X+ = 2α′p+τ を念頭に時間座標 x+ を変数 τ に変換した)．

特にタキオン状態 |p+, p⃗T ⟩(固有値 N⊥ = 0)の波動関数 ψ に対してこれは

i
∂ψ

∂τ
= (α′pIpI − 1)ψ

*204 この波動関数 ψI1···Ik (τ, p
+, p⃗T )は，基本状態を作る振動子のモード番号 {ni}を含まない．
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となり，スカラー場 ϕ(τ, p+, p⃗T )に対する式 (636)でスカラー場の質量を m2 = −1/α′ と置いたものと完全

に一致する*205．

また N⊥ = 1の波動関数 ψI に対しては

i
∂ψI
∂τ

= α′pJpJψI

となり，これはMaxwell場 AI(τ, p+, p⃗T )の満たす式

i
∂

∂τ
AI = α′pJpJAI (637)

(導出は 10.7.6節)と完全に一致する．

5.10 相対論的な量子閉弦

5.10.1 モード展開と交換関係 [11, pp.275–280]

ゲージ条件
n ·X = α′(n · p)τ, n · p = 2πn · Pτ

の下では，開弦と閉弦のいずれに対しても

制約条件 (Ẋ ±X ′)2 = 0,

運動方程式 Ẍµ −Xµ′′ = 0,

Pσ,Pτの式 Pσµ = − 1

2πα′X
µ′, Pτµ =

1

2πα′ Ẋ
µ

が成り立つ (5.5.3節)．閉弦を考えよう．このとき σ の値が 2π の整数倍だけ異なる点は同じ点を表す．よっ

て周期性条件
Xµ(τ, σ) = Xµ(τ, σ + 2π)

が課せられることに注意して，制約条件 (Ẋ ±X ′)2 = 0の下で波動方程式を解くと

Xµ(τ, σ) = xµ0 +
√
2α′αµ0 τ + i

√
α′

2

∑
n ̸=0

e−inτ

n
(αµne

inσ + ᾱµne
−inσ) (638)

となる (確かに σ に関する周期性が見て取れる，導出は 10.8.1節)．開弦に対する式 αµ0 =
√
2α′pµ(5.5.4節)

と同様に，αµ0 は弦の運動量に比例する：

pµ =

∫ 2π

0

Pτµ(τ, σ)dσ =
1

2πα′

∫ 2π

0

Ẋµ(τ, σ)dσ =

√
2

α′α
µ
0 , ∴ αµ0 =

√
α′

2
pµ.

量子論に移り正準交換関係

[XI(τ, σ),PτJ(τ, σ′)] = iδ(σ − σ′)ηIJ , [x−0 , p
+] = −i, etc.

を課すと，2組の振動子 ᾱ, αに対する交換関係

[ᾱIm, ᾱ
J
n] = mδm+n,0η

IJ , [αIm, α
J
n] = mδm+n,0η

IJ , [αIm, ᾱ
J
n] = 0 (639)

*205 これはタキオンに対してM2 の固有値が −1/α′ であること (5.9.5節)と整合している．
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を得る (導出は 10.8.1節)．ただし ᾱµ0 ≡ α
µ
0 である (上式 (638)の導出過程を参照)．n ≥ 1に対して

αIn =aIn
√
n, αI−n = aI†n

√
n,

ᾱIn =āIn
√
n, ᾱI−n = āI†n

√
n

によって aIn, a
I†
n , ā

I
n, ā

I†
n を導入すると，これらは (開弦の場合と同じ次理由で)

[āIm, ā
J†
n ] = δm,nη

IJ , [aIm, a
J†
n ] = δm,nη

IJ , etc.

を満たすため，生成・消滅演算子となる．xI0 と αJn(n ̸= 0)，αJ0 =
√
α′/2pJ の交換関係

[xI0, α
J
n] =[xI0, ᾱ

J
n] = 0 for n ̸= 0,

[xI0, p
J ] =iηIJ (640)

も見出される (導出は 10.8.1節)．閉弦に対して Hamiltonianは

H = α′p+p− (641)

である (説明は 10.8.1節)．

5.10.2 閉弦の Virasoro演算子 [11, pp.281–284]

閉弦に対しては 2組の横方向 Virasoro演算子

L̄⊥
n =

1

2

∑
p∈Z

ᾱIpᾱ
I
n−p, L⊥

n =
1

2

∑
p∈Z

αIpα
I
n−p

を定義できる．X− を横方向座標に関係付ける式

Ẋ− +X−′
=

1

α′
1

2p+
(ẊI +XI ′)2 =

2

p+

∑
n∈Z

L̄⊥
n e

−in(τ+σ),

Ẋ− −X−′
=

1

α′
1

2p+
(ẊI −XI ′)2 =

2

p+

∑
n∈Z

L⊥
n e

−in(τ−σ) (642)

(第 2の等号については 10.8.2節参照)を X−(の導関数)のモード展開 (795)(10.8.1節)):

Ẋ− +X−′
=
√
2α′

∑
n∈Z

ᾱ−
n e

−in(τ+σ), Ẋ− −X−′
=
√
2α′

∑
n∈Z

α−
n e

−in(τ−σ)

と比較すると，閉弦においても X− の振動子モード ᾱ−
n , α

−
n が横方向 Virasoro 演算子に相当することが分

かる： √
2α′ᾱ−

n =
2

p+
L̄⊥
n ,

√
2α′α−

n =
2

p+
L⊥
n .

n = 0の場合を考えると
αµ0 = ᾱµ0 ⇒ α−

0 = ᾱ−
0

なので
L⊥
0 = L̄⊥

0

が得られる．これは閉弦の任意の状態 |Ψ⟩が L⊥
0 |Ψ⟩ = L̄⊥

0 |Ψ⟩を満たさなければならないという，状態 |Ψ⟩
に対する制約である．
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L⊥
0 , L̄

⊥
0 を正規順序化すると

N[L̄⊥
0 ] =

α′

4
pIpI + N̄⊥, N[L⊥

0 ] =
α′

4
pIpI +N⊥ (643)

(ただし N⊥ ≡
∑∞
n=1 na

I†
n a

I
n，N̄

⊥ ≡
∑∞
n=1 nā

I†
n ā

I
n) および

L̄⊥
0 = N[L̄⊥

0 ]− 1, L⊥
0 = N[L⊥

0 ]− 1 (644)

となるので (10.8.2節参照)，この制約条件は

N⊥ = N̄⊥

と書き換えられることが有用となる．

閉弦に対する質量やHamiltonianを，次のようにVirasoro演算子に関係付けることができる (導出は 10.8.2

節)．

M2 =
2

α′ (N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ]− 2)− pIpI

=
1

α′ (N
⊥ + N̄⊥ − 2), (645)

H =N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ]− 2

=
α′

2
pIpI +N⊥ + N̄⊥ − 2. (646)

Virasoro演算子の閉弦座標への作用として以下が見出される (導出は 10.8.2節)．

• [N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ], X
I(τ, σ)] = −i∂X

I

∂τ
– Hamiltonian H = N[L⊥

0 ] + N[L̄⊥
0 ]− 2は τ -推進を生成する．

• [N[L⊥
0 ]−N[L̄⊥

0 ], X
I(τ, σ)] = i

∂XI

∂σ
– P ≡ N[L⊥

0 ]−N[L̄⊥
0 ]はパラメーター σ の巡回的なずらしを生成する．

∗ 光錐ゲージにおいてもパラメーター σ は固定されず，

σ → σ + σ0 という変換を施せる任意性が残っている．

∗ このことから P は“世界面の”運動量と言える．

– L−
0 = L̄−

0 (⇒ N[L⊥
0 ] = N[L̄⊥

0 ])より，

パラメーター σ のずらし操作の下で閉弦状態 |Ψ⟩は不変：exp(−iPσ0) |Ψ⟩ = |Ψ⟩.

5.10.3 閉弦の状態空間 [11, pp.284–288]

基底状態を |p+, p⃗T ⟩とする状態

|λ, λ̄⟩ =

∏
n,I

(aI†n )λn,I

∏
m,J

(āJ†m )λ̄m,J

 |p+, p⃗T ⟩
(λn,I , λ̄n,I は非負整数)のうち，条件 L⊥

0 = L̄⊥
0 より固有値が

N⊥ = N̄⊥
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を満たすものが一般的な基本状態を成す．この条件はパラメーター σ の巡回的なずらしの操作の下で不変な

閉弦の状態だけが許容されることを意味する (5.10.2節)．

M2 = 2
α′ (N

⊥ + N̄⊥ − 2)より，基底状態 |p+, p⃗T ⟩(N⊥ = N̄⊥ = 0)はM2 = −4/α′ < 0を持つ閉弦タキ

オンである．閉弦タキオンは開弦タキオンに比べて理解がほとんど進んでいない．

M2 = 0の無質量状態は N⊥ + N̄⊥ = 2のとき実現され，条件 N⊥ = N̄⊥ よりこのとき N⊥ = N̄⊥ = 1で

ある．そこで状態 ∑
I,J

RIJa
I†
1 ā

J†
1 |p+, p⃗T ⟩

を考える．一般に行列 (RIJ)はトレースレスの対称部分 (ŜIJ )と，反対称部分 (AIJ)と，単位行列 (δIJ )に

比例する部分に分解できる：
RIJ = ŜIJ +AIJ + S′δIJ .

ここに

SIJ ≡
1

2
(RIJ +RJI) : 対称部分， AIJ ≡

1

2
(RIJ −RJI) : 反対称部分

に対して

S ≡δIJSIJ [= tr(SIJ )],

ŜIJ ≡SIJ −
1

D − 2
δIJS :トレースレスの対称部分，

S′ ≡ S

D − 2

である．

ここでトレースレス部分 ŜIJ の担う状態∑
I,J

ŜIJa
I†
1 ā

J†
1 |p+, p⃗T ⟩ (647)

は，重力子の 1粒子状態に同定される．実際，運動量 (p+, p⃗T )を持つ 1重力子状態は，式 (609):

D−1∑
I,J=2

ξIJa
IJ†
p+,p⃗T

|Ω⟩

で与えられる．重力子の偏極テンソル ξIJ は ŜIJ と同じくトレースレスで対称だから，上の状態 (647)に対

応付けられる．

• 反対称部分 AIJ の担う状態 ∑
I,J

AIJa
I†
1 ā

J†
1 |p+, p⃗T ⟩

↔ 反対称テンソル場 Bµν(Kalb-Ramond場，6.2節)の 1粒子状態．

• トレース部分 S′δIJ の担う状態∑
I,J

S′δIJa
I†
1 ā

J†
1 |p+, p⃗T ⟩ = S′aI†1 ā

I†
1 |p+, p⃗T ⟩

↔ 質量のないスカラー場の 1粒子状態．粒子はディラトンと呼ばれる．

– ディラトン場の期待値は弦の結合 g を決定する [11, p.288]．
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最後に弦状態の波動関数と古典場の関係を論じる．無質量状態 aI†1 ā
J†
1 |p+, p⃗T ⟩の重ね合せ

|Ψ, τ⟩ =
∫

dp+d24pTψIJ(τ, p
+, p⃗T )a

I†
1 ā

J†
1 |p+, p⃗T ⟩

が Schrödinger方程式 i∂τ |Ψ, τ⟩ = H |Ψ, τ⟩を満たすことから，波動関数 ψIJ(τ, p
+, p⃗T ) = ⟨p+, p⃗T |Ψ, τ⟩は

質量のないスカラー場の方程式 (
i
∂

∂τ
− α′

2
pKpK

)
ψIJ(τ, p

+, p⃗T ) = 0

を満たす (我々は同様の計算を開弦に対して行っている)．したがって波動関数の

• トレースレスの対称部分
• 反対称部分
• トレース部分

も同じ方程式を満たす．ところで重力場，Kalb-Ramond場，ディラトン場も光錐ゲージでは，質量のないス

カラー場の方程式 (602): (
i
∂

∂τ
− α′

2
pKpK

)
ϕ(τ, p+, p⃗T ) = 0

(ただし (閉弦の光錐ゲージ条件を想定して)x+ = α′p+τ と設定した) を満たすことから (重力場については

10.5.3節)，これらをそれぞれ重力場，Kalb-Ramond場，ディラトン場と見なすことが正当化される．

5.11 超弦理論入門

ここまではボゾン的な弦の量子化を集中的に学んできた．本節ではフェルミオンを含む理論として，超弦理

論の入門的な解説を行う．本節は難しい題材を扱っているため，読者はいくつかの天下りな説明を受け容れる

必要があるが，それは初学者にとって適度な説明を与えるための配慮である．

5.11.1 反可換な変数と演算子 [11, pp.302–303]

弦理論においてフェルミオンを得るために，世界面上に反可換な古典的変数 ψµα(τ, σ)(α = 1, 2) を導入す

る．(いわゆる Grassmann場である．)ここで b1, b2 が反可換な変数であるとは，

bibj = −bjbi (したがって b 2
i = 0)

が成り立つことを言う．

5.11.2 世界面フェルミオン [11, pp.303–306]

本節では開弦に関して，場 ψµα の境界条件に応じて，Neveu-Schwarz(NS)セクターと Ramond(R)セクター

と呼ばれる 2つの状態の集合が得られることを説明する．

• 光錐ゲージ条件　 ψ+
α = 0

– ψ−
α は ψIα を用いて表される

• Lorentz不変性の条件 [M−I ,M−J ] = 0における交換子 [M−I ,M−J ]には

Xµ だけでなく ψµα も寄与する
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– 時空は 10次元になる

– 質量の自乗の下方シフトは −1の代わりに −1/2になる

光錐ゲージにおいて弦座標 XI と場 ψIα の力学は，X
I に対する作用 SX と ψIα に対する (Dirac)作用

Sψ =
1

2π

∫
dτ

∫ π

0

dσ[ψI1(∂τ + ∂σ)ψ
I
1 + ψI2(∂τ − ∂σ)ψI2 ] (648)

を合わせた全作用 S = SX + Sψ によって記述される (ただしここでは開弦が考えられている)．ψIα が反可換

であることに注意して ψIα に関する作用の変分を計算すると，境界条件

ψI1δψ
I
1 − ψI2δψI2 = 0 (σ = σ∗ ≡ 0, π) (649)

の下で変分原理から運動方程式

(∂τ + ∂σ)ψ
I
1 = 0, (∂τ − ∂σ)ψI2 = 0 (650)

が導かれることが分かる (導出は 10.9.1節)．解は

ψI1(τ, σ) = ΨI1(τ − σ), ψI2(τ, σ) = ΨI2(τ + σ) (651)

という形をとる (10.9.1節で補足)．

境界条件 (649)は
ψI1(τ, σ∗) = ±ψI2(τ, σ∗)

とすると満たされる．ψI1 と ψI2 は作用の式において 2次で現れるので，(−ψIα → ψIα と改めても場 ψIα が満た

す運動方程式は変わらない．よって)一般性を失うことなく，一方の端点 σ∗ = 0において

ψI1(τ, 0) = ψI2(τ, 0)

とできる．このときもう一方の端点 σ∗ = π における 2通りの符号

ψI1(τ, π) = ±ψI2(τ, π) (652)

が物理的意味を持つ．

ΨI(τ, σ) =

{
ψI1(τ, σ) = ΨI1(τ − σ) (0 ≤ σ ≤ π)
ψI2(τ,−σ) = ΨI2(τ − σ) (−π ≤ σ ≤ 0)

を定義するとこれは τ −σの関数であり，σ = 0で連続である．境界条件 (652)は ΨI(τ, σ)に対する境界条件

ΨI(τ, π) = ±ΨI(τ,−π)

になる (複号同順)．

• 複号の上側を選んだ場合の境界条件

ΨI(τ, π) = +ΨI(τ,−π)

は Ramond境界条件と呼ばれ，

ここから得られる開弦の状態は Ramond(R)セクターを成す．

• 複号の下側を選んだ場合の境界条件

ΨI(τ, π) = −ΨI(τ,−π)

は Neveu-Schwarz境界条件と呼ばれ，

ここから得られる開弦の状態は Neveu-Schwarz(NS)セクターを成す．
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5.11.3 Neveu-Schwarzセクター [11, pp.306–309]

Neveu-Schwarz境界条件を満たす，τ − σ の関数 ΨI のモード展開として

ΨI(τ, σ) ∼
∑

r:半整数

bIre
−ir(τ−σ)

の形を考える．(量子論に移行するためにこれを演算子と見なし)展開係数 bIr に反交換関係

{bIr , bJs } = δr+s,0δ
IJ

を課すと，bI−1/2, b
I
−3/2, b

I
−5/2, · · · を生成演算子，b

I
1/2, b

I
3/2, b

I
5/2, · · · を消滅演算子とできる*206．このとき

(bIr)
2 = 0に注意すると，bI−1/2, b

I
−3/2, b

I
−5/2, · · · に関する基底状態を |NS⟩として NSセクターにおける基本

状態は

|λ⟩ =

[
9∏
I=2

∞∏
n=1

(αI−n)
λn,I |p+, p⃗T ⟩

]
⊗

 9∏
J=2

∏
r= 1

2 ,
3
2 ,···

(bJ−r)
ρr,J |NS⟩

 (653)

と書ける (ρr,J は 0か 1の値をとる)．

NSセクターにおける質量の自乗の演算子は

M2 =
1

α′

1

2

∑
p̸=0

αI−pα
I
p +

1

2

∑
r:半整数

rbI−rb
I
r

 (654)

であり，これを正規順序化すると

M2 = N[M2]− 1

2α′ =
1

α′

(
−1

2
+N⊥

)
, N⊥ =

∞∑
p=1

αI−pα
I
p +

∑
r= 1

2 ,
3
2 ,···

rbI−rb
I
r (655)

となる (導出は 10.9.2節)．基本状態 (653)が持ち得る数演算子 N⊥ の固有値および対応する質量の自乗M2

の固有値は

N⊥ = 0,
1

2
, 1,

3

2
, · · · , α′M2 = −1

2
, 0,

1

2
, 1, · · · (656)

である (理由は 10.9.2節)．

F がフェルミオン数を表す演算子であり，したがって

状態がボゾン的 ↔ フェルミオン数が偶数 ↔ 固有値 (−1)F = +1,

状態がフェルミオン的 ↔ フェルミオン数が奇数 ↔ 固有値 (−1)F = −1

となるように演算子 (−1)F を導入する．基底状態 |NS⟩ ⊗ |p+, p⃗T ⟩に関する (−1)F の固有値を −1と決めて
おくと，(等価的に F の固有値を 1と見なせるので，)基本状態 (653)に対して (フェルミオン数 F の固有値

は 1 +
∑
r,J ρr,J だから)

(−1)F |λ⟩ = −(−1)
∑

r,J ρr,J |λ⟩ .

*206 r, sをそれぞれ正の奇数とすると，これは

{bIr , bJs } = 0, {bI−r, bJ−s} = 0, {bIr , bJ−s} = δrsδ
IJ

を意味する．よって bIr と bI−r のいずれか一方を生成演算子，もう一方を対応する消滅演算子と見なせる．
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5.11.4 Ramondセクター [11, pp.309–311]

Ramond境界条件を満たす，τ − σ の関数 ΨI のモード展開は

ΨI(τ, σ) ∼
∑
n∈Z

dIne
−in(τ−σ)

という形をとる．(量子論に移行するためにこれを演算子と見なし)展開係数 dIn に反交換関係

{dIm, dJn} = δm+n,0δ
IJ

を課すと，dI−1, d
I
−2, d

I
−3, · · · を生成演算子，dI1, dI2, dI3, · · · を消滅演算子とできる．

NSセクターの場合に ΨI が半整数モードの指数関数によって展開されたのと異なり，Rセクターにおいて

は 8個のゼロモード dI0(I = 2, · · · , 9)がある．これらの線形結合は 4つの生成演算子

ξ1, ξ2, ξ3, ξ4

と，対応する 4つの消滅演算子になることが判明する．真空状態 |0⟩をとると，ここから相異なる ξi を偶数個

持つ状態

{|Ra⟩} = {|0⟩ , ξ1ξ2 |0⟩ , ξ1ξ3 |0⟩ , ξ1ξ4 |0⟩ , ξ2ξ3 |0⟩ , ξ2ξ4 |0⟩ , ξ3ξ4 |0⟩ , ξ1ξ2ξ3ξ4 |0⟩}

および相異なる ξi を奇数個持つ状態

{|Rā⟩} = {ξ1 |0⟩ , ξ2 |0⟩ , ξ3 |0⟩ , ξ4 |0⟩ , ξ1ξ2ξ3 |0⟩ , ξ1ξ2ξ4 |0⟩ , ξ1ξ3ξ4 |0⟩ , ξ2ξ3ξ4 |0⟩}

が作られる．これらが Ramond基底状態 |RA⟩を成す．|0⟩がフェルミオン的である，すなわち

(−1)F |0⟩ = − |0⟩

とすると，|Ra⟩状態はフェルミオン的 (固有値 (−1)F = −1)であり，|Rā⟩状態はボゾン的 (固有値 (−1)F =

+1)となる．(dIn)
2 = 0に注意すると，基本状態は

|λ⟩ =

[
9∏
I=2

∞∏
n=1

(αI−n)
λn,I |p+, p⃗T ⟩

]
⊗

[
9∏

J=2

∞∏
m=1

(dJ−m)ρm,J |RA⟩

]

と書ける (ρm,J は 0か 1の値をとる)．

Rセクターにおける質量の自乗の演算子は

M2 =
1

α′

1

2

∑
p ̸=0

αI−pα
I
p +

1

2

∑
n∈Z

ndI−nd
I
n

 (657)

である．αI 振動子の項と dI 振動子の項の正規順序化定数は打ち消しあってゼロになり (確認は 10.9.3節)，

M2 = N[M2] =
1

α′

∑
n≥1

(αI−nα
I
n + ndI−nd

I
n)

を得る．例えば状態 αI−1d
J
−1 |Ra⟩における |Ra⟩を |Rā⟩に置き換えれば，フェルミオン数の偶奇の異なる状

態 αI−1d
J
−1 |Rā⟩が作られる．よって各質量レベルにおいてボゾン的な状態とフェルミオン的な状態が等しい

数だけ現れる．これは世界面における超対称性である (Xµ と ψµα は世界面において定義されているから)．
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5.11.5 開いた超弦 [11, pp.314–316]

Rセクターにおいて，Lorentz変換の下で

• dI0 はベクトル成分として変換する．
• |Ra⟩と |Rā⟩はそれぞれスピノルとして変換する．

– 2種類の異なるフェルミオンが存在するという事実を反映．

∗ しかしここから 2種類の時空フェルミオンを得ることはできない．

|Ra⟩と |Rā⟩の一方はボゾン的な状態だから．
∗ |Ra⟩を時空のフェルミオン，|Rā⟩を時空のボゾンと同定することもできない．
時空のボゾンはスピノル添字 āを持ちえないから*207．

そこで固有値 (−1)F = −1の状態だけを含む集合 (R−セクターと呼ばれる)だけからすべてのフェルミオン

が得られるものと考え，Rセクターを R−セクターに縮小する．R−セクターに含まれる世界面におけるフェ
ルミオン的な状態が，時空におけるフェルミオン状態に対応するものと見なす．なお (−1)F = +1となる R

状態の集合を R+セクターと呼ぶ．

一方，NS セクターに関しては固有値 (−1)F = +1 のボゾン的な状態だけを残すことにする．これらは

NS+セクターを成す．このとき

• タキオン状態 (α′M2 = −1/2)である基底状態 |NS⟩ ⊗ |p+, p⃗T ⟩はフェルミオン的なので捨て去られる．
• 1光子状態に同定される無質量状態 bI−1/2 |NS⟩ ⊗ |p+, p⃗T ⟩はボゾン的な状態なので保持される．

このとき R− セクターと NS+ セクターの組合せによって定義される開弦理論は，各質量レベルにおいて

フェルミオン的な状態とボゾン的な状態を同数持つことが示される (説明は 5.11.5節)．超弦理論の備えるこ

の対称性を超対称性という．

5.11.6 閉じた超弦 [11, pp.316–320]

閉弦の理論において振動子 α, ᾱはそれぞれ e−in(τ+σ), e−in(τ−σ) の展開係数である (式 (638))．そこで生成

演算子 α, ᾱの作る状態をそれぞれ左進セクター (添字 Lで表す)，右進セクター (添字 Rで表す)と呼ぶ．左

進セクターと右進セクターの各々は開弦の状態に当たり，それぞれ NSセクターと Rセクターを持つ．

超対称性を備えた閉弦理論を得るために，状態を

左進セクター：

{
NS+
R−

}
, 右進セクター：

{
NS+
R+

}
と縮小する理論を IIA型と呼ぶ．IIA型の理論における無質量状態は

(NS+,NS+) : b̄I−1/2 |NS⟩L ⊗ bJ−1/2 |NS⟩R ⊗ |p+, p⃗T ⟩ 8× 8個のボゾン状態，
(NS+,R+) : b̄I−1/2 |NS⟩L ⊗ |Rb̄⟩R ⊗ |p+, p⃗T ⟩ 8× 8個のフェルミオン状態，
(R−,NS+) : |Ra⟩L ⊗ bI−1/2 |NS⟩R ⊗ |p+, p⃗T ⟩ 8× 8個のフェルミオン状態，
(R−,R+) : |Ra⟩L ⊗ |Rb̄⟩R ⊗ |p+, p⃗T ⟩ 8× 8個のボゾン状態

で与えられる．無質量の (NS+,NS+) ボゾンは 2 つの Lorentz 添字を持ち，重力子と Kalb-Ramond 場と，

ディラトンの 1粒子状態に同定される．

*207 「時空の」という但し書きは，世界面におけるボゾン・フェルミオンとの区別を強調するために用いられている．
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状態を

左進セクター：

{
NS+
R−

}
, 右進セクター：

{
NS+
R−

}
と縮小する理論を IIB型と呼ぶ．

II型理論の無質量 R-Rボゾンは次のようにまとめられる (場は添字関して反対称)．

IIA型における R-R無質量場： Aµ, Aµνρ

IIB型における R-R無質量場： A, Aµν , Aµνρσ

II型超弦理論において安定となる D-ブレインは，これらの場と結合する．

• II型 (閉弦のみ)

開いた超弦の複製を左進部分と右進部分に充てて組み合わせる

– IIA型

– IIB型

• ヘテロ型 (閉弦のみ)

開いたボゾン的な弦を左進部分，開いた超弦を右進部分として組み合わせる．

– E8 × E8 ヘテロ型

– SO(32)ヘテロ型

• I型 (閉弦と開弦)

無向の (12.6節参照)閉弦と開弦による超対称な理論

注意 ここでは 1980年代の摂動論的観点の下で「閉弦のみ」としてある II型の超弦理論も，

D-ブレインを導入して考えるならば開弦を併用することになる (6.7節，6.8節)．

以上の 5種類の超弦理論とM理論 (膜を含んでいるが弦理論ではない)は，唯一の理論の異なる極限と見な

される．ボゾン的な弦の理論も単一の理論に含まれるかはまだ不明である．
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6 弦理論《発展編》

本章では文献 [2](B.ツヴィーバッハ『初級講座 弦理論《発展編》』) の内容を基に，弦理論のさらに発展的

なトピックについて紹介する．ただし本稿では概略を述べるに留め，式の導出などの詳細は，以下のページに

て公開している文献 [2]の自己完結的なノートに譲ることにする．

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/

6.1 D-ブレインとゲージ場

25 次元の全空間を埋める D25-ブレインが存在する場合には，開弦の両端の座標が全て自由端の境界条件

(適当なゲージの下で Neumann 境界条件に帰す) を満たす．これに対し空間に p(< 25) 次元の単純な“超

平面”
xa = x̄a(= const), a = p+ 1, · · · , d

として拡がる Dp-ブレインを仮定すると，ここに接続された開弦の端点 (σ = σ∗ = 0, π)は，弦座標の xa 方

向成分が Dirichlet境界条件 Xa(τ, σ∗) = x̄a を満たす．ただし時間座標 X0 と組合せて光錐座標 X± を定義

するために，Neumann境界条件を満たす空間座標X1 が最低 1つは必要なので，1 ≤ p(< 25)を仮定しよう．

ここでは次の 2つの場合のみを具体的に調べる．

• 両端を共通の Dp-ブレイン上に持つ開弦 (図 100参照)

• 平行な 2つの Dp-ブレインの間の開弦 (図 101参照)

まず両端を同じ Dp-ブレインに接続している開弦について，Dirichlet境界条件 Xa(τ, σ∗) = x̄a の下での弦

座標のモード展開

Xa(τ, σ) = x̄a +
√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αane

−inτ sinnσ

には新たな特徴が現れる．

• 端点が xa = x̄a に止まり続けることから期待されるように，

xa 方向の (正味の時間平均)運動量 pa での並進を表す τ の 1次の項が現れない．

図 100 両端を共通の Dp-ブレイン上に持つ開弦 図 101 平行な 2つの Dp-ブレインの間の開弦
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• x̄a は単なる定数であって，演算子にはならない．

量子化を行うと D25-ブレインの場合と同様，基底状態としてタキオンが得られ，また D25-ブレインにおいて

(d− 1)個あった光子状態は，Dp-ブレインでは (p− 1)個の光子状態と (d− p)個のスカラー状態になる．

• 基底状態　 |p+, p⃗⟩
D25-ブレインの場合と同じ質量M2 = −1/αを持つタキオン状態．
タキオン場は Dp-ブレイン上のスカラー場．

• 無質量状態　 (M2 = 0)

– (p− 1)個の状態　 ai†1 |p+, p⃗⟩ , i = 2, · · · , p
独立な古典場 AI に応じて (d− 1)種類の 1光子状態が得られたのと同様に，

これは光子状態であり，Lorentz添字 iを持つ Dp-ブレイン上の Lorentzベクトル場である

Maxwell場に関係する．

– (d− p)個の状態　 aa†1 |p+, p⃗⟩ , a = p+ 1, · · · , d
ブレインに垂直な方向を示す添字 aはブレインの Lorentz添字ではなく，

単なる番号のラベルであり，Dp-ブレイン内のスカラー場が対応する．

ただし p⃗ ≡ (p2, · · · , pp)はブレインに沿う横方向運動量である．これらの場がどこに存在するのかを明確に結
論付けるのには成功していない．しかしながら弦の状態 |Ψ, τ⟩を表す運動量空間の波動関数は

⟨p+, p⃗|Ψ, τ⟩ = ψ···(τ, p
+, p⃗)

という形をとるので (「· · ·」は状態 |Ψ, τ⟩を構築する生成演算子のラベル)，弦の状態を表す場に同定される

座標空間の波動関数は，Dp-ブレインの世界領域を張る (p + 1)個の座標 x+(∼ τ), x−, xi(i = 2, · · · , p)を引
数に持つことになる．このため素朴には，場は Dp-ブレイン上に存在すると考えるのが自然である．

次に 2つの平行な Dp-ブレイン
xa = x̄a1 , xa = x̄a2

のそれぞれに端点を持つ開弦を考えると，質量の自乗
(
x̄a
2−x̄

a
1

2πα′

)2
という寄与が加わる：

M2 =

(
x̄a2 − x̄a1
2πα′

)2

+
1

α′ (N
⊥ − 1), N⊥ ≡

∞∑
n=1

p∑
i=2

nai†n a
i
n +

∞∑
m=1

d∑
a=p+1

maa†ma
a
m.

これは粗く単純に解釈すれば，弦が張力 T0 = 1/2πα′ でD-ブレインの間隔 |x̄a2− x̄a1 |だけ引き伸ばされて得る
静止エネルギーの自乗となっている．このため基底状態 (N⊥ = 0)における質量の自乗は，間隔 |x̄a2− x̄a1 |に応
じてM2 ⋛ 0のいずれにもなり得る．また質量を持つMaxwellゲージ場は p次元空間において，質量のない場

合の自由度 (p− 1)よりも 1つ多い p個の状態を持つ．このため上で見たN⊥ = 1の状態は，ここでは (d− p)
個の状態 aa†1 |p+, p⃗⟩のうち 1つが (p− 1)個の状態 ai†1 |p+, p⃗⟩と合わせて質量 (の自乗)M2 =

(
x̄a
2−x̄

a
1

2πα′

)2
を持

つMaxwellゲージ場を形成し，残り (d− p− 1)個の状態がそれぞれスカラー場を持つ*208．以上の場はある

意味で“両方の”D-ブレインに存在しており，2つの D-ブレインが離れているという事実を反映して，場は

非局所的な相互作用を持つことになる．

*208 このようにMaxwell 場という用語は質量を持つ場を含め，“Maxwell 型”の場の方程式に従うゲージ場一般を指すのにも用いら
れる．
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図 102 ゲージ場の相互作用の起源となる，Dp-ブレイン上での弦の端点の結合

ブレイン i に始点 (σ = 0) を持ち，ブレイン j に終点 (σ = π) を持つ弦を [ij] セクターと呼ぶ (後述の

ように弦には始点から終点に向かう向きがある)*209．N 個の Dp-ブレインが互いに重なり合っているとき

(|x̄a2 − x̄a1 | = 0)，各 [ij]セクターは質量のない 1つのゲージ場を持つことになる．ところで弦の始点と終点

の属するブレインの選び方はそれぞれ N 通りだから，全部で N2 個のセクターが，したがって N2 個の無質

量ゲージ場が存在する．これらの場の相互作用は U(N)Yang-Mills理論によって記述される．弦の描像では

実は，このような場の相互作用は異なる弦の端点が同一の D-ブレイン上で結合する過程によって生じる．図

102のように [ij]セクターの弦の終点と [jk]セクターの弦の始点が j 番目のブレイン上で結合すると，この点

はもはや端点ではないから，結果として形成される弦は j 番目の D-ブレインには接続しておらず，[ik]セク

ターの弦となる．このことを

[ij] ∗ [jk] = [ik]. (j について和をとらない)

と表記する．

6.2 弦のチャージと電荷

場の古典論において粒子がMaxwell場 Aµ と相互作用するのと同様に，弦と結合する場を考えると，(場と

相互作用する能力としての)弦のチャージが自然に導入されることを論じよう．

適正な作用の結合項を得るには，弦と相互作用する無質量のゲージ場は，添字に関して反対称な 2階テンソ

ル場 Bµν でなければならないことが結論される．そのような場は Kalb-Ramond場と呼ばれ，それ自身，閉

弦理論から現れる状態であることからその実在性が示唆されている．また閉弦は D-ブレインによる拘束を受

けないことから，全時空に存在する Kalb-Ramond場を想定できる．

最小作用原理から Kalb-Ramond場 Bµν の運動方程式を導こう．場の強度は電磁場の強度 (電磁場テンソ

ル)Fµν = ∂µAν − ∂νAµ に類似の完全反対称テンソル

Hµνρ ≡ ∂µBνρ + ∂νBρµ + ∂ρBµν

*209 これまで演算子や基底状態のセクターラベル [ij]を省略してきた．
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として定義される．弦と場に対する完全な作用は

S = Sstr −
∫

dDxBµνj
µν − 1

6κ2

∫
dDxHµνρH

µνρ

で与えられる (Sstr は弦自体の作用)．ただし

jµν(x) ≡ 1

2

∫
dτdσδD(x−X(τ, σ))

∂X [µ

∂τ

∂Xν]

∂σ

であり，ここで反対称化の記法 a[µbν] ≡ aµbν − aνbµ (言わば“添字に対する交換子”)を用いている．これ

は荷電粒子とMaxwell場の相互作用系に対する完全な作用

S = −m
∫

ds+

∫
dDxjµAµ −

1

4κ 2
0

∫
dDxFµνF

µν

と比較される式である．このとき最小作用原理から場の方程式

1

κ2
∂ρH

µνρ = jµν

が導かれる．これはMaxwell方程式 ∂νF
µν = jµ に類似しており，通常の電荷保存則 ∂µj

µ = 0がMaxwell

方程式 ∂νF
µν = jµ に含まれているのと同様に，ここから保存則

∂µj
µν = 0, j⃗0 = (j01, · · · , j0d) : チャージ密度

が得られる．こうして予告通り，弦の保存するチャージ Q⃗ =
∫
dDx⃗j0 が見出される．

チャージの密度 j⃗0 の性質を調べよう．静的ゲージ X0 = τ を用いて j⃗0 の定義式を評価すると

j⃗0(x⃗, t) =
1

2

∫
dσδ(x⃗− X⃗(t, σ))X⃗ ′(t, σ)

となる．これは弦のチャージ密度ベクトル j⃗0 が弦の上にのみ存在し，弦に正接し，σ の増加する方向を指す

ことを意味している．我々が“向きを持つ (有向の)”弦を考えていることを反映して，σ の増加する向きを変

えるとチャージ密度 j⃗0 の符号は反転する．j⃗0 の定義式は sgn
(
∂(τ,σ)
∂(τ ′,σ′)

)
= +1となる (つまりパラメーター

空間 (τ, σ)を反転しない) パラメーターの付け替え τ, σ → τ ′, σ′ に対して不変なので，j⃗0 が弦に沿って始点

から終点に向かうことはゲージに依らない意味を持つと考えられる．

j⃗0 は保存するチャージの密度であるという意味で，電流密度ではなく電荷密度に対応するけれど，その性

質に関してはむしろ電流密度によく似ている．まず保存則 ∂µj
µν = 0は，チャージ密度 j⃗0 が空間において発

散を持たないこと ∇⃗ · j⃗0 = 0を含意している．これは電荷密度 ρの時間変化しない静磁気学において，電荷

保存則により電流密度はわき出しがゼロになり，電流は滞ることなく流れ続けることに類似している．静磁気

学とのアナロジーをさらに推し進めることができる．簡単のために通常の 4 次元時空を考えよう．場の強度

H0kl に双対な“磁場”

BHk ≡
1

2
εklmH

0lm

(ただし εijk は ε123 = 1を満たす完全反対称テンソル)を定義すると，場の方程式は電流密度とする Ampère

の法則の形
∇⃗ × B⃗H = κ2j⃗0

になる．このためある閉曲線に沿う“磁場”B⃗H の周回積分を求めると，閉曲線を貫く j⃗0 の束を，したがっ

て弦の本数を計算したことになる (定数係数の違いを除いて，図 103参照)．
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図 103 曲面 S を貫く弦のチャージ密度 j⃗0 と面の縁 Γに沿う“Kalb-Ramond場”B⃗H の周回積分

弦のチャージの保存によればチャージ密度 j⃗0 はわき出さないから，静磁気学の電流と同様，孤立弦はルー

プして閉弦を形成するか，または無限に伸びた開弦でなければならない．ところが D-ブレインに接続した弦

の端点でチャージ密度 j⃗0 は止められるから，一見するとチャージの保存はそこで破綻する．この点を理論的

に詳しく述べると次のようである．すなわち古典電磁気学において理論のゲージ不変性と電荷保存則には密接

な関係があったように，弦理論においても保存則 ∂µj
µν = 0が成立するならば，場 Bµν の運動方程式は場の

ゲージ変換
Bµν → B′

µν = Bµν + δBµν , δBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ

に対して不変となることが保証される．ところが (両端を共通の Dp-ブレイン上に持つ開弦に対して)，実際に

作用 (特にゲージ不変性が非自明な，弦と Kalb-Ramond場の結合項 SB)のゲージ変換に伴う変化量を計算す

ると，

δSB =

∫
dτΛm∂τX

m

∣∣∣∣
σ=π

−
∫

dτΛm∂τX
m

∣∣∣∣
σ=0

となり (ただしm = 0, 1, · · · , pは (時間成分を含めた)ブレインに沿う方向成分)，このブレイン上の境界項は

運動方程式を不変には留めない．したがって保存則 ∂µj
µν = 0は成り立たないことになる．これは既に得ら

れたチャージの保存則と矛盾しており，我々の議論に見落としがあったと言わねばならない．ここで D-ブレ

イン内にはMaxwell場 Am が存在できることを思い出そう．その源として弦の端点が (Maxwell場と関係す

る)電荷 ±q を持つと仮定し，作用にMaxwell場と弦の端点の適正な結合項∫
dτAm(X)

dXm

dτ

∣∣∣∣
σ=π

−
∫

dτAm(X)
dXm

dτ

∣∣∣∣
σ=0

を加え，Bµν のゲージ変換と同時にMaxwell場を

Am → A′
m = Am + δAm, δAm = −Λm

と変換すれば*210，作用のゲージ不変性は (したがってチャージの保存は) 回復する．この結果は次のように

解釈される．すなわち図 104 のように弦の端点は電荷を持ち，D-ブレインの内部 (だけ) に電場線を作る．

チャージ密度 j⃗0 は電場に担われて D-ブレインの“内部へ”流れ込むため，端点で止まらず保存則を破らない．

*210 これは通常のゲージ変換 δAµ = ∂µεとは別に定義される．
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図 104 チャージ密度 j⃗0 は端点の持つ電荷の作る電場 E⃗ に担われ，D-ブレイン内に流れ込む

6.3 閉弦の T双対性

閉弦の理論ではひとつの次元が半径 R に巻き取られた世界と，ひとつの次元が半径 α′/R に巻き取られた

世界 (α′ は長さの自乗の次元を持つことを思い出そう)は区別できない．この対称性は T双対性と呼ばれ，T

はトロイダル (toroidal)を，トロイダル (輪環型)はコンパクト化した空間が輪環 (トーラス)状であることを

意味する．以下，閉弦の T双対性について説明する．

26次元時空において座標 x25(≡ x)が同一視 x ∼ x+ 2πRによって，半径 Rの円に巻き取られている場合

を考える．このとき弦座標X0, X1 を用いて光錐座標X± を定義することができる．弦座標をX25 ≡ X と略
記し，これを除く横方向座標を Xi(i = 2, 3, · · · , 24)と書く．一般に弦が xの正の向きに円筒を m回周回し

ているとき (mは整数)，弦の“巻き数”は mであると言われ，巻き数が多くなっても σ の全範囲を常に 2π

と設定すれば，弦座標は
X(τ, σ + 2π) = X(τ, σ) +m(2πR)

を満たす (図 105参照)．巻き数が異なる弦同士は，連続的な変形によって相互に移行させることが不可能で

あり，それゆえ閉弦の巻き数は，個々の弦のトポロジー的な性質と見なされる．

運動量の単位を持つ“巻き量”(winding)

w ≡ mR

α′

を導入すると，上記の巻き数がmとなる条件は

X(τ, σ + 2π) = X(τ, σ) + 2πα′w

と書き換えられる．この下で弦座標は

X(τ, σ) =XL(u) +XR(v),

XL(u) =
1

2
xL0 +

√
α′

2
ᾱ0u+ i

√
α′

2

∑
n̸=0

ᾱn
n
e−inu,

XR(v) =
1

2
xR0 +

√
α′

2
α0v + i

√
α′

2

∑
n ̸=0

αn
n
e−inv
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図 105 様々な巻き数mを持つ円筒上の閉弦．yは横方向座標の 1つ．(a)m = 0，(b)m = 1，(c)m = −1，

(d),(e)m = 2．

という形を持ち，またコンパクト化から生じる新たな特徴として，巻き量が w = 0でない限り ᾱ0 は α0 と等

しくならないこと

w =
1√
2α′

(ᾱ0 − α0)

が導かれる．さらに 1
2 (x

L
0 + xR0 ) ≡ x0 とおき，x25 方向の運動量 p = 1

2πα′

∫ 2π

0
Ẋdσ = 1√

2α′ (α0 + ᾱ0) を用

いると，弦座標のモード展開は

X(τ, σ) = x0 + α′pτ + α′wσ + i

√
α′

2

∑
n ̸=0

e−inτ

n
(ᾱne

−inσ + αne
inσ)

とまとめられる．(この展開式においてコンパクト化の影響は，巻き量の項 α′wσ に現れている．)

コンパクト化した方向の弦座標 X に対しても通常の正準交換関係

[X(τ, σ),Pτ (τ, σ′)] = iδ(σ − σ′)

を課すと，コンパクト化のない場合と同じ振動子の交換関係

[ᾱm, ᾱn] = [αm, αn] = mδm+n,0, [αm, ᾱn] = 0

が得られる．また x0 を含む非自明な交換関係としては，

[x0, α0] = [x0, ᾱ0] = i

√
α′

2
, ∴ [x0, p] = i, [x0, w] = 0

が導かれる．このとき巻き量 w は X に現れるすべての演算子と可換になっていることに注意しよう．この結

果の最も保守的な解釈として，巻き量 w が単なる定数であるということが考えられる．しかしながら (2種類

のゼロモード α0, ᾱ0 が区別されることは 2種類の運動量があることを示唆しており，そこで) 巻き量 w を運

動量 pと同列の運動量演算子と見なし，wの固有値が様々に可能な巻き量に対応するという解釈することにし
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よう．x0 は同一視 x0 ∼ x0 + 2πRを導入された円周上の座標なので，交換関係 [x0, p] = iによりこれと共役

な運動量となる pは

p =
n

R
(nは整数)

と量子化される．もう 1つの運動量 wの固有値は

w =
mR

α′ (mは整数)

のように量子化されている．

今，我々が扱っている x25 方向がコンパクト化した時空における量子閉弦に対して，任意の消滅演算子を作

用させると消失するような基底状態は，p+, p⃗T = (p2, · · · , p24)とコンパクト化方向の運動量 p = n/R，巻き

量 w = mR/α′ によって指定され，
|p+, p⃗T ;n,m⟩

と表される (ここに p⃗T = (p2, · · · , p24) であり，n,m はコンパクト化方向の運動量 p = n/R と巻き量

w = mR/α′ に関する整数)．しかしこれが物理的な状態となるとは限らない．実際ここでも α−
0 = ᾱ−

0 が，し

たがって L⊥
0 = L̄⊥

0 が成立する．そして今の場合 α0 ̸= ᾱ0 であることに関係して，これは N⊥ = N̄⊥(レベル

整合条件)を意味せず，代わりに
N⊥ − N̄⊥ = α′pw = nm

を帰結する．この制約条件により，厳密な意味での基底状態は n = 0またはm = 0の状態に限られる．理論

の一般的な基本状態の候補は[ ∞∏
r=1

24∏
i=2

(ai†r )
λi,r

] ∞∏
s=1

24∏
j=2

(āj†s )λ̄j,s

[ ∞∏
k=1

(a†k)
λk

][ ∞∏
l=1

(ā†l )
λ̄l

]
|p+, p⃗T ;n,m⟩

という形をとり，このうち数演算子の固有値

N⊥ =
∞∑
r=1

24∑
i=2

rλi,r +
∞∑
k=1

kλk, N̄⊥ =
∞∑
s=1

24∑
j=2

sλ̄j,s +
∞∑
l=1

lλ̄l

が制約条件 N⊥ − N̄⊥ = nmを満たす状態だけが実際に許容される物理的な状態となる．

ここではコンパクト化によって得られる物理的な状態を具体的に調べることは省略し，各状態における質量

の自乗に注意を向けよう．コンパクト化方向の運動量 pを含まない式

M2 = 2p+p− − pipi (i = 2, 3, · · · , 24)

によって，コンパクト次元を含まない 25次元Minkowski空間における質量の自乗を定義すると，これは (演

算子として)

M2 = p2 + w2 +
2

α′ (N
⊥ + N̄⊥ − 2)

と計算される．ただし N⊥ ≡
∑∞
p=1 α

I
−pα

I
p, N̄

⊥ ≡
∑∞
p=1 ᾱ

I
−pᾱ

I
p には相変わらずコンパクト化方向の弦座標

における振動子からの寄与が含まれていることに注意する．巻き量 wのM2 への寄与M = |w|は，単純には
張力 1/2πα′ に抗して弦を引き伸ばし，コンパクト化方向の長さ 2πRに |m|周巻き付かせたとき弦の得るエ
ネルギー

1

2πα′ × |m| × 2πR =
|m|R
α′ = |w|
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図 106 半径 R∗ の円に関する反転によって関係付けられる，互いに双対な半径

として (粗く)理解できる．物理的な基本状態での固有値は

M2 =
( n
R

)2
+

(
mR

α′

)2

+
2

α′ (N
⊥ + N̄⊥ − 2)

となる．コンパクト半径 Rに対する依存性が，運動量を介した部分 (n/R)2 と巻き量を介した部分 (mR/α′)2

とで反対になっていることに注目しよう．これにより半径 Rを R̃ ≡ α′/Rに置き換えても，nとmがすべて

の可能な整数の値をとるときに得られる質量の“リスト”(質量スペクトル)は変わらない．このため半径 R

と半径 R̃ = α′/R は互いに双対な半径と呼ぶことができる．双対な半径 R, R̃ は自己双対半径 R∗ =
√
α′(弦

の長さに一致)の円に関する反転 RR̃ = α′ = R∗2 によって関係付けられており，半径 Rの実質的な範囲 (モ

デュライ空間)は R ≥ R∗ に限定されることになる (図 106参照)．

互いに双対な半径 R,α′/Rによるコンパクト化は，質量スペクトルが一致するだけでなく，物理的に互いに

区別できない (T双対性)．この等価性は，すべての交換関係を考慮した 2つの理論の間の演算子写像を示す

ことによって証明される．q0 = (xL0 − xR0 )/2を用いて双対な“座標”演算子

X̃(τ, σ)XL(τ + σ)−XR(τ − σ)

を定義すると，T双対性の証明を通して，

• 半径 Rの円の座標 x0, X に関する運動量を p，巻き量を wとする理論・解釈

• 半径 α′/Rの円の座標 q0, X̃ に関する運動量を w，巻き量を pとする理論・解釈

が区別できないことが見出される．

6.4 開弦および D-ブレインの T双対性

再び x25(≡ x)方向が同一視
x ∼ x+ 2πR

によってコンパクト化している時空において，開弦の伝播を考察しよう*211．ただし全空間を埋める D25-

ブレインの存在を仮定して，開弦の両端は Neumann 境界条件を満たすものとする．開弦のコンパクト化方

*211 以下，これまで通りコンパクト化方向を表す添字 25は省く．
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図 107 コンパクト化半径 R̃で D24-ブレインを持つ双対世界

向の運動量は p = n/R と量子化されるのに対し，コンパクト化半径 R̃ = α′/R を持つ時空では運動量は

p = n/R̃ = nR/α′ と量子化されるので，質量の自乗M2 に対するこれらの寄与 p2 は異なる．(ここまでは閉

弦の場合と同じであるが，) 閉弦の場合と異なり，開弦は次元のコンパクト化があっても常に連続的な変形に

よって点へと縮むことができる．このため開弦は巻き量 w25(≡ w)を持たず，T双対性が成り立たないように

見える．しかしながらコンパクト化半径 R̃ の双対世界は，x方向を Dirichlet方向とするような D24-ブレイ

ンを持つ時空 (図 107参照) になると考えれば，開弦も T双対性を持つ*212．実際，図 107のように双対世界

では開弦の端点はここに接続していなければならないから*213，双対世界の開弦は巻き量 w を持つことにな

り，代わりに Dirichlet境界条件により運動量 pはゼロになる：

p =
n

R
, w = 0 → p = 0, w =

mR̃

α′ =
m

R
.

すると 2つのコンパクト化において，運動量と巻き量からのM2 への寄与が等しくなる．閉弦の場合と同様

に定義される双対な弦座標 X̃ は，実際に D24-ブレインに端点を持つ境界条件を満たすことから，双対世界は

D24-ブレインを持つことが正当化される．さらに

• 交換関係の不変性
• Hamiltonianの不変性

を確かめることで，弦の質量スペクトルに限らない双対世界の完全な物理的等価性が示される．

ここで空間のコンパクト化に伴い，電磁場のゲージ変換を再考する．電磁場と相互作用する荷電粒子 (電荷

q) に対して，電磁ポテンシャル Aµ と粒子の波動関数 ψ のゲージ変換は

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µχ, ψ → ψ′ = eiqχψ

である．視点を変えて，χ(x) そのものではなく U(x) = eiqχ(x) をゲージパラメーターと考えて，ゲージ変

換を

A′
µ = Aµ −

i

q
(∂µU)U−1, ψ′ = Uψ

と書く．するとゲージパラメーター U(x)は固定された各時空点 xにおいて U(1)群の要素と見なすことがで

き，Maxwell理論を U(1)ゲージ理論として捉えることができる．実際，ゲージパラメーター U1(x), U2(x)に

*212 閉弦では境界条件がないから，このようなブレインの有無に言及する必要がなかった．
*213 ただし閉弦の場合と異なり，開弦は D24-ブレインの上で両端が一致して閉じている必要はない．
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よるゲージ変換 1,2を続けて (2 → 1の順に)行ったときに，積 U1U2 が総体としてのゲージ変換のパラメー

ターとなることは，ゲージパラメーター U(x)が U(1)群の要素であるという事実によって表される．

次にコンパクト化した次元の位相的 (トポロジカル)な効果を考察する．xを時空点ではなくコンパクト化

方向の座標とする 1次元の理論では，このように U(x) = eiqχ(x) をゲージパラメーターと見なすと，これは

周期的な条件
U(x+ 2πR) = U(x)

を満たさなければならない．そのためには χ(x)は

qχ(x+ 2πR) = qχ(x) + 2πm (mは整数)

のように準周期的であれば良く，完全に周期的でなくても良い．これを踏まえて，コンパクト化半径 R の円

に沿ってベクトルポテンシャル A⃗が分布している状況を考えよう (すなわちスカラーポテンシャル ϕを含め，

コンパクト化方向成分 Ax 以外の Aµ の成分はゼロである)．このような電磁場 Ax と相互作用する 1個の電

荷 q を想定し，円に沿った無単位の線積分

w ≡ q
∮

dxAx

を定義すると，ゲージ変換 Ax → Ax + ∂χ/∂xに伴い，これは

w → w + q

∮
dx
∂χ

∂x
=w + q (χ(x0 + 2πR)− χ(x0))

=w + 2πm

と変化する (x0 は円上に任意にとった周回積分の始点)．ところがゲージ変換によって物理的な内容は変更さ

れないから，2πmだけ異なる wの値は等価であることになる．そこで wを抽象的な角度変数と見て

w = θ

と書き，“Wilson巡回指標”

W ≡ eiw = exp

(
q

∮
dxAx

)
(= eiθ)

を導入する*214．W はゲージ変換 θ → θ + 2πmに対して不変となっている*215．

なお (θ =)w = q
∮
dxAx は物理的には，係数 q の違いを除けば円を貫く磁束と解釈できる．実際 x方向の

円に沿うポテンシャル Ax の存在は，円を貫く磁束 Φ =
∮
Axdx を意味する．ところが今の場合，円の“内

部”に空間はないので，磁場は存在しない．そしてそれにも関わらず，場 Ax(ただし xを含むすべての座標に

依存しない“一定の”場とする) と相互作用する荷電粒子 (質量m)のエネルギー固有値

El =
1

2m

(
l

R
− θ

2πR

)2

(lは整数)

は θの，したがって Ax の影響を受ける．このような事情は Aharonov-Bohm効果を想起させる [18, pp.183–

188]

*214 “Wilson巡回指標”という呼び方は一般的ではなく，通常W は“Wilsonライン”と呼ばれる．しかしW そのものは x方向の
閉じた線ではなく，あくまでその線において定義された位相因子である．

*215 ゲージ変換が θ → θ + 2πmという形をとるのは U(x)をゲージパラメーターと見なしたためである．もし χ(x)そのものがゲー
ジパラメーターであるならば，χ(x)は厳密な周期条件を満たさなければならず (m = 0)，このときゲージ変換は θ → θ となる．
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図 108 開弦の T双対性とWilson巡回指標の角度変数 θ

さて，D-ブレインと接続する開弦の端点は電荷 ±q を持つことを思い出そう．コンパクト化方向 xへの拡

がりを持つ Dp-ブレインがあるとき，ゲージ場は Dp-ブレインの世界領域に存在するので，これと結合する開

弦の端点の電荷 ±q に関して角度変数 θ = q
∮
Axdxを定義できる．

注意 θ ≡ w = q
∮
Axdxにおける q は ±q を代入し得るような一般の電荷ではなく，

弦の両端の電荷を ±q と書いたときの q であり，それ故，(同じブレインに接続されている)

弦の 2つの端点は共通の θの値を持つことになる．

これに対し双対世界では，実は θ は双対円における D(p − 1)-ブレインの位置を表す角度変数となる (図 108

参照)．

この主張が理に適っていると考えられる理由をいくつか挙げることができる．まず 2π の整数倍だけ異な

る θ の値は物理的に等価であって，θ が角度変数の資格を持つことは既に見た通りである．また直観的に言っ

て，弦は全体として電気的に中性なので，電磁場 Ax(≡ A)の影響を受けない．実際，弦は両端が反対の電荷

±q を持つので，(力学的) 運動量は p → p − qA + qA = p のように不変に保たれ，(力学的運動量 pµ から

M2 = −pµpµ と計算される) 質量の自乗のスペクトルも変わらない．これは双対世界では，D(p− 1)-ブレイ

ンの円における位置 θが，そこに端点を持つ開弦のスペクトルに影響を与えないという，当然期待される事実

に対応する．さらにもとの円に 2つの Dp-ブレインが巻き付いており，弦がそれらの間に伸びている場合を考

えよう (図 109参照)．電荷 +q,−q を持つ端点の位置する Dp-ブレインに加える (“一定の”)ゲージ場をそ

れぞれ A1, A2，対応するWilson巡回指標の角度変数をそれぞれ θ1, θ2 と書く．すると電磁場を加える前の運

動量 p = l/Rが l = 0となる固有状態は，電磁場の存在下で質量の自乗

M2 =

(
θ2 − θ1
2πR

)2

+
1

α′ (N
⊥ − 1)

を持つ．右辺第 1項が電磁場の寄与であり，これは双対世界では我々の解釈に整合して，異なる角度 θ1, θ2 に

位置する 2つの D(p− 1)-ブレインの間で弦が引き伸ばされることで得るエネルギー (質量)の自乗に一致して

いる (図 109参照)： (
θ2 − θ1
2πR

)2

=

(
(θ2 − θ1)

α′

R

1

2πα′

)2

=
(
(θ2 − θ1)R̃T0

)2
.
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図 109 1つの円に巻き付く 2つの Dp-ブレインと，双対世界の D(p− 1)-ブレイン

6.5 電磁場を持つ D-ブレインと T双対性

あらかじめ D-ブレイン内全体に行き渡っているような背景電磁場の，開弦に対する影響を調べよう．背景

場は，その背景場の下で弦の量子化をやり直すことができれば，弦理論において存在が許容される場であると

考えて良い．そして実際に量子化は適正に機能する (証明はしない)．簡単のために一定の強度 Fmn を持つ背

景場だけを考え，背景電磁場が存在する場合の開弦の運動方程式を導こう．既に Kalb-Ramondチャージを保

存するゲージ対称性を回復するために導入した，弦の端点とMaxwellポテンシャル Am との結合項を含めた

作用

S =

∫
dτdσL(Ẋ,X ′) +

∫
dτAm(X)

dXm

dτ

∣∣∣∣
σ=π

−
∫

dτAm(X)
dXm

dτ

∣∣∣∣
σ=0

を出発点とすることができる (Lは南部-後藤 Lagrangian密度)．ただし (これまでと同じく) 次の慣例に従っ

て添字を用いる．

• 添字 µ, ν, · · ·：時空添字 (0, · · · , d)
• 添字m,n, · · ·：ブレインの世界領域の添字 (0, · · · , p)
• 添字 a, b, · · ·：ブレインに垂直な方向の添字 (p+ 1, · · · , d)

このときブレインに沿った座標 Xm に対する適正な自由端点の条件は，結局のところ言わば Neumann型と

Dirichlet型の混合型の境界条件

∂σX
m − 2πα′Fmn∂τX

n = 0, σ = 0, π

に置き換わる (DD座標 Xa には依然として Dirichlet境界条件 δXa = 0が課せられる)．そしてここでも

Pτµ =
∂L
∂Ẋµ

, Pσµ =
∂L
∂Xµ′

という記法を用いると (ただしここでは Lは全 Lagrangian密度ではないので，例えば Pτµ は完全な共役運動
量ではないことに注意する)，境界条件の下で導かれる弦の運動方程式は相変わらず

∂τPτµ + ∂σPσµ = 0

である．
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図 110 電場を持つ Dp-ブレインと，双対円を運動する D(p− 1)-ブレイン

これから電磁場を持つ D-ブレインに双対な描像を紹介する．電磁場が存在するときの違いは境界条件に現

れ，運動方程式は不変だから，結論の証明には戦略として，双対な 2つの世界で境界条件が一致することを確

かめれば十分である．ただし以下では具体的な証明は省略し，結果だけを述べよう．

まず Dp-ブレインの世界領域において，半径 Rにコンパクト化した方向 x25 ≡ xを向く強さ F25,0 ≡ E が

一定の電場が存在する状況を考える (その他の電磁場成分はゼロ)．このとき双対世界では，電場を持たない

D(p− 1)-ブレインが円に沿って一定速度 v = 2πα′E で移動している (図 110参照)．(特に電場が E = 0のと

きは双対円上の D(p− 1)-ブレインは静止しており，既に説明した通常の T双対性に帰着する．) このとき速

度が光速を超えられない条件 v ≤ 1は，ブレイン上の電場が最大値 Ecrit = 1/2πα′ を超えられないことを意

味する．最大値 Ecrit は臨界電場と呼ばれ，その値は弦の張力に一致している．

次に Dp-ブレイン上にゼロでない一定の磁場 F23 = B が存在する場合を考える．ただし Dp-ブレインの世

界領域に含まれる 2方向 (x2, x̃3)のうち x̃3 方向が半径 R̃3 にコンパクト化しているとする．このとき双対世

界は共通の座標 x2 と半径 R3 = α′/R̃3 にコンパクト化した方向 x3 を持つ．そして (磁場のない)D(p− 1)-ブ

レインが図 111のように，
2πα′B = − tanα

で定まる角度 αだけ x2 軸に対して傾いている．(磁場 B がゼロならば回転角度 αもゼロとなって，通常の双

対関係が再現される．また磁場を強くすると回転角度 αは 90◦ に近づく．)

このとき双対世界では x2 方向へ

∆x2 =
2πR3

tanα
n (nは整数)

だけ変位しても物理的状況が変わらないという周期性を持つ．これは Dp-ブレイン上が磁場を持つ元の世界で

は，コンパクト化方向 x̃3 の正しい準周期性を持つゲージ関数 qχ = −nx̃3/R̃3(ただし弦の端点の電荷 q は 1)

による電磁ポテンシャル
A2 = 0, A3 = Bx2

のゲージ変換
A3 → A3 −

n

R̃3

として理解できる．そこで D-ブレインが円筒を |n|回 x3 方向に巻き付くときの x2 方向の幅を

2πR2 =
2πR3

tanα
n
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図 111 磁場は双対世界の D-ブレインを回転させる (x3 は双対世界のコンパクト化方向であり，D(p− 1)-

ブレインは x′
2 軸に沿っている)

図 112 トーラスに巻き付くブレインの連続的変形と，双対世界の描像

と書いて x2 方向にも R2 を半径とするコンパクト化を施すと，双対な 2つの世界はともにトーラスとなる (た

だしここでは n > 1とする)．“巻き数”nはもとの世界で基本領域の面積 (2πR̃3)(2πR2)を貫く磁束

Φ = B(2πR̃3)(2πR2)

の量子数となることが見出される．そして図 112のような磁束を保つ連続的変形を考えたとき，Dp-ブレイン

の磁場は (磁場を表す)n個の D(p − 2)-ブレインがブレイン全体に“溶解”(dissolve)したものと捉えること

ができる．

6.6 Born-Infeld理論と D-ブレインの電磁場

D-ブレインの世界領域における電磁場は，非線形電磁気力学の理論の 1つである Born-Infeld理論に支配さ

れる．既に述べたように，弦理論によれば D-ブレインにおける電場は最大値 Ecrit = 1/2πα′ を持つ．他方こ

れから見るように，Born-Infeld理論もまた電場の最大値の制約を組み込んでおり，そのためブレインの電磁
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場を記述するのに適しているように見える．またMaxwell理論では点粒子の静電的な自己エネルギーは無限

大になるのに対し，Born-Infeld理論では電場が最大値を持つことに関係して，点粒子の自己エネルギーは有

限になる．開弦の端点は点電荷なので，弦理論において弦の端点が無限大のエネルギーを持つわけではないこ

とが分かれば安心できる．最後に T双対性から直接に，Born-Infeld理論が D-ブレインにおける電磁場の力

学を支配するという証拠について説明する予定である．

まずは非線形電磁気力学の一般的な枠組みから始めよう．しばらくは 4次元時空を想定し，また光速 cを明

記する．電磁場 E⃗, B⃗ は場の強度 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ の成分

Fi0 = Ei, Fij = εijkBk

としてポテンシャルから導かれることから，源を含まないMaxwell方程式

∇⃗ × E⃗ = −1

c

∂B⃗

∂t
, ∇⃗ · B⃗ = 0

は恒等式としてそのまま成り立つ．次に源と相互作用する電磁場の作用

S =

∫
dDxL(Fµν) +

1

c

∫
dDxAµj

µ

において，電磁場の Lagrangian密度 L(Fµν)は場の強度 Fµν だけに依存し，その微分 (導関数)には依存し

ないものと仮定する．このとき最小作用原理から，Maxwell方程式 ∂νF
µν = 1

c j
µ と同じ形の運動方程式

∂νG
µν =

1

c
jµ, Gµν ≡ − ∂L

∂Fµν

が導かれるので (ただしここでは反対称な場の強度 Fµν による微分を δM = 1
2
∂M
∂Fµν

δFµν によって定義してい

る)，Di ≡ G0i, Hi ≡ 1
2εijkG

jk と定義すれば，これは源を含む場の方程式

∇⃗ · D⃗ = ρ, ∇⃗ × H⃗ =
1

c
j⃗ +

1

c

∂D⃗

∂t

を与える．媒質中の電磁気学の文脈では，ρと j⃗ は“自由な”すなわち媒質に起因する分極電荷や磁性電流を

“含まない”源であり，代わりにMaxwell方程式における E⃗, B⃗ がこのように，一般に非線形な関係

D⃗ = D⃗(E⃗, B⃗), H⃗ = H⃗(E⃗, B⃗)

によって導入される D⃗, H⃗ へと修正される．しかしながら Born-Infeld理論やそれに関連する非線形な電磁力

学の理論は単なる媒質中の電磁気学ではなく，むしろ真空自体がある種の媒質のように振舞うことを想定し

て，真空中の電磁気学を修正するものである．なお Di ≡ G0i,Hi ≡ 1
2εijkG

jk は Lagrangian密度の微分

Di =
∂L
∂Ei

, Hi = −
∂L
∂Bi

として計算できることが分かる．また Hamiltonian密度は

H = D⃗ · E⃗ − L

で定義される．

ここで特に重要となる Born-Infeld理論へと話を進めよう．Born-Infeld理論における Lagrangian密度は

L = −b2
√
1− 2s

b2
− p2

b4
+ b2 = −b2

√
1− E2 −B2

b2
+

(E⃗ · B⃗)2

b4
+ b2
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で与えられる．これは場の不変量

s ≡ −1

4
FµνFµν =

1

2
(E2 −B2), p ≡ −1

4
F̃µνFµν = E⃗ · B⃗

から構築されており，また場の強度 Fµν はゲージ不変だから，ゲージ不変性と Lorentz不変性を持つ．さら

にパラメーター bは場の強度の次元を持ち，Born-Infeld理論 Lagrangian密度は

• E⃗ と B⃗ が小さいときに (s ∼ p≪ b2)，MaxwellLagrangian密度 sに帰着する．

• B⃗ = 0のときに電場の最大値の制約 E ≤ bが存在する．

任意の次元数では

L = −b2
√
−det

(
ηµν +

1

b
Fµν

)
+ b2

である (これは 4次元時空において上式の Lを再現する)．

Born-Infeld 理論では点電荷の自己エネルギーが有限となることを説明する．場の方程式 ∇⃗ · D⃗ = ρ より

(静止した)点電荷 Qは球対称な場 D⃗ = (Q/4πr2)e⃗r を作る (r は電荷からの距離，e⃗r は電荷から見た動径方

向の単位ベクトル)．すると位置 r → 0では D → ∞となる．ところが最大値の制約 E ≤ bから期待される

ように，電場 E⃗ は発散しない．実際，B⃗ = 0のとき

L = −b2
√
1− E2

b2
+ b2, ∴ D⃗ =

∂L
∂E⃗

=
E⃗√

1− E2/b2
, ∴ E⃗ =

D⃗√
1 +D2/b2

なので，D →∞では E → bとなる．このとき体積要素 dV ∼ r2dr に含まれるエネルギー

HdV ∼ Hr2dr ∼ dr

は特異性を持たず，自己エネルギーは有限に留まる．このような事情を反映して，自己エネルギー UQ を丁寧

に計算すると

H =E⃗ · D⃗ − L = b2
√
1 +

D2

b2
− b2,

UQ =

∫
d3xH = b2

∫ ∞

0

4πr2dr

√1 +

(
Q

4πbr2

)2

− 1

 ∼ √bQ3/2

となる．

さて，最後に T双対性を利用して，実際に D-ブレインにおける電磁場が Born-Infeld理論に支配されるこ

との直接的な証拠を示そう．まずは一定の磁場または電場を持つブレインの Lagrangian 密度を見出すため

に，あらかじめ分かっている双対世界のブレインの Lagrangianから出発する．例えば以前考えた，一定の磁

場 B を持つ Dp-ブレインに双対な D(p− 1)-ブレインの Lagrangianは

L = −Vp−2LdiagTp−1(g̃)

と表される．ここにブレインの張力 Tp−1(g̃) と体積 Vp−2Ldiag の積は，静的なブレインの質量 (静止エネル

ギー)を与えている*216．T双対性を利用すると

L = −VpTp(g)
√
1 + (2πα′B)2, Vp ≡ Vp−2(2πR2)(2πR̃3)

*216 D(p− 1)-ブレインの世界領域の 1つが，半径 R2 と R3 にコンパクト化した x2, x3 方向の対角線

Ldiag =
√

(2πR2)2 + (2πR3)2
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と書き換えられる．これは双対世界における磁場を持つ Dp-ブレイン (張力 Tp(g))の Lagrangianと見なすこ

とができ，B = 0の場合には静的な Dp-ブレインの Lagrangian L = −VpTp(g)に帰着する．体積 Vp の係数

L = −Tp(g)
√

1 + (2πα′B)2

が Lagrangian 密度にあたる．同様に T 双対性を利用すると，一定の電場 E のみを持つ Dp-ブレインの

Lagrangian密度
L = −Tp(g)

√
1− (2πα′E)2

が見出される．これらは (4次元時空の)Born-InfeldLagrangian密度とよく似た形をしていることが分かる．

実際，電場の最大値を b = Ecrit = 1/2πα′ と同定した，(任意次元での)Born-InfeldLagrangian密度

L = −Tp(g)
√
−det(ηmn + 2πα′Fmn)

(ただし付加的な定数を省き，全体の規格化定数を改めた)は，これらの電磁場を持つブレインの Lagrangian

密度を再現するため，D-ブレインにおける電磁場は確かに Born-Infeld 理論によって記述されると考えら

れる．

6.7 弦理論と素粒子物理

ここでは素粒子標準模型と多くの特徴を共有する完全な弦モデルの 1つを紹介する．このモデルは暗に D6-

ブレインが安定となる IIA型の超弦理論を想定しており，6-トーラス T 6 において交差する D6-ブレインを含

む．ここで IIA型の超弦理論を出発点とした交差ブレインモデルを詳しく取り上げるのは，これが充分に単純

で，確実な理解が可能だからである．しかしこれは唯一の筋道ではなく，モデルの可能な出発点には 5つの超

弦理論とM理論がある．

素粒子物理の弦モデルへと話を進めるに先立って，標準模型に含まれる粒子について学んでおく．左巻き

(L)と右巻き (R)の粒子 (f)と反粒子 (f̄)を，それぞれの生成演算子

(f†L, f
†
R), (f̄†L, f̄

†
R)

で表す．場の量子論では 2組の対

f†L ↔ f̄†R,

f†R ↔ f̄†L

において，矢印「↔」で繋いだ粒子と反粒子は互いに反対符号の電荷を持つ (大きさは同じ)．ここで電荷は通

常の電磁的な電荷に限らず，色電荷や弱電荷を含めた電荷一般を想定している．このとき例えば f†L と f†R の

電荷を指定すれば，それですべての電荷が決まることになる．もし左巻き粒子 f†L と右巻き粒子 f†R が同じ電

荷を持たないならば，そのフェルミオンはカイラルであると称する．カイラルフェルミオンの左巻き粒子と右

巻き粒子はその定義により異なる電荷を持つので，同じゲージボゾンの組に対して異なる応答をする．カイラ

ルに働くゲージの対称性が破られると，フェルミオンは質量を獲得し，対称性が破れた後は，色の力も電磁力

もカイラルな働き方をしない．

に沿って伸びており，他の (p− 2)方向は体積 Vp−2 にコンパクト化した空間に巻き付いているものと仮定している．また引数 g̃

はこの世界の弦の結合であり，磁場を持つブレインの存在する双対世界での弦の結合は g と書く．
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標準模型におけるフェルミオンはクォークとレプトンともに 3つの“世代”から構成され，世代間で対応す

る粒子の電荷は同じである．そこで 1世代のクォークとレプトンの中で，左巻き粒子と左巻き反粒子の電荷の

リストを作ることにする．まずクォークは，以下の SU(3)c 理論の色電荷を持つ．

• クォークの左巻き状態　 qL

3種類の色 (赤 (red：r)，青 (blue：b)，緑 (green：g))の基本状態

qLr, qLb, qLg → SU(3)群の表現 3 (SU(3)行列M が作用)．

• 反クォークの左巻き状態　 q̄L

色に関してクォークはカイラルでないので，qL とちょうど反対の色電荷

(反赤 (anti-red：a-r)，反青 (anti-blue：a-b)，反緑 (anti-green：a-g))を持つ：

q̄La-r, q̄La-b, q̄La-g → SU(3)群の表現 3̄ (複素共役な行列M∗が作用)．

また弱い相互作用 SU(2)w のアイソスピン I = 1/2の表現 2は，アイソスピンの第 3成分 I3 が

• I3 = 1/2に対応する香り uの状態　 uL

• I3 = −1/2に対応する香り dの状態　 dL

から成る (前述のように 1世代のクォークを考えているので，香りは uと dの 2種類となっている)．ここで

フェルミオンの電荷表現の記法
(色，アイソスピン)Y

を導入しておく．「色」の欄と「アイソスピン」の欄にはそれぞれ SU(3)と SU(2)の表現を記し，Y には単

に超電荷の値を示す．すると(
uL
dL

)
∼ (3,2)1/6, ūL ∼ (3̄,1)−2/3, d̄L ∼ (3̄,1)1/3

と書ける．(反クォーク ūL, d̄L はアイソスピンが I3(ūL) = I3(d̄L) = 0 なので，SU(2)-1 重項を形成してい

る．) 標準模型の第 1世代に含まれる左巻きのレプトン (粒子と反粒子)は(
νeL
e−L

)
∼ (1,2)−1/2, e+L ∼ (1,1)1, ν̄eL ∼ (1,1)0

と表される．(なお標準理論において，電磁気的な電荷 Qem は，超電荷 Y とアイソスピンの第 3成分 I3 の線

形結合 Qem = Y + I3 によって与えられる．)

次に弦モデルの説明の準備として，D-ブレインの配置を表現する一般的な方法について述べる．超弦理論で

は 10次元の時空を想定する．これを次のように簡単にコンパクト化する．

• 実効的な 4次元時空 (座標 x0, x1, x2, x3)

• コンパクト空間 (座標 x4, · · · , x9)
同一視 xi ∼ xi + 2πR (i = 4, · · · , 9，簡単のため半径 Rは各次元に共通とする)

→ 6次元トーラス (6-トーラス) T 6

ここで 6-トーラスは

x4, x5 方向の 2-トーラス，　 x6, x7 方向の 2-トーラス，　 x8, x9 方向の 2-トーラス
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図 113 各 2-トーラスにおけるブレイン#1,#2と [12]セクターの弦の射影

を併せたものと等価であり，これら 3つの 2-トーラス T 2 に分けて考えられる．D6-ブレインが実効的な空間

座標 x1, x2, x3 の方向に拡がっており，また各 T 2 の中では線分として表される場合を考えよう．例えば 2つ

のブレイン

#1 : x5 = x7 = x9 = 0,

#2 : x4 = x6 = x8 = 0

はそれぞれ各 T 2 において図 113のような線分で表される．ブレインの 2-トーラス T 2 への射影が (線状とな

る場合には，それが)直線状になることは，ブレインに張力があることから理解される．またブレインは (T 2

において)両端が同一視されるような線分となって，閉じていなければならない (さもなくばブレインは無限

の長さを，したがって無限大の静止エネルギーを持つことになる)．簡単のために長さを適当に無次元化して

2-トーラスの基本領域を正方領域 0 ≤ x, y ≤ 1にとると，互いに素な整数の組 (m,n)に対して原点 (0, 0)と

点 (m,n)を結ぶ線分を描き，同一視条件 x ∼ x+1, y ∼ y+1を適用して線分全体を正方領域 0 ≤ x, y ≤ 1の

中に移行すれば，トーラス上に閉じた線が得られる．よってブレインの射影を表す閉じた線分 lは，整数の組

(m,n)で指定できる．このとき一般に 2つの線 l1 = (m1, n1), l2 = (m2, n2)がトーラス上で交差する回数は

#(l1, l2) = m1m2 −m2m1 = det

(
m1 n1
m2 n2

)
で与えられる (図 114参照，交差回数の定義の詳細は省略)．2つの D6-ブレイン aと bを考えると，それぞれ

の配置は各々の 2-トーラス (i = 1, 2, 3で表す)上での 3つの線

l
(a)
i = (ma

i , n
a
i ), l

(b)
i = (mb

i , n
b
i )

によって指定される．ブレイン a, bの T 6 における交差回数は，各 T 2 上での交差回数の積

Iab =
3∏
i=1

#(l
(a)
i , l

(b)
i ) =

3∏
i=1

(ma
i n

b
i −mb

in
a
i )

で与えられる．

さらに D-ブレインと標準模型のゲージ群について説明する．例えば 8 つのグルーオンを記述する

SU(3)Yang-Mills理論 (量子色力学)は，その基になる U(3)理論から得られる．既に説明したように U(3)理

論は 3つの重なり合った D-ブレインから得られ，32 = 9個のゲージ場を持つ．基本状態の変更に伴う場と電
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図 114 線 l1 = (3, 2), l2 = (1, 2)と単位トーラス 0 ≤ x, y < 1における l1, l2 の 4回の交差

荷の再定義により，9個のゲージ場のうち 1つを，他のゲージ場と相互作用を持たない U(1)ゲージ場に分離

できることが示される．具体的には一般的な状態 (基本状態の線形結合)と作用を不変に留めるという制約の

下で，弦が 3つのブレインに持つ U(3)電荷の組 (q1, q2, q3)の 1つを Q1 ∼ (q1 + q2 + q3)となるように再定

義できる．ところがこれらのブレインに始点 (電荷 −1)と終点 (電荷 +1)を両方持つ開弦に対しては

Q1 ∼ q1 + q2 + q3 = (−1) + (+1) = 0

となるので，Q1 に関係する 1つのMaxwell場は電荷Q1 を介して他のゲージ場と相互作用できず，U(1)ゲー

ジ場として分離される．残り 8個のゲージ場が 8個のグルーオンを記述する SU(3)理論 (量子色力学)を定義

する．一般に N 個の重なり合った D-ブレインから得られる U(N)Yang-Mills理論の持つ N2 個のゲージ場

のうち 1つを U(1)ゲージ場に同定し，

U(N) = SU(N)× U(1)

とできる．そこで素粒子の標準模型における完全なゲージ群

SU(3)c × SU(2)w × U(1)Y , c : color, w : weak, Y : hypercharge

における SU(3)c と SU(2)w を得るには，3 つの重なったブレインと 2 つの重なったブレインを想定すれ

ば良い．(ただしこれら 2 組のブレインを重ねてはならない．5 つのブレインが重なると，得られるのは

U(5)Yang-Mills理論となってしまう．)

さて，以上を踏まえて素粒子の標準模型に対する弦モデルの説明に移ろう．T 6 において交差する D6-ブレ

インを，以下のように配置する (以下，ブレインの個数 Ni をブレインの名前として用いる)．

1. 色ブレイン
個数 N1 = 3, l

(1)
1 = (1, 2), l

(1)
2 = (1,−1), l

(1)
3 = (1,−2).

2. 左ブレイン
個数 N2 = 2, l

(2)
1 = (1, 1), l

(2)
2 = (1,−2), l

(2)
3 = (−1, 5).
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図 115 半現実的な交差ブレインモデル (無色ブレイン N4, N5 は慣習的には“レプトニック (軽粒子的)・

ブレイン”と呼ぶのが一般的である)

3. ūL-反クォークを表す弦の終点を置くブレイン (右ブレインと呼ぶ*217)

個数 N3 = 1, l
(3)
1 = (1, 1), l

(3)
2 = (1, 0), l

(3)
3 = (−1, 5).

4. レプトンを得るためのブレイン

個数 N4 = 1, l
(4)
1 = (1, 2), l

(4)
2 = (−1, 1), l

(4)
3 = (1, 1).

5. レプトンを得るためのブレイン

個数 N5 = 1, l
(5)
1 = (1, 2), l

(5)
2 = (−1, 1), l

(5)
3 = (2,−7).

6. d̄L-反クォークを表す弦の終点を置く (右)ブレイン

個数 N6 = 1, l
(6)
1 = (1, 1), l

(6)
2 = (3,−4), l

(6)
3 = (1,−5).

ブレインの各交差部分は実効的な 3次元空間への拡がりを持っている．弦はそのようなブレインの交差部分に

局在している．

さらに各交差部分の弦から現れるフェルミオンは弦の向きに依存する．標準模型の左巻きのフェルミオンを

正しく得るには，実は次の規則に従って，ブレイン a, bの交差回数 Iab の符号から弦の向きを決めれば良い．

規則 ブレイン aとブレイン bの交差部分の組において，|Iab|個の左巻きフェルミオンが存在する．
もし Iab > 0であれば，その左巻き状態はブレイン bからブレイン aへ伸びる弦である．

もし Iab < 0であれば，その左巻き状態はブレイン aからブレイン bへ伸びる弦である．

*217 uR-クォークを表す反対向きの弦が接続するから．
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図 116 交差する D-ブレインと uL-クォーク，dL-クォークを表す開弦

実際，以上よりブレインの配置と各交差部分 [ab] における左巻き状態のフェルミオンを表す弦は，図 115

のように示される．ただし図 115では交差部分に，上記の公式から計算される交差回数 Iab(= −Iba)(ただし
a < b)を付記している．

色ブレイン N1 の組と左ブレイン N2 の組の交差部分 [12]は I12 = 3箇所ある．ここで特にそのうち 1つの

交差部分に注目してみよう．色ブレイン N1 は SU(3)c を得るための 3つの重なったブレイン (前述)であり，

赤，青，緑のラベルで識別される．赤，青，緑の色電荷を持つ左巻きクォーク qL を表す開弦はここに終点を

持つ．また左ブレインN2 は SU(2)w を得るための 2つの重なったブレイン (前述)であり，uL-クォークを表

す開弦はその一方に，dL-クォークを表す開弦はもう一方に終点を持つ (図 116参照)．なお，残り 2つの交差

部分からはその複製として c-クォークと s-クォーク，t-クォークと b-クォークが得られると考えることがで

きる．

ブレインを交差させる必要があるのは次の事情による．すなわち D-ブレインの組を平行に配置することを

考えると，前述のように 2組のブレインを一致させると U(5)Yang-Mills理論が得られてしまうため，ブレイ

ンの組は離して配置しなければならない．そこで D-ブレインの組を分離して平行に配置すると，その間で引

き伸ばされた弦は質量を持つ．ところが現実のカイラルフェルミオンが質量を持つことは許されないため，こ

れでは標準模型のカイラリティを実現できない．

弦が 3つの色ブレインに持つ U(3)電荷の組 (q1, q2, q3)，および弦が 2つの左ブレインに持つ U(2)電荷の

組 (q̄1, q̄2)から分離される U(1)電荷をそれぞれ，

Q1 ≡ q1 + q2 + q3, Q2 ≡ q̄1 + q̄2

と規格化して定義する (Q1 については前述)．すると単純に例えば N2 に始点を持ち (q̄1, q̄2 のいずれかが

−1)，N1 に終点を持つ (q1, q2, q3 のいずれかが +1) 弦に対しては Q1 = 1, Q2 = −1 となることが保証され
る．他の個数 Ni = 1のブレイン N3, N4, N5, N6 に対しても，弦の端点がブレインに持つ U(1)電荷 Qi を定

義する．これは弦の表す粒子の超電荷 Y に対して

Y = −1

3
Q1 −

1

2
Q2 −Q3 −Q5

と寄与するものとする．すると各ブレイン上の終点電荷 +1の超電荷に対する寄与は図 115に Y の値として

書き添えたようになる．
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以上より図 115の各交差部分からは次の電荷表現が得られることが見て取れる．

3(3,2)1/6︸ ︷︷ ︸
[12]

+ 3(3̄,1)−2/3︸ ︷︷ ︸
[13]

+ 3(3̄,1)1/3︸ ︷︷ ︸
[16]

,

6(1,2)−1/2︸ ︷︷ ︸
[24]

+ 6(1,1)1︸ ︷︷ ︸
[34]

+ 6(1,1)0︸ ︷︷ ︸
[46]

,

3(1,2)1/2︸ ︷︷ ︸
[25]

+ 3(1,1)0︸ ︷︷ ︸
[35]

+ 3(1,1)−1︸ ︷︷ ︸
[56]

.

上式の 1行目は単一世代のクォーク(
uL
dL

)
∼ (3,2)1/6, ūL ∼ (3̄,1)−2/3, d̄L ∼ (3̄,1)1/3

の 3つの複製になっている．また上式の 2行目は単一世代のクォーク(
νeL
e−L

)
∼ (1,2)−1/2, e+L ∼ (1,1)1, ν̄eL ∼ (1,1)0

の 6つの複製になっている．これは標準模型で必要とされる 3つの複製の他に，さらに余分の 3つの複製を

含んでいる．我々は望んだ種類よりも余分のレプトンを見出したが，これは D6-ブレインだけを含む矛盾のな

いモデルにおいて避けられないことである．オリエンティフォールド O6-平面 (プレイン)と D6-ブレインを

併用するならば，標準模型に含まれる粒子のスペクトルを“正確に”再現するモデルを構築することが可能

である．交差する D6-ブレインを含むモデルは，標準模型の粒子構成を正確に再現できる最初の弦モデルと

なった．

6.8 弦の熱力学とブラックホール

1本の弦に対して統計力学を適用しよう*218．

“非相対論的”な量子弦を“量子バイオリン弦”と呼ぶことにしよう．これは振動数 ω0, 2ω0, 3ω0, · · · の単
純調和振動子の集団と等価であり，そのエネルギー E = ℏω0N のミクロカノニカル集団の状態数は，数演算

子の固有値 N を和が N となる正の整数へと分割する方法の総数 p(N)で与えられる．N ≫ 1に対して分割

(partitions)の数 p(N)の近似式を導くことは数学的な問題であるけれど，これを物理的に意味付けしつつ行

うことができる．すなわち高温の極限 ℏω0/kT ≪ 1において，カノニカル集団に対して分配関数 Z を計算し，

自由エネルギー F = −kT lnZ(ただし k は Boltzmann定数)を熱力学的関係式に代入すると，エントロピー

S とエネルギー E(したがって N)の関係

S(E) ≃ k2π
√
N

6

が導かれる．これをミクロカノニカル集団に対する Boltzmannの関係式 S(E) = k ln p(N)と比較すると，

ln p(N) ≃ 2π

√
N

6

*218 1 本だけの弦に対する統計力学と言うと奇妙に聞こえるけれど，古典的には粗い描像として，1 本の弦が長さ ls =
√
α′ の素片か

ら成ると考えることができる．
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を得る．高温の極限はN ≫ 1に対応することが分かるので，これは大きなN に対する分割の数 p(N)の近似

式である．より正確には，Hardy-Ramanujanの近似式 p(N) ≃ 1
4N

√
3
exp

(
2π
√

N
6

)
が成立する．

相対論的な弦に対しても (横方向の振動子から構築される)数演算子の固有値 N⊥ に対して，エントロピー

は S = k ln p24(N
⊥)で与えられる (ただし振動方向として b = 24個の横方向があることに対応して，整数 N

を b種類のラベルの付いた整数へと分割する方法の数 pb(N)を考えている)．しかしながら非相対論的な量子

バイオリン弦の式 E = ℏω0N は，例えば開弦に対して

E =M =

√
1

α′ (N
⊥ − 1) ≃

√
N⊥

α′

へと修正される．最後の等号は N⊥ が (1と比べて)大きい場合を想定した近似であり，高エネルギーの場合

に適用できる．上記の応用としてN⊥ が大きい場合の近似式 ln pb(N
⊥) ≃ 2π

√
N⊥b
6 が見出されるので，ミク

ロカノニカル集団に対するエントロピー-エネルギーの関係

S = k ln p24(N
⊥) ≃ k4π

√
N⊥ ≃ k4π

√
α′E

が得られる．このようにエネルギーとエントロピーが比例するのは普通に見られる状況ではなく，このとき

1

T
=
∂S

∂E
= k4π

√
α′

のように温度 T は一定となる．この一定の温度 TH = 1/k4π
√
α′ は Hagedorn 温度と呼ばれる*219．Hage-

dorn温度に対応する熱エネルギー kTH は，第 1質量レベル (M2 が最小の正の値をとる状態 N⊥ = 2)にお

ける静止エネルギー 1/
√
α′ に比べて

kTH

1/
√
α′

=
1

4π
≃ 1

12.6

のように小さい．よって Hagedorn熱エネルギーはほとんどの弦の粒子状態のエネルギーに比べて小さいこと

になる*220．(閉弦に対しても高エネルギーでは，結果的に開弦と同じエントロピー-エネルギーの関係式が得

られる．)

ここで再びカノニカル集団を考えよう．次の目標は体積 V の箱に入っている単一の (相対論的な)開弦の分

配関数を計算することである．弦の一般的な基本状態

|λ, p⟩ =
∞∏
n=1

25∏
I=2

(aI†n )λn,I |p+, p⃗T ⟩

は占有数 λn,I と，光錐エネルギー p− を除く弦の運動量 (p+, p⃗T )(質量殻条件の下で，代わりに運動量の d個

の空間成分 p⃗)で指定される．よって単一の弦の分配関数は

Zstr =
∑

{λn,I}

∑
p⃗

exp

[
−β
√
M2 ({λn,I}) + p⃗2

]
=
∑

{λn,I}

Z
(
M2 ({λn,I})

)

=

∞∑
N=0

p24(N)Z
(
M2(N)

) M2({λn,I}) =
1

α′ (N − 1), N ≡ N⊥ =
∑
n,I

nλn,I


*219 分配関数は任意の熱浴の温度 T に対して計算できるのに対し，そこから高エネルギーの弦の平衡状態を実現するには，温度が (近

似的に)Hagedorn温度 TH をとらなければならないことが結論されたことになる．
*220 相対論的な弦に対しては N⊥ ≫ 1は高温を意味しないので，これは矛盾ではない．
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と書ける．ここに Z(m2) =
∑
p⃗ e

−β
√
m2+p⃗2 は質量mの相対論的な粒子の分配関数であり，統計力学におい

て馴染みある，非相対論的な自由粒子に対する分配関数の導出と似た手法で計算できる (ただしここでは空間

次元は dである)．これを踏まえてさらに計算を進めると，T < TH の場合だけ分配関数は収束し，TH の下側

から T → TH とすると N ≫ 1からの寄与が重要となって，分配関数は

Zstr ≃
211

π
V (kTH)

25

(
TH

TH − T

)
, T → TH

と求まる．

最後にブラックホールのエントロピーについて議論する．高温の気体がブラックホールに引き込まれると

き，気体とブラックホールから成る系の総エントロピーは減少できないので，ブラックホールは最低限，気体が

持っていたエントロピーを獲得しなければならない．このような素朴な議論からも期待されるように，通常の

4次元時空における定常的な Schwarzschildブラックホール (質量M，ブラックホールの半径 (Schwarzschild

半径)R = 2GM，G:Newton定数)は，(質量を持つことに伴って)Bekensteinエントロピー

SB

k
= 4πGM2

を持つことが知られている (Boltzmann定数 k で割って無次元化してある)．しかしブラックホールが質量だ

けを持つ特異点であるとするならば，エントロピーを生じる微視的状態が何であるかを理解するのは困難であ

る．そこで運動量がゼロの弦の非常に重い (高い励起を持つ)状態がブラックホールを形成すると考え，弦理

論を用いて Schwarzschildブラックホールのエントロピーを説明することを試みる．静止エネルギーM の弦

のエントロピーは，上記のミクロカノニカル集団に対する式

S ≃ k4π
√
α′M

で与えられる．このエントロピーは自由な弦 (したがって弦の結合 g = 0) に関する計算結果であり，示

量性 Sstr ∼ M ∼ L(弦の長さ) を持っている．他方，ブラックホールのエントロピー SB は示量性がなく

(SB ∼M2)，また Newton定数
G ∼ g2α′ = g2l 2

s

は弦の結合 g をゼロに設定するとゼロになるため，SB は相互作用の必要な領域において計算されていること

になる．このように両者は表面的には一致しない．ところがディラトンの期待値を変更して (可逆過程)，弦の

結合 g を有限の値から小さくしていく場合を考えると，エントロピー SB/k は一定であり，ブラックホールの

質量M ∼ 1/g は増大し，ブラックホールの半径 Rは減少することになる．Bekensteinエントロピーの前提

とする一般相対性理論の有効となる最小値 R∗ = ls に Rが達したときの，弦の結合を g∗ とする．現実的に結

合 g∗ は極めて小さくなければならないことを踏まえ，結合 g∗ での弦のエントロピーを自由な弦のエントロ

ピー Sstr で代用すると，g∗ に対するブラックホールの質量M∗ と同じ質量を持つ弦のエントロピーは，結合

に依らないブラックホールの一定のエントロピーと

SB

k
∼ 1

g 2
∗
,

Sstr

k
∼ 1

g 2
∗

のように，少なくとも定性的に一致する．なお最大荷電ブラックホールと呼ばれるある種の 5 次元ブラック

ホールに関しては，ブラックホールのエントロピーは弦モデルによる計算結果と正確に，定量的に一致する．
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図 117 クォークと反クォークが色の場の流束線群によって結合し，中間子を形成している様子

6.9 強い相互作用と AdS/CFT対応

• 強粒子 (ハドロン)励起の角運動量 J とエネルギー E の関係は，

おおよそ Regge (レッジェ)軌跡と呼ばれる直線 J = α′E2 に乗る．

古典的な回転する開弦もこれと同じ関係を持つことから，

弦理論は強い相互作用の理論となり得る可能性が示唆される．

– (弦の)量子化によって角運動量の値は離散的になり，

J と E2 の線形な関係は付加定数の修正を受ける (J = α′E2 + β′)．

これはデータとの一致のために必要なことであった．

• 中間子はグルーオンを介して (強い相互作用により)束縛し合ったクォークと反クォークの対であり，

弦の描像では中間子は一端にクォーク，他端に反クォークを持つ開弦として捉えられる．

開弦本体は色の流束線が集まった細い管状構造を表している (図 117参照)．

– クォークが単独の孤立状態で観測されないことは，弦の張力に逆らって

クォークと反クォークを引き離すのに無限大のエネルギーが必要となることから理解される．

– クォークと反クォークの間のポテンシャルエネルギーの鍵となる特徴は，

単純な弦のモデルからも現れる．

• このように (クォークと反クォークの複合体である)中間子に 1本の弦が対応する理論は，

個々のクォークに弦が対応する前述の理論と並行し得る，

QCD (量子色力学)を正確に記述する弦理論と信じられる．

ここでゲージ理論を弦理論によって記述することに関連して，AdS/CFT対応に話題を転じる．これは下記

のゲージ理論と閉弦の理論の物理的な等価性のことである．

• ゲージ理論：
N 個の重なり合った D3-ブレイン系において

低エネルギーで生じる超対称 SU(N)ゲージ理論 (すなわち CFT)

• 閉弦理論：
その D3-ブレイン系によって形成される

重力的な背景に密接に関係する時空 (AdS5 を含む)の中の IIB型超弦理論

ここに

• AdS：超弦理論における，コンパクト化のない 5つの次元が形成する
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“反 de Sitter (アンチ-ド・ジッター)”時空 (AdS5 と表記)．

その境界を成す 4次元Minkowski時空にゲージ理論の場が存在する．

• CFT：ゲージ理論が共変場理論 (conformal field theory：CFT)であること．

であり，ゲージ理論の場は AdS5 の境界を成す 4次元Minkowski時空に存在する (言い換えれば，閉弦はゲー

ジ理論が存在する空間を境界として持つような，次元がひとつ高い空間の中を伝播する)．AdS/CFT対応は

Yang-Mills流のゲージ理論が既に，ある種の重力理論を内在していることを示唆している．また AdS/CFT

対応は重力が存在する物理的世界が，言わば境界の場の理論をホログラムデータとして再生された立体像に過

ぎないことを意味し得るため，その ‘実在性’に対して哲学的な疑問を投げかける．AdS/CFT対応で考えられ

ているのは超対称性を持つ SU(N)ゲージ理論であるのに対し，QCDは超対称性を持たないゲージ理論であ

り，弦理論によって QCDを記述する方法はまだ見出されていない．しかし AdS/CFT対応は，そのような

記述が存在し得ることの強力な論拠を与えている．

AdS/CFT対応の詳しい説明の準備として，D-ブレインの重力効果が及ぶ距離尺度について述べておく．一

般に質量M を持つ物体が作る重力場に対して，RD−3 ≡ G(D)M によって特徴的な距離尺度 R を導入する

と，これは重力の及ぶ距離の目安となる．Dp-ブレインに対してこの距離は(
R√
α′

)D−p−3

∼ gN

となることを証明でき，これによれば弦の結合 g → 0または gN → 0とすると R→ 0となり，重力効果はゼ

ロになる．

AdS/CFT対応はまだ証明されていない．以下では最初に AdS/CFT対応を動機付けた議論の 1つとして，

低エネルギー極限の描像を基調とする議論を紹介する．D3-ブレインの数 N を固定して弦の結合定数 g を変

化させることで，2つの極限 gN ≪ 1, gN ≫ 1を調べる．

まず gN ≪ 1の場合を考えると，次の 2つの系が得られる．

1. 10次元Minkowski時空における閉弦の系

• 前述のように，gN ≪ 1では重力効果を無視できる → 平坦な 10次元Minkowski時空

• 低エネルギー極限 α′ → 0*221では G(10) ∼ g2(α′)4 はゼロになり，閉弦の場は自由場になる．

2. 超対称 4次元 U(N)Yang-Mills理論

• D3-ブレインに接続している開弦は低エネルギー極限 E ≪ 1√
α′ では

質量を持つ状態になれないので，無質量の U(N)Yang-Mills理論によって記述される．

(場は D3-ブレイン上に，したがって 4次元時空に存在すると見なされる．)

• 前述のように，実際にはひとつのゲージ場が分離し，
相互作用を持つ理論として残るのは SU(N)Yang-Mills理論である．

これら 2つの系も結合 G(10) → 0により相互作用を持たずに共存することになる．

次に gN ≫ 1の場合を考える．すると前述のように重力効果が重要になる．このとき D3-ブレインの拡が

る方向に直交する 6次元空間の幾何学 (重力を表す)は図 118のように狭路 (throat)状となり，図 118の円で

表されている 5次元球面 S5 は狭路内を進むにしたがって，一定の体積に近づく．狭路の無限の先の“終端”

*221 弦のエネルギー尺度は 1√
α′ であり，すべてのエネルギー E をある値以下 E ≤ E0 に固定して α′ → 0 とすれば，低エネルギー

の条件 E ≪ 1√
α′ が成立する．
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図 118 狭路 (throat)の幾何

は地平 (ホライズン)と呼ばれる．地平付近の幾何は AdS5 × S5 となることが判明する．6次元空間ではブレ

インは点として現れ，(それは狭路の無限の先へと追い出されるので，)この幾何においてもはや D3-ブレイン

は現れない．こうして

1. 遠方の領域を表す平坦な空間における低エネルギー閉弦の系

2. 地平付近の AdS5 × S5 の幾何を背景とする IIB型超弦の系

という 2つの分離した系が得られる．

以上で見たように低エネルギー極限では，gN ≪ 1と gN ≫ 1の 2つの領域において 2つの分離した系が

生じる．実際には低エネルギー極限において“すべての”gN の値の下で 2 つの系への分離が起こる．その

一方は平坦な時空における自由な閉弦の系である．もう一方の系は gN ≪ 1 では SU(N)Yang-Mills 理論，

gN ≫ 1では AdS5×S5 における IIB型の超弦理論となっている．これらは実際には同じものであり，gN の

中間的な値においても両者は等価になっているというシナリオが AdS/CFT対応である (図 119参照)．

最後に AdS時空の幾何について説明する．通常 AdSn+1 時空は，2つの時間座標 u, vと n個の空間座標 xi

に対して，
ds2 = −du2 − dv2 + dxidxi (i = 1, · · · , n)

で与えられる計量を持つ平坦な空間R2,n に埋め込まれた曲面

−u2 − v2 + xixi = −R2

として定義される．これは独立な時間的方向を 1つだけ含むことを踏まえて，

u = z cos t, v = z sin t
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図 119 AdS/CFT対応 (低エネルギー極限の描像)

によって，u, v の代わりに (無次元の)時間 tと付加的な座標 z を導入すると，

周囲の計量の式： ds2 = −z2dt2 − dz2 + dxidxi,

曲面の式： − z2 + xixi = −R2

となる．dt = 0 で与えられる AdS 時空の“空間”は双曲型空間 Hn の幾何となっており，次のように双

曲面 Hn をパラメトライズする ξi(i = 1, · · · , n) 座標を導入できる．すなわち双曲面上の点 P(z, x⃗)(ただし

x⃗ = (x1, · · · , xn)) に対して，P と点 Q(−R, 0⃗) を直線で結び，超平面 z = 0(スクリーン) との交点 P′ の

xi 座標を点 P の座標 ξi として用いる (図 120 参照)．また r =
√

(ξ1)2 + · · ·+ (ξn)2 と表記する．最後に

ξi/R→ ξi(したがって r/R→ r)と座標を無次元化して再定義すると，座標 t, ξi に関して AdSn+1 に誘導さ

れた計量は

ds2 = R2

[
−
(
1 + r2

1− r2

)2

dt2 +
4dξiξi

(1− r2)2

] (
r =

√
ξiξi

)
となる．(計量が定まれば AdS時空を内に含む高次元の空間を想定することなく，AdS時空を理解できる．)

r → 1はHn の任意の点から無限に離れた境界に対応する．共形因子 (1− r2)2/4R2 を乗じると，共形境界

を持つ時空の世界距離は

ds′
2
=

(1− r2)2

4R2
ds2 = −

(
1 + r2

2

)2

dt2 + dξidξi

で与えられる*222．共形境界 r = 1の近くでは

ds′
2 ≃ −dt2 + dξidξi

となり，共形境界は球面 Sn−1 : ξiξi = 1と時間軸から形成される．AdS5時空に関しては，共形境界がR×S3

となる．AdSを背景とする IIB型超弦理論に対して双対なゲージ理論は，このような境界に存在する．

*222 共形因子 Ω2 の導入 ds′2 = Ω2ds2 は空間に入れた座標系をそのままにして計量を，したがって空間の幾何学そのものを変更して
いる．しかしながら時空の共形境界に対する正接ベクトルの性質 (空間的，時間的，零)など，興味ある情報は不変に保たれる．
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図 120 M3 における双曲面H2 への座標 ξi の導入

6.10 弦の共変な量子化

Lorentz不変性が明白な弦の量子化

• 利点
– D0-ブレインにも適用できる．

(光錐量子化では光錐座標を定義する Neumann型の弦の空間座標 X1 が 1つ必要．)

– 弦理論において現れる場の方程式が理解しやすい表現になる*223．

– タキオンポテンシャルの計算が可能となる．

• 困難 (以下で説明)

– 弦の時間座標 X0 も演算子になる．

– 弦の Hamiltonianは，理論の物理的な状態を消滅させてしまう．

– ノルムが正にならないような状態も論じる必要がある．

光錐量子化では南部-後藤作用の代わりに，(すべての弦座標 Xµ を同等に扱った)より単純な作用

S =
1

4πα′

∫
dτdσ(∂τX

µ∂τXµ − ∂σXµ∂σXµ)

を利用するができる．と言うのも，このとき運動量密度 (Pτ および流束 Pσ)は

Pσµ = − 1

2πα′X
µ′, Pτµ =

1

2πα′ Ẋ
µ

となり，(Dirichlet境界条件または自由端点の条件 (したがって Neumann境界条件)の下で)運動方程式とし

て波動方程式
Ẍµ −Xµ′′ = 0

*223 例えば質量のタキオン状態に関する運動量空間の波動関数 ϕ(p) の満たす古典場の方程式は (α′p2 − 1)ϕ(p) = 0 となる．これは
自乗M2 = −1/α′ を持つ Klein-Gordon方程式に一致していることが明白である．
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が導かれる．共変な理論では弦の時間座標 X0 も含めて Xµ(τ, σ)と Pµ(τ, σ)を Heisenberg演算子とし，正

準な交換関係
[Xµ(τ, σ),Pν(τ, σ′)] = iηµνδ(σ − σ′)

を課す*224．すると開弦に対して，弦座標のモード展開

Xµ(τ, σ) = xµ0 +
√
2α′αµ0 τ + i

√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αµne

−inτ cosnσ

における展開係数などに対する交換関係

[αµm, α
ν
n] = mηµνδm+n,0, [aµm, a

ν†
n ] = δm,nη

µν , [xµ0 , p
ν ] = iηµν (αµ0 ≡

√
2α′pµ)

が導かれる．

さて，我々が学んだベクトル nµ によって特徴付けられるパラメーター付けの条件の下では，制約条件

(Ẋ ±X ′)2 = 0

が導かれた．光錐ゲージでは nµ を具体的に選んでパラメーター付けを完全に固定するのに対し，共変な量

子化では nµ を決めずに，単に上式 (Ẋ ± X ′)2 = 0 を“部分的な”ゲージ固定条件として課す．制約条件

(Ẋ ±X ′)2 = 0は光錐形式では X− 座標の振動子を横方向の Virasoroモード L⊥
n に関係付けるのに用いられ

た．しかし共変なアプローチでは，むしろ制約条件は理論が許容すべき状態に対して課される．まず Virasoro

演算子

Ln ≡
1

2

∑
p∈Z

αµn−pαp,µ

を定義すると，古典論の水準で

制約条件 0 = (Ẋ ±X ′)2 = 4α′
∑
n∈Z

Lne
−in(τ±σ) → Ln = 0 (n ∈ Z，古典論)

であり，量子論でも制約条件を表す式として，Ln = 0を何らかの形で考慮しなければならない．そこで物理

的な状態 |Φ⟩は，少なくとも L0 = N[L0]− 1によって消失しなければならないと考える．

(N[L0]− 1) |Φ⟩ = 0.

ここから質量の自乗M2 = −p2 は

M2 =
1

α′ (−1 +N), N ≡
∞∑
n=1

naµ†n an,µ : 数演算子

と表されることになる．実は負のノルムを持つ状態が存在することを証明でき，そのような状態を除くために

さらなる補助条件が必要である．しかし全ての Virasoro演算子 Ln によって消滅するような状態は存在し得

ないこともまた証明される．これを踏まえ，補助条件として正のモード番号を持つ Virasoro演算子が物理的

な状態を消滅させると考える．
Ln |Φ⟩ = 0. (n > 0)

*224 横方向成分と x−0 , p
+ を独立な力学変数とする光錐量子化の場合と違い，交換関係 [x−0 , p

+] = −iを課す必要はない．
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このとき全ての n ̸= 0に対して Ln の“期待値”がゼロになると言うことができる．

⟨Φ|Ln|Φ⟩ = 0. (n ̸= 0)

ここで

Ln |Φ⟩ = 0 (n > 0) ⇔ |Φ⟩は Virasoro“主要状態”，{
Ln |Φ⟩ = 0 (n > 0)

(N[L0]− 1) |Φ⟩ = 0
⇔ (N[Ln]− δn,0) |Φ⟩ = 0 (n ≥ 0)

⇔ |Φ⟩は“許容状態”(慣用的には「物理的状態」)

と呼ぶことにする．さらに負のモード番号を持つ有限個の Virasoro演算子の線形結合を，与えられた主要状

態に作用させた形で書くことのできる状態として，その主要状態の Virasoro従属状態を定義する．“物理的”

な状態は許容状態のうち，主要状態であって，他の主要状態の従属状態ではない状態である．

開弦の量子化に移ろう．

• 基底状態　 |p⟩ = |p0, p1, · · · , p25⟩　 (運動量の全成分で指定)

• 位置状態　 |x⟩ = |x0, x1, · · · , x25⟩
– 時刻のラベルも付いている．ある状態 |ψ⟩の波動関数 ⟨x|ψ⟩は，

Schrödinger方程式を用いる前に，既に時間依存性を備えている．

Hamiltonianは

H ≡
∫

dσ(PτµẊµ − L) = πα′
∫

dσ

(
Pτ · Pτ + X ′ ·X ′

(2πα′)2

)
=L0 = N[L0]− 1 = α′p2 +N − 1

と計算され，H = N[L0] − 1はすべての物理的な状態を消滅させる．このように共変な状態が既に時刻のラ

ベルを備えていることに関係して，Schrödinger方程式は状態の時間発展方程式ではなく，状態 |Φ⟩に対する
制約の式 H |Φ⟩ = 0へと転化する．共変な量子化では (振動子 α ∼ aの満たす上記の交換関係により) 基本状

態は

|r⟩ =
∞∏
n=1

25∏
µ=0

(aµ†n )λn,µ |p⟩ (λn,µ : 非負の整数)

という形をとる．このうち物理的状態は許容状態であって従属状態ではないものに限られる．光錐量子化の場

合と同様に，共変な量子化においても開弦の物理的な状態として，

• N = 0の基底状態 |p⟩
→ タキオン状態 (M2 = −1/α′)

• N = 1の励起状態 ξµα
µ
−1 |p⟩

→ 1光子状態 (ξµ は偏極，M2 = 0，p · ξ = 0，自由度 D − 2)

が得られる．

閉弦では α, ᾱの 2種類の振動子があることに応じて，2種類の Virasoro演算子 Ln, L̄n を定義できるとい

う点で開弦よりも複雑であるけれど，開弦の場合と同様に議論を進めることができる．そして閉弦の共変な量

子化でも，光錐量子化の場合と同じく
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• 基底状態 (N = N̄ = 0) → タキオン状態

• 無質量状態 (N = N̄ = 1) → Kalb-Ramond場，重力，ディラトン

が得られる．

ここまでは制約条件 (Ẋ ±X ′)2 = 0を運動方程式とは別に課してきた．最後に制約条件も導くことができ

る Polyakov 作用の説明をする．新たに導入された世界面の計量 hαβ(τ, σ) を力学変数として，Polyakov 作

用は

S = − 1

4πα′

∫
dσdτ

√
−hhαβ(∂αXµ)(∂βX

ν)ηµν

で与えられる．ただし α, β, · · · = 1, 2は世界面座標 (ξ1, ξ2) = (τ, σ)の添字，µ, ν, · · · = 0, 1, · · · , 25は時空
添字であり，hαβhβγ = δαγ , h = det(hαβ)とする．ここから導かれる計量 hαβ の運動方程式によれば，hαβ を

(τ, σ)の導入によって弦の世界面に誘導された計量 γαβ = ∂αX · ∂βX に比例する形

hαβ = f2(ξ)γαβ

に比例する形に書ける．このとき Polyakov作用は南部-後藤作用

S = − 1

2πα′

∫
dσdτ

√
−γ (γ = det(γαβ))

に一致する*225．このように古典論の水準では，Polyakov 作用は南部-後藤作用と等価である．さらにパラ

メーターの付け替えの自由度を利用して，計量 hαβ を“2次元の”Minkowski計量 ηαβ =

(
−1 0

0 1

)
に比例

する形
hαβ = ρ2(ξ)ηαβ

に選ぶと，弦座標に対する運動方程式は波動方程式

ηαβ∂α∂βX
µ = 0

になる．また場の方程式は

(∂αX) · (∂βX)− 1

2
ηαβ(η

γδ(∂γX) · (∂δX)) = 0

を与える．予告通り，これは

(α, β) = (1, 1), (2, 2) → Ẋ2 +X ′2 = 0,

(α, β) = (1, 2), (2, 1) → Ẋ ·X ′ = 0

のように Virasoro制約条件に帰す．

*225 このように Polyakov作用が f2(ξ)に依らないことは，Polyakov作用がWeyl変換

hαβ(τ, σ) → Ω2(τ, σ)hαβ(τ, σ)

に対して不変であることを意味している．
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6.11 弦の基本的な相互作用と Riemann面

弦が相互作用 (分裂・結合)する場合へと議論を進める．

相互作用をする弦の描像を，具体的な現象が起こる確率を与える数値へと結びつける作業は，以下の 3段階

から成る．

(1) 弦のダイヤグラムを描いて，ダイヤグラムの正準表現を与えるような共形写像を計算する．

– 最も非自明な内容を含んでおり，以下ではこの部分を詳しく説明する．

– 場の理論では，Feynmanダイヤグラムを描く作業にあたる (共形写像は不要)．

(2) 共形場理論を利用して，その正準形式から散乱振幅を計算する．

– 場の理論では Feynman規則に基づき，ダイヤグラムに対応する散乱振幅を書き下す作業にあたる．

(3) 公式を用いて，その散乱振幅から断面積を求める．断面積は観測量 (observable)である．

弦の世界面を Riemann 面として見ることは理に適っていることを説明する．Riemann 面とは粗く言って

複素数の座標 (チャート)を設定された 2次元の実多様体である．

Riemann面の例 複素平面 C(座標 z = x+ iy)，Cの上側の半平面H(y > 0)，

境界を含んだ上側の半平面 (y ≥ 0)と“無限遠の点”(25.6節)を含んだ領域 H̄，

複素平面における円環 (annulus)の領域，Riemann球面 (スフェア)Ĉ，

Riemann輪環面 (トーラス)，……．

等価な Riemann面と共形写像 2つの Riemann面の間の写像を座標の関係 w = f(z)として表したとき，

f(z)が解析関数であるならば，2つの Riemann面は等価であると見なされる．

解析的な写像は局所的に角度を保つため (ただし f ′(z) = 0となる点 z は例外である)，

共形写像 (等角写像)と呼ばれる．

Riemann面内における距離 2点 z1, z2 の間の自然な距離として |z1 − z2|を考えると，
共形写像は一般に局所的な尺度変更 |dw| = |f ′(z)||dz|を伴うため，
Riemann面内における距離の概念を，内在的な形で一意的に規定することはできない．

他方，Weyl変換 hαβ → Ω2hαβ の下で Polyakov作用は不変であり (前述)，(このとき座標 τ, σ は変更しない

ので，)これは計量 hαβ を用いて測った世界面内の距離もまた物理的な重要性を持たないことを意味している．

弦の世界面上の距離 −ds2 ∼ −dτ2 + dσ2(hαβ ∼ ηαβ と選んだとき)と複素平面上の距離 |dz|2 = dx2 + dy2

の定義の違いはあるものの，このことは世界面を Riemann面として捉えることが自然な措置であることを示

唆している．

そこで自由に伝播する開弦 (光錐運動量 p+)の世界面を，複素座標

w = τ + iσ

を持つ Riemann面と捉える (図 121上段)．これは指数関数の写像と線形分数変換

z = exp

(
w

2α′p+

)
, η =

1 + iz

1− iz

によって，図 121の左下と右下に示す等価な Riemann面 (z 平面上の H̄と，η 平面上の単位円領域)に対応

付けられる．ただし

325



図 121 弦の世界面 (w 平面)と等価な Riemann面 (z 平面，η 平面)と，弦を表す τ = (一定)の線の写像

• H̄における z = 0と“無限遠の点”z =∞(|z| =∞のこと)

• η 平面における 2点 η = ±1

は無限の過去 (τ = −∞)および無限の未来 (τ =∞)における弦に対応し，これらは如何なる有限時刻の弦も

到達できない“針孔 (puncture)”であって，世界面からは除かれる．

相互作用をする開弦の世界面もまた，Riemann面を比較できる正準表現として H̄に写像できる．例えば図

122の弦の世界面は図 123の多角形において，頂点 P1 を無限の過去 τ = −∞へ，頂点 P2,P3 を無限の未来

τ =∞へ移行した，
α1 = α2 = α3 = π, αQ = −π

となる極限にあたる*226．ところで一般に図 124のような w 平面上の n角形は，Schwarz-Christoffel写像に

よって z 平面の H̄に関係付けることができる．図 124のように記号を定義すると，Schwarz-Christoffel写像

を表す微分方程式は
dw

dz
= A(z − x1)−

α1
π (z − x2)−

α2
π · · · (z − xn−1)

−αn−1
π

*226 図 122 のように相互作用する弦の世界面に対しては，運動量の光錐成分 p+ を持つ弦に対してパラメーターの範囲が σ ∈
[0, 2πα′p+]となるように，光錐ゲージの条件を定義する数係数を

X+ = τ, p+ = (2πα′p+)Pτ+

と設定する．こうすると弦の結合・分裂に伴って σ の範囲に矛盾が生じることはなく，また全ての弦の座標が共通の相互作用点 Q

の時刻 X+ を与えることが保証される．
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図 122 光錐ゲージにおいて弦の分裂を表す世界面

ダイヤグラム

図 123 ある種の極限において弦の世界面を与える

多角形 (Qは相互作用点に対応)

図 124 Schwarz-Christoffel写像

で与えられる．ここから図 122の弦の相互作用ダイヤグラムに対して写像の式を具体的に書くと

w =− 2α′p+2 ln(z + 1)− 2α′p+3 ln(z − 1),

x∗ =
p+2 − p

+
3

p+2 + p+3

となる．ただしここでは頂点 P2 が z = −1へ，P3 が z = +1へ，P1 が z =∞へ移るように写像を構築して
おり，このため頂点 Qの写像される点 x∗ は −1と 1の間にある．

ここで z 平面において頂点の写像される実軸上の位置を選べたのは次の事情による．すなわち H̄から H̄へ

の自己写像を与える線形分数変換 w(z)が存在し，これは実軸を左から右にたどるとき，実軸を無限遠の点も

含む円と見なした場合の 3個の針孔の巡回的な順序を保存する．このため z 平面と w 平面とで，対応する実

軸上の針孔 P1,P2,P3 が等価な巡回的順序で現れる場合に限って，一方の H̄を他方の H̄に移すことが可能で

ある．この自由度を利用して 3個の針孔を指定した位置に移した．

次に 4 本の弦の相互作用を例にとり，相互作用する弦の世界面はすべての Riemann 面を，それに関係

するモデュライによって構築する方法を正確に与えることを説明する．ここでモデュライとは，非等価な

Riemann面を区別するパラメーターである．図 125のように 2本の弦 3,4が結合して 1本の中間状態の弦を

形成し，その後 2本の弦 1,2に分裂する過程を考える (記号を図 125のように定義する)．相互作用点の間の時

間 T = T1−T2は−∞ < T <∞の範囲をとり得る．(ただし T < 0において 2つの切れ目が重なる p+2 = p+3

の場合には，実際には T は負になることはできない．) 図 125の世界面を，3点 P1,P2,P3 が 0, 1,∞に来る
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図 125 4本の弦の相互作用を表す世界面ダイヤグラム 図 126 H̄で見た 4本の弦の相互作用

ように Schwarz-Christoffel 写像を用いて H̄ に移すと，世界面上の点の巡回的順序 (P1Q1P2P3Q2P4) は図

126のように保持され，P2 の移る点 λ ∈ (0, 1)がモデュライとなる．(4個目の針孔 P2 も指定された位置に

移すことは，一般には不可能である．)

実は (p+i を固定すると)，モデュライは T と 1対 1の関数 λ(T )になる．よってもし T →∞のときに λが

0に近づき，T → −∞のときに λが 1に近づくならば，λは 0 < λ < 1の範囲内のすべての値を 1回ずつと

ることになる．この仮定は次の直観的な議論から，実際に正しいと予想される．まず図 125 のダイヤグラム

で T →∞とすると，点 P1,P2 は P3,P4 と長い布によって隔てられる．このとき図 126の H̄においても共

形的に，P1 と P2 は互いに近づかなければならないから (あるいは P2 と P3 が離れなければならないから)，

λ → 0と考えることはもっともらしい．次に図 125のダイヤグラムで T → −∞とすると，今度は点 P2,P3

が P1,P4 と長い布によって隔てられることになる．このとき図 126の H̄においても共形的に，P2 と P2 は

互いに近づかなければならないから，λ→ 1となると考えることはもっともらしい．このことは具体的な計算

で厳密に証明することができる．こうして T が −∞から∞まで変化するとき，弦のダイヤグラムは境界に 4

個の針孔 (無限の過去と未来の弦 P1,P2,P3,P4 に対応)を持つすべての H̄をちょうど生成する．一般に任意

の弦の相互作用に関して，弦のダイヤグラムの位相的な型を固定しておいて，ダイヤグラムのパラメーターを

自然な範囲全体にわたって変化させると，位相的に与えられた型を持つ互いに非等価な Riemann面の完全な

集合 (したがってモデュライ空間)が形成される．

最後に関連して，4個の開弦タキオン (入射 2個，出射 2個)による散乱振幅 (Veneziano振幅)について触

れておく．無限の過去と未来に開弦タキオンを表す点 P1,P2,P3,P4(時空運動量 p1, p2, p3, p4)を，巡回的順

序を保って H̄の境界 x1 = 0, x2, x3 = 1, x4 = ∞に移すと，x2 = λがモデュライとなる (モデュライ空間は

0 < λ < 1)．散乱振幅にはすべての可能な光錐ダイヤグラムが寄与し，散乱振幅は面のモデュライ空間にわた

る積分

A(p1, p2, p3, p4) = g 2
o

∫ 1

0

dλλ2α
′(p1·p2)(1− λ)2α

′(p2·p3)

として表現される．これが Veneziano振幅である．係数 g 2
o は，この過程が 2本の弦と 1本の弦の基本的な

相互作用を 2回含んでおり，それぞれが振幅に対して開弦の結合 go の 1乗の寄与を持つことによる．歴史的

には弦理論は，Venezianoが 1960年代の後半に，この公式を書いたことが端緒となって始まった．
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図 127 ひとつの仮想的な過程を表す 1ループ Feynmanグラフ

6.12 弦のダイヤグラムの構造とループ振幅

素粒子物理学の摂動論による定式化において，最低次の近似に対する補正としてループを含むダイヤグラム

が現れる (図 127参照)．ループダイヤグラムの表す仮想過程が非常に高いエネルギーや運動量を持つときに

現れる発散は，紫外発散と呼ばれる．このときダイヤグラムは等価的に短い時間や距離を含むので，小さい

ループを持つグラフと言われる．Einsteinの重力理論を含むいくつかの理論では，正則化と繰り込みの手続き

によって赤外発散に対処することができない．これに対し弦理論によれば，紫外発散は最初から存在しない．

潜在的に危険な短距離物理を表すように見える弦のダイヤグラムは，実は，明らかに紫外発散の問題を含まな

いダイヤグラムと等価であるからである．弦理論が量子重力理論の最重要候補となった理由である．我々は 1

ループの弦のダイヤグラムに関してのみ，この Riemann面の驚くべき性質を説明する．

まずは図 127の Feynmanグラフに対応する開弦の 1ループ過程として，図 128左上 (w 平面)に示すよう

なダイヤグラムを考える．この世界面は図 128右下 (η 平面)のような 1種の円環面 (アニュラス)と共形等価

であり*227，必ず図 128左下 (ξ 平面)のように同心円に挟まれた外径 1の正準円環面に移すことができる．

この最後の写像は物理的に意味付けして理解できるという意味で興味深いものなので，ここで特筆しておこ

う．すなわち任意の形状を持つ円環面は，2つの導電体に挟まれた筒形キャパシターの断面と見なせる．この

とき充電されたキャパシターの電場線と等電位線は図 129のように網目状になり，実はこれが正準円環面の極

座標 (u, v)を定義することになる．

さて，本題に戻ろう．ここで「可能な弦」の概念を導入する．

• 可能な開弦
両方の端点が境界上にあって，端点が針孔 (外部状態)を通過することを許さない限り，

端点を境界上で動かしても収縮消滅することができないような曲線．

– (w平面の光錐)ダイヤグラムの上側の縁の左の部分に始点を持ち，

そこから切れ目の下側を通って上側の縁の右側の部分に終点を持つ曲線など，

元々存在が想定されていなかった非自明な弦も含まれる．

– その名が意味する通り，可能な開弦とは，世界面に対するパラメーター付けを

*227 複素平面において円環面は，2 つの閉曲線の間の領域として定義される．それらの閉曲線は，相互にも，それ自身とも交差してお
らず，一方が他方によって囲まれる領域の内部にある．
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図 128 開弦の 1ループ過程を表すダイヤグラムの共形写像

図 129 キャパシターの電場線と等電位線の張る網は，円環面の座標を定義する

適切にやり直すことによって，開弦と見なせるようになる曲線である．

• 可能な閉弦
同様に縮小消失させることのできない閉曲線によって表される閉弦．

紫外発散の恐れのある短距離物理の兆候としては，ダイヤグラムにおいて短い可能な開弦や，短い可能な閉

弦が現れるという状況が考えられる．ところがダイヤグラムにおいて短い可能な開弦が現れるときには，常に

そのダイヤグラムを有限の長さの開弦が長時間伝播するという表現に直すことができる．またダイヤグラム

に小さい可能な閉弦が現れるときには，常にそのダイヤグラムを有限の大きさの閉弦が長時間伝播するとい
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図 130 円環面に現れる可能な短い弦

う表現に直すことができる．このことを我々の考えている円環面の例で見てみよう (以下，円環面を z 平面に

選ぶ)．

• 内径 r → 1の円環面 (図 130上側)

動径方向の長さ ε = 1− r → 0の短線は可能な開弦であり，

ダイヤグラムは極めて短い開弦が円環面を周回する過程と見なせる．

因子 1/εの尺度変更の共形変換 (z → z′ = z/ε)を行うと，

弦は単位の長さ (有限)を持ち，非常に“長い”距離 2π/εを伝播する状況が得られる．

• 内径 r → 0の円環面 (図 130下側)

半径 r の穴を囲む極めて小さい閉弦を考えることができる．

共形変換 ξ = ln z を施すと，周が 2π(有限)の閉弦が長い距離 | ln r|を伝播する状況が得られる．

このような解釈が可能であるのは，複素平面上の長さ |dz|が共形不変量ではなく，絶対的な意味を持たない
ことによっている．

なお 1ループ Fynmanダイヤグラム (図 127)に対応する弦のダイヤグラムは，ここまで考察してきた 26.2

節の図 128の他に，図 131のような非平面ダイヤグラムがある．非平面ダイヤグラムとは，面の一部を切り

裂いて広げるか，もしくは面の一部と別の部分を重ねるようにしなければ，平坦に描くことができないダイヤ

グラムである．

閉弦の 1ループ過程に移ろう．1例として図 132に示す光錐ダイヤグラムが考えられる．このダイヤグラム

は 2つの針孔を持つ輪環面 (トーラス)と共形等価である．と言うのも，自由な閉弦の伝播を表す w = τ + iσ

平面上の光錐ダイヤグラムは，指数関数の写像 z = exp
(

w
α′p+

)
によって z 平面全体に移される．ただし無限

の過去と未来の弦に対応する 2点 z = 0,∞は針孔である．ところで複素 z 平面は (図 133のように Riemann

球面 Ĉに対応し，z = 0,∞は Ĉでは対称的な位置 S(南極点)，N(北極点)に対応する．そして自由な閉弦の

伝播を表す 2つの針孔を持つ Riemann球面に，図 132の光錐ダイヤグラムの隙間に対応する穴を設けた構造

として輪環面が得られる．
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図 131 非平面ダイヤグラム (∆T ≥ 0)

図 132 閉弦の 1ループ過程を表す 1つのダイヤグラム

図 133 Riemann球面 Ĉは南極点 Sにおいて複素平面の原点に接しており，複素平面上の点 Pは，Pと

北極点 Nを結ぶ線分の球面との交点 P′ に写像される
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図 134 パラメーターが τ のトーラスと −1/τ のトーラスは共形等価である

以下では針孔のない輪環面について詳しく調べることを通して，紫外発散に対する洞察を得る．一般的な輪

環面は，複素 z 平面に同一視 z ∼ z + ω1, z ∼ z + ω2 を導入して得られる．基本領域は複素数 ω1, ω2(̸= 0)を

表す 2つのベクトルの張る平行四辺形であり，その向かい合う辺が繋がれ一般的な輪環面が形成される．この

とき共形写像 z′ = z/ω1 によってベクトル ω1 を 1にしたときの，もう一方のベクトル τ ≡ ω2/ω1 のみがパラ

メーターとなる．そして ω1, ω2 が平行でない条件 I(ω2/ω1) > 0(ただし Iは虚部を表す)の下では，I(τ) > 0

である．紫外発散の問題が生じないことを説明するだけならば，パラメーター τ と (−1/τ) を持つトーラス
が共形等価であることだけを指摘すれば充分である (この等価性は図 134から理解される)．実際そうすると，

小さいトーラス (τ → 0)は大きいトーラスと等価となるので，紫外発散は生じ得ない．
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第 II部

導出編

7 古典物理学 (補足)

7.1 一般相対性理論の概念 (補足)

7.1.1 テンソル (補足)

■テンソルの和，積，縮約 (補足) 1.1.1 節で述べたように，テンソルの和 A
µ1···µp

ν1···νq (式 (2))，積

B
µ1···µpρ1···ρr

ν1···νqσ1···σs(式 (3))，縮約 C
µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq (式 (4))がそれぞれ (p, q)テンソル，

(p+r, q+s)テンソル，(p−1, q−1)テンソルであることが，テンソルを定義する変換則 (1)から示される．実際

これらの新しい座標系での成分をそれぞれA′µ1···µp

ν1···νq , B
′µ1···µpρ1···ρr

ν1···νqσ1···σs
, C ′µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq

と書くと，

A′µ1···µp

ν1···νq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq +
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
U
ρ1···ρp

σ1···σq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
A
ρ1···ρp

σ1···σq ,

B′µ1···µpρ1···ρr
ν1···νqσ1···σs

=

(
∂x′

µ1

∂xα1
· · · ∂x

′µp

∂xαp

∂xβ1

∂x′ν1
· · · ∂x

βq

∂x′νq
T
α1···αp

β1···βq

)(
∂x′

ρ1

∂xγ1
· · · ∂x

′ρr

∂xγr
∂xδ1

∂x′σ1
· · · ∂x

δs

∂x′σs
Uγ1···γrδ1···δs

)
=
∂x′

µ1

∂xα1
· · · ∂x

′µp

∂xαp

∂x′
ρ1

∂xγ1
· · · ∂x

′ρr

∂xγr
∂xβ1

∂x′ν1
· · · ∂x

βq

∂x′νq
∂xδ1

∂x′σ1
· · · ∂x

δs

∂x′σs
B
α1···αpγ1···γr

β1···βqδ1···δs ,

C ′µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µi−1

∂xρi−1

∂x′
λ

∂xα
∂x′

µi+1

∂xρi+1
· · · ∂x

′µp

∂xρp

× ∂x
σ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σj−1

∂x′νj−1

∂xβ

∂x′λ
∂xσj+1

∂x′νj+1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρi−1αρi+1···ρp

σ1···σj−1βσj+1···σq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µi−1

∂xρi−1

∂x′
µi+1

∂xρi+1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σj−1

∂x′νj−1

∂xσj+1

∂x′νj+1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
C
ρ1···ρi−1ρi+1···ρp

σ1···σj−1σj+1···σq(
∵ ∂x′

λ

∂xα
∂xβ

∂x′λ
= δβα, δβαT

ρ1···ρi−1αρi+1···ρp
σ1···σj−1βσj+1···σq

= C
ρ1···ρi−1ρi+1···ρp

σ1···σj−1σj+1···σq

)
となる．これらはそれぞれ (p, q)テンソル，(p+ r, q + s)テンソル，(p− 1, q − 1)テンソルの変換則である．

■商の定理 (補足) 1.1.1 節で商の定理の具体例として述べたように，反変ベクトル Aλ に対して Qµν =

AλPλµν が 2 階共変テンソルとなるとき，Pλµν は 3 階共変テンソルであることが次のように示される [6,

p.24]．すなわち仮定により

AαPαβγ =
∂x′

µ

∂xβ
∂x′

ν

∂xγ
A′λP ′

λµν (∵ Qβγの変換則)

=
∂x′

µ

∂xβ
∂x′

ν

∂xγ

(
∂x′

λ

∂xα
Aα

)
P ′

λµν (∵ Aλの変換則)
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である．これが Aα のすべての値に対して成り立たなければならないから，最左辺と最右辺の Aα を等置して

Pαβγ =
∂x′

λ

∂xα
∂x′

µ

∂xβ
∂x′

ν

∂xγ
P ′

λµν .

これは Pλµν が 3階共変テンソルであることを意味している．

7.1.2 局所慣性系 (補足)

1.1.3節で局所的平坦性定理として述べたように，任意の座標系 {xµ}から座標系 x′ ≡ {x′µ}に移り，時空
の与えられた点 Pの座標を x′0 ≡ {x′ µ0 }として計量テンソルを

gαβ(x
′) = ηαβ +O((x′

µ − x′ µ0 )2)

とできることを示す [7, pp.190–192]．座標系 xµ, x′
µ での任意の点の計量テンソルをそれぞれ座標 x′ の関数

として fαβ(x
′), gαβ(x

′) と書く．Λγα ≡
∂xγ

∂x′α
, ∂µ ≡

∂

∂x′µ
と略記し gαβ(x

′) を点 P の周りに Taylor 展開す

ると，

gαβ(x
′) =Λγα(x

′)Λδβ(x
′)fγδ(x

′)

=

[
Λγα(x

′
0) + (∂λΛ

γ
α)0(x

′λ − x′ λ0 ) +
1

2
(∂λ∂µΛ

γ
α)0(x

′λ − x′ λ0 )(x′
µ − x′ µ0 ) + · · ·

]
×
[
Λδβ(x

′
0) + (∂νΛ

δ
β)0(x

′ν − x′ ν0 ) +
1

2
(∂ν∂ρΛ

δ
β)0(x

′ν − x′ ν0 )(x′
ρ − x′ ρ0 ) + · · ·

]
×
[
fγδ(x

′
0) + (∂σfγδ)0(x

′σ − x′ σ0 ) +
1

2
(∂σ∂τfγδ)0(x

′σ − x′ σ0 )(x′
τ − x′ τ0 ) + · · ·

]

なので gαβ(x
′) = gαβ(x

′
0) + (∂λgαβ)0(x

′λ − x′λ0 ) +
1

2
(∂λ∂µgαβ)0(x

′λ − x′ λ0 )(x′
µ − x′ µ0 ) + · · · において

gαβ(x
′) =(ΛγαΛ

δ
βfγδ)0, (658)

(∂λgαβ)0 =
[
(∂λfγδ)Λ

γ
αΛ

δ
β + (∂λΛ

γ
α)Λ

δ
βfγδ + (∂λΛ

δ
β)Λ

γ
αfγδ

]
0
, (659)

1

2
(∂λ∂µgαβ)0 =

[
(∂λΛ

γ
α)(∂µΛ

δ
β)fγδ + (∂λΛ

δ
β)(∂µfγδ)Λ

γ
α + (∂λfγδ)(∂µΛ

γ
α)Λ

δ
β

+
1

2
(∂λ∂µΛ

γ
α)Λ

δ
βfγδ +

1

2
(∂λ∂µΛ

δ
β)Λ

γ
αfγδ +

1

2
(∂λ∂µfγδ)Λ

γ
αΛ

δ
β

]
0

(660)

となる．ただし添字のゼロは点 Pでの値を意味する．さて座標系 {x′µ}を適当に選び

gαβ(x
′
0) = ηαβ , (∂λgαβ)0 = 0, (∂λ∂µgαβ)0 = 0

とできるか考えよう．座標系 {x′µ}を選ぶことは Λγα =
∂xγ

∂x′α
を，従って (Λγα)0, (∂λΛ

γ
α)0, (∂λ∂µΛ

γ
α)0, · · ·

を選ぶことに対応する．それぞれについて独立にとれるものの個数は以下のようになる．

• (Λγα)0 =

(
∂xγ

∂x′α

)
0

· · · · · · 16個

• (∂λΛ
γ
α)0 =

(
∂2xγ

∂x′λ∂x′α

)
0

· · · · · · 40個

– 対称な添字 λ, αの選び方が 10通りだから

• (∂λ∂µΛ
γ
α)0 =

(
∂3xγ

∂x′λ∂x′µ∂x′α

)
0

· · · · · · 80個
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– 対称な添字 λ, µ, αの選び方は以下の合計 20通りのだから
λ, µ, αが相異なるもの

4× 3× 2

3!
= 4通り

ちょうど 2つの添字が等しいもの 4× 3 = 12通り

全ての添字が等しいもの 4通り

よって次のように局所的平坦性定理が示される．

• gαβ(x′0) = ηαβ は 10個の独立な条件式

(対称な添字 α, β の選び方が 10通りだから)．

⇐ gαβ(x
′
0)の式 (658)において 16個の独立な (Λγα)0 を適当に選べば満たされる．

• (∂λgαβ)0 = 0は 40個の独立な条件式

(対称な添字 α, β の選び方が 10通りだから)．

⇐ (∂λgαβ)0 の式 (659)において 40個の独立な (∂λΛ
γ
α)0 を適当に選べば満たされる．

• (∂λ∂µgαβ)0 = 0は 100個の独立な条件式

(対称な添字 α, β および λ, µの選び方がそれぞれ 10通りだから)．

⇐ (∂λ∂µgαβ)0 の式 (660)における (∂λ∂µΛ
γ
α)0 の内，独立に選べるものは 80個だから

一般には満たされない．

7.1.3 空間距離 (補足)

1.1.5節に示した順序に従って空間距離を求める式 (9)を導こう [3, pp.260–262]．まず 2点 A,B間を光が

往復するのにかかる座標時間を 2点の空間座標の差 dxi で表すために，時空における光の軌道に沿う線要素の

世界間隔が ds = 0となることに注目する．実際，局所慣性系 (cT,X, Y, Z)で測った光速は cだから時空にお

ける光の軌道に沿って ds2 = c2dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2 = 0である．dsはスカラーだから光の軌道に沿っ

て任意の座標系で
0 = ds2 = gµνdx

µdxν = gijdx
idxj + 2g0idx

0dxi + g00(dx
0)2

となる (1.2節も併せて参照)．これを光が Aから Bまたは Bから Aに伝わる光に沿う世界間隔 dsに適用す

る．dxi を 2点 A,Bの与えられた空間座標の差と見なし dx0 について解くと

dx0 = dx0(±) ≡ 1

g00

{
−g0idxi ±

√
(g0ig0j − gijg00)dxidxj

}
を得る．ここで Aで起きた事件の座標を xµ，Bで起きた事件の座標を xµ + dxµ と書いていることに注意す

ると，2解はそれぞれ

dx0(−) =(光が Bを出発した時刻)− (光が Aに到着した時刻),

dx0(+) =(光が Bに到着した時刻)− (光が Aを出発した時刻)

を意味する．よって Bを出発した光が Aに達し，次いで Bに戻るのに要する時間は座標 x0 で測ると

dx0(+) − dx0(−) =
2

g00

√
(g0ig0j − gijg00)dxidxj ≡ dx0

となる．
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図 135 極座標が dr,dθ, dϕだけ変化して作られる体積要素

次に座標時間が dx0 変化する間に Aで経過する真の時間 (固有時間)dτ を求めよう．これは空間の同一点

Aで起きる 2事件 (x0, x1, x2, x3), (x0 + dx0, x1, x2, x3)の世界間隔 dsを cで割った値に他ならないから

c2dτ2 = ds2 = gµνdx
µdxν = g00(dx

0)2, ∴ dτ =
1

c

√
g00dx

0.

最後に AB間を光が往復するのに要する固有時間 dτ に c/2をかけて，AB間の空間距離 dlの式 (9):

dl2 =

(
c

2
×
√
g00

c
dx0
)2

=
g0ig0j − gijg00

g00
dxidxj ≡ γijdxidxj

を得る．

7.1.4 固有体積要素 (補足)

■極座標における体積要素の表式とのアナロジー 1.1.6節における固有体積要素の議論は，極座標を用いた

空間の体積要素の表式のことを考えると分かりやすい．極座標 r, θ, ϕの増大する 3方向は直交するから，極座

標が dr,dθ, dϕだけ変化して作られる領域は図 135のように 3辺が dr, rdθ, r sin θdϕの直方体となる．よっ

てこの要素の体積は r2 sin θdrdθdϕである．(体積要素は drdθdϕではない．drdθdϕは体積の次元を持たな

い．) drdθdϕの前の係数 r2 sin θは Descartes座標から極座標への変数変換における Jacobianとして得られ

ることから，以上の直観的な議論が正当化される．

■g = −J2 < 0, J =
√
−g の証明 1.1.6節で述べたように Jacobianを J =

√
−g と書けることが以下のよ

うに示される [7, pp.188–189]．共変ベクトルの変換則は行列の形を借りて

(gµν) =

(
∂Xα

∂xµ

)T
(ηαβ)

(
∂Xβ

∂xν

)

と書ける (例えば

(
∂Xα

∂xµ

)
は

∂Xα

∂xµ
を (α, µ) 成分に持つ行列であり，その転置行列

(
∂Xα

∂xµ

)T
は

∂Xα

∂xµ
を

(µ, α)成分に持つ)．両辺の行列式をとり |ηαβ | = 1× (−1)3 = −1を用いると

g = −J2, J =
√
−g
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を得る．ここで

(
∂Xα

∂xµ

)
は逆行列を持つからその行列式は J ̸= 0である．こうして時空の任意の点で局所慣

性系がとれることから g < 0が要請されることが分かる．

なお計量テンソルの代わりに任意の 2階共変テンソル Aµν に対して同様の議論を繰り返せば，
√
det(Aµν)

がスカラー密度の変換則に従うという一般的な事実の証明になる [4, p.128]．

7.1.5 完全反対称テンソル Eλµνρ，完全反対称テンソル密度 Eλµνρ(補足)

1.1.7節の Eλµνρ,Eλµνρ の表式を確認する．
∂xµ

∂Xν
≡ Λµν と略記すると 4階反変テンソルの変換則は

Eλµνρ = ΛλαΛ
µ
βΛ

ν
γΛ

ρ
δε
αβγδ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λλ0 · · · Λλ3
Λµ0 · · · Λµ3
Λν0 · · · Λν3
Λρ0 · · · Λρ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
と書ける．最右辺は行列式 |Λµν | =

∂(x)

∂(X)
の行を入れ換えたものである．行列式は行を入れ換えると符号が変

わるから

Eλµνρ = ελµνρ
∂(x)

∂(X)
=
ελµνρ√
−g

, ∴ Eλµνρ =
∂(X)

∂(x)
Eλµνρ = ελµνρ

を得る (
∂(X)

∂(x)
=
√
−g を用いた (1.1.6節参照))．

7.1.6 共変微分 (補足)

(p, q)テンソルの共変微分の式 (12)と，これが (p, q + 1)テンソルであることを示す．

準備として共変ベクトル Bµ の共変微分の式を調べる．Aµ を反変ベクトルとすると AµBµ はスカラーだか

ら (1.1.1節参照)，規則 (13)，(14)より

∂ν(A
µBµ) = (AµBµ);ν = Aµ;νBµ +AµBµ;ν .

Aµ;ν は (1,1)テンソルであることを考えると最右辺の Aµ;νBµ および最左辺は共変ベクトルだから，Bµ;ν は

(0,2)テンソルでなければならない (1.1.1節参照)．反変ベクトルの共変微分の式 (11)を用い最右辺において

Aµ;νBµ = (∂νA
µ +AλΓµλν)Bµ = Bµ∂νA

µ +AµBλΓ
λ
µν

(第 2項でダミー添字を µ↔ λと入れ換えた)と書き換えて最左辺と比較すると

Aµ{Bµ;ν − (∂νBµ −BλΓλµν)} = 0

となるから Bµ の共変微分の式
Bµ;ν = ∂νBµ −BλΓλµν (661)

を得る．

Aν1 , · · · , Aνq を反変ベクトル，Bµ1 , · · · , Bµp を共変ベクトルとすると，(p, q)テンソル T
µ1···µp

ν1···νq に対

338



しても規則 (13)，(14)から同様に

∂λ(A
ν1 · · ·AνqBµ1 · · ·BµpT

µ1···µp
ν1···νq ) = (Aν1 · · ·AνqBµ1 · · ·BµpT

µ1···µp
ν1···νq );λ

=Aν1 · · ·AνqBµ1 · · ·BµpT
µ1···µp

ν1···νq ;λ

+

q∑
k=1

Aν1 · · ·Aνk−1Aνk+1 · · ·AνqBµ1 · · ·BµpT
µ1···µp

ν1···νqA
νk

;λ

+

p∑
k=1

Aν1 · · ·AνqBµ1 · · ·Bµk−1
Bµk+1

· · ·BµpT
µ1···µp

ν1···νqBµk;λ

となる．これまでに Aνk;λ, Bµk;λ はそれぞれ (1,1)テンソル，(0,2)テンソルであることが分かっているから，

最右辺の第 2項，第 3項および最左辺は共変ベクトルである．よって T
µ1···µp

ν1···νq ;λ は (p, q + 1)テンソルで

なければならない (1.1.1節参照)．ベクトルの共変微分の式 (11)，(661)を用い最右辺を

T
µ1···µp

ν1···νqA
νk

;λ =T
µ1···µp

ν1···νq (∂λA
νk +AρΓνkρλ)

=T
µ1···µp

ν1···νq∂λA
νk + T

µ1···µp
ν1···νk−1ρνk+1···νqA

νkΓρνkλ

(第 2項でダミー添字をρ↔ νkと入れ換えた),

T
µ1···µp

ν1···νqBµk;λ =T
µ1···µp

ν1···νq (∂λBµk
−BρΓρνkλ)

=T
µ1···µp

ν1···νq∂λBµk
− Tµ1···µk−1ρµk+1···µp

ν1···νqBµk
Γµk

ρλ

(第 2項でダミー添字をρ↔ νkと入れ換えた)

と書き換えて最左辺と比較すると

Aν1 · · ·AνqBµ1
· · ·Bµp

{
T
µ1···µp

ν1···νq ;λ −

(
∂λT

µ1···µp
ν1···νq +

p∑
k=1

T
µ1···µk−1ρµk+1···µp

ν1···νqΓ
µk

ρλ

−
q∑

k=1

T
µ1···µp

ν1···νk−1ρνk+1···νqΓ
ρ
νkλ

)}
= 0

となるから (p, q)テンソル T
µ1···µp

ν1···νq の共変微分の式 (12)を得る．

7.1.7 Christoffel記号と計量テンソルの関係 (補足)

1.1.9節で列挙した公式を導出する．

■Christoffel 記号の下付き添字の対称性の導出 時空の内部に横たわる位置ベクトル x⃗ に対して座標基底

e⃗α = ∂αx⃗をとると Christoffel記号の定義式 (10)は

Γµαβ e⃗µ = ∂β e⃗α = ∂β(∂αx⃗) = ∂α(∂β x⃗) = ∂αe⃗β = Γµβαe⃗µ

となるから対称性 Γµαβ = Γµβα が示された [5, p.9]．

ただし非座標基底を用いた場合には Christoffel記号の対称性 Γµαβ = Γµβα を証明できない [7, p.175]．

■Christoffel 記号を計量テンソルで表した式 (15) の導出 各点で任意のベクトル V⃗ は基底 e⃗α を用いて

V⃗ = V αe⃗α と展開されるから，特に V⃗ として基底 e⃗µ を考えれば (e⃗µ)
α = δαµ となることが分かる．よって

ベクトル A⃗, B⃗ に対して A⃗ · B⃗ ≡ gµνAµBν という記法を導入すると

e⃗µ · e⃗ν = gαβ(e⃗µ)
α(e⃗ν)

β = gαβδ
α
µδ
β
ν = gµν
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となり，Christoffel記号の定義式 (10):∂β e⃗α = Γµαβ e⃗µ から

e⃗γ · (∂β e⃗α) = (e⃗γ · e⃗µ)Γµαβ = gγµΓ
µ
αβ ≡ Γγ,αβ

を得る．ここで 1.1.8節で指摘したように Christoffel記号はテンソルではないけれども，テンソルに対する添

字の上げ下げと同様に Γγ,αβ ≡ gγµΓµαβ と定義した．上式より

∂µgλν =∂µ(e⃗λ · e⃗ν) = e⃗ν · (∂µe⃗λ) + e⃗λ · (∂µe⃗ν) = Γν,λµ + Γλ,µν ,

∴ ∂νgλµ =Γµ,λν + Γλ,νµ,

∴ −∂λgµν =− Γν,µλ − Γµ,λν

となり，これらを辺々足して対称性 Γγ,αβ = gγµΓ
µ
αβ = gγµΓ

µ
βα = Γγ,βα を用いると式 (15):

Γλ,µν =
1

2
(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν)

を得る [5, p.9]．

■行列式 g ≡ |gµν |に対する恒等式 (16)の導出 導出過程 [3, p.270]を補足しつつまとめる．

1.1.7 節で定義した任意の座標系で E0123 = 1 となる完全反対称テンソル密度 Eλµνρ を用いて行列 (gµν)

の行列式 g と余因子 ∆µν の定義は

g ≡ Eλµνρg0µg1νg2λg3ρ, ∆0λ =Eλµνρg1µg2νg3ρ, ∆1µ = Eλµνρg0λg2νg3ρ,

∆2ν =Eλµνρg0λg1µg3ρ, ∆3ρ = Eλµνρg0λg1µg2ν

と書き表されるから，

dg = ∆0λdg0λ +∆1µdg1µ +∆2νdg2ν +∆3ρdg3ρ = ∆µνdgµν

と書ける．ここで (gµν)の逆行列は (gµν) =
(∆µν)T

g
なので ∆µν = ggνµ = ggµν となる．これを上式に代入

して dg = ggµνdgµν を得る．

さらに
gµνg

µν = δµµ = 4, ∴ gµνdgµν = −gµνdgµν

を用いると式 (16):
dg = ggµνdgµν = −ggµνdgµν

を得る．

■式 (17):Γµνµ = ∂νg
2g の導出 Christoffel記号を計量テンソルで表した式 (15)より

Γµνµ = gµρΓρ,νµ =
1

2
gµρ{∂νgµρ + (∂µgρν − ∂ρgνµ)} =

1

2
gµρ∂νgµρ.

ここで添字 µ, ρについて gµρは対称，∂µgρν−∂ρgνµは反対称なので，式 (6)により gµρ(∂µgρν−∂ρgνµ) = 0と

なることを用いた．さらに座標 xν の変化 dxν に伴う g, gµρ の変化 dg, dgµρ に対して式 (16):dg = ggµρdgµρ

を適用して最右辺を書き換えると，式 (17):Γµνµ =
∂νg

2g
を得る [3, p.271]．
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■式 (18):gνλΓµνλ = − 1√
−g∂ν(

√
−ggµν)の導出 式 (18)左辺は

gνλΓµνλ =gνλgµρΓρ,νλ

=
1

2
gνλgµρ(∂νgλρ + ∂λgρν − ∂ρgνλ)

(∵ 式 (15). 括弧内第 1項はダミー添字をν ↔ λと入れ換えると第 2項に等しいことが分かる．)

=gνλgµρ
(
∂λgρν −

1

2
∂ρgνλ

)
(662)

と変形できる．

一方，式 (18)右辺は

− 1√
−g

∂ν(
√
−ggµν) = − 1√

−g
∂ν

(
−∂λg
2
√
−g

gµλ +
√
−g∂λgµλ

)
= −∂νg

2g
gµν − ∂νgµν (663)

となる．ここで座標 xν の変化 dxν に伴う g, gλρ の変化 dg, dgλρ に対して式 (16):dg = ggλρdgλρ を適用して

上式 (663)最右辺第 1項を書き換えると，

−∂νg
2g

gµν = −1

2
gµνgλρ∂νgλρ = −

1

2
gµρgνλ∂ρgνλ

となる (ダミー添字を ν ↔ ρ と入れ換えた)．また gµνgνλ = δµλ の両辺を xρ で微分して得られる

−(∂ρgµν)gνλ = gµν∂ρgνλ の両辺にさらに gλρ をかけて λで和をとると，上式 (663)第 2項は

−∂νgµν = gµνgλρ∂ρgνλ = gµρgλν∂λgρν

となる (ダミー添字を ν → ρ, ρ→ λ, λ→ ν と巡回置換した)．以上より式 (663)は式 (662)に一致するから，

式 (18)が示された．

■式 (19):∂λg
µν = −Γµρλgρν − Γνρλg

µρ の導出 gµν;λ は (2,1)テンソルであり局所慣性系で gµν;λ = 0とな

るから (1.1.8節参照)，変換則 (1.1.1)より任意の座標系で

0 = gµν;λ = ∂λg
µν + gρνΓµρλ + gµρΓνρλ

が成り立つ．よって式 (19):∂λg
µν = −Γµρλgρν − Γνρλg

µρ が示された．

■反変ベクトルAµ，反対称テンソルAµν の発散の式 (20)，(21)の導出 共変微分の式Aµ;µ = ∂µA
µ+AνΓµνµ

の右辺第 2項に式 (17):Γµνµ =
∂νg

2g
を代入すると式 (20):

Aµ;µ = ∂µA
µ +Aν

∂νg

2g
=

1√
−g

∂µ(
√
−gAµ)

を得る．

共変微分の式 Aµν;ν = ∂νA
µν + AρνΓµρν + AµρΓνρν の右辺第 2項は添字 ρ, ν について反対称な Aρν と対

称な Γµρν から成るので，式 (6)により消える．また右辺第 3項に式 (17):Γνρν =
∂ρg

2g
を代入すると式 (21):

Aµν;ν = ∂νA
µν +Aµρ

∂ρg

2g
=

1√
−g

∂ν(
√
−gAµν)

を得る．
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7.1.8 Christoffel記号の変換則 (補足)

1.1.10節における Christoffel記号の変換則 (22)を導こう．式 (15):

Γ′
λ,µν =

1

2
(∂µ

′g′νλ + ∂ν
′g′λµ − ∂λ

′g′µν)

において

∂λ
′g′µν =∂λ

′
(
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
gβγ

)
=
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν

(
∂xα

∂x′λ
∂αgβγ

) (
∵ ∂λ

′ =
∂xα

∂x′λ
∂α

)
+gβγ

(
∂2xβ

∂x′λ∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
+
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′λ∂x′ν

)
= Aλµν +Bλµ,ν +Bλν,µ

である．ここに

Aλµν ≡
∂xα

∂x′λ
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
∂αgβγ ,

∴ Aµνλ =
∂xγ

∂x′λ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
∂αgβγ =

∂xα

∂x′λ
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
∂βgγα

(第 2の等号でダミー添字をα→ β, β → γ, γ → αと巡回置換した),

Aνλµ =
∂xβ

∂x′λ
∂xγ

∂x′µ
∂xα

∂x′ν
∂αgβγ =

∂xα

∂x′λ
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
∂γgαβ

(第 2の等号でダミー添字をα→ γ, β → α, γ → βと巡回置換した),

Bλµ,ν ≡gβγ
∂2xβ

∂x′λ∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
= Bµλ,ν , ∴ gβγ

∂xβ

∂x′µ
∂2xγ

∂x′λ∂x′ν
= Bλν,µ

であり，これらを用いると上記の Christoffel記号は

Γ′
λ,µν =

1

2
(Aµνλ +Aνλµ −Aλµν) +

1

2
{(Bµν,λ +Bµλ,ν) + (Bνλ,µ +Bνµ,λ)− (Bλµ,ν +Bλν,µ)}

=
∂xα

∂x′λ
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
· 1
2
(∂βgγα + ∂γgαβ − ∂αgβγ) +Bµν,λ

=
∂xα

∂x′λ
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
Γα,βγ + gβγ

∂2xβ

∂x′µ∂x′ν
∂xγ

∂x′λ
,

∴ Γ′λ
µν =g′

λρ
Γ′
ρ,µν =

(
gστ

∂x′
λ

∂xσ
∂x′

ρ

∂xτ

)
Γ′
ρ,µν =

∂x′
λ

∂xσ
∂xβ

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
Γσβγ +

∂x′
λ

∂xβ
∂2xβ

∂x′µ∂x′ν
: (22)(

∵ gστ
∂x′

ρ

∂xτ
∂xα

∂x′ρ
Γα,βγ = gστδατΓα,βγ = Γσβγ , gστ

∂x′
ρ

∂xτ
∂xγ

∂x′ρ
gβγ = gστδγτgβγ = δσβ

)
となる [5, p.29]．

7.1.9 曲率テンソル (補足)

■ベクトルの閉曲線に沿う平行移動に伴う成分変化 ベクトル V⃗ を平行移動させる閉曲線の図 4(1.1.11 節)

を図 136として再掲する．これに沿ってベクトル V⃗ を 1周だけ平行移動したときの成分変化の式 (24)を，曲

線 a, b = constが座標曲線 x1, x2 = constの場合の計算 [7, pp.201–202]を参考にして導く．
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図 136 ベクトルを平行移動させる微小な閉曲線 (図 4の再掲)

ベクトル成分 V µ の変化率は式 (23)より

経路 AB上の点で経路に沿って aν∂νV
µ = −aνV λΓµλν ,

経路 BC上の点で経路に沿って bν∂νV
µ = −bνV λΓµλν ,

経路 DC上の点で経路に沿って aν∂νV
µ = −aνV λΓµλν ,

経路 AD上の点で経路に沿って bν∂νV
µ = −bνV λΓµλν

だから (ただし各量は経路上の考えている点での値をとる)，V⃗ の 1周したときの成分変化は

δV µ =−
∫
AB

aνV λΓµλνda−
∫
BC

bνV λΓµλνdb−
∫
CD

aνV λΓµλνda−
∫
DA

bνV λΓµλνdb

=−
(∫

BC

−
∫
AD

)
bνV λΓµλνdb+

(∫
DC

−
∫
AB

)
aνV λΓµλνda

≃−
∫
AD

δa
∂

∂a
(bνV λΓµλν)db+

∫
AB

δb
∂

∂b
(aνV λΓµλν)da

≃δaδb
{
− ∂

∂a
(bνV λΓµλν) +

∂

∂b
(aνV λΓµλν)

}
と書ける．ここで再びベクトル成分の変化率の式 (23):

∂bν

∂a
=aρ∂ρb

ν = −aρbσΓνσρ,
∂V λ

∂a
= aρ∂ρV

λ = −aρV σΓλσρ,

∂aν

∂b
=bρ∂ρa

ν = −bρaσΓνσρ,
∂V λ

∂b
= bρ∂ρV

λ = −bρV σΓλσρ

を用いると

δV µ =δaδbV λΓµλνΓ
ν
σρ(a

ρbσ − aσbρ) + δaδbaρbνV σ(ΓλσρΓ
µ
λν − ΓλσνΓ

µ
λρ − ∂ρΓ

µ
σν + ∂νΓ

µ
σρ)

=V σ(aρδa)(bνδb)Rµσνρ

となる (添字 σ, ρ に関して aρbσ − aσbρ は反対称，Γνσρ は対称なので式 (6) より Γνσρ(a
ρbσ − aσbρ) = 0)．

これは V⃗ の 1周したときの成分変化の式 (24)である．

■共変曲率テンソルの式 (28)の導出 曲率テンソルの式 (25):

Rµνρσ ≡ ∂ρΓµνσ − ∂σΓµνρ + ΓµαρΓ
α
νσ − ΓµασΓ

α
νρ
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より，
Rµνρσ ≡ gµαRανρσ = gµα

{(
∂ρΓ

α
νσ + ΓαβρΓ

β
νσ

)
− (ρ↔ σ)

}
となる．ただし (ρ↔ σ)は添字 ρ, σ を入れ替えた項を表す．ここで

∂ρΓ
α
νσ =∂ρ(g

αβΓβ,νσ) = (∂ρg
αβ)Γβ,νσ +

1

2
gαβ(∂ρ∂σgβν + ∂ρ∂νgβσ − ∂ρ∂βgνσ),

∴ gµα {∂ρΓανσ − (ρ↔ σ)} =gµα{(∂ρgαγ)Γγ,νσ − (ρ↔ σ)}+ 1

2
δβµ{(∂ρ∂νgβσ − ∂ρ∂βgνσ)− (ρ↔ σ)}

=gµαgβγ{(∂ρgαγ)Γβνσ − (ρ↔ σ)}+ 1

2
{(∂ρ∂νgµσ − ∂ρ∂µgνσ)− (ρ↔ σ)}

なので，

Rµνρσ =
1

2
{(∂ρ∂νgµσ − ∂ρ∂µgνσ)− (ρ↔ σ)}

+ gµα
[{
gβγ(∂ρg

αγ) + Γαβρ
}
Γβνσ − (ρ↔ σ)

]
を得る．右辺の 2行目について，gβγgαγ = δαβ を微分して得られる関係

gβγ(∂ρg
αγ) = −(∂ρgβγ)gαγ

を用いると，
gµα

{
gβγ(∂ρg

αγ) + Γαβρ
}
= −∂ρgµβ + Γµ,βρ = −Γβ,µσ = −gαβΓαµρ

と書き換えられる (第 2の等号については 7.1.6節を参照)．これを上式に戻すと，式 (28):

Rµνρσ =
1

2
{(∂ρ∂νgµσ − ∂ρ∂µgνσ)− (ρ↔ σ)} − gαβ{ΓαµρΓβνσ − (ρ↔ σ)},

=
1

2
(∂ρ∂νgµσ + ∂σ∂µgνρ − ∂σ∂νgµρ − ∂ρ∂µgνσ) + gαβ(Γ

α
νρΓ

β
µσ − ΓανσΓ

β
µρ)

が得られる．

■Bianchiの恒等式 (29)の導出 Bianchiの恒等式 (29):

Rλµνρ;σ +Rλµσν;ρ +Rλµρσ;ν = 0

はテンソルの関係式となっているから，ある座標系で成立すれば任意の座標系で成立する (1.1.1節)．よって

局所慣性系でこれが成り立つことを示せば十分である．局所慣性系では Christoffel記号がゼロになるので (そ

の微分がゼロになる保証はない)，

Rλµνρ;σ = ∂σR
λ
µνρ = ∂σ(∂νΓ

λ
µρ − ∂ρΓλµν + ΓλανΓ

α
µρ − ΓλαρΓ

α
µν) = ∂σ∂νΓ

λ
µρ − ∂σ∂ρΓλµν

である．これと添字を入れ替えた式

Rλµσν;ρ =∂ρ∂σΓ
λ
µν − ∂ρ∂νΓλµσ,

Rλµρσ;ν =∂ν∂ρΓ
λ
µσ − ∂ν∂σΓλµρ

と辺々足すと，Bianchiの恒等式 (29)が得られる．
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■Einsteinテンソルに対する Bianchiの恒等式 (30)の導出 Bianchiの恒等式 (29):

Rλµνρ;σ +Rλµσν;ρ +Rλµρσ;ν = 0

の添字 λ, ρを縮約し，さらに添字 µ, ν についても縮約する (すなわち gµν をかけて µ, ν について和をとる)．

このとき計量テンソルの共変微分はゼロになることと (7.1.6 節)，曲率テンソルの添字に関する (反) 対称性

(1.1.11節)を思い出すと，各項は

gµνRλµνλ;σ =− gµνRλµλν;σ = −gµνRµν;σ = −R;σ(= −∂σR),

gµνRλµσν;λ =gµνgλαRαµσν;λ = gµνgλαRµανσ;λ = gλαRασ;λ = Rλσ;λ,

gµνRλµλσ;ν =gµνRµσ;ν = Rνσ;ν

となる．よって

Rνσ;ν =
1

2
R;σ, ∴ Gµν;ν =

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
;ν

= 0 : (30)

を得る．

7.2 特殊相対性理論の概念 (補足)

■Lorentz 変換 (32) の導出 求める座標変換が (有限の) 世界間隔 (ct)2 − x2 を不変に保つ tx 平面内の“回

転”として
x′ = x coshψ + ct sinhψ, ct′ = x sinhψ + ct coshψ

と表されると考えると，

• これは線形変換であるため，逆変換も同じ形となり，相対性原理を満たす．
• この変換は確かに世界間隔 c2t2 − x2 を不変とするため，光速度一定の条件を満たす．

ここでK 系の原点 x′ = 0に注目すると，これをK ′ 系で見た座標は

x′ = ct sinhψ, ct′ = ct coshψ

となる．x′/ct′ = tanhψ が K 系の座標で測った K ′ 系の速度 (を cで割った値)だから，tanhψ = −V/cを
満たす“回転角”ψ をとれば良いことが分かる*228．1− tanh2 ψ = 1/ cosh2 ψ および定義域 coshψ ≥ 1より

tanhψ = −β ⇒ coshψ = γ ⇒ sinhψ = −βγ

(ただし β ≡ V/c, γ ≡ 1/
√
1− β2)となるので，Lorentz変換の式 (32)を得る．

*228 tx面内の“回転”

x′ = x coshψ − ct sinhψ, ct′ = −x sinhψ + ct coshψ, tanhψ =
V

c

(ψ を再定義した)は，虚時間 x4 = ictを導入し，ψ ≡ iψ′ を代入すると，虚数角 ψ′ の回転の形

x′
1
= x1 cosψ′ − x4 sinψ′, x′

4
= x1 sinψ′ + x4 cosψ′

に書ける [4, pp.44–45]．いずれにせよ回転というのは解釈に過ぎず，それ以上のものではない．
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■固有時間の式 (33)の導出 慣性系で測って時間 dtの間に粒子が空間中で dx,dy,dz 変位し粒子の固有時間

が dτ 変化したとすると，
ds2 = (cdτ)2 = (cdt)2 − dx2 − dy2 − dz2

だから，dτ と dtの間に式 (33):

dτ =

√
1−

(v
c

)2
dt, v ≡

(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
の関係が成立する [3, p.9] [4, pp.88–89]．

7.3 Lagrange形式と Hamilton形式 (補足)

7.3.1 Lagrange形式 (補足)

1.3.1節で述べたように，最小作用原理から Euler-Lagrange方程式 (35),(37)が導かれることを示す．まず

粒子の軌道 qi(t)の変分に対して作用 (34):S =
∫ t2
t1
Ldtが停留値をとる条件は

0 = δS =

∫ t2

t1

∑
i

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
dt =

∫ t2

t1

∑
i

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqidt

と書ける．ただし最後の等号では δq̇i = d
dtδqi に注意して被積分関数の第 2 項を部分積分し，境界条件

δqi(t1) = δqi(t2) = 0を用いた．上式最右辺において変分 {δqi}を独立にとれることから Euler-Lagrange方

程式 (35):
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0

を得る [9, pp.2–4]．

同様に空間の各位置での場の値 ϕr(x, t)の変分に対して作用 (36):S =
∫
LdV dtが停留値をとる条件は

0 = δS =

∫ {
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂(∂µϕr)
δ(∂µϕr)

}
dV dt =

∫ {
∂L
∂ϕr
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕr)

}
δϕrdV dt

と書ける (ただし µ, r について和をとる)．ただし最後の等号では δ(∂µϕr) = ∂µ(δϕr)に注意して被積分関数

の第 2項を部分積分した．その際，作用の積分が行われる時空領域の境界は，空間の無限遠の“側面”と場の

値が指定された“平面”t = t1, t2 から成り (1.4節の図 8参照)，ここでは場または変分 δϕr がゼロになること

を用いた．上式最右辺において場の種類ごとに変分 {δϕr}を独立にとれることから，Euler-Lagrange方程式

(37):

∂µ
∂L

∂(∂µϕr)
− ∂L
∂ϕr

= 0

を得る [3, p.87]．

7.3.2 対称性と保存則 (補足)

本節では 1.3.2節における式の導出などの補足を行う．
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■Lagrangianの任意性 1.3.2節で述べたように，Lagrangianを

L → L′ = L+
df

dt
(f = f(q, t))

と変更しても運動方程式は不変であることを説明する [9, pp.4–5]．Lagrangian の変化に伴って，作用積分

S =
∫ t2
t1
Ldtは

S → S′ =

∫ t2

t1

L′dt = S + [f(q, t)]
t2
t1

と変化する．最右辺における付加的な項は時間の両端 t = t1, t2 で評価されており，作用の変分には寄与しな

い．よって軌道の変分に伴う 2つの作用の変分 δS, δS′ は等しく，作用が停留値をとる条件に他ならない運動

方程式 (35)は不変に保たれる．

■時間並進対称性からエネルギー (38)の保存の導出 Lagrangianが時間に陽に依らないという仮定 ∂L/∂t =

0により，
dL

dt
=
∑
i

∂L

∂qi
q̇i +

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i.

Lagrange方程式 (35)を用いて右辺の第 1項を書き換えると

dL

dt
=
∑
i

(
d

dt

∂L

∂q̇i

)
q̇i +

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i =

∑
i

d

dt

(
∂L

∂q̇i
q̇i

)
となるので，エネルギー保存則

dE

dt
= 0, E ≡

∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L : (38)

を得る．

■Noether の定理の証明 1.3.2 節で述べたように，Lagrangian を不変に保つ対称変換 qi → Φi(λ; q) に

付随する保存量が，モーメント関数 F =
∑
i fipi によって与えられることを示す [5, pp.122–123]．変換

qi → Φi(λ; q)に伴う Lagrangianの変化率は，fi ≡ dΦi/dλ|λ=0 を用いて

dL

dλ
=
∑
i

(
fi
∂L

∂qi
+ ḟi

∂L

∂q̇i

)
=
∑
i

(
fi

d

dt

∂L

∂q̇i
+ ḟi

∂L

∂q̇i

)
=

d

dt

∑
i

fipi, pi ≡
∂L

∂q̇i

と表される．ただし第 2の等号で Lagrange方程式 (35)を用いた．仮定によりこれがゼロになるので，保存則

dF

dt
= 0, F =

∑
i

fipi : モーメント関数

が見出される．エネルギー保存則の導出の手順 (上記)との類似性が注目される．

■Lorentz変換 (39)における無限小パラメーターの反対称性 無限小 Lorentz変換 (39)に対して

x′µx
′µ =ηµνx

′νx′
µ

=ηµν(x
µ + xρε

µρ)(xν + xσε
νσ)

≃xµxµ + ηµνx
µxσε

νσ + ηµνx
νxρε

µρ

=xµx
µ + xνxσε

νσ + xµxρε
µρ

=xµx
µ + 2xµxρε

µρ
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であり，Lorentz変換では 4元動径ベクトルの長さ xµx
µ は不変にとどまらなければならないから，

xµxρε
µρ = 0

を得る．

εµν の反対称部分は左辺に寄与を持たないので (式 (6)の箇所を参照)，εµν の対称部分 ε(S)µν に対して

0 = xµxρε
(S)µρ = 2

∑
µ>ρ

xµxρε
(S)µρ + xµxµε

(S)µµ

が課される (最右辺では繰り返された添字 µについて和をとらない)．これにより対称部分 ε(S)µν はゼロにな

るから，εµν は添字に関して反対称でなければならない．

■Lorentz対称性から角運動量 4元テンソル (40)の保存の導出 [11, p.170] 簡単のために 1粒子系を考える

(粒子番号の添字は不要となる)．

Lagrangianを不変に保つ対称変換 xµ → xµ+ δxµ を考える．時間座標 x0 を力学変数として扱う代わりに，

時間の役割を果たす粒子の軌道に沿ったパラメーター τ を導入し，τ による微分をプライムで表す．他方 tに

よる微分はドットで表す．また作用の積分変数を t, τ としたときの Lagrangianをそれぞれ L, L̃と書くと，∫
L̃dτ =

∫
Ldt → L̃ = L

dt

dτ
= Lt′.

時間 τ と Lagrangian L̃ に対しても Lagrange 方程式 (35) が成り立つから，変換に伴う Lagrangian の変化

量は

0 = δL̃ =
∂L̃

∂xµ
δxµ +

∂L̃

∂x′µ
δx′

µ
=

(
d

dτ

∂L̃

∂x′µ

)
δxµ +

∂L̃

∂x′µ
δx′

µ
=

d

dτ

(
∂L̃

∂x′µ
δxµ

)

と計算できる．ここから保存量 ∂L̃
∂x′µ δx

µ が見出される．

無限小 Lorentz変換 (39):δxµ = xνε
µν に関する対称性に付随する保存量は

∂L̃

∂x′µ
δxµ = εµν

∂L̃

∂x′µ
xν = −εµν p̃µxν = −

∑
µ>ν

εµν(xµp̃ν − xν p̃µ), p̃µ ≡ −
∂L̃

∂x′µ

となる (最後の等号では εµν の反対称性を用いた)．µ > ν の各成分 εµν は独立にとれることに注意すると，

M̃µν = xµp̃ν − xν p̃µ

の保存が導かれる．

最後に p̃µ ≡ − ∂L̃
∂x′µ と 4元運動量 pµ の関係を調べれば充分である*229．それには次のようにすれば良い [5,

p.170]．まず空間成分 µ = i = 1, 2, 3について，

x′
i
=

dxi

dτ
=

dxi

dt

dt

dτ
= ẋit′

に注意すると

p̃i = −
∂L̃

∂x′i
= −

∑
j

∂(Lt′)

∂ẋj
∂ẋj

∂x′i
= −

∑
j

∂(Lt′)

∂ẋj
∂

∂x′i

(
x′
j

t′

)
= − ∂L

∂ẋi

*229 はじめから τ を tそのものにとったならば，ẋ0 = 1による微分 p̃0 = −∂L/∂ẋ0 はよく定義されなくなることに注意する．
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となる．最右辺は通常の正準運動量に負号を付けたもの −pi = pi になっていることが見て取れる．次に時間

成分 µ = 0について，同様に

cp̃0 = −∂L̃
∂t′

= − ∂

∂t′
(Lt′) = −L−

∑
i

∂L

∂ẋi
∂ẋi

∂t′
t′ = −L−

∑
i

∂L

∂ẋi
∂

∂t′

(
x′
i

t′

)
t′ = −L+

∑
i

∂L

∂ẋi
x′
i

t′
= −L+

∑
i

∂L

∂ẋi
ẋi

となる．最右辺は粒子のエネルギー E なので (式 (38) 参照)，p̃0 = E /c である．以上をまとめると p̃µ =

(E /c,−p)なので，これは運動量の 4元共変ベクトルに一致する．

p̃µ = pµ.

よって角運動量テンソル
Mµν = M̃µν = xµpν − xνpµ

が保存する．

以上を多粒子系に対して一般化するには，

• τ を拡大配位空間の軌道のパラメーターと見なす方法
• τ を個々の粒子ごとに定義されるパラメーター (例えば粒子の固有時間)と見なす方法

の 2通りの戦略が考えられる．いずれにせよ個々の粒子の力学変数 x0 が単一のパラメーター tでもあるとい

う点について，注意深い取り扱いが必要となる．

対照的に場の理論では時刻 tが単なるパラメーターであることは明白であり，系の Lorentz変換に関する対

称性から，場の 4元角運動量 (50):

Mµν =

∫
(xµdP ν − xνdPµ) = 1

c

∫
(xµT ν0 − xνTµ0)dV

が保存することを証明できる．ここに Tµν は場のエネルギー・運動量テンソルであり，dPµ = Tµ0

c dV は体

積要素 dV に含まれる場の運動量である．またスピン角運動量の項は捨てた．そこで自由粒子系に対する表式

(120):

Tµν =
∑
a

mac
2u µ
a u ν

a

√
1−

(va
c

)2
δ(r−ra(t)), ∴ Tµ0 =

∑
a

mac
2u µ
a δ(r−ra(t)) = c

∑
a

p µ
a δ(r−ra(t))

を代入すると，4元角運動量
Mµν =

∑
a

(x µ
a p ν

a − x ν
a p

µ
a )

が得られる．

■Lagrangian密度の任意性 1.3.2節で述べたように，Lagrangian密度を

L → L′ = L+ ∂µΛ
µ

と変更しても運動方程式は不変である．実際，作用は時空のある領域 Ωにわたる Lagrangian密度の積分であ

ることを思い出すと，一般に場の関数 Λµ の 4元発散 ∂µΛ
µ だけ異なる 2つの Lagrangian密度は，領域 Ωの

表面にわたる Λµ の積分だけ異なる 2つの作用を与える．ところで最小作用原理において領域 Ωの表面は空

間の無限遠の“側面”と，場の値が指定された“平面”t = t1, t2 から成り，ここでは場またはその変分がゼロ

になるため，2つの作用の差は変分をとると落ちる．よって作用が停留値をとる条件に他ならない場の方程式

は，2つの Lagrangian密度に対して共通となる．

349



■場の理論の Lorentz不変性から導かれる保存則 (47)の式 場の変分 (46)は微小量の 1次までの近似で

δTϕr(x) ≡ϕ′r(x′)− ϕr(x)
=[ϕ′r(x

′)− ϕr(x′)] + [ϕr(x
′)− ϕr(x)]

=δϕr(x
′) +

∂ϕr
∂xβ

(δxβ = x′β − xβ)

=δϕr(x) +
∂ϕr
∂xβ

と書き直される．同様に Lagrangian密度の不変性は

0 = L(ϕ′r(x′), ∂α
′ϕ′r(x

′))− L(ϕr(x), ∂αϕr(x)) = δL+
∂L
∂xα

δxα

と表される．最右辺第 1 項 δL は場の変更 ϕr(x) → ϕr(x) + δϕr(x) に伴う Lagrangian 密度の変分であり，

式 (41)において計算済みである：

δL =
∂

∂xα

(
∂L

∂(∂αϕr)
δϕr

)
=

∂

∂xα

{
∂L

∂(∂αϕr)

(
δTϕr(x)−

∂ϕr
∂xβ

)}
.

これを上式に代入すると，連続の式 (47):

∂αf
α = 0, fα =

∂L
∂(∂αϕr)

δTϕr − T αβδxβ

が得られる．

■時空内の回転対称性に付随するカレント (49)の導出 回転操作 δxβ = εβγδx
γ を考え，カレント fα の式

(47):

fα =
∂L

∂(∂αϕr)
δTϕr − T αβδxβ

に δTϕr(x) =
1
2εαβS

αβ
rs ϕs(x)および

−T αβδxβ = −T αβεβγδxγ = −1

2
(T αβεβγδxγ + T αγεγβδxβ) =

1

2
εβγ(x

βT αβ − xγT αβ)

を代入すると，式 (49):

fα =
1

2
εβγMαβγ , Mαβγ ≡ ∂L

∂(∂αϕr)
Sβγrs ϕs + (xβT αγ − xγT αβ)(= −Mαγβ)

が得られる．

■Tαβ と T ′αβ が同じ全 4元運動量 Pα を与える理由 再定義されたエネルギー・運動量テンソル

Tαβ → T ′αβ = Tαβ + ∂γψ
αβγ , ψαβγ = −ψαγβ

における付加的な項 ∂γψ
αβγ の，運動量 Pα = 1

c

∫
Tα0dV への寄与は

1

c

∫
∂γψ

α0γdV =
1

2c

∫
∂γ(ψ

α0γ − ψαγ0)dV =
1

2c

∫
∂k(ψ

α0k − ψαk0)dV

である．最右辺は 3次元空間の無限遠の表面積分に変換されてゼロになるので，エネルギー・運動量テンソル

の再定義に伴って全 4元運動量 Pα は変化を受けない．
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■軌道角運動量が保存する条件としてエネルギー・運動量テンソルの対称性を導出 1.3.2節で述べたように，

場の 4元角運動量が (軌道角運動量)

Mαβ =
1

c

∫
(xαT β0 − xβTα0)dV

によって表されることを要請する．あるいは等価的にカレント (49)が軌道角運動量の項だけから成ること

Mαβγ = xβT αγ − xγT αβ = xβT γα − xγT βα

を要求しても良い．すると保存則は

0 =∂αMαβγ = δβαT
γα + xβ∂αT

γα − δγαT βα − xγ∂αT βα

=T γβ − T βγ (∵ ∂αT
βα = 0)

となる．これはエネルギー・運動量テンソルの対称性を意味する．

■保存する電荷の表式 (52)の確認 大域的位相変換 (51):

ϕ′r = eiεϕr ≃ (1 + iε)ϕr, ϕ′
†
r = e−iεϕ †

r ≃ (1− iε)ϕ †
r

に対して場の変分は δϕr = iεϕr, δϕ
′ †
r = −iεϕ′ †

r と同定されるので，Lagrangianの不変性に付随するカレン

ト (42):

fα =
∂L

∂(∂αϕr)
δϕr +

∂L
∂(∂αϕ

†
r )

δϕ †
r

は保存量

F 0 =c

∫
d3x[πr(x)δϕr(x) + π †

r (x)δϕ †
r (x)]

=iεc

∫
d3x

[
πr(x)ϕr(x)− π †

r (x)ϕ †
r (x)

]
を与える．よって，これに適当な定数 −q/εcℏを掛けた式 (52)の Qも保存する．

7.3.3 エネルギー・運動量テンソル (補足)

1.3.3節における保存則 (54)を導く [3, pp.302–304]．

まず無限小変換 (53):x′
α
= xα + ξα に対する計量テンソルの変換則を調べる．∂x′α

∂xµ = δαµ + ∂µξ
α に注意

すると，ξα の 1次までの近似で

g′
αβ

= (δαµ + ∂µξ
α)(δβν + ∂νξ

β)gµν ≃ gαβ + ∂αξβ + ∂βξα

となる．ここで一般にテンソル場に対して変換則 (1)は，与えられた時空点における場の値の変化を規定して

いることを思い出そう．上式の右辺は座標 xの関数であるのに対し，左辺は同一の点を表す新しい座標 x′ の

関数 g′
αβ

(x′)である．引数を xにそろえるために，左辺を

g′
αβ

(x′) = g′
αβ

(x+ ξ) ≃ g′αβ(x) + ξγ∂γg
′αβ(x) ≃ g′αβ(x) + ξγ∂γg

αβ(x)

と書き直す (最後の等号では第 2項において，g′αβ を gαβ に置き換えたときの差が ξα の 2次の微小量である

ことを考慮した)．すると

g′
αβ

= gαβ − ξγ∂γgαβ + ∂αξβ + ∂βξα
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を得る (両辺の各項の引数はいずれも x)．右辺の後ろ 3つの項は ξα;β + ξβ;α とまとめられる．実際，

ξα;β + ξβ;α

=gβδξα;δ + gαδξβ;δ (∵ 反変導関数の定義 (1.1.8節))

=gβδ(∂δξ
α + Γαγδξ

γ) + gαδ(∂δξ
β + Γβγδξ

γ) (∵ 共変微分の公式 (12))

=∂βξα + ∂αξβ + (gβδΓαγδ + gαδΓβγδξ
γ)ξγ

=∂βξα + ∂αξβ − (∂γg
αβ)ξγ . (∵ 式 (19))

以上より計量テンソルは

g′
αβ

(x) = gαβ(x) + δgαβ(x), δgαβ = ξα;β + ξβ;α (664)

に従って変換する．これは共変成分の変換則

g′αβ = gαβ + δgαβ , δgαβ = −ξα;β − ξβ;α

を含意する (このとき今考えている ξα の 1次までの近似で，g′αγg′γβ = δαβ が満たされる)．

さて，無限小の一般座標変換 (53)に対する作用 S の不変性を要求しよう．座標変換に伴って，計量テンソ

ル gµν とそれ以外の力学変数 q はともに変化する．これによる S の変分は微小変化の 1次近似で，gµν だけ

が変化したときの変分 δgS と q だけが変化したときの変分 δqS の和 δS = δgS + δqS である．ところが変数

q に関する運動方程式により δqS はゼロになるから*230，作用の不変性として δgS = 0 を要求すれば充分で

ある．

0 = δgS =
1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
δgµν +

∂Λ

∂(∂λgµν)
δ(∂λg

µν)

}
d4x =

1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
(δgµν)d4x

=
1

2c

∫
Tµνδg

µν√−gd4x.

既に 1.3.3節で述べたように，ここで gµν , ∂λg
µν による微分は gνµ, ∂λg

νµ を固定して行っていることになる．

変分 δgµν として座標変換に伴う変化 (664)を考えているから，上式はさらに

0 =
1

2c

∫
Tµν(ξ

µ;ν + ξν;µ)
√
−gd4x

=
1

c

∫
Tνµξ

µ;ν√−gd4x (Tµνの対称性)

=
1

c

∫
T νµξ

µ
;ν

√
−gd4x

=
1

c

∫
(T νµξ

µ);ν
√
−gd4x− 1

c

∫
T νµ;νξ

µ√−gd4x

=
1

c

∫
∂ν(
√
−gT νµξµ)d4x−

1

c

∫
T νµ;νξ

µ√−gd4x (∵ 公式 (20))

=− 1

c

∫
T νµ;νξ

µ√−gd4x

と書き換えられる．最右辺において ξµ は任意なので，T νµ;ν = 0を得る．計量テンソルの共変微分はゼロに

なること (1.1.9節)に注意して添字を上げると，式 (54):

Tµν;ν = 0

*230 作用 S が力学変数 gµν(x)を記述する項 (重力場項)を含んでいるとすると，同じ理由で δgS = 0となり，非自明な結果は得られ
ない．
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が導かれる．

7.3.4 Hamilton形式 (補足)

1.3.4節における正準方程式 (56)を導く．

一般運動量の定義式 pi ≡
∂L

∂q̇i
,

Lagrange方程式 (35) : ṗi =
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi

より q, q̇, tの関数である Lagrangianの全微分は

dL =
∑
i

(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i

)
+
∂L

∂t
dt

=
∑
i

(ṗidqi + pidq̇i) +
∂L

∂t
dt

=d

(∑
i

piq̇i

)
+
∑
i

(ṗidqi − q̇idpi) +
∂L

∂t
dt

となる．よって q, p, tの関数である Hamiltonianの全微分は

dH = d

(∑
i

piq̇i

)
− dL =

∑
i

(−ṗidqi + q̇idpi)−
∂L

∂t
dt

となり，ここから正準方程式 (56):
∂H

∂qi
= −ṗi,

∂H

∂pi
= q̇i

および ∂H
∂t = −∂L∂t が得られる [9, pp.166–168]．

7.4 古典的統一理論 (補足)

7.4.1 Lorenzゲージ

1.4.1節で述べたように同一の電磁場を，従って同一の電磁場テンソルを与える電磁ポテンシャルは無数に

存在する．実際ある電磁ポテンシャル Aµ から作られる電磁場テンソル Fµν と，f を時空座標の任意の関数と

して電磁ポテンシャル A′µ ≡ Aµ + ∂µf から作られる電磁場テンソル F ′
µν は同じ値を持つ：

F ′
µν ≡ ∂µA′

ν − ∂νA′
µ = ∂µ(Aν + ∂νf)− ∂ν(Aµ + ∂µf) = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν .

仮に正しい電磁場を与える電磁ポテンシャル Aµ が Lorenz条件 (63):Aµ;µ = 0を満たさなくても，関数 f を

適当に選べば同じ電磁場を与える電磁ポテンシャル A′µ = Aµ + ∂µf が Lorenz条件を満たすようにできる．

実際そのためには 0 = A′µ
;µ = Aµ;µ + (∂µf);µ より f を (∂µf);µ = −Aµ;µ の解にとれば良い．
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7.4.2 4元電流 (密度)(補足)

■4元電流密度 (64)が反変ベクトルであることの証明 [4, p.164] a番目の粒子の座標を x µ
a = (x 0

a , ra)(ま

たはシンボリックに xa)，固有時間を τa と書くと，電流密度の 4元ベクトル (64)は

jµ(x) =
∑
a

eac√
−g(x)

δ(r − ra(t))
dx µ

a

dx0

=
∑
a

eac√
−g(x)

∫
δ(x− xa)

dx µ
a

dx 0
a

dx 0
a

=
∑
a

eac√
−g(x)

∫
δ(x− xa)

dx µ
a

dτa
dτa : (65)

と書き換えられる．最右辺において dτa はスカラーであり，dx µ
a /dτa は 4元反変ベクトルである (1.1.4節)．

また座標変換 x→ x′ に伴うデルタ関数の変換則を調べると，

1 =

∫
δ4(x′)d4x′ =

∫
δ4(x)d4x =

∫
δ4(x)

∂(x)

∂(x′)
d4x′, ∴ δ4(x′) =

∂(x)

∂(x′)
δ4(x)

となるので，デルタ関数はスカラー密度である．さらに因子
√
−g(x) = ∂(X)/∂(x)(1.1.6節参照)もまたス

カラー密度の変換則 √
−g′ = ∂(x)

∂(x′)

√
−g

に従うから，分母の
√
−g はデルタ関数の変換性を打ち消す．以上より 4元電流密度 (64)は全体として反変

ベクトルになっていることが分かる．

■慣性系での電流密度 jµ の意味付け (補足) 電流密度 j が名前の通り電荷の流れの密度を表すならば，電荷

密度 ρと電流密度 j に対して電荷保存則は連続の式 (68):∂ρ∂t +∇ · j = 0で表されることを確かめる．電荷保

存則は次のように言い表せる:

空間に固定した領域内部の電荷が増加したならば，それは領域内部で電荷が無から生じたからではなく，

領域の表面を通って電荷が内部に流入したからである． (665)

特に空間の各位置の周りに無限小領域 d3xを考えれば，単位時間当たりの内部の電荷 ρd3xの増加量は ∂ρ
∂t d

3x，

電荷の流入量は −∇ · jd3xなので，これらを等置して連続の式 (68)を得る．さらに各体積要素 d3xで

∂ρ

∂t
d3x = −∇ · jd3x

が成り立てば，任意の有限な領域 V に対しても保存則の主張 (665)が成り立つ．実際，領域 V を構成する全

ての体積要素 d3xについて電荷の流入量 −∇ · jd3xを足し合わせると体積要素間の電荷の出入りが相殺され，
表面 S からの流入量 −

∫
S
j · dS になる*231．こうして領域 V 内部の電荷

∫
V
ρd3xは，単位時間に表面 S か

ら流入した分だけ増加することになる:

d

dt

∫
V

ρd3x = −
∫
S

j · dS.

*231 このことは体積要素 dV が直方体 d3xに限らず無限小の四面体の場合にも成り立ち，数学的には発散定理と呼ばれ，
∫
V ∇ ·jdV =∫

S j · dS と書かれる
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ここで総電荷
∫
V
ρd3xは時間 tだけの関数であることに注意して，常微分の記号 d/dtを用いた．dS は表面

S の外向き法単位ベクトルである [3, pp.80–81]．

電荷密度・電流密度の式 (66),(67)が連続の式 (68):∂ρ∂t +∇ · j = 0を自動的に満たすことは，

∂

∂t
ρ(r, t) =

∑
a

ea
∂

∂t
δ(r − ra(t)) =

∑
a

eava(t) ·
∂

∂ra(t)
δ(r − ra(t))

=−
∑
a

eava(t) ·∇δ(r − ra(t)),

∇ · j(r, t) =∂iji(r, t) =
∑
a

eav
i
a (t)∂iδ(r − ra(t))

=
∑
a

eava(t) ·∇δ(r − ra(t))

を辺々足して確かめられる [3, pp.81–82] [12, p.195]．

7.4.3 最小作用原理 (補足)

■場を基調とした電磁場と粒子の相互作用項 (70)の導出

Smf =−
∑
a

ea
c

∫
Aµ(x

µ
a )

dx µ
a

dx0
dx0

=− 1

c2

∫ (∑
a

eac√
−g(x)

δ(r − ra)
dx µ

a

dx0

)
Aµ(x)

√
−g(x)d4x

=− 1

c2

∫
jµ(x)Aµ(x)

√
−g(x)d4x.

7.4.4 電磁場を含めた物質の系のエネルギー・運動量テンソル (補足)

■電磁場を含めた物質の系の Lagrangian密度 1.4.4節における電磁場を含めた物質の系の Lagrangian密度

を与える式 (71)を確かめよう．

a番目の粒子の世界線に沿う線要素の世界間隔は

dsa =
√
gµν(x(a))dxµ(a)dxν(a) =

√
gµν(x(a))ẋµ(a)ẋν(a)dτa

なので作用 (69)における粒子の項は

Sm ≡ −
∑
a

mac

∫
dsa =

1

c

∫
Λmd

4x, Λm ≡ −
∑
a

mac
2

∫ √
gµν(x)ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa

となる．

次に電磁ポテンシャルについて，共変ベクトル Aµ を基本的な量と考える．このとき Aµdx
µ を計量テンソ

ルに依存する量 gµνA
µdxν と見なす必要はなく，作用 (69)における粒子と電磁場の相互作用項は

Smf ≡ −
∑
a

ea
c

∫
Aµ(x(a))dx

µ(a) =
1

c

∫
Λmfd

4x, Λmf ≡ −
∑
a

ea

∫
Aµ(x)ẋ

µ(a)δ4(x− x(a))dτa

となる．
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さらに共変ベクトル Aµ を基本的な量と見なしたことを踏まえて Fαβ = gαγgβδFγδ と書くと，作用 (69)に

おける電磁場の項は

Sf ≡ −
1

16πc

∫
FαβFαβ

√
−gd4x =

1

c

∫
Λfd

4x, Λf ≡ −
1

16π
gαγgβδFαβFγδ

√
−g

となる．

以上の Λm,Λmf ,Λf を用いて

S′
m ≡ Sm + Smf + Sf =

1

c

∫
Λd4x, Λ ≡ Λm + Λmf + Λf : (71)

と書ける．

■計量テンソルの変分に対する公式

gµνgνλ = δµλ, ∴ gµνδgνλ = −gνλδgµν

の両辺に gµα をかけて µで和をとると

δgαλ = −gνλgµαδgµν , ∴ δgµν = −gαµgβνδgαβ

を得る．ここで α→ µ, λ→ ν とし，ダミー添字を µ→ α, ν → β と改めた [4, p.146] [8, pp.42–43]．

ここで計量テンソル gµν の任意の関数 f(gµν)を考えると，これは上式より gµν の変分 δgµν に伴い

δf =
∂f

∂gµν
δgµν =

∂f

∂gµν
(−gαµgβν)δgαβ

だけ変化する．一方 gµν の変分 δgµν に伴い gαβ が δgαβ だけ変化したとすると，これは δf =
∂f

∂gαβ
δgαβ と

も書けるので，これらを等置して
∂f

∂gαβ
= −gαµgβν

∂f

∂gµν
(666)

を得る．

■粒子と電磁場に対するエネルギー・運動量テンソル (55)の導出 以上を踏まえ，式 (71)で与えられる Λに

対して粒子と電磁場のエネルギー・運動量テンソル (55)を計算しよう．まず

T(m)µν ≡
2√
−g

{
∂Λm

∂gµν
− ∂λ

∂Λm

∂(∂λgµν)

}
=

2√
−g

∂Λm

∂gµν

を考える．gαβ による微分が gβα を固定して行われることに注意すると

∂Λm

∂gαβ
=−

∑
a

mac
2

∫
δαµδ

β
ν ẋ

µ(a)ẋν(a)

2
√
gρσ(x)ẋρ(a)ẋσ(a)

δ4(x− x(a))dτa = −1

2

∑
a

mac

∫
ẋα(a)ẋβ(a)δ4(x− x(a))dτa

(δ4(x− x(a))があるので
√
gρσ(x)ẋρ(a)ẋσ(a)→

√
gρσ(x(a))ẋρ(a)ẋσ(a) = cとできる),

∴ ∂Λm

∂gµν
=− gµαgνβ

∂Λm

∂gαβ
(∵ 式 (666))

=
1

2

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa
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なので

T(m)µν =
2√
−g

∂Λm

∂gµν
=

1√
−g
∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa

となる．

次に Λmf は計量テンソルとその微分に依らないので

T(mf)µν ≡
2√
−g

{
∂Λmf

∂gµν
− ∂λ

∂Λmf

∂(∂λgµν)

}
= 0

となる．

さらに

T(f)µν ≡
2√
−g

{
∂Λf

∂gµν
− ∂λ

∂Λf

∂(∂λgµν)

}
=

2√
−g

∂Λf

∂gµν

を考える．再び gµν による微分が gνµ を固定して行われることに注意すると

FαβFγδ
√
−g ∂g

αγ

∂gµν
gβδ =FαβFγδ

√
−gδαµδγνgβδ = FµβF

β
ν

√
−g,

FαβFγδ
√
−ggαγ ∂g

βδ

∂gµν
=FαµF

α
ν

√
−g = FµαF

α
ν

√
−g

(∵ Fαµ = −Fµα, Fαν = gαβFβν = −gαβFνβ = −F α
ν ),

FαβFγδg
αγgβδ

∂
√
−g

∂gµν
=FαβF

αβ

(
− 1

2
√
−g

∂g

∂gµν

)
=− 1

2
√
−g

FαβF
αβ(−ggλρδλµδρν) (∵ 式 (16) : dg = −ggλρdgλρ)

=−
√
−g
2

FαβF
αβgµν

なので

T(f)µν =
1

4π

(
−FµαF α

ν +
1

4
FαβF

αβgµν

)
となる．

以上の T(m)µν , T(f)µν を用いて
Tµν = T(m)µν + T(f)µν : (72)

と書ける (Tµν(mf) = 0)．

■物質のエネルギー・運動量テンソル (74)の導出 物質のエネルギー・運動量テンソル (73)は

T (m)µν(x) =
1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ4(x− x(a))dτa

=
1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)

dxν(a)

dx0(a)
δ4(x− x(a))dx0(a)

=
1√
−g(x)

∑
a

maẋ
µ(a)

dxν(a)

dt
δ(r − ra)

=
1√
−g(x)

∑
a

maẋ
µ(a)ẋν(a)

√
1−

(va
c

)2
δ(r − ra) : (74)

と書き換えられる．
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7.5 粒子と場の運動方程式 (補足)

1.5節に挙げた運動方程式を最小作用原理から導く．ここではその際，Euler-Lagrange方程式 (35),(37)を

用いるのではなく，作用 (69)の変分を直接計算する方法をとることにする．

Sm ≡−
∑

mc

∫
ds,

Smf ≡−
∑ e

c

∫
Aµdx

µ,

Sf ≡−
1

16πc

∫
FµνFµν

√
−gd4x,

Sg ≡−
c3

16πk

∫
G
√
−gd4x

とおき，作用 (69)を S = Sm + Smf + Sf + Sg と書く．S′
m ≡ Sm + Smf + Sf とおく．

7.5.1 粒子の運動方程式 (補足)

時空における粒子の実際の軌道は作用の停留値 (極値)を与えることから，粒子の軌道の変分に伴い

0 = δS = δSm + δSmf .

ここで変分 δSm は次のように書き表せる [3, p.276]．

2dsδ(ds) =δ(ds2) = δ(gµνdx
µdxν) = dxµdxν(∂λgµν)δx

λ + 2gµνdx
µδ(dxν)

(∵ gµνは時空における粒子の位置で評価している．gµνdx
νδ(dxµ) = gνµdx

µδ(dxν) = gµνdx
µδ(dxν)),

∴ δSm =−
∑

mc

∫
δ(ds)

=−
∑

mc

∫ {
1

2

dxµ

ds

dxν

ds
(∂λgµν)δx

λ + gµν
dxµ

ds
δ

(
dxν

ds

)}
ds

=−
∑

mc

∫ {
1

2
uµuν(∂λgµν)−

d

ds
(gµλu

µ)

}
δxλds(

dxµ

ds
≡ uµと改め，境界でδxν = 0に注意して部分積分し，第 2項のダミー添字をν → λと改めた

)
=
∑

mc

∫ {
gµλ

duµ

ds
+

1

2
uµuν(∂νgµλ + ∂µgνλ − ∂λgµν)

}
δxλds(

∵ uµ
d

ds
gµλ = uµuν∂νgµλ =

1

2
uµuν(∂νgµλ + ∂µgνλ)

)
=
∑

mc

∫ (
gµλ

duµ

ds
+ uµuνΓλ,µν

)
δxλds ≡

∑
mc

∫
Duλ
ds

δxλds. (∵ 式 (15))

ここに

Duλ ≡
(
gµλ

duµ

ds
+ uαuβΓλ,αβ

)
ds

=gµλ(∂βu
µ + uαΓµαβ)u

βds

(
∵ Γλ,αβ = gµλΓ

µ
αβ ,

duµ

ds
= uβ∂βu

µ

)
=gµλu

µ
;βdx

β = gµλDu
µ
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は Duµ を共変ベクトルにしたものである．Duµ は粒子が世界線に沿って ds変位したときの 4元速度 u⃗の変

化 du⃗の，変位前の点での µ番目の成分である (1.1.8節参照)．

また特殊相対性理論における計算 [3, pp.67–68]を一般化して，変分 δSmf を次のように書き表せる．

δSmf =−
∑ e

c

∫
{Aµδ(dxµ) + (δAµ)dx

µ}

=−
∑ e

c

∫
{(−dAµ)δxµ + (δAν)dx

ν}

(境界でδxµ = 0に注意して部分積分した)

=−
∑ e

c

∫
{(−∂νAµ)dxνδxµ + (∂µAν)δx

µdxν}

(場 Aµは時空における粒子の位置で評価している)

=−
∑ e

c

∫
Fµνu

νδxµds.

以上より ∑∫ (
mc

Duµ
ds
− e

c
Fµνu

ν

)
δxµds = 0

となり，これが任意の変分 δxµ に対して成り立つことから粒子の運動方程式 (77):

mc
Duµ

ds
=
e

c
Fµνuν

を得る．

■重力場の中の粒子 (補足) 作用 (80):

S =

∫
Ldt, L ≡

∑(
−mc2 + 1

2
mv2 −mϕ

)
は非相対論的な粒子の運動方程式 (79):v̇ = −∇ϕ を再現する．実際 L =

∑(
−mc2 + 1

2mv
2 −mϕ

)
に対し

て Lagrange方程式 (35)を書き下すと

0 =
d

dt

∂L

∂v
− ∂L

∂r
= mv̇ +m∇ϕ, ∴ (79) : v̇ = −∇ϕ

となる．

非相対論的極限 ϕ/c2 ≪ 1, v/c≪ 1で作用 S = Sm = −
∑
mc
∫
dsが作用 (80)に移行するためには

ds =cdt

{
1− 1

2

(v
c

)2
+
ϕ

c2

}
,

∴ ds2 =(cdt)2

{
1−

(v
c

)2
+

2ϕ

c2
+O

((v
c

)4
,

(
ϕ

c2

)2

,
(v
c

)2 ϕ
c2

)}

≃
(
1 +

2ϕ

c2

)
(cdt)2 − dr2

であれば良いから式 (81):g00 = 1 + 2ϕ
c2 を得る [3, p.275]．
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7.5.2 電磁場の方程式すなわちMaxwell方程式 (補足)

場 jµ(x)を用いると，

Smf = −
1

c2

∫
jµ(x)Aµ(x)

√
−g(x)d4x : (70)

と表されることを思い出そう．また場 Aµ の変分に伴う gµν の変分は δgµν = 0なので

FµνδFµν = Fµνδ(gµρgνσF
ρσ) = (Fµνgµρgνσ)δF

ρσ = FρσδF
ρσ = FµνδF

µν

となる．

以上のことに注意すると，実際の場 Aµ の時間変化は作用の停留値 (極値)を与えることから，場 Aµ の変分

に伴う作用の変分は次式で表される．

0 = δS = δ(Smf + Sf) =−
1

c

∫ (
1

c
jµδAµ +

1

8π
FµνδFµν

)√
−gd4x

=− 1

c

∫ {
1

c
jµδAµ +

1

8π
Fµν(∂µδAν − ∂νδAµ)

}√
−gd4x

=− 1

c

∫ {(
1

c
jµ − 1

4π
Fµν∂ν

)
δAµ

}√
−gd4x

(∵ Fµν∂µδAν = F νµ∂νδAµ = −Fµν∂νδAµ)

=− 1

c

∫ {
1

c
jµ
√
−g + 1

4π
∂ν(F

µν√−g)
}
δAµd

4x

(境界でδAµ = 0に注意して部分積分した)

=− 1

c

∫ (
1

c
jµ +

1

4π
Fµν;ν

)
δAµ
√
−gd4x

(∵ 式 (21) : ∂ν(F
µν√−g) =

√
−gFµν;ν).

ここでの計算は特殊相対性理論における計算 [3, p.83]を参考にした．これが任意の変分 δAµ に対して成り立

つことから，重力場中のMaxwell方程式 (82):

Fµν;ν = −4π

c
jµ

を得る．

■Maxwell 方程式から連続の式 (83) の導出 Maxwell 方程式 (82):Fµν;ν = −4π
c j

µ，および反対称テンソル

Aµν の 4元発散に対する一般公式 (21):

Aµν;ν =
1√
−g

∂ν(A
µν√−g)

を用いると，
∂µ(j

µ√−g) = − c

4π
∂µ(F

µν
;ν

√
−g) = − c

4π
∂µ∂ν(F

µν√−g) = 0 : (83)

となる．最後の等号では添字 µ, ν について ∂µ∂ν は対称，Fµν
√
−g は反対称なので ∂µ∂ν(F

µν√−g) = 0と

なることを用いた (式 (6)の箇所を参照)．
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7.5.3 重力場の方程式すなわち Einstein方程式 (補足)

実際の場 gµν の時間変化は作用の停留値 (極値)を与えることから，場 gµν の変分に伴い

0 = δS = δ(S′
m + Sg), S′

m ≡ Sm + Smf + Sf .

ここで 1.4.3節で述べたように，Sg = − c3

16πk

∫
G
√
−gd4xの変分を δSg = − c3

16πk δ
∫
R
√
−gd4xと計算でき

ることを示す．
√
−gR =

√
−ggµν(∂ρΓρµν − ∂νΓρµρ + ΓρµνΓ

σ
ρσ − ΓσµρΓ

ρ
νσ) (∵ 定義式 (26)，(27))

=∂ρ(
√
−ggµνΓρµν)− ∂ν(

√
−ggµνΓρµρ)− Γρµν∂ρ(

√
−ggµν) + Γρµρ∂ν(

√
−ggµν)

+
√
−ggµν(ΓρµνΓσρσ − ΓσµρΓ

ρ
νσ)

において

Γρµν∂ρ(
√
−ggµν) =Γρµν

(
−∂ρg
2
√
−g

gµµ +
√
−g∂ρgµν

)
=Γρµν

√
−g(Γσρσgµν − Γµσρg

σν − Γνσρg
µσ)

(第 1項に対して式 (17)を，第 2項に対して式 (19)を用いた)

=
√
−ggµν(ΓρµνΓσρσ − 2ΓσµρΓ

ρ
σν)

(第 2項でダミー添字をµ↔ σと入れ換え，

第 3項でダミー添字をρ→ σ, σ → ν, ν → ρと巡回置換した),

Γρµρ∂ν(
√
−ggµν) =−

√
−ggνσΓµνσΓρµρ (∵ 式 (18))

=−
√
−ggµνΓρµνΓσρσ

(ダミー添字をµ→ ρ, ρ→ σ, σ → ν, ν → µと巡回置換した)

なので，
√
−gR = ∂µ(

√
−gWµ) +

√
−gG,

{
Wµ ≡ gνρΓµνρ − gρµΓνρν
G ≡ gµν(ΓσµρΓρνσ − ΓρµνΓ

σ
ρσ)

を得る．

4元発散 ∂µ(
√
−gWµ)の積分は境界上の積分に置き換わる．最小作用原理において境界での場の値は与え

られているため，これは変分をとると落ちる．以上より

δSg = − c3

16πk
δ

∫
G
√
−gd4x = − c3

16πk
δ

∫
R
√
−gd4x

が示された．

そこで δSg を次のように計算する．

δ

∫
R
√
−gd4x

=

∫
(Rµν

√
−gδgµν +Rµνg

µνδ
√
−g + gµν

√
−gδRµν)d4x

(∵ R ≡ gµνRµν)

=

∫ (
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν
√
−gd4x+

∫
gµν(δRµν)

√
−gd4x(

∵ 式 (16) : dg = −ggµνdgµνよりδ
√
−g = − δg

2
√
−g

= −1

2

√
−ggµνδgµν

)
.
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最右辺第 2項を考える．局所慣性系では Γµνλ = 0, ∂λg
µν = 0だから (1.1.3節，1.1.9節参照)，

gµνδRµν =gµν(∂λδΓ
λ
µν − ∂νδΓλµλ)

=∂λ(g
µνδΓλµν − gµλδΓνµν)

(第 2項でダミー添字をν ↔ λと入れ換えた)

≡∂λwλ.

ここで 1.1.10節で指摘したように Γλµν はテンソルではないけれども，変分 δΓλµν は (1,2)テンソルであるこ

とに注意すると，wλ は反変ベクトルとなることが分かる (1.1.1節参照)．局所慣性系で ∂λw
λ = wλ;λ なので

gµνδRµν = wλ;λ となる．これは両辺がどちらもスカラーだから他の任意の座標系でも成り立つ関係式である

(1.1.1節参照)．式 (20):wµ;µ = 1√
−g∂µ(

√
−gwµ)より∫

gµν(δRµν)
√
−gd4x =

∫
∂µ(
√
−gwµ)d4x

となり，これは境界上の積分に置き換わる．ここで wµ は場の変分を含んでおり，場の変分は境界上でゼロだ

から，この境界上の積分は消える．

一方 S′
m = 1

c

∫
Λd4xと書くと，変分 gµν に伴う S′

m の変化は

δS′
m =

1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
δgµν +

∂Λ

∂(∂λgµν)
δ(∂λg

µν)

}
d4x

=
1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
δgµνd4x

(境界でδgµν = 0に注意して部分積分した)

≡ 1

2c

∫
Tµνδg

µν√−gd4x. (∵ 式 (55))

以上より

0 = δSg + δS′
m = − c3

16πk

∫ (
Rµν −

1

2
gµνR−

8πk

c4
Tµν

)
δgµν
√
−gd4x

となり，これが任意の変分 δgµν に対して成り立つことから Einstein方程式 (84):

Rµν −
1

2
gµνR =

8πk

c4
Tµν

を得る．

7.6 特殊相対性理論における運動方程式 (補足)

7.6.1 荷電粒子の 4元運動量 (補足)

■Hamiltonian(85)の導出 求める Hamiltonianをひとまず速度 v によって表すと，

Hm + Hmf =
∑

P · v − (Lm + Lmf)

=
∑(

mv√
1− (v/c)2

+
e

c
A

)
· v +

∑
mc2

√
1−

(v
c

)2
−
∑(e

c
A · v − eϕ

)
=
∑(

mc2√
1− (v/c)2

+ eϕ

)
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となる．ここで粒子の力学的運動量の表式

p ≡ mv√
1− (v/c)2

を粒子の速度について逆に解くと
(v
c

)2
=

p2

m2c2 + p2
となるので，Hamiltonianは運動量 pを用いて式 (85):

Hm + Hmf =
∑(√

m2c4 + p2c2 + eϕ
)

のように書き換えられる．

■電磁場の運動量密度 (91):πµ = − 1
4πcF

0µ の導出 1.6.2節で述べたように，Lagrangian密度

L = − 1

16π
FµνF

µν + (Ȧµを含まない項)

からは電磁場に共役な場の式 (91):πµ = − 1
4πcF

0µ が導かれる．実際，

πλ ≡ ∂L
∂Ȧλ

= − 1

16πc

∂

∂(∂0Aλ)
FµνF

µν

において

Fµν
∂

∂(∂0Aλ)
Fµν = Fµν

∂

∂(∂0Aλ)
(gµαgνβFαβ) = (gµαgνβFµν)

∂

∂(∂0Aλ)
Fαβ = Fαβ

∂

∂(∂0Aλ)
Fαβ

に注意すると

πλ = −2× 1

16πc

{
∂

∂(∂0Aλ)
Fµν

}
Fµν =− 2× 1

16πc

{
∂

∂(∂0Aλ)
(∂µAν − ∂νAµ)

}
(∂µAν − ∂νAµ)

=− 2× 1

16πc
(δ0µδ

λ
ν − δ0νδλµ)(∂µAν − ∂νAµ)

=− 1

4πc
(∂0Aλ − ∂λA0) = − 1

4πc
F 0λ : (91)

を得る．

■Hamiltonian(92)の導出

Hf =

∫
dV πµȦµ − Lf

=
1

4π

∫
dV

(
Fµ0∂0Aµ +

1

4
FµνFµν

) (
∵ πµ =

1

4πc
Fµ0 : (91)

)
=

1

4π

∫
dV

(
E2 +B2

2
+E ·∇ϕ

)
(
∵ Fµ0∂0Aµ = Ei(−∂0Ai) = E · (E +∇ϕ), FµνFµν = 2(B2 − E2)

)
=

∫
dV

E2 +B2

8π
−
∑

eϕ (∵ 部分積分により E ·∇ϕ→ −(∇ ·E)ϕ = −4πρϕ)
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7.6.2 相対論的力学 (補足)

■4元力 gµ と 3次元的な力 f の関係 (94)の導出 4元力を gµ = (g0, g)と書くと，まず空間成分について

g =
dp

ds
=

dp/dt

c
√
1− (v/c)2

=
f

c
√

1− (v/c)2

である．次に直交性
0 = muµa

µ = uµg
µ = u0g0 − uigi, ∴ u0g0 = uigi

(空間成分 i = 1, 2, 3について和をとる)において

u0g0 =
c√

1− (v/c)2
g0, uαgα =

v√
1− (v/c)2

· f

c
√
1− (v/c)2

なので，g0 の表式

g0 =
f · v

c2
√
1− (v/c)2

を得る．以上より 4元力の成分は

gµ =

(
f · v

c2
√
1− (v/c)2

,
f

c
√

1− (v/c)2

)
: (94)

とまとめられる．

7.6.3 平坦な時空での電磁場 (補足)

■Kronecker のデルタと Levi-Civita 記号の関係式 (97) の確認 式 (97) を確かめるには，次のことに気付

けば良い．まず式 (97) 左辺は添字 i, k, l および p, r, s について反対称である．一方，行列の行の入れ替え

と列の入れ替えに対して行列式は符号を変えるから，式 (97) 右辺もまた添字 i, k, l および p, r, s につい

て反対称である．よって相異なる添字のある組 i, k, l および p, r, s に対して式 (97) が成り立っていること

を確かめれば，任意の添字の組 i, k, l および p, r, s に対して式 (97) が成り立つことになる．そこで例えば

(i, k, l) = (p, r, s) = (1, 2, 3)とすると

εiklεprs = 1× 1 = 1,

∣∣∣∣∣∣
δip δir δis
δkp δkr δks
δlp δlr δls

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

だから成り立っている．

■慣性系における電磁場テンソルの成分 (100)の導出 電場の式 (61):Ei = γijF0j は

F 0i = −Ei, ∴ F i0 = Ei : (98)

を意味する．よって磁束密度の式 (62):Bi = − 1
2ε
ijkFjk が式 (99):F jk = Fjk = −εijkBi と書き換えられる

ことを考え合わせると，電磁場テンソルの表式 (100)を得る．実際，式 (99)は次のように確かめられる．

−εijkBi = 1

2
εijkεilmFlm =

1

2
(δjlδkm − δjmδkl)Flm =

1

2
(Fjk − Fkj) = Fjk.
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■場とポテンシャルの関係 (101)，(102) の導出 慣性系で電磁場が式 (101)，式 (102) に従って電磁ポテン

シャルから導かれることを確かめる．電場の式 (61):Ei = γijF0j は

Ei = F0i = ∂0Ai − ∂iA0 = −∂0Ai − ∂iA0, ∴ E = −1

c

∂A

∂t
−∇ϕ : (101)

となる．また磁束密度の式 (62):Bi = −1
2
εijk√
γ Fjk は

Bi = −1

2
εijkFjk = −1

2
εijk(∂jAk − ∂kAj) = −εijk∂jAk = εijk∂jA

k, ∴ B = ∇×A : (102)

となる．

7.6.4 荷電粒子の運動方程式 (補足)

■電磁場と相互作用する粒子の運動方程式 (103)の空間成分と時間成分 運動方程式 (103):mcdu
µ

ds = e
cF

µνuν

の両辺はそれぞれ

mc
duµ

ds
=

dpµ

ds
=

1

c

dpµ

dτ
,

e

c
Fµνuν =

e

c2
Fµν

dxν
dτ

と書き換えられるので，これらに dτ/dtを掛けて等置すると

dpµ

dt
=
e

c
Fµν

dxν
dt

が得られる．

空間成分をとると

dpi

dt
=
e

c
F iν

dxν
dt

= eF i0 − e

c
F ij

dxj

dt

=eEi +
e

c
εkijBk

dxj

dt
(∵ F i0 = Ei, F ij = −εkijBk)

=e
(
E +

v

c
×B

)i
となるので，運動方程式 (104):

dp

dt
= e

(
E +

v

c
×B

)
を得る．

また上式の両辺の時間成分はそれぞれ

dp0

dt
=

1

c

dEkin

dt
,

e

c
F 0i dxi

dt
=
e

c

(
−Ei

)(
−dxi

dt

)
=
e

c
E · v

と書き換えられるので，これらを等置すると仕事とエネルギーの関係 (104):

dEkin

dt
= eE · v

が導かれる．

365



7.6.5 場の方程式 (補足)

■電磁場で書き表した Maxwell方程式 (補足) 源を含まない場の方程式 (109):∇ ×E = −1
c
∂B
∂t ,∇ ·B = 0

が恒等的に成り立つことは，式 (6)により

[∇×∇ϕ]i = εijk∂j∂kϕ = 0, ∇ · (∇×A) = εijk∂i∂jA
k = 0

となることから分かる．これが電磁場テンソルに対する恒等式 (110):

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0

と等価であることを説明しよう．式 (110)の左辺は 3つの添字に関して完全反対称なので，ゼロでない独立な

成分は
(λ, µ, ν) = (0, 1, 2), (0, 1, 3), (0, 2, 3), (1, 2, 3)

の 4 通りに限られる．電磁場テンソルの成分を代入すれば，上の 4 成分に対して式 (110) が源を含まない

Maxwell方程式 (109)を再現することを確かめられる．

重力が存在する場合への一般化
Fµν;λ + Fλµ;ν + Fνλ;µ = 0

について，共変微分

Fµν;λ =∂λFµν − ΓαµλFαν − ΓανλFαµ,

Fλµ;ν =∂νFλµ − ΓαλνFαµ − ΓαµνFλα,

Fνλ;µ =∂µFνλ − ΓανµFαλ − ΓαλµFνα

を辺々足すと Christoffel記号を含む付加的な項は相殺して，

Fµν;λ + Fλµ;ν + Fνλ;µ = ∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ

が恒等的に成り立つ．

次に対偶テンソルを用いた式 (111)への書き換えに先立って，対偶テンソルの説明を行っておく．

対偶テンソル 添字に関して反対称なテンソルに対しては，対偶 (デュアル)なテンソルが定義される．例え

ば 3階の反対称テンソル fµνρ の対偶テンソルは

f∗λ =
1

3!
ελµνρfµνρ

で定義される．反対称性より右辺の和の各項がゼロでない値をとり得るのは，ダミー添字 µ, ν, ρが相

異なる値をとる場合だけである．よって例として λ = 0の場合を考えると，(1, 2, 3)を入れ替えて得ら

れる 3!個の添字の組 (µ, ν, ρ)を持つ項のみを考えれば良い．そのような組 (µ, ν, ρ)は (1, 2, 3)の偶置

換か奇置換のいずれかであり，ελµνρ と fµνρ のそれぞれの添字に関する反対称性より

偶置換のとき ε0µνρ = +ε0123 = +1, fµνρ = +f123,

奇置換のとき ε0µνρ = −ε0123 = −1, fµνρ = −f123

となるので，3!個の項は全て f123 に等しいことが分かる．そこでそれらの和を 1/3!で割ったものを対

偶テンソル f∗0 と定義しており，具体的には上の関係は

f∗0 = f123, f∗1 = −f230, f∗2 = f301, f∗3 = −f012
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を与えることが分かる．

3階以外の反対称テンソルに対偶なテンソルも同様に定義される [4, pp.62–64]．我々は 2階反対称テ

ンソルの対偶テンソルの例を，電磁場テンソルについて既に見ている：

Bi = − 1

2!
εijkFjk, ∴ Fij = −εijkBk.

(2式は Levi-Civita記号の縮約公式 (97)で関係付けられている．) このように電磁場テンソルの対偶

テンソル Bi を磁場成分とすれば，ベクトル・ポテンシャルの回転 Fjk = ∂jAk − ∂kAj が磁場成分を
与えること

B1 = −F23, B2 = −F31, B3 = −F12

(ただし Ai = −Ai に注意)をまとめて表現できる．

式 (110)が対偶テンソルを用いて式 (111):F ∗µν = 0のように書き換えられることは次のように確かめられる．

0 =
1

3!
εµνρσ(∂νFρσ + ∂ρFσν + ∂σFνρ)

=
1

3!
(εµνρσ + εµσνρ + εµρσν)∂νFρσ

=
1

2!
εµνρσ∂νFρσ

=∂νF
∗µν .

最後に電磁場を用いてMaxwell方程式 (106):∂νF
µν = − 4π

c j
µ を具体的に書き下すと

−4πρ = −4π

c
j0 = ∂µF

0µ = ∂iF
0i = −∂iEi ⇔ ∇ ·E = 4πρ : (112),

−4π

c
ji = ∂µF

iµ = ∂0F
i0 + ∂jF

ij = ∂0E
i − εijk∂jBk (∵ 式 (99)) ⇔ ∇×B =

4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
: (113)

となる．

7.6.6 電磁場のエネルギーの密度と流れ (補足)

■式 (114)の導出 Maxwell方程式

∇×E = −1

c

∂B

∂t
, ∇×B =

1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j

(1.6.7節)より，

∂

∂t

(
E2 +B2

8π

)
=

1

4π

(
E · ∂E

∂t
+B · ∂B

∂t

)
=− j ·E − c

4π
{B · (∇×E)−E · (∇×B)}

=− j ·E −∇ · S, S ≡ c

4π
E ×B : (114)

を得る．最後の等号ではナブラの公式

∇ · (a× b) = ∂iεijkajbk = εijkkb∂iaj + ajεijk∂ibk = b · (∇× a)− a · (∇× b) (∵ εijk = −εjik)

を用いた．
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■式 (115)の導出 電場のする仕事と粒子系の運動エネルギーの関係 (115):∫
j ·EdV =

∑
ev ·E =

d

dt
Ekin

について，第 1の等号は荷電粒子系の電流密度の表式 (67):

j(r, t) =
∑
a

eava(t)δ(r − ra(t))

による．第 2の等号は各粒子に対する仕事とエネルギーの関係 (105)による．

7.6.7 電磁場のエネルギー・運動量テンソル (補足)

■公式 (43)による電磁場のエネルギー・運動量テンソル (117)の導出 自由電磁場 Aρ とその Lagrangian密

度 L = − 1
16πFµνF

µν にエネルギー・運動量テンソルの公式 (43)を適用すると，

T (f) ν

µ = (∂µAρ)
∂L

∂(∂νAρ)
− δ ν

µ L

と書ける．導関数 ∂L
∂(∂νAρ)

の計算は，電磁場の運動量密度 (91):πµ ≡ ∂L
∂Ȧµ

= − 1
4πcF

0µ の導出 (7.6.1節)と同

様に行うことができる．

∂L
∂(∂νAρ)

= − 1

16π

∂

∂(∂νAρ)
FαβFαβ = − 1

8π
Fαβ

∂

∂(∂νAρ)
Fαβ = − 1

8π
Fαβ(∂ναδ

ρ
β − ∂

ν
βδ
ρ
α) = −

1

4π
F νρ.

よってエネルギー・運動量テンソル

T (f) ν

µ = − 1

4π
(∂µAρ)F

νρ +
1

16π
δ ν
µ FρσF

ρσ, ∴ T (f)µν = − 1

4π
∂µAρF νρ +

1

16π
ηµνFρσF

ρσ : (117)

を得る*232．

■エネルギー・運動量テンソル (118)が電磁場の正しいエネルギー密度と流束を与えることの確認

F 0i = −Ei, F ij = εijkBk

を思い出そう．このとき

FijF
ij = εijkεijlBkBl = 2δklBkBl = 2B2, FαβF

αβ = 2F0iF
0i + FijF

ij = 2(B2 − E2)

の関係があることに注意しておく．

さて，式 (118) のエネルギー・運動量テンソルに対して，成分 T (f)00 は電磁場のエネルギー密度を，成分

T (f)0i は (電磁場のエネルギー流束)i/cを与えなければならない (1.3.2節)．

実際，
−F 0

αF
0α = F 0iF 0i = E2

*232 場 Aρ の代わりに反変成分 Aρ を用いても，得られるエネルギー・運動量テンソルは変わらない．実際，

∂

∂(∂νAρ)
=
∂(∂αAβ)

∂(∂νAρ)

∂

∂(∂αAβ)
= ηγβδ

ν
αδ
γ
ρ

∂

∂(∂αAβ)
= ηρβ

∂

∂(∂νAβ)
,

∴(∂µAρ)
∂L

∂(∂νAρ)
= (∂µA

ρ)ηρβ
∂L

∂(∂νAβ)
= (∂µAβ)

∂L
∂(∂νAβ)

.
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より

T (f)00 =
1

4π
(−F 0

αF
0α) +

1

8π
(B2 − E2) =

1

8π
(E2 +B2)

となる．これは電磁場のエネルギー密度となっている (1.6.8節)．

また，

T (f)0i = − 1

4π
F 0αF iα =

1

4π
F 0jF ij =

1

4π
EjεijkBk =

1

4π
(E ×B)i

である．これは電磁場の (エネルギーの流れの密度)i/cとなっている (1.6.8節)．

注意 対称な形に直す前のエネルギー・運動量テンソル (117)に対しては，同じ結果は得られない．

■Maxwellの応力テンソル (119)の導出 エネルギー・運動量テンソル (118)の空間成分は

T (f)ij =
1

4π

(
−F iαF jα +

1

4
ηijFαβF

αβ

)
=

1

4π

{
−F i0F j0 + F ikF jk − 1

2
δij(B

2 − E2)

}
となる．ここに

F i0F j0 = EiEj , F ikF jk = εiklεjkmBlBm = (δijδlm − δimδlj)BlBm = δijB
2 −BiBj

を代入すると，

T (f)ij =
1

4π

{
−EiEj −BiBj +

1

2
δij(E

2 +B2)

}
と書き換えられる．これはMaxwellの応力テンソル (119)に一致している．

■粒子と電磁場の系に対するエネルギー・運動量保存則 (121) の導出 まず Maxwell 方程式を用いて，式

(122):∂νT
(f)µν = −1

cF
µνjν を示そう [3, pp.93–94]．T (f)µν の式 (118)を微分すると，

∂νT
(f) ν
µ =

1

4π
gµλ∂ν

(
1

4
gλνF ρσFρσ − FλρF νρ

)
=

1

4π

(
1

2
δ ν
µ F ρσ∂νFρσ − F νρ∂νF ρ

µ − F ρ
µ ∂νF

ν
ρ

)
=

1

4π

(
1

2
F ρσ∂µFρσ − F νρ∂νFµρ − Fµρ∂νF νρ

)
.

ここにMaxwell方程式 (106)，(110):

∂µFρσ = −∂ρFσµ − ∂σFµρ, ∂νF
νρ =

4π

c
jρ

を代入すると，

∂νT
(f) ν
µ =

1

4π

(
−1

2
F ρσ∂ρFσµ −

1

2
F ρσ∂σFµρ − F νρ∂νFµρ −

4π

c
Fµρj

ρ

)
が得られる．右辺の括弧内で，第 1項に対し σ → ρ, ρ→ ν，第 2項に対し σ → ν と添字を書き直せば，最初

の 3項は打ち消し合うことが分かる．こうして式 (122):

∂νT
(f)µν = −1

c
Fµνjν

369



に到達する．

次に粒子の運動方程式を用いて，式 (123):∂νT
(m)µν = 1

cF
µνjν を示そう [4, p.107]．粒子系のエネルギー・

運動量テンソルを，式 (73)の形

T (m)µν(x) =
∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ4(x− x(a))dτa

に書いておくのが便利である．これを微分すると

∂νT
(m)µν =

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a){∂νδ4(x− x(a))}dτa

=−
∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)

∂

∂xν(a)
δ4(x− x(a))dτa

=−
∑
a

mac

∫
ẋµ(a)

d

dτa
δ4(x− x(a))dτa

=
∑
a

mac

∫
ẍµ(a)δ4(x− x(a))dτa

となる．最右辺に粒子の運動方程式 (103):

maẍ
µ(a) =

ea
c
Fµν(x(a))ẋν(a)

を代入し，被積分関数にデルタ関数 δ4(x− x(a))があることに注意して場の強度を Fµν(x(a))→ Fµν(x)と

置き換え，粒子の和の外に出すと，

∂νT
(m)µν =

1

c
Fµν

[∑
a

ea

∫
ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa

]
=

1

c
Fµνjν : (123)

を得る (最後の等号は 4元電流密度の表式 (65)による)．

以上の式 (122)，式 (123)を辺々足すと，粒子と電磁場の系に対するエネルギー・運動量保存則 (121):

∂ν

(
T (f)µν + T (m)µν

)
= 0

が導かれる．

7.7 電磁気学 (補足)

以下の関係式は式変形の前後でテンソルの種類が変化しているけれども，慣性系においては成り立つ．

7.7.1 電磁場の中の粒子 (補足)

■トロコイドの式 (126)の導出 運動方程式 (124):mv̇ = e
(
E + v

c ×B
)
を解き，磁場に垂直な面内で粒子

が描くトロコイドの式 (126)を導く．1.7.1節で設定した座標系では E = (0, Ey, Ez),B = (0, 0, B)となるか

ら，運動方程式 (124)は

mẍ =
ẏ

c
B, (667)

mÿ =eEy −
ẋ

c
B (668)
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となる．{(667) + i(668)}/mを作ると V ≡ ẋ+ iẏ に対する式

V̇ + iωV = i
eEy
m

, ω ≡ eB

mc

を得る．一般解は特殊解 V =
eEy

mω =
cEy

B と V̇ + iωV = 0の解 V = Ae−iωt の和 V = Ae−iωt +
cEy

B である．

実数 α, δ を用いて積分定数 Aを αeiδ と書くと

ẋ+ iẏ ≡ V = αe−i(ωt−δ) +
cEy
B

であり，δ = π となるように時間の原点を選ぶと{
ẋ = −α cosωt+

cEy

B

ẏ = α sinωt
∴
{
x = −αω sinωt+

cEy

B t+ const

y = −αω cosωt+ const

となる．よって α
ω ≡ bと改め，座標軸の原点を適当に選べばこれは式 (126)になる [3, pp.63–64]．

■互いに相対速度を持たない慣性系の間の電磁場の変換 電場と磁場は電磁場テンソルの成分として変換す

る．単に原点の位置と座標軸の方向が異なるだけで，互いの位置関係が時間変化しない慣性系 (座標 xµ, x′
µ
)

の間の座標変換に対しては，Rを 3× 3の適当な回転行列 (直交行列，RT = R−1)として Lorentz変換は

x′
µ
=

(
∂x′

µ

∂xν

)
xν ,

(
∂x′

µ

∂xν

)
=

(
1 0
0 R

)
となる．よって電場の変換則は

E′
i = F ′

0i =
∂xµ

∂x′0
∂xν

∂x′i
Fµν = δµ0(R

−1)νiFµν = (R−1)νiF0ν = RiνF0ν = RijEj

となる．磁場の変換則については，1.6.7節で説明したように，磁場が対偶テンソルの成分 F ∗
0i = Hi として与

えられることに注目すると便利である．このとき電場と同様の変換則

H ′
i = RijHj

が導かれることは明白である．以上より電磁場は一般にはテンソル成分として変換し，その際に電場と磁場は

“混ざる”けれど，互いに相対速度を持たない慣性系の間では電場と磁場の各々は，単に 3次元空間における

ベクトル成分として変換されることになる．これがたった今一様不変な場における電荷の運動を調べた際に，

暗黙のうちに仮定した，あるいは自明と考えたことである．

7.7.2 静電場・静磁場 (補足)

1.7.2節で述べたように，電磁ポテンシャル (127)が Poisson方程式の特殊解になっていることを確かめる．

■文献 [12, pp.57–60]における証明 位置 xを中心とする半径 εの球状の無限小領域を Vε，Vε の表面を S，

Vε の外部領域を V − Vε と書くと，スカラーポテンシャル (127):ϕ(x) =
∫
d3x′ ρ(x

′)
|x−x′| に対し

∆ϕ(x) =

(∫
V−Vε

+

∫
Vε

)
ρ(x′)∆

1

|x− x′|
d3x′.

ここで領域 V − Vε では |x− x′| ̸= 0であり，距離 |x− x′|の (xによる)微分は x− x′ 方向の単位ベクトル

になること

∂i|x− x′| = ∂i

√
(x1 − x′1)2 + · · · = xi − x′i

|x− x′|
, ∴ ∂i

1

|x− x′|
= − xi − x′i

|x− x′|3
(669)
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に注意すると

∆
1

|x− x′|
= ∂i

(
− xi − x′i

|x− x′|3

)
=− ∂i(x

i − x′i)
|x− x′|3

− (xi − x′i)
(
−3|x− x′|2

|x− x′|6

)
∂i|x− x′|

=− 3

|x− x′|3
+

3

|x− x′|3
= 0

となる．よって

∆ϕ(x) =

∫
Vε

ρ(x′)∆
1

|x− x′|
d3x′ ≃ ρ(x)

∫
Vε

∆
1

|x− x′|
d3x′

=ρ(x)

∫
Vε

∇′ ·
(
∇′ 1

|x− x′|

)
d3x′ (∇′は x′による微分)

=ρ(x)

∫
S

(
∇′ 1

|x− x′|

)
· ndS

(n, dS はそれぞれ表面 S 上の外向き単位法線ベクトルと面積要素)

=ρ(x)
(
− n
ε2

)
· n× 4πε2 (∵ 式 (669))

=− 4πρ(x)

となり，スカラーポテンシャル (127):

ϕ(x) =

∫
ρ(x′)d3x′

|x− x′|

は Poisson方程式∆ϕ = −4πρを満たす．
以上の証明では ϕ, ρの物理的な意味を用いなかったから，置き換え ϕ → A, ρ → j/cによりベクトルポテ

ンシャル (127):

A(x) =
1

c

∫
j(x′)d3x′

|x− x′|

が Poisson方程式∆A = − 4π
c j を満たすことが分かる．

■Green 関数法による証明 Poisson 方程式 ∆ψ(x) = σ(x) の解は ∆G(x) = δ(x) を満たす Green 関数

G(x)を用いて ψ(x) =
∫
d3x′σ(x′)G(x− x′)と書ける．実際，このとき

∆ψ(x) =

∫
d3x′σ(x′)∆G(x− x′) =

∫
d3x′σ(x′)δ(x− x′) = σ(x)

となる．そこで G(x) = − 1

4π|x|
であることを示せば良い．

G(x) =

∫
d3k

(2π)3
G(k)eik·x

と Fourier展開すると

∆G(x) = δ(x) ⇒ −k2G(k) = 1 ⇒ G(k) = − 1

k2

なので

G(x) = −
∫

d3k

(2π)3
eik·x

k2
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図 137 複素 z 平面上の積分路 C1, C2, C

となる．ここで xを極軸とする kの極座標 (k, θ, ϕ)を積分変数に選ぶと k空間の体積要素は k2 sin θdkdθdϕ

であり，この積分を実行する上で被積分関数が k → 0のとき発散することは次のように問題にならない:

G(x) =− 1

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 1

−1

d(cos θ)k2
eikx cos θ

k2
(x ≡ |x|)

=− 1

(2π)2

∫ ∞

0

dk
eikx − e−ikx

ikx

=− 2

(2π)2x

∫ ∞

0

dξ
sin ξ

ξ
. (ξ ≡ kx)

最右辺の積分を評価しよう．図 137に示した複素 z 平面上の半径 r の半円 C1，半径 Rの半円 C2，閉曲線 C

に対して

0 =

∮
C

eiz

z
dz =

∫ −r

−R

eiξ

ξ
dξ +

∫
C1

eiz

z
dz +

∫ R

r

eiξ

ξ
dξ +

∫
C2

eiz

z
dz

であり，この式の最右辺において∫ −r

−R

eiξ

ξ
dξ =−

∫ R

r

e−iξ
′

ξ′
dξ′, (ξ′ ≡ −ξ)∫

C1

eiz

z
dz =i

∫ 0

π

exp(reiθ)dθ (z ≡ reiθ)

→− iπ, (r → 0)∫
C2

eiz

z
dz →0 (R→∞, Jordanの補助定理)

なので

0 = 2i

∫ ∞

0

sin ξ

ξ
dξ − iπ, ∴

∫ ∞

0

sin ξ

ξ
dξ =

π

2

を得る．よって Green関数が

G(x) = − 1

4πx
(x ≡ |x|)

と求まる．

検算 Green関数の球対称性 G(r) = G(r)を仮定し，r > 0で

0 = ∆G(r) =
(r2G′)′

r2
(プライムは r による微分)
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を解くと，Aを積分定数として G(r) = A
r + G(∞)となる (逆に ∆ 1

r = 0)．また半径 aの球における

体積積分は∫
∆

(
1

r

)
dV =

∫
∇ ·

(
∇1

r

)
dV = −

∫
n

r2
· ndS = − 1

a2
· 4πa2 = −4π

(
n =

r

r

)
となるので，G(r) = − 1

4πr は Green 関数に対する式 ∆G(r) = δ(r) から要求される性質を満たして

いる．

■Coulomb の法則を経由した証明 原点に静止している電荷 e が作る電場は球対称である．そこで E(r) =

E(r)r̂ と書き (r̂ ≡ r/r は動径方向の単位ベクトル)，原点を中心とする半径 r の球においてMaxwell方程式

∇ ·E = 4πρ (Gaussの法則)を体積積分すると，

4πr2E(r) = 4πe, ∴ E(r) =
e

r2
· r
r
: Coulombの法則, ∴ ϕ(r) =

e

r

を得る．場の方程式は線形だから，一般の電荷分布に対して場 ϕは，重ね合せ (127)で与えられる．これは物

理的な意味付けを取り除けば，Poisson方程式の Green関数が G(r) ∼ 1/r で与えられることの別証になって

いる．

■Coulomb の法則，Biot-Savart の法則 Coulomb の法則 (128) と Biot-Savart の法則 (129) を電磁ポテン

シャル (127)から導くには，式 (669)を用い

Ei =−
∫

d3x′ρ(x′)∂i
1

|x− x′|
=

∫
d3x′ρ(x′)

xi − x′i

|x− x′|3
: (128),

Bi =
1

c

∫
d3x′εijk

(
∂j

1

|x− x′|

)
jk(x′) =

1

c

∫
d3x′

εikjjk(x′)(xj − x′j)
|x− x′|3

: (129)

とすれば良い．

7.7.3 電磁波 (補足)

■平面波の式の微分 1.7.3節の計算の補足として平面波の式 f ≡ ae−ikµxµ

,f ≡ aei(k·r−ωt) を微分した結果
を調べておく:

∂µ(−ikνxν) = −ikνδνµ = −kµ, ∴ ∂µf = −ikµf, ∴ ∂µf = −ikµf.

∂i(a
iei(k·r−ωt)) = ikiaiei(k·r−ωt)), ∴ ∇ · f = ik · f .

εijk∂j(a
kei(k·r−ωt)) = εijk(ikj)(akei(k·r−ωt)), ∴ ∇× f = ik × f .

■楕円偏光 第 sec:electromagnetic-wave 節の予告通り，単色平面波の表式 E = Re{E0e
i(k·r−ωt)} が一般

に楕円偏光を表すことを示そう [3, pp.129–131]．この証明は 2 種類の単振動が共通の振動数を持つような

Lissajous曲線が楕円となることのエレガントな証明にもなっている．初等的な証明は文献 [9, p.87]に見られ

る．複素振幅 E0 の 2乗 E 2
0 = |E 2

0 |e−2iα によって定義される E 2
0 の偏角 −2αに対して E0 = be−iα とな

る複素ベクトル
b = b1 + ib2 (b1, b2は実数ベクトル)
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を導入する*233．このとき
|E 2

0 | = b2 = |b1|2 − |b2|2 + 2ib1 · b2

は実数でなければならないから，b1 · b2 = 0，すなわち b1 と b2 は互いに直交している．そこで波の伝播方向

kに沿って z 軸をとり，b1 の方向を x軸にとり，b1 = |b1|, b2 = |b2|と書くと，

E0 = be−iα, b = b1 + ib2 = (b1,±ib2, 0)

となるので，楕円偏光の式

Ex = b1 cos(ωt− kz + α), Ey = ±b2 sin(ωt− kz + α)

を得る．

■Fourier展開 電磁場の Fourier展開 (131)を得るには任意の場 E(r, t)を E(r, t) =
∫

d3k
(2π)3E(k, t)e

ik·r と

Fourier展開し，展開係数 E(k, t)の時間依存性を波動方程式から(
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
E(r, t) = 0 →

{
1

c2
∂2

∂t2
− (ik)2

}
E(k, t) = 0 → E(k, t) = E+(k)e

iωkt+E−(k)e
−iωkt

と定めれば良い．

Fourier展開の積分への移行 (132)は展開係数を求める式

E(k, t) =
1

L3

∫
V

E(r, t)e−ik·rd3x, k =
2π

L
n,

E(k, t) = lim
L→∞

∫
V

E(r, t)e−ik·rd3x ≡ lim
L→∞

EV (k, t)

を比較すると

E

(
k =

2π

L
n, t

)
=

1

L3
EV
(
k =

2π

L
n, t

)
→ d3k

(2π)3
E(k, t)

となることから分かる．

7.7.4 任意に運動する電荷の作る電磁場 (補足)

1.7.4節で述べたように，遅延ポテンシャル (133)が場の方程式 (108):∂ν∂
νAµ = 4π

c j
µ の特殊解になってい

ることを確かめる．

■文献 [12, pp.288–291]における証明 位置 xを中心とする半径 εの球状の無限小領域を Vε，Vε の外部領域

を V − Vε と書くと，遅延ポテンシャル (133):ϕ(x, t) = ϕV−Vε(x, t) + ϕVε(x, t),

ϕVε(x, t) ≡
∫
Vε

ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|
≃
∫
Vε

ρ(x′, t)d3x′

|x− x′|
,

ϕV−Vε(x, t) ≡
∫
V−Vε

ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|

*233 複素ベクトルの 2乗 E 2
0 は内積であり，実数ベクトル a, bに対して

(a+ ib)2 = a2 − b2 + 2ia · b

のように計算する (E ∗
0 ·E0 ではない)．
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に対して

∆ϕVε(x, t) =− 4πρ(x, t),

∆ϕV−Vε(x, t) =

∫
V−Vε

1

R

∂2

∂R2

(
R× ρ(x′, t−R/c)

R

)
d3x′ (R ≡ |x− x′|)

=
1

c2
∂2

∂t2

∫
V−Vε

ρ(x′, t−R/c)d3x′

R
≃ 1

c2
∂2

∂t2
ϕ(x, t),

∴ ∆ϕ =∆(ϕVε + ϕV−Vε) = −4πρ+
1

c2
∂2

∂t2
ϕ

となるので，遅延ポテンシャル (133):

ϕ(x, t) =

∫
ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|

は場の方程式 (108):
(

1
c2

∂2

∂t2 −∆
)
ϕ = 4πρを満たす．

以上の証明では ϕ, ρの物理的な意味を用いなかったから，置き換え ϕ → A, ρ → j/cによりベクトルポテ

ンシャル (133):

A(x) =
1

c

∫
j(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|

が場の方程式 (108):
(

1
c2

∂2

∂t2 −∆
)
A = −4π

c j を満たすことが分かる．

なお以上の計算により，遅延時間 |x−x′|/cの前の負号を正号に置き換えたポテンシャルも場の方程式の解
となることが分かる．そのようなポテンシャルは先進ポテンシャルと呼ばれる．我々は場の方程式の解として

遅延ポテンシャルを選んだとき，電荷の場に対する影響は未来に伝播するという境界条件を考慮していること

になる．

■Green関数法による証明 場の方程式

□ψ(x) = σ(x), x ≡ (ct,x), □ ≡ 1

c2
∂2

∂t2
−∆

に対して，□G(x) = δ4(x) を満たす Green 関数 G(x) を定義する．これは Green 関数が単位の源 σ(x) =

δ4(x)に対する場の応答であることを意味する．ここで電荷の影響は未来に伝わることを考慮すると，Green

関数 G(x) = G(x, t)には境界条件

G(x, t) = 0 (t < 0に対して)

が課せられる．

場の方程式の解は Green関数を用いて

ψ(x) =

∫
d4x′σ(x′)G(x− x′)

と書ける．実際，このとき

□ψ(x) =
∫

d4x′σ(x′)□G(x− x′) =
∫

d4x′σ(x′)δ4(x− x′) = σ(x)

となる．そこで上記の境界条件を満たす Green関数が G(x) =
c

4π|x|
δ(|x| − ct)であることを示せば良い．
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G(x) =

∫
d4k

(2π)4
G(k)e−ik·x, k ≡ (ω/c,k) (670)

と Fourier展開すると

□e−ik·x =

(
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
ei(k·x−ωt) =

(
−ω

2

c2
+ k2

)
ei(k·x−ωt) = −k2e−ik·x

により

□G(x) = δ4(x) ⇒
∫

d4k

(2π)4
(−k2)G(k)e−ik·x =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·x (671)

を得る．ここで A,B を任意定数として

G(k) = −P 1

k2
+Aδ(k0 − |k|) +Bδ(k0 + |k|)

ととれば，右辺第 2項，第 3項は式 (671)左辺の積分に寄与しないので式 (671)が満たされる．右辺第 1項の

Pは Fourier展開 (670):

G(x) =

∫
d3k

(2π)3

{∫
dk0

2π
G(k)e−ik

0x0

}
eik·x

における k0 の積分を実行する際，∫
dk0

2π
G(k)e−ik

0x0

=− P

∫
dk0

2π

1

(k0)2 − k2
e−ik

0x0

+

∫
dk0

2π
{Aδ(k0 − |k|) +Bδ(k0 + |k|)}e−ik

0x0

=c

[
−P

∫
dω

2π

1

ω2 − ω 2
k

e−iωt +

∫
dω

2π
{Aδ(ω − ωk) +Bδ(ω − ωk)}e−iωt

]
, ωk ≡ c|k| (672)

のように Cauchyの主値をとることを意味する．ここで図 138のように，実軸上の極 ω = ±ωk を無限小の半

径 εの半円に沿って迂回する複素 ω 平面上の経路 R± をとると，Cauchyの主値は R± に沿う積分の平均

P

∫
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

≡ 1

2

(∫
R+

+

∫
R−

)
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

である．

積分路の選択に応じて，異なる境界条件を満たすGreen関数が得られる．ここからは文献 [30, pp.197–198，

pp.235–236]を参考にして，ω による積分 (672)は A =
πi

2ωk
, B = − πi

2ωk
ととると

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

となることを確かめる．まず図 138のように，極 ω = ±ωk を中心とする半径 εの円を反時計回りに回る経路

をそれぞれ C± とすると∫
R±

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=
1

2

(∫
R+

+

∫
R−

)
∓ 1

2

(
−
∫
R+

+

∫
R−

)

=P

∫
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

∓ 1

2

(∮
C+

+

∮
C−

)
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k
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である．ここで ∮
C±

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=
1

2π
· e

−i(±ωk)t

2(±ωk)
· 2πi = ± πi

ωk

∫
dω

2π
δ(ω ∓ ωk)e

−iωt

なので∫
R±

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

= P

∫
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

∓ πi

2ωk

∫
dω

2π
δ(ω − ωk)e

−iωt ± πi

2ωk

∫
dω

2π
δ(ω + ωk)e

−iωt

を得る．よって ω による積分 (672)は A =
πi

2ωk
, B = − πi

2ωk
ととると

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

となる．

最後にこれを計算し，適切な境界条件を満たす Green 関数が得られることを確かめよう．t < 0 のとき図

138に示した原点の無限遠にある半円 Γ+ に沿う積分

−c
∫
Γ+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

はゼロになるから，

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

= −c
∮
R++Γ+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

= 0

を得る．よって t < t′ のとき G(x− x′) = 0となる．これは時刻 t′ での源 σ(x′)の状態が過去の時刻 t(< t′)

における場の値 ψ(x) =
∫
d4x′σ(x′)G(x− x′)に影響しないことを意味する．一方，t > 0のとき図 138に示

した原点の無限遠にある半円 Γ− に沿う積分

−c
∫
Γ−

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

はゼロになるから，

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=− c
∮
R++Γ−

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=(−c)(−2πi)(Res[−ωk] + Res[ωk])

(ここで周回積分が時計回りであることに注意した)

=(−c)(−2πi)
(

1

2π

e−iωkt

2ωk
− 1

2π

eiωkt

2ωk

)
=
c

ωk
sin(ωkt)

を得る．よって，x ≡ |x|, k ≡ |k|と書くことにすると (以降では x, k は 4元ベクトルではない)，Green関数
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図 138 複素 ω 平面上の積分路 R±, C±,Γ±

(670)が

G(x, t) =

∫
d3k

(2π)3

{
θ(t)

c

ωk
sin(ωkt)

}
eik·x

=
θ(t)

(2π)3
· 2π

∫ ∞

0

dk

∫ 1

−1

d(cos θ)k2
sin(ckt)

k
eikx cos θ (θは kの xとなす角)

=
θ(t)

(2π)2ix

∫ ∞

0

dk sin(ckt)(eikx − e−ikx)

=
θ(t)

(2π)2ix

∫ ∞

−∞
dk sin(ckt)eikx

=− θ(t)

2(2π)2x

∫ ∞

−∞
dk(eickt − e−ickt)eikx

=− θ(t)

4πx
{δ(x+ ct)− δ(x− ct)}

=
1

4πx
δ(x− ct) (x ≡ |x|)

と求まる (これは t < 0に対する境界条件 G(x, t) = 0を満たしている)．

7.7.5 光学 (補足)

■アイコナール方程式 (134)の導出 電磁場成分に対する波動方程式 ∂µ∂µf = 0に，場の表式 f = aeiψ を

代入しよう．Leibnizの公式 (uv)(n) =
∑
k nCku

(k)v(n−k) の n = 2の場合

(uv)′′ = u′′v + 2u′v′ + v′′

により

0 =∂µ∂µf = ∂µ∂µ(ae
iψ) = (∂µ∂µa)e

iψ + 2(∂µa)(∂µe
iψ) + a∂µ∂µe

iψ

=(∂µ∂µa)e
iψ + 2i(∂µa)(∂µψ)e

iψ + if(∂µ∂µ)ψ − (∂µψ)(∂µψ)f (µについて和をとらない)
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が各 µ = 0, 1, 2, 3に対して成り立つ．したがって上式で添字 µについて和をとった式もまた成り立つ．ここ

で短波長の極限を考えると ψ(正確には ∂µψ)は大きな量なので，最右辺における第 4項に比べてはじめの 3

つの項を無視することができる．よってアイコナール方程式 (134):(∂µψ)(∂
µψ) = 0が得られる．

7.8 重力場 (補足)

7.8.1 Newtonの万有引力の法則 (補足)

Einstein方程式が重力場の弱い極限で Newtonの万有引力の法則 (135)を再現することは次のように確か

められる [3, pp.329–330] [4, pp.174–175]．Einstein方程式 (84):Rµν − 1
2gµνR = 8πk

c4 Tµν は両辺に gµν をか

けて µ, ν について和をとると R = − 8πk
c4 T, T ≡ g

µνTµν となるので (gµνgµν = δµµ = 4だから)，

Rµν =
8πk

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(673)

と書き換えられる．この式の (0,0)成分を考えよう．Rµν の定義式 (26)より

R00 = ∂αΓ
α
00 − ∂0Γα0α + Γα00Γ

β
αβ − Γα0βΓ

β
0α.

重力場が弱い場合を考えて時空の各点で計量テンソルが

gµν = ηµν + εφµν , 0 ≤ ε≪ 1

となる座標系を用いると gµν = ηµν − εφµν + O(ε2), φµν ≡ ηµαηνβφαβ となる．実際 gµν = ηµν − εφµν と
おくと

gµλgλν = (ηµλ − εφµλ)(ηλν + εφλν) = δµν + ε(ηµλφλν − ηλνφµλ) +O(ε2)

において εの 1次の項が消えるので gµλgλν = δµν が εの 1次の範囲で満たされる．よって

Γλµν =
1

2
gλρ(∂νgρµ + ∂µgρν − ∂ρgµν) (∵ 式 (15))

=
1

2
εηλρ(∂νφρµ + ∂µφρν − ∂ρφµν) +O(ε2)

となり，これは εの 1次の量だから

R00 = ∂αΓ
α
00 − ∂0Γα0α +O(ε2)

と書ける．さらに重力場が不変である，すなわち ∂0gµν = 0, ∂0φµν = 0とすると

Γα00 =
1

2
εηαβ(∂0φβ0 + ∂0φβ0 − ∂βφ00) +O(ε2) = −1

2
εηαi∂iφ00 +O(ε2),

∂0Γ
α
0α =

1

2
εηαβ∂0(∂αφβ0 + ∂0φβα − ∂βφ0α) +O(ε2) = O(ε2)

なので

R00 = −1

2
εηαi∂α∂iφ00 +O(ε2) =

1

2
∆(εφ00) +O(ε2), ∆ ≡ ∂i∂i

となる．一方，電磁場がなく物質が用いている座標系に対して静止しているとき，重力が弱いという仮定の下

で式 (76):

Tµν =

{
ϱc2 : µ = ν = 0

0 : その他の成分
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を適用できるから (ϱは質量密度)，

T = g00T00,
8πk

c4

(
T00 −

1

2
g00T

)
=

8πk

c4
× ϱc2

(
1− 1

2
g00g

00

)
=

4πk

c2
ϱ+O(ε2)

(∵ φ00 = φ00, g00g
00 = (1 + εφ00)(1− εφ00) +O(ε2) = 1 +O(ε2))

を得る．以上より Einstein方程式 (673)の (0,0)成分 R00 = 8πk
c4

(
T00 − 1

2g00T
)
を書き下すと，εの 2次以

上を無視する近似で 1
2∆(εφ00) =

4πk
c2 ϱとなる

*234．弱い重力場がもたらす g00 への補正 εφ00 は重力ポテン

シャル ϕを用いた式 (81):g00 = 1 + 2ϕ
c2 より

2ϕ
c2 だから，これは Poisson方程式

∆ϕ = 4πkϱ

になる．よって静電場・静磁場のポテンシャル (127) の場合と同様に，ここから Newton の万有引力の法則

(135):ϕ = −kmR が導かれる．

7.8.2 中心対称な重力場 (補足)

1.8.2節で述べた，星が周りの真空に作る静的で中心対称な重力場について補足する．

■Schwarzschild解の導出 Schwarzschild解 (136)を導こう．そのためには，適当な球座標 (x0, x1, x2, x3) ≡
(ct, r, θ, ϕ)を用いて計量テンソルの全成分が

(gµν) =


eν(r) 0 0 0
0 −eλ(r) 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ

 , ∴ (gµν) =


e−ν(r) 0 0 0

0 −e−λ(r) 0 0
0 0 − 1

r2 0
0 0 0 − 1

r2 sin2 θ


の形となると仮定し，未知関数 ν(r), λ(r)を真空中の Einstein方程式 Gµν ≡ Rµν − 1

2δ
µ
νR = 0から定めれ

ば良い*235．後で分かるように，Schwarzschild解 (136)を導くには，Einstein方程式の内 G0
0 = 0, G1

1 = 0

だけを用いれば十分である．そこで G0
0, G

1
1 を ν(r), λ(r)で表すことを考える．

(gµν)の非対角成分はゼロだから Christoffel記号 (15):Γανλ = 1
2g
αµ(∂νgλµ + ∂λgµν − ∂µgνλ)の α, ν, λが

相異なるものはゼロになる．よってゼロでない Christoffel記号 Γµνλ は，対称な添字 ν, λが等しいものと異

なるものに分類すると

対称な添字が等しいもの Γµνν =− 1

2
gµµ∂µgνν (µ, νについて和をとらない), (674)

対称な添字が異なるもの Γµνµ =
1

2
gµµ∂νgµµ(= Γµµν) (µ ̸= ν, µについて和をとらない) (675)

に限られる．以下，r による微分をプライムで表す．

*234 左辺が εを含んでいるのに対し，右辺も万有引力定数 k を含んでいるので微小な量と見なされる．
*235 ここではあらかじめ ν, λが tに依らないような時間座標 tをとれると仮定して，以降の計算を大幅に簡略化している．ν, λを r と

tの関数と仮定しても，Schwarzschild解を導くことができる．このことは真空中の中心対称な重力場が，静的でなければならな
いことを意味している．

381



式 (674)の形の Christoffel記号は以下の 16個である．

Γ0
00 =

1

2
e−ν∂0e

ν = 0, Γ0
11 =

1

2
e−ν∂0e

λ = 0,

Γ0
22 =

1

2
e−ν∂0r

2 = 0, Γ0
33 =

1

2
e−ν∂0(r

2 sin2 θ) = 0,

Γ1
00 =

1

2
(−e−λ)(−eν)′ = ν′

2
eν−λ, Γ1

11 =
1

2
(−e−λ)(e−λ)′ = λ′

2
,

Γ1
22 =

1

2
(−e−λ)(−r2)′ = −re−λ, Γ1

33 =
1

2
(−e−λ)(−r2 sin2 θ)′ = −re−λ sin2 θ,

Γ2
00 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

ν = 0, Γ2
11 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

−λ = 0,

Γ2
22 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

33 = −1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2 sin2 θ) = − sin θ cos θ,

Γ3
00 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕe

ν = 0, Γ3
11 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ3
22 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

33 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2 sin2 θ) = 0

式 (675)左辺の形の Christoffel記号は以下の 12個である．

Γ0
10 =

1

2
e−ν∂re

ν =
ν′

2
, Γ0

20 =
1

2
e−ν∂θe

ν = 0,

Γ0
30 =

1

2
e−ν∂ϕe

ν = 0, Γ1
01 =

1

2
(−e−λ)∂0(−eλ) = 0,

Γ1
21 =

1

2
(−e−λ)∂θ(−eλ) = 0, Γ1

31 =
1

2
(−e−λ)∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ2
02 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

12 =
1

2

(
− 1

r2

)
∂r(−r2) =

1

r
,

Γ2
32 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

03 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂0(−r2 sin2 θ) = 0,

Γ3
13 =

1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂r(−r2 sin2 θ) =

1

r
, Γ3

23 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂θ(−r2 sin2 θ) =

1

tan θ

ここから G0
0, G

1
1 を求めるのに必要な Ricci テンソルを定義式 (26) に従って計算すると以下のように

なる．

R00 =Rµ0µ0

=∂µΓ
µ
00 − ∂0Γ

µ
0µ + ΓµµνΓ

ν
00 − Γµ0νΓ

ν
0µ

=∂1Γ
1
00 − 0 + Γµµ1Γ

1
00 −

∑
Γµ0νΓ

ν
0µ

(∑
は (µ, ν) = (0, 1), (1, 0)の和

)
=

(
ν′

2
eν−λ

)′

+

(
ν′

2
+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
ν′

2
eν−λ − 2× ν′

2

ν′

2
eν−λ

=

(
ν′′

2
+
ν′

2

2
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
eν−λ,

R11 =Rµ1µ1

=∂µΓ
µ
11 − ∂1Γ

µ
1µ + ΓµµνΓ

ν
11 − Γµ1νΓ

ν
1µ

=∂1Γ
1
11 − ∂1Γ

µ
1µ + Γµµ1Γ

1
11 − Γµ1µΓ

µ
1µ
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=
�
�

��
(
λ′

2

)′

−

(
ν′

2�
��+
λ′

2�
�
��Z

Z
ZZ

+
1

r
× 2

)′

+

(
ν′

2
@
@@

+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
λ′

2
−
(
ν′

2

)2Z
Z
Z
ZZ

−
(
λ′

2

)2

������HHHHHH
−
(
1

r

)2

× 2

=− ν′′

2
+
λ′ν′

4
+
λ′

r
− ν′

2

4
,

R22 =Rµ2µ2

=∂µΓ
µ
22 − ∂2Γ

µ
2µ + ΓµµνΓ

ν
22 − Γµ2νΓ

ν
2µ

=∂1Γ
1
22 − ∂2Γ3

23 + Γµµ3Γ
3
22 −

∑
Γµ2νΓ

ν
2µ

(∑
は (µ, ν) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)の和

)
=(−re−λ)′−∂θ(cot θ) +

(
ν′

2
+
λ′

2�
�
��

+
1

r
× 2

)
(−re−λ)��������

−(−re−λ)1
r
× 2− cot2 θ

=

{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ+1,

R33 =Rµ3µ3

=∂µΓ
µ
33 − ∂3Γ

µ
3µ + ΓµµνΓ

ν
33 − Γµ3νΓ

ν
3µ

=
∑
µ=1,2

∂µΓ
µ
33 − 0 + (Γµµ1Γ

1
33 + Γ3

32Γ
2
33)−

∑
Γµ3νΓ

ν
3µ

(∑
は (µ, ν) = (1, 3), (3, 1), (2, 3), (3, 2)の和

)
=(−r sin2 θe−λ)′+∂θ(− sin θ cos θ) +

(
ν′

2
+
λ′

2�
�

��
+
1

r
× 2

)
(−r sin2 θe−λ)

+ cot θ(− sin θ cos θ)− (− sin θ cos θ) cot θ × 2
����������
−(−r sin2 θe−λ)1

r
× 2

=−
{
1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ sin2 θ+sin2 θ.

さらに (gµν)の非対角成分がゼロであることに注意して Rµν = gµαRαν，スカラー曲率 R = gµνRµν を計算

すると

R0
0 =g00R00 = e−νR00, R1

1 = g11R11 = −e−λR11,

R2
2 =g22R22 = − 1

r2
R22, R3

3 = g33R33 = − 1

r2 sin2 θ
R33,

R =e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

2
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
⇐ g00R00

+e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
− λ′

r

)
⇐ g11R11

+ e−λ
(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g22R22

+ e−λ
(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g33R33

=e−λ

(
ν′′ +

ν′
2

2
− ν′λ′

2
+ 2

ν′

r
− 2

λ′

r
+

2

r2

)
− 2

r2

を得るから，Einstein方程式を書き下すと

0 = G0
0 =e−λ

(
����������
ν′′

2
+
ν′

2

2
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
⇐ R0

0
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図 139 Schwarzschild時空における空間の歪みの視覚化 (図 17の再掲)

+e−λ

(
�����������

−ν
′′

2
− ν′

2

2
+
ν′λ′

4
− ν′

r
+
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ00R

=− e−λ
(

1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
, (676)

0 = G1
1 =e−λ

(
����������
ν′′

2
− ν′λ′

4
− λ′

r
+
ν′

2

4

)
⇐ R1

1

+e−λ

(
�����������

−ν
′′

2
+
ν′λ′

4
+
λ′

r
− ν′

2

4
− ν′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ11R

=− e−λ
(

1

r2
+
ν′

r

)
+

1

r2
(677)

となる．

式 (676) ⇔ 1 = e−λ(1− rλ′) = (re−λ)′, ∴ e−λ = 1− rg
r

(rgは積分定数).

さらに式 (676)，式 (677)を辺々引くと

(λ+ ν)′ = 0, ∴ λ+ ν = const, ∴ eν = const× e−λ = const×
(
1− rg

r

)
となる．第 3式の constに対して

√
const× t→ tと時間の尺度を改めると

eν(r)c2dt2 = const×
(
1− rg

r

)
c2dt2 =

(
1− rg

r

)
c2dt2

となり，Schwarzschild解 (136)を得る．

■回転面の方程式 Schwarzschild時空における空間の歪みを視覚化した図 17(1.8.2節)を図 139として再掲

する．図 139 の回転面 z = f(r) の方程式を求めるには，線分 A′B′ の長さ
√
1 + f ′2dr が dr/

√
1− (rg/r)

になることを要求し

f ′ = ±
√

rg
r − rg

, ∴ f = ±2
√
rg(r − rg) + const

とすれば良い [3, p.339]．
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図 140 光の変位 dx⃗と波数ベクトル k⃗ の，局所慣性系で測った成分の関係

■計量テンソルが座標時間 tに依らない場合の tで測った光の振動数 1.8.2節で述べたように計量テンソル

が座標時間 tに依らないとき，tで測った光の振動数は光線上で一定となることを説明する．

まず光線の位相 (アイコナール)ψ に対し反変 4 元波数ベクトル k⃗ を kµ = −∂µψ と導入すると，これは
時空における光線の軌道に接し，ある光線の媒介変数 λ を用いて k⃗ = dx⃗

dλ と書ける [3, p.274]．実際，局所

慣性系で測った光速は c だから光線に沿う変位 dx⃗ の局所慣性系で測った成分 (cdT, dR) に対し
∣∣ dR
cdT

∣∣ = 1

である．また電場または磁場の成分が (複素表示で)ae−ikµx
µ

の形をとる平面単色波に対して局所慣性系

で測った波数ベクトル k⃗ の成分 (ω/c,k) は (ω/c)2 − k2 = 0 を満たすので |k|
ω/c = 1 であり，同位相面

const = kµx
µ = ωT − k ·Rの進行方向，従って光線の進行方向 dRは kと平行となる (1.7.3節参照)．以上

より図 140のように k⃗は時空において光線に沿う変位 dx⃗に平行となる．これは座標系に依らない幾何学的な

関係である．

次に任意の座標系で波数ベクトル成分 kµ の光線に沿った変化を調べる．局所慣性系では波数ベクトル成分

kµ は光線に沿って変化しないから (1.7.3節参照)，

0 =
dkβ
dλ

=
dxα

dλ
∂αkβ = kαkβ;α

が成り立つ．ここで等式 kαkβ;α = 0は測地線の方程式に他ならず，kαkβ;α は共変ベクトルだから任意の座標

系では

0 = kαkβ;α = kα(∂αkβ − kγΓγβα) =
dkβ
dλ
− Γγβαk

αkγ

が成り立つ (1.1.1節，1.1.8節参照)．よって

dkβ
dλ

=Γγβαk
αkγ =

1

2
gγν(∂βgαν + ∂αgνβ − ∂νgβα)kαkγ (∵ 式 (15))

=
1

2
{∂βgαν + (∂αgνβ − ∂νgβα)}kαkν

=
1

2
(∂βgαν)k

αkν

に従い成分 kβ は光線に沿って変化する (添字 α, ν に関して ∂αgνβ − ∂νgβα は反対称，kαkν は対称なので式
(6)より (∂αgνβ − ∂νgβα)kαkν = 0)．特に計量テンソルの全成分が時間座標 x0(= ct)に依らないような座標

系では上式の β = 0に対して最右辺で ∂0gαν = 0となるので，x0(= ct)で測った光の振動数 k0 = −∂0ψは光
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線に沿って一定となる [7, pp.230–231]．従って空間の点 Aから点 Bに光波を送るとき，座標時間 x0 で測っ

て Aで電磁場が一定の振動数 ω で振動するならば，Bでも電磁場は同じ振動数 ω で振動することになる．

■Schwarzschild時空における粒子の時間発展方程式 (138),(139)の導出 作用 Sm = −mc
∫
dsに対する最小

作用原理から，座標時間 tに対する粒子の空間座標 r, ϕの変化率の式 (138),(139)を導く．固有時間 τ を積分

変数にとり Sm = −mc
∫
Λdτ と書くと，

Λ = c. (678)

一方，世界間隔 dsは Schwarzschild解 (136)で与えられるから

Λ =

√(
1− rg

r

)(
c
dt

dτ

)2

− r2
(
dϕ

dτ

)2

− (dr/dτ)2

1− rg
r

(679)

とも書ける．技巧的ではあるがこれら 2通りの表現を適宜使い分けると，Euler方程式 (35)は

0 =
d

dτ

∂Λ

∂(dt/dτ)
− ∂Λ

∂t
=

d

dτ

{(
1− rg

r

)
c2 dt

dτ

Λ

}
(∵ 式 (679))

=c
d

dτ

{(
1− rg

r

) dt

dτ

}
, (∵ 式 (678))

0 =
d

dτ

∂Λ

∂(dϕ/dτ)
− ∂Λ

∂ϕ
=

d

dτ

(
−r2 dϕ

dτ

Λ

)
(∵ 式 (679))

=− 1

c

d

dτ

(
r2

dϕ

dτ

)
(∵ 式 (678))

となるから，保存量

(140) : a ≡
(
1− rg

r

) dt

dτ
(> 0), (141) : b ≡ r2 dϕ

dτ

を得る [4, pp.207–208]．dϕ
dτ は bの式 (141)から求まる．よってこれに加えて dr

dτ が求まれば aの式 (140)か

ら得られる dt
dτ を用いて，これらを座標時間に対する変化率

dr
dt ,

dϕ
dt の表式へと書き換えられる．

dr
dτ を求める

には Λの式 (678),(679)を等置して

c2 =
(
1− rg

r

)(
c
dt

dτ

)2

− r2
(
dϕ

dτ

)2

− (dr/dτ)2

1− rg
r

=
(ca)2

1− rg
r

− b2

r2
− (dr/dτ)2

1− rg
r

, (∵ 式 (140), (141))

∴ dr

dτ
=c

√
a2 −

(
1− rg

r

)(
1 +

b2

c2r2

)
とすれば良い．以上より

dr

dt
=
dr

dτ

dτ

dt
= c× 1

a

(
1− rg

r

)√
a2 −

(
1− rg

r

)(
1 +

b2

c2r2

)
: (138),

dϕ

dt
=
dϕ

dτ

dτ

dt
=

b

r2
× 1

a

(
1− rg

r

)
: (139)

を得る．
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7.8.3 重力波 (補足)

■弱い重力場のゲージ変換 (144)の導出 座標変換 (143):x′
µ
= xµ + εµ(x)に対して ∂x′µ

∂xα = δµα + ∂αε
µ な

ので，2階反変テンソルの変換則は

g′µν =(δµα + ∂αε
µ)(δνβ + ∂βε

ν)(ηαβ + hαβ)

≃δµαδνβ(ηαβ + hαβ) + δµα(∂βε
ν)ηαβ + δνβ(∂αε

µ)ηαβ

=ηµν + hµν + ∂µεν + ∂νεµ

となる．ここで右辺は座標 xの関数であるのに対し，左辺は同一の点を表す新しい座標 x′の関数 ηµν+h′
µν
(x′)

である．しかしながら微小量の 1次までの近似では

h′
µν
(x′) = h′

µν
(x+ ε) ≃ h′µν(x) ≃ hµν(x)

となって，引数が xにそろうので，式 (144):

δhµν = ∂µεν + ∂νεµ

が得られる．

■ゲージ変換によって Lorenz ゲージ条件 ∂ν h̄
µν = 0 の満たされる座標系をとれることの証明 7.3.3 節で

行ったのと同様の計算を繰り返せば良い．ゲージ変換 (143):xµ → x′
µ
= xµ + εµ に対して

∂ν h̄
µν → ∂ν h̄

′µν = ∂ν h̄
µν − ∂ν∂νεµ

となるので，
∂ν∂νε

µ = □εµ = ∂ν h̄
µν

の解 εµ を用いてゲージ変換を行えば，新しい座標系の h̄µν はゲージ条件 ∂ν h̄
′µν = 0を満たす．

■hµν について線形化された重力場の方程式 (145)，(146)の導出 hµν の 1次までとると，曲率テンソルは

Rαβµν =
1

2
(hαν,βµ + hβµ,αν − hαµ,βν − hβν,αµ)

と表される [7, p.247]．ただし (· · · ),µ ≡ ∂µ(· · · ), (· · · ),µ ≡ ∂µ(· · · ), etcとし，以降いちいち断らない．これ
は次のように確かめられる．

Rαβµν = gαλR
λ
βµν = gαλ(Γ

λ
βν,µ − Γλβµ,ν + ΓλσµΓ

σ
βν − ΓλσνΓ

σ
βµ)

において

gαλΓ
λ
βν ≡ Γαβν =

1

2
(gαβ,ν + gνα,β − gβν,α) =

1

2
(hαβ,ν + hνα,β − hβν,α)

は，したがって {Γλσµ}は hµν の 1次だから

Rαβµν ≃ gαλ(Γλβν,µ − Γλβµ,ν) =
1

2
{(����hαβ,νµ + hνα,βµ − hβν,αµ)− (����hαβ,µν + hµα,βν − hβµ,αν)}

を得る．
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さらに Ricciテンソルとスカラー曲率はそれぞれ

Rαβ ≡Rµαµβ = gµνRναµβ

=
1

2
ηµν(hνβ,αµ + hαµ,νβ − hνµ,αβ − hαβ,νµ) +O(h 2

αβ )

=
1

2
(h ,µ
νβ,α + h ,µ

αµ,β − h,αβ − h ,µ
αβ,µ ) +O(h 2

αβ ),

R ≡gµνgαβRαµβν

=ηµνηαβ
1

2
(hαν,µβ + hµβ,αν − hαβ,µν − hµν,αβ) +O(h 2

αβ )

=
1

2
(h ,να
αν + h ,βµ

µβ − h ,µ
,µ − h ,α

,α ) +O(h 2
αβ ) (∵ ηαβhαβ = h)

=(h ,µν
µν − h ,µ

,µ ) +O(h 2
αβ )

となるので，Einsteinテンソルは

Gαβ ≡Rαβ −
1

2
gαβR

=Rαβ −
1

2
ηαβR+O(h 2

αβ )

=
1

2
(h ,ν
νβ,α +h ,µ

αµ,β −h,αβ−h
,µ

αβ,µ )− 1

2
ηαβ(h

,µν
µν −h ,µ

,µ ) +O(h 2
αβ ) (680)

で与えられる．

なおこれは

h̄αβ ≡ hαβ − 1

2
ηαβh

を用いて

Gαβ =− 1

2

[(
hαβ−

1

2
ηαβh

) ,µ

,µ

+ ηαβ

(
hµν−

1

2
ηµνh

),µν
−
(
hαµ−

1

2
ηαµh

) ,µ

,β

−
(
hβµ−

1

2
ηβµh

) ,µ

,α

]
+O(h 2

αβ )

=− 1

2
[h̄ ,µ
αβ,µ + ηαβ h̄

,µν
µν − h̄ ,µ

αµ,β − h̄ ,µ
βµ,α ] +O(h 2

αβ ) (681)

と書き換えられる [7, p.248]．

さて，Einsteinテンソルの表式 (680)を用いると

Gµν =gµαgνβGαβ ≃ ηµαηνβGαβ

=
1

2
ηµαηνβ{(∂α∂τhτβ + ∂β∂

σhασ − ∂α∂βh− ∂σ∂σhαβ)− ηαβ(∂σ∂τhστ − ∂σ∂σh)}

=− 1

2
{∂2hµν − ∂α(∂µhνα + ∂νhµα) + ∂µ∂νh} − 1

2
ηµν(∂σ∂τhστ − ∂2h)

なので，Einstein方程式 (84):Gµν = 8πk
c4 Tµν は式 (145):

{∂2hµν − ∂α(∂µhνα + ∂νhµα) + ∂µ∂νh}+ ηµν(∂σ∂τhστ − ∂2h) = −
16πk

c4
Tµν

を与える [4, p.186]．代わりに Einsteinテンソルの表式 (681)を代入すれば，式 (146):

∂µ∂µh̄αβ + ηαβ∂
µ∂ν h̄ ,µν

µν − ∂µ∂βh̄αµ − ∂µ∂αh̄βµ = −16πk

c4
Tµν

が得られる．
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■TTゲージをとることができること (式 (149)，(150)の箇所)の証明 既に見たように，Lorenzゲージをと

るにはゲージ関数 εµ を
□εµ = ∂ν h̄

µν

の解にとってゲージ変換を行えば良く，そのような εµ には斉次の波動方程式 □εµ = 0の平面波解

εα = Bα exp(ik · x) (682)

を加える任意性がある．これは Lorenzゲージの下でもなお，Lorenzゲージ条件を壊すことなく，ゲージ関数

εα = Bα exp(ik · x)を用いてゲージ変換を行う自由度が残されていることを意味する．1.8.3節で述べたよう

に，この自由度を利用し，振幅に対するゲージ条件 (148):Aαβkβ = 0 加えてさらに TTゲージの条件

Aαα = 0 : (149), AαβU
β = 0 : (150)

を課すことができることを確認する (Uβ は任意の時間的な定数単位ベクトル)．

準備としてゲージ変換に対する振幅 Aαβ の変化を調べておく．一般にゲージ変換 (144):

hµν → h′
µν

=hµν + ∂µεν + ∂νεµ,

hµν → h′µν =hµν − ∂µεν − ∂νεµ

に対して h̄µν は

h̄′µν =h′µν −
1

2
ηµνh

′

=(hµν − ∂µεν − ∂νεµ)−
1

2
ηµνη

αβ(hαβ − ∂αεβ − ∂βεα)

=

(
hµν −

1

2
ηµνh

)
− ∂µεν − ∂νεµ +

1

2
(∂αε

α + ∂βε
β)

=h̄µν − ∂µεν − ∂νεµ + ηµν∂αε
α

と変換する [7, p.249]．ゲージ関数 (682)に対しては ∂β → ikβ と置き換わるので，これは振幅の変更

A′
αβ = Aαβ − iBαkβ − iBβkα + iηαβB

µkµ (683)

を意味する [7, pp.265–266]．

以下では Aαβ が TTゲージの条件 (148)，(149)，(150)を満たすようにゲージ関数の振幅 Bα を選べるこ

とを，順を追って説明する [7, p.325]．

(a) Aαβ がゲージ条件 (148):Aαβkβ = 0を満たすとき，

A′αβkβ = (Aαβ − iBαkβ����−iBβkα������
+iηαβBµkµ)kβ = 0 (∵ kβkβ = 0)

より式 (683)の A′
αβ もこの条件を満たす．

(b) A′
αβ が TTゲージ条件 (149):Aαα = 0を満たすには，Bµ は制約条件

0 = A′α
α = Aαα + 2iBαkα (∵ ηαα = δαα = 4)

を満たさなければならない．
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(c) また TTゲージ条件 (150):A′
αβU

β = 0は一見すると α = 0, 1, 2, 3の 4つの条件を Bµ に課すように考

えられるけれど，実際には A′
αβU

β の線形結合 kαA′
αβU

β について常に

kαA′
αβU

β = kα(Aαβ����−iBαkβ − iBβkα((((((+iηαβB
µkµ)U

β = 0 (∵ kαAαβ = 0, kαkα = 0)

が成り立っているため，これは 3つの制約条件である．

(d) Bµ に対する (b),(c)の条件を合わせると，

0 = A′
αβU

β = (Aαβ − iBαkβ − iBβkα + iηαβB
µkµ)U

β , (条件 (c))

∴ikβUβBα + ikαU
βBβ = AαβU

β +
1

2
AµµUα (条件 (b) : Bµkµ = Aµµ/2)

となる．両辺に Uα を縮約し，Uα が単位ベクトルであること U · U = +1を用いると

2i(kβU
β)(BαU

α) = UαAαβU
β − 1

2
Aµµ

を得る．これを用いて上式の左辺第 2項から UβBβ を消去すると

Bα =
1

ikνUν

{
AαβU

β − kα
UγAγβU

β

2kλUλ
+

1

2
Aµµ

(
Uα −

kα
4kλUλ

)}
と求まる．これ以上のゲージ自由度はない*236．

(e) 以上より (d)で求めた Bα に対してゲージ関数 (682):εα = Bα exp(ikµx
µ)を用いて座標変換 (ゲージ変

換)を行えば，新しい座標系では TTゲージ条件が満たされる．

(f) なお静的な場合 ω = 0に対しては

k2 = 0, ∴ k2 = 0, ∴ k = 0

より分母の kνU
ν がゼロになるため，以上の議論を適用できず，TTゲージをとれる保証はなくなる．

*236 1.8.3節のように TTゲージの範囲内で z 軸周りの空間回転を行うことができる．
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8 量子力学の基礎 (補足)

8.1 ケット，ブラおよび演算子 (補足)

■Hermite演算子の性質 2.1節で述べたように，Hermite演算子 Aの固有値 a′, a′′, · · · は実数であり，異な
る固有値 a′, a′′ に属する Aの固有ケット |a′⟩ , |a′′⟩は直交すること，すなわち ⟨a′|a′′⟩ = 0を示す．固有方程

式 (152):
A |a′⟩ = a′ |a′⟩

の両辺 Hermite共役をとり，Aが Hermiteであること A† = Aを用いると

⟨a′′|A = a′′
∗ ⟨a′| (684)

となる．ここで

⟨a′′| (式 (152)) : ⟨a′′|A|a′⟩ =a′ ⟨a′′|a′⟩
(式 (684)) |a′⟩ : ⟨a′′|A|a′⟩ =a′′∗ ⟨a′′|a′⟩

を辺々引いて
(a′ − a′′∗) ⟨a′′|a′⟩ = 0

を得る．今，a′ と a′′ を等しくとると (a′ − a′∗) ⟨a′|a′⟩ = 0であり，固有ケット |a′⟩ ̸= 0より ⟨a′|a′⟩ > 0であ

ることから a′ = a′
∗ が結論される．これは固有値 a′ が実数であることを意味する．次に相異なる a′, a′′ をと

ると上式において a′ − a′′∗ = a′ − a′′ ̸= 0なので，直交性 ⟨a′′|a′⟩ = 0が示される [18, pp.22–23]．

■完全性条件 (155)，(158) 2.1節で述べたように完全性条件が式 (155)，式 (158)で与えられることを確か

める．任意のケット |α⟩が固有ケット {|a′⟩}, {|ξ′⟩}を用いて

式 (154) : |α⟩ =
∑
a′′

ca′′ |a′′⟩ , 式 (157) : |α⟩ =
∫

dξ′′cξ′′ |ξ′′⟩

と展開できるとする．このとき展開係数は

⟨a′|α⟩ =
∑
a′′

ca′′δa′a′′ (∵規格直交性 (153) : ⟨a′|a′′⟩ = δa′a′′)

=ca′ ,

⟨ξ′|α⟩ =
∫

dξ′′cξ′′δ(ξ
′ − ξ′′) (∵ 規格直交性 (156) : ⟨ξ′|ξ′′⟩ = δ(ξ′ − ξ′′))

=cξ′

と定まる．これを上式に戻すと

|α⟩ =
∑
a′

|a′⟩ ⟨a′|α⟩ , |α⟩ =
∫

dξ′ |ξ′⟩ ⟨ξ′|α⟩ (685)

であり，これが任意のケット |α⟩に対して成り立つことから完全性条件

式 (155) :
∑
a′

|a′⟩ ⟨a′| = 1, 式 (158) :

∫
dξ′ |ξ′⟩ ⟨ξ′| = 1
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を得る．逆に完全性条件が成り立てば，任意のケット |α⟩を式 (685)のように展開することができる．実際，

完全性条件は任意の状態が基底で展開できることを仮定して導かれたため，基底が完全系を成す条件となって

いる [18, p.24]．

■期待値 ⟨α|A|α⟩ 2.1節で述べたように，系の状態が |α⟩にあるとき観測量 Aの期待値は ⟨α|A|α⟩で与えら
れる．実際，観測量 Aを離散的な固有値 a′ に見出す確率は | ⟨a′|α⟩ |2，連続的な固有値 ξ′ に見出す確率密度

は | ⟨ξ′|α⟩ |2 なので，Aの期待値は

⟨A⟩ =


∑
a′

a′| ⟨a′|α⟩ |2∫
dξ′| ⟨ξ′|α⟩ |2

=


∑
a′,a′′

⟨a′|α⟩∗ a′′δa′a′′ ⟨a′′|α⟩∫
dξ′dξ′′ ⟨ξ′|α⟩∗ ξ′′δ(ξ′ − ξ′′) ⟨ξ′′|α⟩

=


∑
a′,a′′

⟨α|a′⟩ ⟨a′|A|a′′⟩ ⟨a′′|α⟩∫
dξ′dξ′′ ⟨α|ξ′⟩ ⟨ξ′|A|ξ′′⟩ ⟨ξ′′|α⟩

= ⟨α|A|α⟩ (∵完全性条件 (155)，(158))

となる [18, p.32]．

8.1.1 重要な数学的性質 (補足)

■式 (159):(XY )† = Y †X† の証明 Hermite共役を定義する式

|β⟩ ≡ Y |α⟩ ⇒ ⟨β| = ⟨α|Y †,

|γ⟩ ≡ X |β⟩ ⇒ ⟨γ| = ⟨β|X†

の第 1式を第 2式に代入すると，

|γ⟩ = XY |α⟩ ⇒ ⟨γ| = ⟨α|Y †X†

が得られる．これが任意の |α⟩に対して成り立つことを要求すると，式 (159):(XY )† = Y †X† を得る．

別証を載せておこう [17, p.30]．任意のケット |P ⟩ , |Q⟩ に対して |A⟩ = X† |P ⟩ , ⟨B| = ⟨Q|Y † を定義す

ると，
⟨Q|Y †X†|P ⟩ = ⟨B|A⟩ = ⟨A|B⟩∗ = ⟨P |XY |Q⟩∗ = ⟨Q|(XY )†|P ⟩

とできる．ただし最後の等号では，すぐ後で示す式 (161)を用いた．これが任意の |P ⟩ , |Q⟩に対して成り立
つことから，再び式 (159)を得る．

■式 (160):(|β⟩ ⟨α|)† = |α⟩ ⟨β|の証明 任意の |γ⟩に対して

|A⟩ = |β⟩ ⟨α|γ⟩ ⇒ ⟨A| = ⟨α|γ⟩∗ ⟨β| = (⟨γ|α⟩) · ⟨β| = ⟨γ|α⟩ ⟨β|

となることから示される [17, p.31]．
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■式 (161):⟨β|X|α⟩ = ⟨α|X†|β⟩∗ の証明 |γ⟩ ≡ X |α⟩と書き，Hermite共役X† の定義により ⟨γ| = ⟨α|X†

となることを用いると，
⟨β|X|α⟩ = ⟨β|γ⟩ = ⟨γ|β⟩∗ = ⟨α|X†|β⟩∗ : (161)

とできる．

■交換子，反交換子に関する恒等式 (162)，(163)の証明

[AB,C] = ABC − CAB =

{
A(BC −��CB) + (��AC − CA)B = A[B,C] + [A,C]B : (162).

A(BC +��CB)− (��AC + CA)B = A{B,C} − {C,A}B : (163).

■可換な量 A,B に対する指数法則 eAeB = eA+B(補足) 2.1.1節で述べたように，可換な量 A,B に対して

は指数法則 eAeB = eA+B が成り立つことを示す．まず，

eAeB =

( ∞∑
n=0

1

n!
An

)( ∞∑
m=0

1

m!
Bm

)
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1

n!

1

m!
AnBm

の最右辺において和をとられる項 1
n!

1
m!A

nBm をいくつか書き出すと以下のようになる．

1 B 1
2B

2 1
3!B

3 1
N !B

N

1 1 B 1
2B

2 1
3!B

3 1
N !B

N

A A AB 1
2AB

2 1
(N−1)!AB

N−1

1
2A

2 1
2A

2 1
2A

2B . .
.

1
3!A

3 1
3!A

3 1
(N−1)!A

N−1B
1
N !A

N 1
N !A

N

n+m = N となる項の和
N∑
n=0

1

n!(N − n)!
AnBN−n は上の図式で 1列に並ぶ青い字で示した項の和であるこ

とに注意すると，

eAeB =
∞∑
N=0

N∑
n=0

1

n!(N − n)!
AnBN−n =

∞∑
N=0

1

N !

N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
AnBN−n

となることが分かる (ただし上の図式は N = 4として書いている)．上式の最右辺は A,B が交換すれば

∞∑
N=0

1

N !
(A+B)N = eA+B

に等しいから指数法則 eAeB = eA+B が成り立つ．

■Baker-Hausdorff (ベーカー・ハウスドルフ)の補助定理 (165)の証明 証明したい式 (165)を改めて以下に

書いておこう．

eiλGAe−iλG = A+ iλ[G,A] +
(iλ)2

2!
[G, [G,A]] + · · ·+ (iλ)n

n!
[G, [G, · · · [G,A] · · · ]] + · · · .
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この公式は次のように証明できる．はじめに eiλG = 1 + iλG+ · · · を Ae−iλG = A− iλAG− · · · に左から
かけたときに現れる項を以下に書き出す．

1 iλG . . . (iλ)N−k

(N−k)! G
N−k . . . . . . (iλ)N

N ! G
N . . .

A •
−iλAG •

... •
(−iλ)k
k! AGk (iλ)N−k(−iλ)k

(N−k)!k! GN−kAGk

... •

... •
(−iλ)N
N ! AGN •

...

上の図式において青い項 (iλ)N

N !

∑N
k=0 NCk(−1)kGN−kAGk が (iλ)N

N ! [G, [G, · · · , [G︸ ︷︷ ︸
N 個の G

, A] · · · ]] に一致すれば良

い*237．これを数学的帰納法にて示す．まずこれは N = 1に対して成り立つ．つぎにこれがある N に対して

成り立つとすると

[G, [G, [G, · · · , [G︸ ︷︷ ︸
N 個の G

, A] · · · ]]]

=

(
GN+1A+

N∑
k=1

NCk(−1)kGN+1−kAGk

)
−

(
N−1∑
k=0

NCk(−1)kGN−kAGk+1 + (−1)NAGN+1

)

=GN+1A+

N∑
k=1

( NCk + NCk−1︸ ︷︷ ︸
N+1Ck(Pascal の三角形)

)(−1)kGN+1−kAGk + (−1)N+1GN+1

より N → N + 1と置き換えても成り立つ．以上よりベーカー・ハウスドルフの補助定理 (165)が示された．

8.1.2 行列表現 (補足)

■|β⟩ ⟨α|の行列表現 (166)の説明 |β⟩ ⟨α|の行列表現が式 (166)で良いのは次のことから裏付けられる．す

なわち式 (166)を仮定すると，(|β⟩ ⟨α|) · |γ⟩の行列表現が |β⟩ · (⟨α|γ⟩)の列ベクトル表現に一致する：⟨a
(1)|β⟩ ⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(1)|β⟩ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·
⟨a(2)|β⟩ ⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(2)|β⟩ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·

...
...

. . .


︸ ︷︷ ︸

行列表現 (166)

⟨a
(1)|α⟩
⟨a(2)|α⟩

...

 =

⟨a
(1)|β⟩
⟨a(2)|β⟩

...

 ⟨α|γ⟩ .

さらに ⟨γ| · (|β⟩ ⟨α|)の行列表現は (⟨γ|β⟩) · ⟨α|の行ベクトル表現に一致する：

(
⟨γ|a(1)⟩ ⟨γ|a(2)⟩ · · ·

)⟨a
(1)|β⟩ ⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(1)|β⟩ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·
⟨a(2)|β⟩ ⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(2)|β⟩ ⟨a(2)|α⟩∗ · · ·

...
...

. . .


︸ ︷︷ ︸

行列表現 (166)

= ⟨γ|β⟩
(
⟨a(1)|α⟩ ⟨a(2)|α⟩ · · ·

)
.

*237 [G, [G, · · · , [G,A] · · · ]]の右端の · · · は括弧の連なりを表し，Aの右側に Gは来ない．
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8.2 不確定関係 (補足)

■両立できる観測量の行列要素 ⟨a′′|B|a′⟩ に関する定理 (式 (167)) の証明 両立できる観測量の定義式

[A,B] = 0より
0 = ⟨a′′|[A,B]|a′⟩ = (a′′ − a′) ⟨a′′|B|a′⟩

より a′′ ̸= a′ に対して ⟨a′′|B|a′⟩ = 0となる．これは行列要素 ⟨a′′|B|a′⟩が対角型であることを意味する．

■固有方程式 (168)の導出

B |a′⟩ =
∑
a′′

|a′′⟩ ⟨a′′|B|a′⟩

=
∑
a′′

|a′′⟩ (δa′a′′ ⟨a′|B|a′⟩) (∵式 (167))

=(⟨a′|B|a′⟩) |a′⟩ : (168).

■一般に両立できない観測量の同時固有ケットは存在しないことの証明 両立できない観測量 A,B の同時固

有ケット |a′, b′⟩が存在すると仮定すると，{
AB |a′, b′⟩ = Ab′ |a′, b′⟩ = a′b′ |a′, b′⟩
BA |a′, b′⟩ = Ba′ |a′, b′⟩ = a′b′ |a′, b′⟩

∴AB |a′, b′⟩ = BA |a′, b′⟩ (686)

より [A,B] = 0が成り立つ．これは仮定に反しているから，一般に両立できない観測量に対し |a′, b′⟩は意味
を持たない．

ただし例外として，固有値が a′ = b′ = 0のときには上式 (686)の両辺は零ケットになる．少なくともこの

ときには [A,B] = 0を引き出すことはできず，上の議論は適用できない．これが「一般に」と断った理由で

ある．

■不確定関係 (169)の証明 まず補助定理を 3つ準備する．

補助定理 1：Schwarzの不等式
⟨α|α⟩ ⟨β|β⟩ ≥ | ⟨α|β⟩ |2. (687)

参考 これは実 Euclid空間のベクトル a, bに対する

通常の Schwarzの不等式 |a|2|b|2 ≥ |a · b|2 と比較される．
証明 任意の複素数 λに対して

(⟨α|+ λ∗ ⟨β|) · (|α⟩+ λ |β⟩) ≥ 0

が成り立つ．ここで λ = −⟨β|α⟩ / ⟨β|β⟩とおくと，Schwarzの不等式 (687)を得る．

補助定理 2 Hermite演算子の期待値は実数である．

証明 任意の状態 |α⟩ =
∑
a′ ca′ |a′⟩に関する Hermite演算子 B の期待値は

⟨α|B|α⟩ =
∑
a′,a′′

c∗a′′ca′ ⟨a′′|B|a′⟩
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と表される．ここで Hermite演算子は Hermite行列で表されること ⟨a′′|B|a′⟩∗ = ⟨a′|B|a′′⟩を用
いると，右辺の複素共役は ∑

a′,a′′

ca′′ca′ ⟨a′|B|a′′⟩

となって，元と変わらない．これは期待値 ⟨α|B|α⟩が実数であることを意味する．
補助定理 3 C = −C† で定義される Hermite交代の (あるいは反 Hermitenな演算子の期待値は

純虚数である．

証明 式 (161)より ⟨α|C|α⟩ = ⟨α|C†|α⟩∗ = −⟨α|C|α⟩∗ .

さて，Schwarz の不等式 (687) は |α⟩ = ∆A |⟩ , |β⟩ = ∆B |⟩ とおくと (|⟩ は任意のケット)，∆A,∆B の

Hermite性より
⟨(∆A)2⟩ ⟨(∆B)2⟩ ≥ | ⟨∆A∆B⟩ |2 (688)

となる (⟨· · ·⟩は状態 |⟩に関する期待値)*238．右辺の演算子積を対称部分と反対称部分に分けて

∆A∆B =
1

2
[∆A,∆B] +

1

2
{∆A,∆B}

と書くと，対称部分 (の 2倍)

[∆A,∆B] =[A− ⟨A⟩ , B − ⟨B⟩]
=[A,B]− [A, ⟨B⟩]− [⟨A⟩ , B] + [⟨A⟩ , ⟨B⟩] = [A,B]

は Hermite交代的である．

([A,B])† = (AB −BA)† = BA−AB = −[A,B].

他方，反交換子 {∆A,∆B}は Hermite的なので，補助定理 2,3より

⟨∆A∆B⟩ =1

2
⟨[∆A,∆B]⟩︸ ︷︷ ︸

純虚数

+
1

2
⟨{∆A,∆B}⟩︸ ︷︷ ︸

実数

,

∴ | ⟨∆A∆B⟩ |2 =
1

4
| ⟨[∆A,∆B]⟩ |2 + 1

4
| ⟨{∆A,∆B}⟩ |2 ≥ 1

4
| ⟨[∆A,∆B]⟩ |2 (689)

が言える．上式 (688)，(689)を組合せると，不確定関係 (169)が導かれる．

なお，すぐ上で見たように，A,B の固有値 a′, b′ がゼロの状態では [A,B] ̸= 0であっても，同時固有状態

|a′, b′⟩ が可能である．実際このとき [A,B] ̸= 0 であっても | ⟨[A,B]⟩ |2 = 0 だから，このことは不確定関係

⟨(∆A)2⟩ ⟨(∆B)2⟩ ≥ | ⟨[A,B]⟩ |2/4に抵触しない．

8.3 位置，運動量および平行移動 (補足)

■式 (175)の T (dx′)が性質 (171)–(174)を満足することの確認 式 (175):T (dx′) = 1− iK ·dx′のHermite

共役をとると
T †(dx′) = 1 + iK† · dx′

*238 例えば左辺の ⟨(∆A)2⟩は (⟨|∆A†) · (∆A |⟩) = ⟨|(∆A)2|⟩ = ⟨(∆A)2⟩として得られる．
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となるので，K が Hermite であるとすれば，dx′ の 1 次までの近似でユニタリー性の条件 (171) が満たさ

れる．

T †(dx′)T (dx′) =(1 + iK† · dx′)(1− iK · dx′)

≃1− i(K −K†) · dx′

≃1.

また式 (172)は次のように確かめられる．

T (dx′′)T (dx′) =(1− iK · dx′′)(1− iK · dx′)

≃1− iK · (dx′ + dx′′)

=T (dx′ + dx′′).

次に式 (173):T (−dx′) = T −1(dx′) を考えよう．ここで逆の演算子 T −1(dx′)は

T −1(dx′)T (dx′) = T (dx′)T −1(dx′) = 1

で定義されると考える．これを Hermite性 (171):T †(dx′)T (dx′) = 1と比較すると，

T −1(dx′) = T †(dx′) = 1 + iK · dx′ = T (−dx′)

と同定される．実際，これはもう一方の関係

= T (dx′)T (−dx′) = 1− (iK · dx′)2 ≃ 1

も満たしている．

最後に式 (174):limdx′→0 T (dx′) = 1が満たされていることは明らかである．

■無限小平行移動の N 回合成 (176)について X が値か演算子かに関わらず N →∞のとき(
1 +

X

N

)N
=

N∑
n=0

Xn

n!

N !

(N − n)!Nn
→

∞∑
n=0

Xn

n!

(
∵ N !

(N − n)!Nn
=
N

N
· N − 1

N
· · · N − n+ 1

N
→ 1

)
となる．演算子 X に対しても exp(X)を級数展開の形で定義したこととより(

1 +
X

N

)N
→ eX

である．X = 1とすると，これは eの定義式になる．直観的には

eX =
(
e

X
N

)N
≃
(
1 +

X

N

)N
(N ≫ 1)

である．

■式 (177):T (a) = e−ip·a/ℏ と正準交換関係 (178):の同等性の確認 運動量 pの定義として平行移動演算子の

表式 (177):T (a) = e−ip·a/ℏ と正準交換関係 (178):[xi, pj ] = iℏδij が等価であることを示す．T (a)が平行移
動演算子であることから

xiT (a) |x′⟩ =xi |x′ + a⟩ = (x′i + ai) |x′ + a⟩ ,
T (a)xi |x′⟩ =x′iT (a) |x′⟩ = x′i |x′ + a⟩
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であり，これらを辺々引くと
[xi, T (a)] |x⟩ = ai |x′ + a⟩

となる．ここで平行移動演算子が T (a) = e−ip·a/ℏ = 1− i
ℏp · a+O(a2)と表されるとして両辺 aの 1次の

項を取り出すと

− i
ℏ
aj [xi, pj ] |x′⟩ = ai |x′⟩

となるので，正準交換関係 [xi, pj ] = iℏδij を得る [18, pp.61–63]．

■交換関係 (180):[pi, pj ] = 0の導出 ∆x′ と∆y′ の 2次までの近似で

0 =[T (∆yŷ), T (∆xx̂)] = [e−ipy∆y/ℏ, e−ipx∆x/ℏ]

=

[(
1− ipy∆y

ℏ
−
p 2
y (∆y′)2

2ℏ2
+ · · ·

)
,

(
1− ipx∆x

ℏ
− p 2

x (∆x′)2

2ℏ2
+ · · ·

)]

≃− (∆x′)(∆y′)[py, px]

ℏ2
, (自明な関係 [px, px] = [py, py] = 0に注意)

∴[px, py] = 0

を得る．添字を巡回置換して得られる関係と [px, px] = 0, etc.を合わせると，式 (180):[pi, pj ] = 0のようにま

とめられる．

■式 (181):⟨x′|p|α⟩ = −iℏ∇′ ⟨x′|α⟩ の導出 次に平行移動演算子の表式 (177):T (a) = e−ip·a/ℏ から式

(181):⟨x′|p|α⟩ = −iℏ∇′ ⟨x′|α⟩を導こう．

e−ip·a/ℏ |α⟩ =T (a) |α⟩

=

∫
d3x′T (a) |x′⟩ ⟨x′|α⟩

=

∫
d3x′ |x′ + a⟩ ⟨x′|α⟩

=

∫
d3x′′ |x′′⟩ ⟨x′′ − a|α⟩ (x′′ ≡ x′ + a)

であり，最左辺と最右辺について aの 1次の項を取り出すと

− i
ℏ
p · a |α⟩ =

∫
d3x′′ |x′′⟩ (−a ·∇′′) ⟨x′′|α⟩ ,

(
∇′′ ≡ ∂

∂x′′

)
∴ p |α⟩ =

∫
d3x′′ |x′′⟩ (−iℏ∇′′) ⟨x′′|α⟩

となるので，式 (181):

⟨x′|p|α⟩ =
∫

d3x′′ ⟨x′|x′′⟩ (−iℏ∇′′) ⟨x′′|α⟩

=− iℏ∇′ ⟨x′|α⟩ (∵ 規格直交性 ⟨x′|x′′⟩ = δ(x′ − x′′))

を得る [18, p.72]．
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■公式 (182)の導出 式 (182):

⟨x′|p ni |α⟩ = (−iℏ)n ∂n

∂x′ ni
⟨x′|α⟩

を数学的帰納法 (M.I.) にて証明する．まず n = 1 で上式 (182) が成り立つ (式 (181))．そこである n で式

(182)が成り立つと仮定し，∂i
′ ≡ ∂/∂xi′, ∂i′′ ≡ ∂/∂xi′′ とおくと

⟨x′|pi|x′′⟩ =− iℏ∂i′δ(x′ − x′′) = +iℏ∂i′′δ(x′ − x′′) (∵ 式 (181)),

⟨x′′|p ni |α⟩ =(−iℏ)n∂i′′
n ⟨x′′|α⟩ (M.I.の仮定),

∴ ⟨x′|p n+1
i |α⟩ =

∫
d3x′′ ⟨x′|pi|x′′⟩ ⟨x′′|p ni |α⟩

=

∫
d3x′′

{
iℏ∂i′′δ(x′ − x′′)

}{
(−iℏ)n∂i′′

n ⟨x′′|α⟩
}

=− (−iℏ)n+1

{[
δ(x′ − x′′)∂i

′′n ⟨x′′|α⟩
]
−
∫

d3x′′δ(x′ − x′′)∂i
′′n+1 ⟨x′′|α⟩

}
([· · · ]は無限遠の境界項)

=(−iℏ)n+1∂i
′n+1 ⟨x′|α⟩

より n→ n+ 1としても式 (182)は成り立つ．以上より示された．

■平面波状態 (183)の導出 さらにこれを用いて，運動量固有状態 |p′⟩の波動関数 ⟨x′|p′⟩に対する微分方程
式を作ると，

p′i ⟨x′|p′⟩ = ⟨x′|pi|p′⟩ = −iℏ∂i′ ⟨x′|p′⟩

となる．これは ⟨x′|p′⟩ = Neip
′·x′/ℏ とすると満たされ，さらに式 (181)の導出で用いた規格直交条件

δ(x′ − x′′) = ⟨x′|x′′⟩

=

∫
d3p′ ⟨x′|p′⟩ ⟨p′|x′′⟩

=

∫
d3p′(Neip

′·x′/ℏ)(N∗e−ip
′·x′′/ℏ)

=|N |2
∫

d3p′eip
′·(x′−x′′)/ℏ

=|N |2(2πℏ)3δ(x′ − x′′)

から規格化定数 N を定めると，

N =
1

(2πℏ)3/2
, ∴ 式 (183) : ⟨x′|p′⟩ = 1

(2πℏ)3/2
eip

′·x′/ℏ

を得る．ただし波動関数 ⟨x′|p′⟩の位相は確率密度 | ⟨x′|p′⟩ |2 に影響しないため，任意にとって良いことに注
意して N > 0とした [18, pp,74–75]．

8.4 時間的発展と Schrödinger方程式 (補足)

■Schrödinger方程式 (185)，(186)の導出 式 (186):

U(t+∆t, t0) = (1− iH∆t/ℏ)U(t, t0)
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を移行して整理すると，

∂U(t, t0)

∂t
≡ lim
∆t→0

U(t+∆t, t0)− U(t, t0)

∆t
= −i(H/ℏ)U(t, t0), ∴ iℏ

∂

∂t
U(t, t0) = HU(t, t0) : (185)

を得る．これに両辺右から |α, t0⟩をかけると，式 (186):

iℏ
∂

∂t
|α, t0; t⟩ = H |α, t0; t⟩

が得られる．その際，|α, t0⟩は tに依らないので

{∂tU(t, t0)} |α, t0⟩ = ∂t{U(t, t0) |α, t0⟩}

とできることに注意する．

■Schrödinger方程式の形式解 (187)，(188)，(189)の導出 式 (187)，(188)，(189)の各々が Schrödinger方

程式 (185)の解となっていることを個別に確認する．次いで 3つの場合の解 (187)，(188)，(189)の関係を考

察する．

式 (189)の導出 まず一番簡単な場合として，H は時間に依存しないと仮定すると，式 (189):

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/ℏ ≡
∞∑
n=0

1

n!

(
−iH(t− t0)

ℏ

)n
は確かに

iℏ
∂

∂t
U(t, t0) = iℏ

∞∑
n=1

1

(n− 1)!

(
−iH(t− t0)

ℏ

)n−1(−iH
ℏ

)
= iℏ

(
−iH
ℏ

) ∞∑
n=0

1

n!

(
−iH(t− t0)

ℏ

)n
= HU(t, t0)

より Schrödinger方程式 (185)を満たし，また境界条件 limt→t0 U(t, t0) = 1も満たしているので，Schrödinger

方程式 (185)の解となっている*239．

式 (188) の導出 次に H(t) は時間に依存するものの，異なる時刻の H(t) は互いに交換する場合に移ろう．

このときも単に上式で

H(t− t0) →
∫ t

t0

dt′H(t′)

と置き換えさえすれば，式 (188):

U(t, t0) = exp

[
− i
ℏ

∫ t

t0

dt′H(t′)

]
が Schrödinger方程式 (185)の適切な解となっていることを確かめられる．

*239 あるいは 2.3節で行ったように，N ≫ 1に対して微小時間 (t− t0)/N の時間的発展の演算子を N 回合成しても，式 (189)を得
ることができる．

U(t, t0) = lim
N→∞

[
1−

(
iH

ℏ

)
t− t0

N

]N
= e−iH(t−t0)/ℏ.
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Dyson級数 (187)の導出 [22, p.450] 時間的発展の演算子に対する Schrödinger方程式 (185):

i
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0)

は初期 (境界)条件 U(t, t0)|t=t0 = 1を考慮すると

U(t, t0) = 1− i

ℏ

∫ t

t0

dt′H(t′)U(t′, t0)

と書き換えられる．逐次代入により

U(t, t0) =1− i

ℏ

∫ t

t0

dt1H(t1) +

(
− i
ℏ

)2 ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2H(t1)H(t2) + · · ·

=
∞∑
n=0

(
− i
ℏ

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn)

を得る．ここで最右辺における n = 0の項は 1，n = 1の項は − i
ℏ
∫ t
t0
dt1H(t1)と約束する．

式 (187)，(188)，(189) の関係 明らかに式 (188) は H が時間に依らない場合，式 (189):U(t, t0) =

exp[−iH(t− t0)/ℏ]に帰着する．
また Dyson級数 (187)は異なる時刻のH が交換する場合に限って式 (188)に一致する．このことは次のよ

うに確かめられる．

(式 (188)右辺) = exp

[
− i
ℏ

∫ t

t0

dt′H(t′)

]
=1 +

∞∑
n=1

(
−i
ℏ

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 · · ·
∫ t

t0

dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn)

において，nに関する和の中身は (t1, t2, · · · , tn)空間の領域 t0 ≤ t1, t2, · · · , tn ≤ tにわたる積分であり，こ

れは n!通りの置換

π =

(
1 · · · n

π(1) · · · π(n)

)
に対して t0 ≤ tπ(n) ≤ tπ(n−1) ≤ · · · ≤ tπ(1) ≤ tで表される n!個の領域にわたる積分から成る:

(式 (188)右辺) = 1 +

∞∑
n=1

(
−i
ℏ

)n∑
π

∫ t

t0

dtπ(1)

∫ tπ(1)

t0

dtπ(2) · · ·
∫ tπ(n−1)

t0

dtπ(n)H(t1)H(t2) · · ·H(tn).

異なる時刻の Hamilton演算子が互いに交換する場合には，被積分関数を

H(t1)H(t2) · · ·H(tn) = H(tπ(1))H(tπ(2)) · · ·H(tπ(n))

と並び替えられるから，これは Dyson級数

(式 (187)右辺) = 1 +
∞∑
n=1

(
−i
ℏ

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn)

に一致する．
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図 141 時間とエネルギーの不確定関係

■時間とエネルギーの不確定関係 (補足) 2.4節で説明した時間とエネルギーの不確定関係を導出する．

相関の強さを C(t) = ⟨α, t0|α, t0; t⟩で定義し，時刻 tの状態と初期ケットの類似度の指標として，その絶対

値 |C(t)|を用いることができる．特に初期状態が固有ケット |a′⟩であれば，系の状態は |a′⟩から変化しない．
この場合には

|C(t)| = | ⟨a′|a′, t0; t⟩ | = |e−iEa′ (t−t0)/ℏ| = 1

である．

さて，簡単のために t0 = 0とおき，初期ケットを |α, t0 = 0; t⟩ =
∑
a′ ca′ |a′⟩と展開すると，

C(t) =

(∑
a′

c ∗
a′ ⟨a′|

)
·

[∑
a′′

ca′′ exp

(
−iEa′′t

ℏ

)
|a′′⟩

]

=
∑
a′

|ca′ |2 exp
(
−iEa′t

ℏ

)
(690)

→ exp

(
−iE0t

ℏ

)∫
dEρ(E)|g(E)|2 exp

(
−i(E − E0)t

ℏ

)
, (691)

ρ(E) : エネルギー固有状態の密度， g(Ea′) = ca′ .

ここで現実の物理的状態では ρ(E)|g(E)|2 が E = E0 のまわりで幅 ∆E のピークを持つ．与えられた幅 ∆E

が実質的な積分区間となる．一方，E −E0 ≳ ℏ/tのとき，E の変化に伴って exp
(

−i(E−E0)t
ℏ

)
は激しく振動

し，打ち消し合うから，C(t)への寄与は E −E0 ≲ ℏ/tから来る．この幅は時間とともに狭まり，ℏ/t ≲ ∆E

となると積分区間 ∆E の中で打消し合いが起き (図 141 参照)，C(t) が 1 からずれる．よって物理系の状態

ケットが原形を保つ，すなわち C(t) ≃ 1を保つ時間 ∆tは

∆t∆E ≃ ℏ

で与えられる (時間とエネルギーの不確定関係)．
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参考──エネルギー固有状態の密度 ρ(E)について 上式の中の固有状態の密度は，エネルギーが離散的なス

ペクトルを成すという描像では ρ(E) =
∑
a′ δ(E − Ea′) と表される．実際これを式 (691) に代入す

ると

C(t) =

∫
dEρ(E)|g(E)|2 exp

(
−iE

ℏ
t

)
=
∑
a′

|ca′ |2 exp
(
−iEa

′

ℏ
t

)
となって，式 (690)に戻る．また，ρ(E) =

∑
a′ δ(E − Ea′)と書くと，規格化条件∫

dEρ(E)|g(E)|2 =
∑
a′

|ca′ |2 = 1

が容易に見出される．

■時間に依存する波動方程式 (193)の導出 状態ケットに対する Schrödinger方程式方程式 (186):

iℏ
∂

∂t
|α, t0; t⟩ = H |α, t0; t⟩

の両辺に左から ⟨x′|をかけ，Schrödinger描像の位置固有ブラ ⟨x′|は時間変化しないことに注意すると，

iℏ
∂

∂t
⟨x′|α, t0; t⟩ = ⟨x′|H|α, t0; t⟩ = ⟨x′| p

2

2m
+ V (x)|α, t0; t⟩

を得る．最右辺において

⟨x′| p
2

2m
|α, t0; t⟩ = −

ℏ2

2m
∇′2 ⟨x′|α, t0; t⟩ (∵ 式 (182))

⟨x′|V (x) = ⟨x′|V (x′) (V (x)は演算子，V (x′)は固有値)

とできるので，波動関数 ψ(x′, t) ≡ ⟨x′|α, t0; t⟩に対する方程式 (193):

iℏ
∂

∂t
ψ(x′, t) = − ℏ2

2m
∇′2ψ(x′, t) + V (x′)ψ(x′, t)

が導かれる．

■確率の流れ (196)について 式 (196):

j = − iℏ
2m

[ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ] =
ℏ
m
Im(ψ∗∇ψ)

は

j = Re

[
ψ∗ ℏ
im

∇ψ

]
とも書ける．

■連続の式 (195)の導出 Schrödinger方程式

iℏ
∂ψ

∂t
=

(
− ℏ2

2m
∇2 + V

)
ψ
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を利用すると，

∂ρ

∂t
=ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ψ

∂ψ∗

∂t

=ψ∗
{

1

iℏ

(
− ℏ2

2m
∇2 + V

)
ψ

}
+ ψ

{
− 1

iℏ

(
− ℏ2

2m
∇2 + V

)
ψ∗
}

=
iℏ
2m

(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗)

を得る．また確率の流れの式 (196):

j = − iℏ
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

より

∇ · j = − iℏ
2m

(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗)

となる．これらを辺々足すと，連続の式 (195)が導かれる．

■確率の流れ (197)の導出 ψ =
√
ρeiS/ℏ に対して

∇ψ = (∇√ρ)eiS/ℏ +
√
ρ
i∇S

ℏ
eiS/ℏ, ∴ ψ∗∇ψ =

√
ρ∇√ρ+ i

ℏ
ρ∇S

なので，確率の流れの式 (196)は式 (197):

j =
ℏ
m
Im(ψ∗∇ψ) =

ρ∇S

m

を与える．

8.4.1 電磁場と相互作用する荷電粒子 (補足)

■Schrödinger方程式 (198)のゲージ不変性 [2, p.411] Schrödinger方程式 (198)のゲージ不変性，すなわち

変換後の場

A′ = A+∇χ, ϕ′ = ϕ− 1

c

∂χ

∂t
, ψ′ = eiqχ/ℏcψ

が同じ形の式

iℏ
∂ψ′

∂t
=

1

2m

(
−iℏ∇− q

c
A′
)2
ψ′ + qϕ′ψ′ (692)

を満たすことを確かめる．ゲージパラメーター U = eiqχ/ℏc と任意関数M に対して

−iℏ∇(UM) =
q

c
(∇χ)UM + U(−iℏ∇)M

なので，有用な公式 (
−iℏ∇− q

c
A− q

c
∇χ

)
UM = U

(
−iℏ∇− q

c
A
)
M

が得られる．これを繰り返し用いると，上式 (692)の右辺第 1項について(
−iℏ∇− q

c
A′
)2
ψ′ =

(
−iℏ∇− q

c
A− q

c
∇χ

)2
(Uψ)

=
(
−iℏ∇− q

c
A− q

c
∇χ

)
U
(
−iℏ∇− q

c
A
)
ψ

=U
(
−iℏ∇− q

c
A
)2
ψ
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と計算できる．さらに式 (692)の左辺と，右辺第 2項はそれぞれ

iℏ
∂ψ′

∂t
= iℏU

∂ψ

∂t
− q

c

∂χ

∂t
Uψ, qϕ′ψ′ = q

(
ϕ− 1

c

∂χ

∂t

)
Uψ

と書き換えられるので，式 (692)は

iℏU
∂ψ

∂t
=

1

2m
U
(
−iℏ∇− q

c
A
)2
ψ + qUϕψ

と等価である．これはもとの場に対する Schrödinger 方程式 (198) の両辺に (左から) U を掛けた関係式と

なっているから，成立する．

8.5 Schrödinger描像，Heisenberg描像，相互作用描像 (補足)

ここでは 2.5節の内容を補足する．

■Heisenberg方程式 (200)の導出

dAH

dt
=
dU†

dt
AU + U†A

dU

dt
(∵式 (199) : AH(t) = U†(t)AU(t))

=

(
− 1

iℏ
U†H

)
AU + U†A

(
1

iℏ
HU

) (
∵ 式 (185) : iℏ

dU

dt
= HU, −iℏdU

†

dt
= U†H

)
=− 1

iℏ
(U†HU)(U†AU) +

1

iℏ
(U†AU)(U†HU) (∵ UU† = 1)

=
1

iℏ
[AH,HH]. (∵ 式 (199) : AH(t) = U†(t)AU(t))

ここで最右辺において HH ≡ U†HU は Heisenberg 描像の Hamilton 演算子であり，H と U(t) =

e−iHt/ℏ:(189)は交換するから，これは Schrödinger描像の Hamilton演算子 H に等しい：

HH ≡ U†HU = U†UH = H. (∵ U†U = 1)

よって上式は Heisenberg方程式 (200):
dAH

dt
=

1

iℏ
[AH,H]

に他ならない [18, pp.111-112]．

■Heisenberg描像の観測量 AH(t)に対する固有方程式 (201)の導出 Schrödinger描像の観測量 Aに対する

固有方程式 (152):
A |a′⟩ = a′ |a′⟩

に両辺左から U†(t)をかけ，UU† = 1に注意すると

{U†(t)AU(t)}{U†(t) |a′⟩} =a′{U†(t) |a′⟩}, ∴ AH(t) |a′, t⟩H = a′ |a′, t⟩H : (201),

AH(t) ≡U†(t)AU(t) : (199), |a′, t⟩H ≡ U
†(t) |a′⟩ : (202)

が得られる [18, pp.116–117]．
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■相互作用描像の状態ケット |α, t⟩I に対する時間発展方程式 (204)の確認

iℏ
d

dt
|α, t⟩I =iℏ

d

dt
(eiH0t/ℏ |α, t⟩)

=−H0e
iH0t |α, t⟩+ eiH0t/ℏiℏ

d

dt
|α, t⟩

=eiH0t/ℏ(−H0) |α, t⟩+ eiH0t/ℏH |α, t⟩ (∵ Schrödinger方程式 (186))

=eiH0t/ℏHI |α, t⟩

=(eiH0t/ℏHIe
−iH0t/ℏ)(eiH0t/ℏ |α, t⟩)

=H I
I |α, t⟩I .

■Heisenberg描像と相互作用描像における観測量の関係 (206)の確認

AI(t) =U †
0 (t)AU0(t) (∵ 式 (203))

=U †
0 (t)U(t)AH(t)U†(t)U0(t) (∵ 式 (199))

=U†(t)AH(t)U(t) : (206),

U(t) ≡U†(t)U0(t) = eiHt/ℏe−iH0t/ℏ.

8.6 生成・消滅演算子 (補足)

■調和振動子の交換関係 (208)の導出 正準交換関係 [q, p] = iℏより

[a, a†] =
1

2ℏmω
[mωq+ip,mωq−ip] = 1

2ℏmω
(−imω[q, p]+imω[p, q]) = 1

2ℏmω
·2·(−imω)[q, p] = 1 : (208).

■調和振動子に対する Hamiltonianの表式 (209)の導出 演算子 a, a† の式 (207)を q, pについて逆に解くと

q =

√
ℏ

2mω
(a+ a†), p = i

√
mℏω
2

(−a+ a†)

なので，調和振動子の Hamiltonianは

H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2 =

1

4
ℏω{−(−a+ a†)2 + (a+ a†)2} = 1

2
ℏω(aa† + a†a)

と計算される．交換関係 (208):を用いて最右辺において aa† = a†a+ 1 =と書き換えると，式 (209):

H = ℏω
(
a†a+

1

2

)
= ℏω

(
N +

1

2

)
を得る．

■交換関係 (208):[a, a†] = 1 の帰結 2.6 節で述べたように，a, a† は交換関係 (208):[a, a†] = 1 を課すと式

(210):
a |n⟩ ∝ |n− 1⟩ , a† |n⟩ ∝ |n+ 1⟩

を満たす消滅，生成演算子となることを示す．交換関係 (208)および恒等式 (162)を用いると

[N, a] =[a†a, a] = a†[a, a] + [a†, a]a = −a (693)

[N, a†] =[a†a, a†] = a†[a, a†] + [a†, a†]a = a† (694)
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が導かれる．ここから

N(a |n⟩) =(aN + [N, a]) |n⟩ = a(N − 1) |n⟩ = (n− 1)(a |n⟩),

N(a† |n⟩) =(a†N + [N, a†]) |n⟩ = a†(N + 1) |n⟩ = (n+ 1)(a† |n⟩)

を得る．これらは a |n⟩ , a† |n⟩がそれぞれ固有値 n − 1, n + 1に属する N の固有ケットであることを意味す

る．よって c± を数定数として

a |n⟩ = c− |n− 1⟩ , a† |n⟩ = c+ |n+ 1⟩

と書ける．これは式 (210)に他ならない．

次に固有値 nがゼロ以上の整数に限られることを示す．まず上式の係数 c± を定めるに当たり，各固有値 n

に対する固有ケット |n⟩が ⟨n|n⟩ = 1と規格化されていることを要求しよう．すると

|c−|2 =(⟨n− 1| c ∗
− ) · (c− |n− 1⟩) = (⟨n| a†) · (a |n⟩)

=n ⟨n|n⟩ = n,

|c+|2 =(⟨n+ 1| c ∗
+ ) · (c+ |n+ 1⟩) = (⟨n| a) · (a† |n⟩) = ⟨n|a†a+ [a, a†]|n⟩

= ⟨n|N + 1|n⟩ = (n+ 1) ⟨n|n⟩ = n+ 1

を得る．係数 c± の位相は物理的に意味がないから c± を実の正数にとって良く，このとき c− =
√
n, c+ =

√
n+ 1なので

a |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ , (695)

a† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ (696)

となる．式 (695)によれば，ある固有ケット |n⟩から初めて N の固有ケットに消滅演算子 aをかける操作を

繰り返すと，固有ケット

a |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ , a |n− 1⟩ =

√
n− 1 |n− 2⟩ , · · ·

が得られることになる．ゼロの整数 nから始めればいずれ

a |1⟩ = |0⟩ , a |0⟩ = 0

が得られ，n = 0よりも小さい固有値 nを持つ固有ケット |n⟩が作られることはない．一方，非整数の nから

始めれば，負の値をとるいくらでも小さい固有値 nを持つ固有ケット |n⟩が作られることになる．ところで任
意のケット |α⟩に対して ⟨α|α⟩ ≥ 0が成り立つという要請 (2.1)から，固有値 nは

0 ≤ (⟨n| a†) · (a |n⟩) = ⟨n|N |n⟩ = n

を満たさなければならない．以上より固有値 nとして許されるのはゼロ以上の整数のみである．なお固有ケッ

ト (211):|n⟩ = (a†)n

n! |0⟩が適正に規格化されていることは，上式 (696)から理解できる [18, pp.120–124]．

■a(t)に対する Heiseinberg方程式 (212)の導出 Heiseinberg描像の演算子 a(t), a†(t)も調和振動子の交換

関係 (208)を，従って式 (693):[N, a] = −aを満たすので，Heiseinberg方程式を書き下すと

iℏ
da

dt
= [a,H] = ℏω[a,N ] = ℏωa, ∴ da(t)

dt
= −iωa(t) : (212)

となる．
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■反交換関係 (213):{a, a†} = 1, etc.を課した場合 さらに 2.6節で述べたように，a, a† は反交換関係 (213):

{a, a†} = 1, {a, a} = 0, {a†, a†} = 0

を課した場合にも，それぞれ式 (210):

a |n⟩ ∝ |n− 1⟩ , a† |n⟩ ∝ |n+ 1⟩

を満たす消滅，生成演算子となる．実際，反交換関係 (213)および恒等式 (163)を用いると

[N, a] =[a†a, a] = a†{a, a} − {a†, a}a = −a,

[N, a†] =[a†a, a†] = a†{a, a†} − {a†, a†}a = a†

が導かれる．この結果はそれぞれ式 (693)，式 (694)と同じものであるから，上の議論を繰り返すことで再び

式 (695) : a |n⟩ =
√
n |n⟩ , 式 (696) : a† |n⟩ =

√
n+ 1 |n+ 1⟩

が得られ，さらに固有値 nはゼロ以上の整数であることが結論される．そこで固有値 n = 0に属する固有ケッ

ト |0⟩に生成演算子 a† を次々とかけて式 (696)を用い，N の固有ケットを作ることを考えよう．今，反交換

関係 (213):{a†, a†} = 0より (a†)2 = 0であることにも注意すると

a† |0⟩ = |1⟩ , (a†)2 |0⟩ = 0, · · ·

なので固有値は n = 0, 1に限られる．

同じ結論は反交換関係 (213)およびその帰結 a2 = (a†)2 = 0を用いると

N2 = a†aa†a = a†(1− a†a)a = N, ∴ N(N − 1) = 0

であることから，n = 0, 1と説明することもできる [10, pp.65–67]．

8.7 古典的極限 (補足)

8.7.1 古典的極限 (補足)

■式 (214)の導出 式 (214)を得るには，
√
ρの微分を実行して

∂µ
√
ρ =

∂µρ

2
√
ρ
, µ = t, x, y, z

とする必要はない．

∇2ψ について考える．微分公式
(uv)′′ = u′′v + 2u′v′ + uv′′

を u =
√
ρ, v = eiS/ℏ として適用すると，

∂ 2
k ψ =

{
∂ 2
k

√
ρ+ 2

i

ℏ
(∂k
√
ρ)(∂kS) +

√
ρ

(
i

ℏ
∂kS

)2

+
i

ℏ
√
ρ∂ 2
k S

}
eiS/ℏ

が各成分 kに対して成り立つ．そこで両辺 kについて和をとると (すなわち繰り返された添字 kについて和を

とるものと見なすと)，∇2ψ の式が得られる．
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こうして ψ =
√
ρeiS/ℏ に対して Schrödinger方程式(

− ℏ2

2m
∇2 + V

)
ψ = iℏ

∂ψ

∂t

の各項を書き換えると，

− ℏ2

2m

[
∇2√ρ+ 2i

ℏ
(∇√ρ) · (∇S)− 1

ℏ2
√
ρ|∇S|2 + i

ℏ
√
ρ∇2S

]
+
√
ρV = iℏ

(
∂

∂t

√
ρ+

i

ℏ
√
ρ
∂S

∂t

)
となるので，式 (214)が得られる．

8.7.2 半古典的 (WKB)近似 (補足)

■式 (217)の解釈 これはある場所に粒子を見出す確率が速度 vに逆比例することと整合している．古典論に

おいて，このことは次のように理解できる．同一のポテンシャルの中で独立に運動する複数の粒子が x軸上に

定常流を作っているとすると，その粒子数密度を n，流れの速度を v として，粒子数の保存則は

∂

∂x
(nv) = 0, ∴ nv = const(時間的，空間的に)

(位置 xに特定の粒子を見出す確率) ∝ n ∝ 1/v

となる．

■短波長の条件式 (220)の導出 式 (215):ℏ|∇2S| ≪ |∇S|2 は，S(x, t) =W (x)− Etおよび
dW

dx
= ±

√
2m(E − V )

d2W

dx2
= ±
√
2m

−V ′

2
√
E − V

, ∴


∣∣∣∣dWdx

∣∣∣∣2 = 2m(E − V )∣∣∣∣d2Wdx2
∣∣∣∣ =√ m

2(E − V )
|V ′|

により，

ℏ
√

m

2(E − V )
|V ′| ≪ 2m(E − V ), ∴ ℏ√

2m(E − V )
≪ 2(E − V )

|V ′|

と書き換えられる．ここで最後の式の左辺は

λ– ≡ λ

2π
=

1

|k|
=

ℏ
p
=

ℏ√
2m(E − V )

なので，式 (220)を得る．

8.7.3 Bohr-Sommerfeldの量子化の規則 (補足)

■Bohr-Sommerfeldの量子条件 (222)の導出 領域 a ≤ x ≤ bの波動関数 (218):

ψ(x) =
C1√
p
exp

(
i

ℏ

∫ x

x0

pdx

)
+
C2√
p
exp

(
− i
ℏ

∫ x

x0

pdx

)
に対して境界条件

0 = ψ(a) =
C1√
p
exp

(
i

ℏ

∫ a

x0

pdx

)
+
C2√
p
exp

(
− i
ℏ

∫ a

x0

pdx

)
を課すと，

C1 =
C

2i
exp

(
i

ℏ

∫ x0

a

pdx

)
, C2 = −C

2i
exp

(
− i
ℏ

∫ x0

a

pdx

)
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とおけるので，波動関数は

ψ(x) =
C
√
p
sin

(
1

ℏ

∫ x

a

pdx

)
と表される．これは確かに境界条件 ψ(a) = 0 を満たしていることが明白である．同様に境界条件 ψ(b) = 0

を考慮すると

ψ(x) =
C ′
√
p
sin

(
1

ℏ

∫ b

x

pdx

)

を得る．

これらが a と b の任意の x で一致する条件を丁寧に調べると，以下のようになる．位相を α(x) =
1
ℏ
∫ x
a
pdx, β(x) = 1

ℏ
∫ b
x
pdxと略記すると，波動関数の 2通りの表現が一致する条件は

0 =C sinα− C ′ sinβ

=
C + C ′

2
(sinα− sinβ) +

C + C ′

2
(sinα+ sinβ)

=(C + C ′) sin
α− β
2

cos
α+ β

2
+ (C − C ′) cos

α− β
2

sin
α+ β

2

と書き直される．ここで α+ β は xに依らない定数となるので，上式が任意の xで成り立つ条件は

α+ β

2
=

2n+ 1

2
π かつ C − C ′ = 0, または

α+ β

2
= nπ かつ C + C ′ = 0

である．これらは α+ β = nπ:(222)かつ C = (−1)n+1C ′ とまとめられる．

8.7.4 プロパゲーターと Feynmanの経路積分 (補足)

■プロパゲーターの表式 (223)の導出

ψ(x′′, t) = ⟨x′′|α, t0; t⟩

= ⟨x′′|e−iH(t−t0)/ℏ|α, t0⟩

=

∫
d3x′ ⟨x′′|e−iH(t−t0)/ℏ|x′⟩ ⟨x′|α, t0⟩

=

∫
d3x′K(x′′, t;x′, t0)ψ(x

′, t0),

K(x′′, t;x′, t0) = ⟨x′′|e−iH(t−t0)/ℏ|x′⟩ : (223).

■微小時間の遷移振幅 (225)における規格化定数の決定 規格化因子 w(∆t)はポテンシャル V (x)の具体形

には依らないものと仮定すると，自由粒子に対してその値を評価すれば充分である．自由粒子の Lagrangian

は運動エネルギー m
2

(
xn−xn−1

∆t

)2
で与えられるので (式 (192)参照)，微小時間の遷移振幅 (225)は

⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩ =
1

w(∆t)
exp

[
i

ℏ
m

2

(
xn − xn−1

∆t

)2

∆t

]

と書ける．ここで Gauss型の関数からデルタ関数が作られること√
m

2πiℏ∆t
exp

(
imξ2

2ℏ∆t

)
→ δ(ξ), ∆t→ 0 (697)
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を考えると，規格化条件

⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩ → δ(xn − xn−1) (∆t→ 0のとき)

が満たされるには
1

w(∆t)
=

√
m

2πiℏ∆t

とおけば良いことが分かる．

■Feynmanの経路積分 (226)が Schrödinger方程式を満たすことの確認 Feynmanの経路積分 (226)，ない

しその基となる仮定 (225)によれば，遷移振幅は

⟨xN , tN |x1, t1⟩ =
∫ ∞

−∞
dxN−1 ⟨xN , tN |xN−1, tN−1⟩ ⟨xN−1, tN−1|x1, t1⟩

=

∫ ∞

−∞
dxN−1

√
m

2πiℏ∆t
exp

[
i

ℏ

{
m

2

(
xN − xN−1

∆t

)2

− V

}
∆t

]
⟨xN−1, tN−1|x1, t1⟩

と表される (∆t = tN − tN−1 は無限小，式 (192) 参照)．ここで変数 ξ = xN − xN−1 を導入し，xN →
x, tN → t+∆tと改めると

⟨x, t+∆t|x1, t1⟩ =
√

m

2πiℏ∆t

∫ ∞

−∞
dξ exp

(
imξ2

2ℏ∆t
− iV ∆t

ℏ

)
⟨x− ξ, t|x1, t1⟩

と書き換えられる．両辺を ∆t について展開し，また上式 (697) より ∆t → 0 のとき積分への主要な寄与が

ξ = 0の近くから来ることを踏まえて，ξ についても級数展開を行うと

⟨x, t|x1, t1⟩+∆t
∂

∂t
⟨x, t|x1, t1⟩

=

√
m

2πiℏ∆t

∫ ∞

−∞
dξ exp

(
imξ2

2ℏ∆t

)(
1− iV ∆t

ℏ
+ · · ·

)[
⟨x, t|x1, t1⟩+

ξ2

2

∂2

∂x2
⟨x, t|x1, t1⟩+ · · ·

]
(698)

を得る (右辺 [· · · ]内における ξ の 1次の項はゼロになる奇関数の積分を与えるため，あらかじめ落とした)．

Fresnel積分の公式 ∫ ∞

−∞
dξ exp

(
imξ2

2ℏ∆t

)
=

√
2πiℏ∆t
m

(699)

より ∆tの 0次の項は，両辺ともに ⟨x, t|x1, t1⟩である．次に式 (699)と，これをパラメーター ∆tで微分し

て得られる公式 ∫ ∞

−∞
dξξ2 exp

(
imξ2

2ℏ∆t

)
=
√
2π

(
iℏ∆t
m

)3/2

を合わせて用い，上式 (698)の両辺において ∆tの 1次の項を拾い上げると，

∆t
∂

∂t
⟨x, t|x1, t1⟩ =

√
m

2πiℏ∆t

∫ ∞

−∞
dξ exp

(
imξ2

2ℏ∆t

)(
ξ2

2

∂2

∂x2
⟨x, t|x1, t1⟩ −

iV ∆t

ℏ
⟨x, t|x1, t1⟩

)
=∆t

(
iℏ
2m

∂2

∂x2
⟨x, t|x1, t1⟩ −

i

ℏ
V ⟨x, t|x1, t1⟩

)
となる．これは遷移振幅 ⟨x, t|x1, t1⟩に対する，時間に依存する波動方程式

iℏ
∂

∂t
⟨x, t|x1, t1⟩ = −

ℏ2

2m

∂2

∂x2
⟨x, t|x1, t1⟩+ V ⟨x, t|x1, t1⟩

に他ならない．
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8.7.5 Ehrenfestの定理 (補足)

■粒子の位置と運動量に対する Heisenberg 方程式 (227) の導出 有用な一般公式の準備から始めよう．

Heisenberg描像の演算子 xi(t), pi(t)もまた正準交換関係 [xi(t), pj(t)] = iℏij , etc.を満たすことから，F (p)
と G(x)をそれぞれ pj と xj の級数に展開できる関数として，公式

[xi, F (p)] =iℏ
∂F

∂pi
, (700)

[pi, G(x)] =− iℏ
∂G

∂xi
(701)

が導かれる．これらは Poisson括弧の定義から容易に得られる関係

{xi, F (p)}P =
∂F (p)

∂pi
, {pi, G(x)}P = −∂G(x)

∂xi

に，Diracの規則 (2.3節)

{ , }P → 1

iℏ
[ , ]

を適用した形となっている．

公式 (700)，(701)の導出

[xi, F (p)] =

∞∑
n=1

1

n!
[xi, p

n
i (∂n/∂p ni )F (pi = 0)] ⇐ n = 0の項は [xi, const] = 0

=
∞∑
n=1

p ni
n!

[xi,

pi以外の関数より xiと交換する︷ ︸︸ ︷
(∂n/∂p ni )F (pi = 0) ]︸ ︷︷ ︸

=0

+
∞∑
n=1

1

n!
[xi, p

n
i ](∂n/∂p ni )F (pi = 0) (702)

(ただし iについて和をとらない)において，公式 (164)より [xi, p
n
i ] = niℏp n−1

i であり，これを上式

(702)に代入し

[xi, F (p)] = iℏ
∞∑
n=1

p n−1
i

(∂n/∂p ni )F (pi = 0)

(n− 1)!
= iℏ

∂F

∂pi
: (700) (703)

を得る．

式 (701)を示すには，式 (702)で xと pを入れ替え F → Gと置き換えた式が成り立つことに注意し，

そこに公式 (164)より得られる [pi, x
n
j ] = −niℏx n

i を代入すれば良い．

さて，Hamiltonian H = p2

2m + V (x)で記述される粒子を考えよう．正準交換関係，あるいはその帰結とし

ての公式 (700)より，xi に対する Heisenberg方程式は

dxi
dt

=
1

iℏ
[xi,H] =

1

iℏ
1

2m
[xi, p

2
j ] =

1

iℏ
1

2m
× 2iℏpi =

pi
m

となる．次に公式 (701)を利用して pi に対する Heisenberg方程式を書き下すと，

dpi
dt

=
1

iℏ
[pi,H] =

1

iℏ
[pi, V (x)] = − ∂

∂xi
V (x).

最後にこれら 2式から
d2xi
dt2

=
1

iℏ

[
dxi
dt

,H

]
=

1

iℏ

[pi
m
,H
]
=

1

m

dpi
dt

が得られる．
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8.8 角運動量 (補足)

8.8.1 回転および角運動量の交換関係 (補足)

■回転行列の交換関係 (228)の導出 回転行列

Rz(ϕ) =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1


は，回転角 ϕを無限小パラメーター εとして εの 2次まで残すと

Rz(ϕ) =

1− ε2

2 −ε 0

ε 1− ε2

2 0
0 0 1


となる．次に Rx(ε), Ry(ε)を調べよう．物体の z 軸周りの回転は軸の名前をサイクリックに

x→ y, y → z, z → x

と置き替えれば，物体の x軸周りの回転になる．したがって Rx(ε)の表式を得るには Rz(ε)において

(x, x)成分→ (y, y)成分， (x, y)成分→ (y, z)成分， etc.

と成分を移動させれば良い．これは図 142のように，行列の右端と左端，上端と下端とが周期境界条件によっ

てつながっていると考え，全成分を“右下に”ずらせば良いことを意味している．すると同様に

Rx(ε) =

1 0 0

0 1− ε2

2 −ε
0 ε 1− ε2

2

 , Ry(ε) =

1− ε2

2 0 ε
0 1 0

−ε 0 1− ε2

2


が得られる．直接の行列計算により，同じ近似で

Rx(ε)Ry(ε) =

1− ε2

2 0 ε

ε2 1− ε2

2 −ε
−ε ε 1− ε2

 ,

Ry(ε)Rx(ε) =

1− ε2

2 ε2 ε

0 1− ε2

2 −ε
−ε ε 1− ε2

 ,

∴Rx(ε)Ry(ε)−Ry(ε)Rx(ε) =

 0 −ε2 0
ε2 0 0
0 0 0

 = Rz(ε
2)−R任意(0) : (228)

となることを確かめられる．

■角運動量の基本的交換関係 (231)の導出 回転行列の交換関係 (228)は微小な回転角 εの 2次までを考慮し

て得られた．そこで回転の演算子の交換関係

[Dx(ε),Dy(ε)] = Dz(ε2)− 1
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図 142 3× 3の行列 Rz(ε)の各成分を“右下に”ずらす様子

についても，表式 (230):D(n, ϕ) = e−iJ·nϕ/ℏ を用いて εの 2次まで正確に書き下すと，(
1− iJxε

ℏ
− J 2

x ε2

2ℏ2

)(
1− iJyε

ℏ
−
J 2
y ε2

2ℏ2

)
−

(
1− iJyε

ℏ
−
J 2
y ε2

2ℏ2

)(
1− iJxε

ℏ
− J 2

x ε2

2ℏ2

)
= 1− iJzε

2

ℏ
− 1,

∴[Jx, Jy] = iℏJz (704)

が得られる．

交換関係 (231):[Ji, Jj ] = iℏεijkJk は (i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1)とおくと，上式 (704)および添字を巡回置

換した関係を再現する．また交換子は順序を入れ替えると，全体の符号が反転する．式 (231)はこの性質を満

たしているから，(i, j) = (2, 1), (3, 2), (1, 3)に対しても正しい．最後に (i, j) = (1, 1), (2, 2), (3, 3)に対して

は，式 (231)は自明な関係 [Ji, Ji] = 0(ただし iについて和をとらない)を与える．

■期待値 ⟨J⟩がベクトルとして回転すること (式 (232))の証明 デモンストレーションとして，z 軸周りに系

を有限角 ϕだけ回転させる場合に証明すれば充分だろう．系の回転に伴って状態は |α⟩ → e−iJzϕ/ℏ |α⟩と変
化するので，角運動量の期待値は

⟨J⟩ ≡ ⟨α|J |α⟩ → ⟨α|eiJzϕ/ℏJeiJzϕ/ℏ|α⟩

と変化する．例えば演算子積 eiJzϕ/ℏJeiJzϕ/ℏ の x成分は，Baker-Hausdorffの補助定理 (165)を用いて，

eiJzϕ/ℏJxe
−iJzϕ/ℏ = Jx +

iϕ

ℏ
[Jz, Jx] +

1

2!

(
iϕ

ℏ

)2

[Jz, [Jz, Jx]] + · · ·

と計算できる．

ここで角運動量の交換関係 (231)を用いると，帰納的に

[Jz, [Jz, · · · [Jz,︸ ︷︷ ︸
2n 個の Jz

Jx ] · · · ]]︸ ︷︷ ︸
括弧のみ

=(iℏ)2n(−1)nJx, (705)

[Jz, [Jz, · · · [Jz,︸ ︷︷ ︸
2n+1 個の Jz

Jx ] · · · ]]︸ ︷︷ ︸
括弧のみ

=(iℏ)2n+1(−1)nJy (706)

が見出される．すなわち式 (705)は n = 0で成り立つ．そしてある nに対して式 (705)が成り立つと仮定す

ると式 (706)が，したがって式 (705)で n→ n+ 1とした式が成り立つことを証明できる．

414



式 (705)，式 (706)を用いると，

eiJzϕ/ℏJxe
−iJzϕ/ℏ =Jx

(
1− ϕ2

2!
+ · · ·

)
− Jy

(
ϕ− ϕ3

3!
+ · · ·

)
=Jx cosϕ− Jy sinϕ

とまとめられる．同様に
eiJzϕ/ℏJye

−iJzϕ/ℏ = Jx sinϕ+ Jy cosϕ

が得られる．さらに Jz と e−iJzϕ/ℏ は交換するので，

eiJzϕ/ℏJze
−iJzϕ/ℏ = Jze

iJzϕ/ℏe−iJzϕ/ℏ = Jz.

以上より期待値 ⟨J⟩は z 軸周りの回転の行列により⟨Jx⟩⟨Jy⟩
⟨Jz⟩

 →

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1

⟨Jx⟩⟨Jy⟩
⟨Jz⟩


と変化するため，ベクトルとしての変換則 (232)が満たされている．

8.8.2 角運動量の固有値と固有状態 (補足)

■式 (233):[J2, Jk] = 0の導出 角運動量の交換関係 (231)より

[J2, Jk] =Ji[Ji, Jk] + [Ji, Jk]Ji

=iℏεikl(JiJl + JlJi)

であり，最右辺はダミー添字 i, lに関して εikl が反対称，(JiJl + JlJi)が対称なのでゼロになる．

■はしご演算子 J± ≡ Jx ± iJy の性質 (234)の導出 角運動量の交換関係 (231)より

[Jz, J±] =[Jz, Jx]± i[Jz, Jy]
=iℏJy ± i(−iℏJx)
=± ℏJx + iℏJy
=± ℏ(Jx ± iJy)
=± ℏJ± (複号同順) (707)

が導かれる．また式 (233):[J2, Jk] = 0より直ちに

[J2, J±] = 0 (708)

が分かる．以上を踏まえ，状態 J± |a, b⟩における Jz と J2 の固有値を調べると，

Jz(J± |a, b⟩) =([Jz, J±] + J±Jz) |a, b⟩
=(b± ℏ)(J± |a, b⟩), (∵ 式 (707))

J2(J± |a, b⟩) =J±J2 |a, b⟩ (∵ 式 (708))

=aJ2(J± |a, b⟩)

を得る．すなわち J± |a, b⟩は Jz と J2 の固有値 b± ℏ, aに属する同時固有状態である (式 (234))．
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■式 (235):a ≥ b2 の導出

J2 − J 2
z = J 2

x + J 2
y =

1

2
(J+J− + J−J+) =

1

2
(J+J

†
+ + J †

+ J+)

より，

a− b2 = ⟨a, b|J2 − J 2
z |a, b⟩

=
1

2
(⟨a, b| J+) · (J †

+ |a, b⟩) +
1

2
(⟨a, b| J †

+ ) · (J+ |a, b⟩) ≥ 0. (要請 ⟨α|α⟩ ≥ 0(2.1節))

■固有値 a, bのとり得る値 (236)，(237)の導出 固有値 bが bmax を超えた状態や，bmin を下回った状態を

作ることはできないので，
J+ |a, bmax⟩ = 0, J− |a, bmin⟩ = 0

でなければならない．ここで

J∓J± =(Jx ∓ iJy)(Jx ± iJy)
=(J 2

x + J 2
y )± i[Jx, Jy]

=J2 − J 2
z ∓ ℏJz (709)

の関係に着目すると，

0 =J− J+ |a, bmax⟩︸ ︷︷ ︸
零ケット

= (a− ℏbmax − b 2
max ) |a, bmax⟩︸ ︷︷ ︸

零ケットでない

,

0 =J+ J− |a, bmin⟩︸ ︷︷ ︸
零ケット

= (a+ ℏbmin − b 2
min ) |a, bmin⟩︸ ︷︷ ︸

零ケットでない

を得る．最右辺における固有値がゼロでなければならないから，

a = bmax(bmax + ℏ) = bmin(bmin − ℏ), (710)

∴(bmax + bmin)(bmax − bmin + ℏ) = 0, ∴ bmax = −bmin

である．他方 |a, bmin⟩に J+ を有限回作用させると |a, bmax⟩に到達するため*240，nを整数として

bmax = bmin + nℏ

と書けることと考え合わせると，固有値 bは式 (237):

b = −jℏ, · · · ,mℏ, · · · , jℏ
(
j =

n

2

)
のように量子化されることになる．これを上式 (710)に戻して，式 (236):a = ℏ2j(j + 1)を得る．

*240 さもなくば条件 J+ |a, bmax⟩ = 0によって状態が消失することがなく，bが最大値を持つという我々の得た結論に反して，いくら
でも大きな固有値 b(> bmax)を持つ状態を作ることができる．
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■式 (239)の導出 式 (709):

J †
+ J+ = J2 − J 2

z − ℏJz

および式 (234):
J+ |j,m⟩ = c+jm |j,m+ 1⟩

を用いると，規格化されたケット |j,m⟩ , |j,m+ 1⟩に対して

|c+jm|
2 = ⟨j,m+ 1|(c+jm)∗(c+jm)|j,m+ 1⟩

= ⟨j,m|J †
+ J+|j,m⟩

= ⟨j,m|J2 − J 2
z − ℏJz|j,m⟩

=ℏ2(j(j + 1)−m2 −m)

=ℏ2(j −m)(j +m+ 1)

が得られる．c+jm の位相は任意に選べるから，c
+
jm を正の実数に選んで

J+ |j,m⟩ =
√

(j −m)(j +m+ 1)ℏ |j,m+ 1⟩

として良い (式 (239)の上側の複号を選んだ関係)．同様に J− |j,m⟩ = c−jm |j,m− 1⟩とおくと

|c−jm|
2 = ⟨j,m− 1|(c−jm)∗(c−jm)|j,m− 1⟩

= ⟨j,m|J †
− J−|j,m⟩

= ⟨j,m|J2 − J 2
z + ℏJz|j,m⟩

=ℏ2(j(j + 1)−m2 +m)

=ℏ2(j +m)(j −m+ 1)

となるので，式 (239)の下側の複号に対する関係

J− |j,m⟩ =
√
(j +m)(j −m+ 1)ℏ |j,m− 1⟩

も示される．

8.8.3 軌道角運動量 (補足)

■軌道角運動量 L = x× pの Hermite性の確認

L †
i = εijk(xjpk)

† = εijkpkxj = εijk(xjpk + [pk, xj ]) = εijk(xjpk − iℏδjk) = εijkxjpk = Li.

■軌道角運動量の交換関係 (240)の導出 まず

[Li, xj ] =εiklxk[pl, xj ] = −iℏεiklδljxk = iℏεijkxk,
[Li, pj ] =εikl[xkpl, pj ] = εikl[xk, pj ]pl = iℏεijlpl
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図 143 z 軸周りの無限小回転

であり，これらを用いると

[Li, Lj ] =εjkl[Li, xkpl]

=εjkl([Li, xk]pl + xk[Li, pl])

=iℏεjkl(εikmxmpl + εjlmxkpm)

=iℏ(δjiδlm − δjmδli)xmpl − iℏ(δjiδkm − δjmδki)xkpm
=iℏ(xipj − xipi)
=iℏεijkLk : (240)

を得る．

■⟨x′|Lz|α⟩などの式 (241)の導出 運動量が平行移動の生成演算子であること e−ip·a |x′⟩ = |x′ + a⟩より，[
1− i δϕ

ℏ
Lz

]
|x′, y′, z′⟩ =

[
1− ipy

ℏ
(δϕx′) + i

px
ℏ
(δϕy′)

]
|x′, y′, z′⟩

= |x′ − y′δϕ, y′ + x′δϕ, z′⟩

を得る (Lz = xpy − ypx = pyx− pxy と交換して，x, y を運動量演算子より先に |x′, y′, z′⟩に作用させれば良
い)．これは期待されるように，演算子

[
1− i δϕℏ Lz

]
が z 軸周りの角度 δϕの無限小回転を引き起こすことを

表している (図 143参照)．

デカルト座標 (x′, y′, z′)に対応する球座標を (r, θ, ϕ)と書こう (したがって |x′, y′, z′⟩ = |r, θ, ϕ⟩)．すると
上式より

⟨r, θ, ϕ|
[
1− i δϕ

ℏ
Lz

]
|α⟩ = ⟨r, θ, ϕ− δϕ|α⟩ = ⟨r, θ, ϕ|α⟩ − δϕ ∂

∂ϕ
⟨r, θ, ϕ|α⟩

であり，最右辺を ⟨
x′
∣∣∣∣ 1− i δϕℏ Lz

∣∣∣∣α⟩ = ⟨x′|α⟩ − i δϕ
ℏ
⟨x′|Lz|α⟩

の右辺と等置して式 (241):

⟨x′|Lz|α⟩ = −iℏ
∂

∂ϕ
⟨x′|α⟩

を得る．
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次に，同様の関係として

⟨x′|Lx|α⟩ =− iℏ
(
− sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩ , (711)

⟨x′|Ly|α⟩ =− iℏ
(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩ (712)

が成立することを証明する．

まず，一般に 1− i(δϕ/ℏ)Liは ⟨x′|に作用して固有値 x′を第 i軸の周りに−δϕ回転させることを確かめる．

⟨x′|
(
1− i δϕ

ℏ
Li

)
= ⟨x′|

(
1− ipk

ℏ
(δϕεijkxj

′)
)
↔

(
1− ipk

ℏ
(−δϕ)εijkxj ′

)
|x′⟩

なので (↔は Hermite共役を表す)，位置ケットの (したがって位置ブラの)固有値は

xk
′ → xk

′ + (−δϕ)εijkxj ′ = xk
′ + (−δϕ)εkijxj ′

と変化する．この付加的な項は第 i軸の方向単位ベクトルをn(その第 i′成分 ni′ は δii′)とすると (−δϕ)n×x′

の第 i成分 εki′j(−δϕni′)xj だから示された．
さて，x軸周りの −δϕx 回転で x′ の変位は−δϕx0

0

×
x′y′
z′

 =

 0
δϕxz

′

−δϕxy′

 = r

 0
cos θδϕx

− sin θ sinϕδϕx


である．これが θ → θ + δθ, ϕ→ ϕ+ δϕとしたときの δθ, δϕの 1次の範囲での x′ の変化

r

−δϕ sin θ sinϕ+ δθ cos θ cosϕ
δϕ sin θ cosϕ+ δθ cos θ sinϕ

−δθ sin θ

 (713)

に一致するような δθ, δϕは δθ = sinϕδϕx, δϕ = cot θ cosϕδϕx であり，この δθ, δϕに対して⟨
x′
∣∣∣∣ 1− i(δϕxℏ Lx

) ∣∣∣∣α⟩ = ⟨x′|α⟩ − i δϕx
ℏ
⟨x′|Lx|α⟩ ,⟨

x′
∣∣∣∣ 1− i(δϕxℏ Lx

) ∣∣∣∣α⟩ = ⟨x′|α⟩+
(
δθ

∂

∂θ
+ δϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩

を等置して式 (711):

⟨x′|Lx|α⟩ = −iℏ
(
− sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩

を得る．

一方，y 軸周りの −δϕy 回転で x′ の変位は r(− cos θδϕy, 0, sin θ cosϕδϕy)であり，これが式 (713)に一致

するような δθ, δϕは δθ = − cosϕδϕy, δϕ = cot θ sinϕδϕy なので，同様に式 (712):

⟨x′|Ly|α⟩ = −iℏ
(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩

を得る．
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■⟨x′|L2|α⟩の式 (242)の導出 式 (711)，(712)よりはしご演算子 L± ≡ Lx ± iLy に対して

⟨x′|L±|α⟩ = −iℏe±iϕ
(
±i ∂
∂θ
− cot θ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩ (714)

となる．そこで

L2 = L 2
z +

1

2
(L+L− + L−L+)

と書いておき，⟨x′|Lz|α⟩の表式 (241)と上式 (714)を用いると，式 (242):

⟨x′|L2|α⟩ = −ℏ2@@r2
[
1

@@r2

(
1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂ 2
ϕ

)]
⟨x′|α⟩

を得る．

■式 (243)の導出 演算子の関係として，恒等的に

L2 =εijkxipjεlmkxlpm

=(δilδjm − δimδjl)xipjxlpm
=δilδjmxi(xlpj − iℏδjl)pm − δimδjlxipj(pmxl + iℏδlm)

=x2p2 − iℏx · p− δimδjl{xipm(xlpj − iℏδjl) + iℏδlmxipj}
=x2p2 − (x · p)2 + iℏx · p

が成り立つ．

■⟨x′|L2|α⟩の式 (244)の導出 式 (181)，式 (182)を用いて ⟨x′|L2|α⟩の式 (243):

⟨x′|L2|α⟩ = ⟨x′|x2p2|α⟩ − ⟨x′|(x · p)2|α⟩+ iℏ ⟨x′|x · p|α⟩

の各項を評価すると，

⟨x′|x2p2|α⟩ =r2 ⟨x′|p2|α⟩

=− r2ℏ2∇′2 ⟨x′|α⟩ ,
⟨x′|x · p|α⟩ =x′ · (−iℏ∇′ ⟨x′|α⟩)

=− iℏr ∂
∂r
⟨x′|α⟩ ,

(
x′

r
·∇′は動径方向の方向微分

∂

∂r
である

)
⟨x′|(x · p)2|α⟩ =− ℏ2r

∂

∂r

(
r
∂

∂r
⟨x′|α⟩

)
=− ℏ2

(
r2
∂2

∂r2
⟨x′|α⟩+ r

∂

∂r
⟨x′|α⟩

)
となるので，式 (244):

⟨x′|L2|α⟩ = r2ℏ2
[
−∇′2 +

(
∂ 2
r +

2

r
∂r

)]
⟨x′|α⟩

を得る．
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■波動関数の角度依存部分が球面調和関数 (248)，(249)で与えられることの証明 式 (245):

−iℏ ∂

∂ϕ
Y m
l (θ, ϕ) = mℏY m

l (θ, ϕ)

より角度部分 Y m
l の ϕ依存性は

Y m
l (θ, ϕ) ∼ eimϕ

と定まる．

Y m
l を完全に求めるために，m = lの場合から始めよう．L+ |l, l⟩ = 0および ⟨x′|L+|α⟩の表式 (714)より

0 = ⟨n|L+|l, l⟩ = −iℏeiϕ
(
i
∂

∂θ
− cot θ

∂

∂ϕ

)
Y l
l (θ, ϕ)

が得られる．ここで ϕ依存性 Y l
l (θ, ϕ) ∼ eilϕ を考えると，上式は

Y l
l (θ, ϕ) = cle

ilϕ sinl θ (715)

とすれば満たされることが分かる．

規格化条件 (247): ∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

d(cos θ)Y m′∗
l′ (θ, ϕ)Y m

l (θ, ϕ) = δll′δmm′

を用いて定数 cl を定めよう．l′,m,m′ = lと上式 (715)を代入すると

1 = 2π|cl|2
∫ 1

−1

d(cos θ)(1− cos2 θ)l

となる．ここに現れた積分 Il ≡
∫ 1

−1
d(cos θ)(1− cos2 θ)l は部分積分により

Il =(((((((((([
cos θ(1− cos2 θ)l

]1
−1
−
∫ 1

−1

cos θ × l(1− cos2 θ)l−1 × (−2) cos θd(cos θ)

=2l

∫ 1

−1

{1− (1− cos2 θ)}(1− cos2 θ)l−1d(cos θ)

=2l(Il−1 − Il)

となるので，I0 = 2とより

Il = 2× (2l)!!

(2l + 1)!!
= 2× (2ll!)2

(2l + 1)!!

を得る．よって cl > 0とすれば

cl =
1

2ll!

√
(2l + 1)(2l)!

4π

となる．ここで (2l)! = 2ll! とした際，l は半整数ではなく整数であることを考慮した (この点については後

述)．最後に便宜的に位相因子 (−1)l を掛けて

cl =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)(2l)!

4π

としておこう．

421



さらに式 (239)および ⟨x′|L−|α⟩の表式 (714)より

Y m−1
l (θ, ϕ) = ⟨n|l,m− 1⟩ = ⟨n|L−|l,m⟩√

(l +m)(l −m+ 1)ℏ

=
1√

(l +m)(l −m+ 1)
e−iϕ

(
− ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)
Y m
l (θ, ϕ) (716)

となることを用いると，mの値を 1ずつ減らし，帰納的にすべての可能な値m = −l, · · · , lに対する Y m
l の

式 (248)，(249)を得ることができる．実際，あるm ≥ 1で式 (248)が成り立つと仮定すると，漸化式 (716)

を用いて

Y m−1
l (θ, ϕ) =

(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)(l + (m− 1))!

4π(l − (m− 1))!
e−iϕ

(
− ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

){
eimϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
とできる．ここで青字部分において

i cot θ
∂

∂ϕ

{
eimϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
= −m cot θ

{
eimϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
,

および eimϕ
(
− d

dθ

1

sinm θ

)
dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l = m cot θ

{
eimϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
が相殺するため，

−eimϕ 1

sinm θ

d

dθ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l = eimϕ

1

sinm−1 θ

dl−m+1

d(cos θ)l−m+1
(sin θ)2l

が生き残る．よってm→ m− 1としても式 (248)は成り立つ．

以上より式 (248)がm = 0, · · · , lに対して成り立つことが示された．このため式 (249):

Y −m
l (θ, ϕ) =(−1)m[Y m

l (θ, ϕ)]∗

=
(−1)l+m

2ll!

√
(2l + 1)(l +m)!

4π(l −m)!
e−imϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l (m ≥ 0) (717)

についても，m = 0で成り立つことになる．漸化式 (716)自体は各mで成立しているため，再びこれを用い

れば，上式 (717)が m = 0, · · · , l で成り立つことを帰納的に証明できると期待できる．しかしながら実際的
には，改めて Y −l

l から始めて，同様にmの値を 1ずつ増やしてゆく方が見通しが良い．

まず上式 (717)から得られる

Y −l
l (θ, ϕ) = (−1)lY l∗

l (θ, ϕ) =
1

2ll!

√
(2l + 1)(2l)!

4π
e−ilϕ sinl θ

は，Y −l
l に対する微分方程式

0 = ⟨n|L−|l,−l⟩ = iℏe−iϕ
(
i
∂

∂θ
+ cot θ

∂

∂ϕ

)
Y −l
l (θ, ϕ)

を満たしている．また Y l
l が規格化されていることから，Y

−l
l の規格化も保証されている：∫

dΩY −l∗
l Y −l

l =

∫
dΩY l

l Y
l∗
l = 1.
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よって式 (717)はm = lに対して正しい．そこで 1 ≤ m ≤ lを満たすあるmに対して式 (717)が成り立つと

仮定して，今度はmを増やす漸化式

Y m+1
l (θ, ϕ) = ⟨n|l,m+ 1⟩ = ⟨n|L+|l,m⟩√

(l −m)(l +m− 1)ℏ

=
−i√

(l −m)(l +m− 1)
eiϕ
(
i
∂

∂θ
− cot θ

∂

∂ϕ

)
Y m
l (θ, ϕ)

を，m→ −mとおいて用いると，

Y −m+1
l (θ, ϕ) =

(−1)l+m

2ll!

√
(2l + 1)(l + (m− 1))!

4π(l − (m− 1))!
(−i)e−iϕ

(
i
∂

∂θ
− cot θ

∂

∂ϕ

){
e−imϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
となる．ここで青字部分において

− cot θ
∂

∂ϕ

{
e−imϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
= im cot θ

{
e−imϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
,

および e−imϕ
(
i
d

dθ

1

sinm θ

)
dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l = −im cot θ

{
e−imϕ

1

sinm θ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l

}
が相殺するため，

ie−imϕ
1

sinm θ

d

dθ

dl−m

d(cos θ)l−m
(sin θ)2l = −ie−imϕ 1

sinm−1 θ

dl−m+1

d(cos θ)l−m+1
(sin θ)2l

が生き残る．よって m → m − 1 としても式 (717) は成り立つから，式 (717) は m = 0, · · · , l に対して正
しい．

■l は半整数値をとらないこと ここでは l が半整数をとってはならないとする議論として，次の 2点を挙げ

ておく．仮に lが半整数をとると

• 半整数のmが可能となり，このとき波動関数 (∼ eimϕ)は ϕ→ ϕ+ 2π とすると符号が入れ替わる．

これは位置固有関数による展開が一意的であり，それ故，展開係数に他ならない波動関数は

一価でなければならないという要請に反する．

• さらに

式 (716) → Y
−1/2
1/2 =

⟨
n

∣∣∣∣L−

∣∣∣∣ 12 , 12
⟩

= −iℏe−iϕ
(
−i ∂
∂θ
− cot θ

∂

∂ϕ

)
Y

1/2
1/2 ,

式 (715) → Y
1/2
1/2 ∝ e

iϕ/2 sin1/2 θ (もとの式 (715)は lが半整数でないことを用いずに導かれた)

から求めた
Y

−1/2
1/2 (θ, ϕ) = −c1/2e−iϕ/2 cot θ

√
sin θ

は θ = 0, π で発散し，しかも微分方程式

0 =

⟨
n

∣∣∣∣L−

∣∣∣∣ 12 ,−1

2

⟩
= −iℏe−iϕ

(
−i ∂
∂θ
− cot θ

∂

∂ϕ

)
Y

−1/2
1/2 (718)

から求めた
Y

−1/2
1/2 (θ, ϕ) = c′1/2e

−iϕ/2
√
sin θ (719)

と一致しない*241．

*241 式 (718)に Y
−1/2
1/2

=
⟨
n
∣∣ 1
2
,− 1

2

⟩
= e−iϕ/2f(θ)を代入すると，f(θ) = const

√
sin θ と定まることから式 (719)を得る．
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よって，半整数の lを考えるのは無益である．

8.8.4 スピン (補足)

■式 (250) がスピン 1/2 の適切なスピン演算子であることの確認 はじめに |Sx; +⟩ を基底ケット |±⟩ ≡
|Sz; +⟩で展開すると，

|Sx; +⟩ = |+⟩ ⟨+|Sx; +⟩+ |−⟩ ⟨−|Sx; +⟩

となる．ここで図 144のように，遷移 |Sx; +⟩ → |±⟩の確率がそれぞれ 1/2となる条件

| ⟨±|Sx+⟩ | =
1√
2

を考慮すると，展開係数は

⟨±|Sx; +⟩ =
1√
2
eiδ±

と書ける (δ± は実数)．この下でなお，全体の位相因子を調整する任意性が残されている．この自由度を利用

して |+⟩の係数を正の実数に選ぶと，

|Sx; +⟩ =
1√
2
|+⟩+ 1√

2
eiδ1 |−⟩

と書ける (δ1 は実数)．|Sx;−⟩についても，

|Sx;−⟩ =
1√
2
|+⟩+ 1√

2
eiδ

′
1 |−⟩

とおき，直交性

0 = ⟨Sx; +|Sx;−⟩ =
(

1√
2
⟨+|+ 1√

2
e−iδ1 ⟨−|

)
·
(

1√
2
|+⟩+ 1√

2
eiδ

′
1 |−⟩

)
=

1

2
(1 + ei(δ

′
1−δ1))

を考慮すると，eiδ
′
1 = −eiδ1 より

|Sx;−⟩ =
1√
2
|+⟩ − 1√

2
eiδ1 |−⟩

となる．

同様に

|Sy;±⟩ =
1√
2
|+⟩+ 1√

2
eiδ2 |−⟩

とおける．ここで | ⟨Sy;±|Sx;±⟩ | = 1/
√
2 (複号任意)を要求すると

1

2

∣∣∣1± ei(δ1−δ2)∣∣∣ = 1√
2
, ∴ δ2 − δ1 = ±π

2

を得る．

演算子 Aの固有ケット {|a′⟩}による展開の一般公式

A = A

(∑
a′

|a′⟩ ⟨a′|

)
=
∑
a′

a′ |a′⟩ ⟨a′|
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図 144 確率推移図 (図 26の再掲)

を用いて，各スピン演算子を計算できる．すると

Sx =
ℏ
2
{(|Sx; +⟩ ⟨Sx; +|)− (|Sx;−⟩ ⟨Sx−|)}

=
ℏ
2
{e−iδ1(|+⟩ ⟨−|) + eiδ1(|−⟩ ⟨+|)}

の最右辺は Hermite的となっており，適当な位相因子を吸収させて |±⟩を再定義すれば，δ1 = 0とおくこと

ができる．このとき δ2 = ±π2 であり，この 2通りの符号に応じて

Sy =
ℏ
2
{(|Sy; +⟩ ⟨Sy; +|)− (|Sy;−⟩ ⟨Sy−|)}

=± iℏ
2
{−(|+⟩ ⟨−|) + (|−⟩ ⟨+|)}

は，全体の符号が逆となって得られる (この不定性は座標系の右手系と左手系の選択の余地に対応している)．

一方の Sy に対して角運動量の交換関係 (251):[Si, Sj ] = iℏεijkSk が満たされるならば，逆符号の Sy はこれ

を満たさない．すぐ後で確認するように，交換関係 (251)を満たす Sy の，したがって δ2 の符号の正しい選択

は δ2 = +π
2 である．このとき

|Sx;±⟩ =
1√
2
|+⟩ ± 1√

2
|−⟩ , |Sy;±⟩ =

1√
2
|+⟩ ± i√

2
|−⟩ (1.4.17)

と定まり，式 (250):

Sx =
ℏ
2
{(|+⟩ ⟨−|) + (|−⟩ ⟨+|)},

Sy =
ℏ
2
{−i(|+⟩ ⟨−|) + i(|−⟩ ⟨+|)},

Sz =
ℏ
2
{(|+⟩ ⟨+|)− (|−⟩ ⟨−|)}

が得られる．

さて，以上で求めたスピン演算子 (250)が角運動量の交換関係 (251):

[Si, Sj ] = iℏεijkSk
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を満たしていることを確かめよう．(i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1) の場合だけを調べれば十分である．(i = j

の場合は交換関係 (251) は自明な式 0 = 0 を与える．(i, j) = (1, 2) に対して交換関係 (251) が成り立てば

(i, j) = (2, 1)に対しても成り立つ．)

SxSy =i

(
ℏ
2

)2

{(|+⟩ ⟨+|)− (|−⟩ ⟨−|)} = 1

2
iℏSz,

SySx =i

(
ℏ
2

)2

{−(|+⟩ ⟨+|) + (|−⟩ ⟨−|)} = −1

2
iℏSz,

SySz =i

(
ℏ
2

)2

{(|+⟩ ⟨−|) + (|−⟩ ⟨+|)} = 1

2
iℏSx,

SzSy =i

(
ℏ
2

)2

{−(|+⟩ ⟨−|)− (|−⟩ ⟨+|)} = −1

2
iℏSx,

SzSx =

(
ℏ
2

)2

{(|+⟩ ⟨−|)− (|−⟩ ⟨+|)} = 1

2
iℏSy,

SxSz =

(
ℏ
2

)2

{−(|+⟩ ⟨−|) + (|−⟩ ⟨+|)} = −1

2
iℏSy (720)

により
[Sx, Sy] = iℏSz, [Sy, Sz] = iℏSx, [Sz, Sx] = iℏSy

となる．これらはそれぞれ交換関係 (251)において (i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1)としたものに他ならない．

■反交換関係 (252)の確認 上式 (720)より

{Sx, Sy} = {Sy, Sx} = 0, {Sy, Sz} = {Sz, Sy} = 0, {Sz, Sx} = {Sx, Sz} = 0

となる．さらにスピン演算子 (250)に対して

S 2
x =

(
ℏ
2

)2

{(|+⟩ ⟨+|) + (|−⟩ ⟨−|)} =
(
ℏ
2

)2

,

S 2
y =

(
iℏ
2

)2

{−(|+⟩ ⟨+|)− (|−⟩ ⟨−|)} =
(
ℏ
2

)2

,

S 2
z =

(
ℏ
2

)2

{(|+⟩ ⟨+|) + (|−⟩ ⟨−|)} =
(
ℏ
2

)2

だから (完備関係式 (155):(|+⟩ ⟨+|) + (|−⟩ ⟨−|) = 1を用いた)，全ての添字の組 (i, j)に対してスピンの反交

換関係 (252):{Si, Sj} = 1
2ℏ

2δij が満たされている．

■Pauli行列の (反)交換関係 (254)，(255)の導出 スピン演算子の反交換関係 (252):{Si, Sj} = 1
2ℏ

2δij より

1

2
ℏ2δij ⟨a′|a′′⟩ = ⟨a′|{Si, Sj}|a′′⟩

=
∑
a′′′

⟨a′|Si|a′′′⟩ ⟨a′′′|Sj |a′′⟩+
∑
a′′′

⟨a′|Sj |a′′′⟩ ⟨a′′′|Si|a′′⟩

であり，これを (ℏ/2)2 で割ったものは反交換関係 (254):{σi, σj} = 2δij の (a′, a′′)成分である．

同様に交換関係 (251):[Si, Sj ] = iℏεijkSk より

iℏεijk ⟨a′|Sk|a′′⟩ = ⟨a′|[Si, Sj ]|a′′⟩

=
∑
a′′′

⟨a′|Si|a′′′⟩ ⟨a′′′|Sj |a′′⟩ −
∑
a′′′

⟨a′|Sj |a′′′⟩ ⟨a′′′|Si|a′′⟩
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であり，これを (ℏ/2)2 で割ったものは交換関係 (255):[σi, σj ] = 2iεijkσk の (a′, a′′)成分である．

■回転演算子の行列表現 (258)の導出 回転行列の (a′, a′′)成分が⟨
a′
∣∣∣∣ exp(−iS · n̂ϕℏ

) ∣∣∣∣ a′′⟩ ≡
⟨
a′

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

1

k!

(
−iS · n̂ϕ

ℏ

)k ∣∣∣∣∣ a′′
⟩

=
∞∑
k=0

1

k!

(
−iϕ
ℏ

)k
(⟨a′|S · n̂|a′′⟩)k

≡ exp

(
−iϕ
ℏ
⟨a′|S · n̂|a′′⟩

)
= exp

(
−iϕ
2

3∑
i=1

⟨a′|Si|a′′⟩
ℏ/2

n̂i

)

=exp

(
−iϕ
2

3∑
i=1

(σi)a′a′′ n̂i

)
=

(
exp

(
−iσ · n̂ϕ

2

))
a′a′′

となることによる．結果的に回転演算子を行列表現にするには，S/ℏ→ σ/2と置き換えれば良い．

■e−iσ·nϕ/ℏ の式 (259)の導出 Pauli行列の公式 (257)より

(σ · n)m =

{
1 (m : 偶数)

σ · n (m : 奇数)

となるので，

exp

(
−iσ · nϕ

2

)
=

[
1− (σ · n)2

2!

(
ϕ

2

)2

+
(σ · n)4

4!

(
ϕ

2

)4

− · · ·

]

− i

[
(σ · n)ϕ

2
− (σ · n)3

3!

(
ϕ

2

)3

+ · · ·

]

=1 cos
ϕ

2
− iσ · n sin

ϕ

2
: (259)

を得る．

■式 (261)の導出

|α⟩ → e−iS·nϕ/ℏ |α⟩ ,

∴ ⟨a′|α⟩ → ⟨a′|e−iS·nϕ/ℏ|α⟩ =
∑
a′′

⟨a′|e−iS·nϕ/ℏ|a′′⟩ ⟨a′′|α⟩ .

ここで ⟨a′|α⟩は χの a′成分であり，また ⟨a′|e−iS·nϕ/ℏ|a′′⟩は行列 e−iσ·nϕ/2の (a′, a′′)成分なので (式 (261)

参照)，これは式 (261):

χ → e−iσ·nϕ/2χ

を意味する．

■ユニタリー・ユニモジュラー行列の一般的表式 (262)の導出

U =

(
a b
c d

)
とおき，ユニモジュラー性 detU = 1を仮定すると

U−1 =

(
d −b
−c a

)
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となる．さらにユニタリー性を要求して，これを

U† =

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
と等置すると d = a∗, c = −b∗ が見出される．c, dを消去して式 (262):

U =

(
a b
−b∗ a∗

)
を得る．

■ユニタリー・ユニモジュラー行列が群を成すことの確認

閉包性 ユニタリー・ユニモジュラー行列 (262):

U(a, b) =

(
a b
−b∗ a∗

)
に対して

U(a1, b1)U(a2, b2) = U(a1a2 − b1b ∗
2 , a1b2 + a ∗

2 b1)

と計算できる．右辺の行列は

|a1a2 − b1b ∗
2 |2 + |a1b2 + a ∗

2 b1|2 = (|a1|2 + |b1|2)(|a2|2 + |b2|2) = 1

よりユニモジュラー条件を満たしているので，ユニタリー・ユニモジュラー行列の積 U(a1, b1)U(a2, b2)もユ

ニタリー・ユニモジュラー行列である．

演算積の結合則 行列積の性質として自動的に満たされている．

単位元 行列の積の演算に関する単位元 (
1 0
0 1

)
= U(1, 0)

はユニタリー・ユニモジュラー行列となっている．

逆元 U(a, b)の逆行列は
U−1(a, b) = U(a∗,−b) (3.3.13)

である：

U(a, b)U(a∗,−b) = U(a∗,−b)U(a, b) =

(
|a|2 + |b|2 0

0 |b|2 + |a|2
)

=

(
1 0
0 1

)
.

8.9 水素原子 (補足)

8.9.1 球対称な場に関する一般論 (補足)

■遠心力ポテンシャルと，条件 (265)の補足説明 古典力学を復習しよう [9, pp.36–40]．中心力の場におけ

る 1体の運動を考える．

ポテンシャル V (r) ⇒ F = −dV

dr

r

r
：中心力．

中心力の場において (軌道)角運動量 Lが保存

⇒ 運動は Lに垂直な一平面内，平面内に極座標 r, ϕを導入 (力の中心を原点とする)．
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{
エネルギー保存則 E =

m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) + V (r)

角運動量保存則 L = mr2ϕ̇

⇒ E =
mṙ2

2
+ V有効(r), V有効(r) ≡ V (r) +

L2

2mr2
,

L2

2mr2
：遠心力ポテンシャル．

L2/2mr2 が遠心力のポテンシャル・エネルギーと呼ばれるのは次の事情による．粒子の速度と加速度を動

径方向 (方向単位ベクトル er)と角度方向 (方向単位ベクトル eϕ)に分解すると

ṙ = ṙer + rϕ̇eϕ, r̈ = (r̈ − rϕ̇2)er + (2ṙϕ̇+ rϕ̈)eϕ

となるので，一般に er, eϕ を基底とする座標系における運動方程式について，er 成分は

mr̈ = Fr +mrϕ̇2, mrϕ̇2：遠心力

と書ける．中心力の場では角運動量はmr2ϕ̇ = L(一定)なので，遠心力はmrϕ̇2 = L2

mr3 と表される．これは

遠心力ポテンシャル L2

2mr2 から導かれる．

引力の場においても，ポテンシャル・エネルギーが r → 0で十分に速く −∞に近づかなければ，遠心力ポ
テンシャルのため粒子は場の中心に到達できない．粒子が場の中心に到達できる条件は

0 <
mṙ2

2
= E − V (r)− L2

2mr2
, ∴ lim

r→0
r2V (r) < − L

2

2m

で与えられる．

■動径関数 R(r)の r → 0における漸近形 (266)の導出 Rに対する方程式 (264):

1

r2
d

dr

(
r2

dR

dr

)
− l(l + 1)

r2
R+

2m

ℏ2
(E − V )R = 0

に r2 を掛けて r → 0とし，条件 (265):r2V (r)→ 0を考慮すると

d

dr

(
r2

dR

dr

)
− l(l + 1)R = 0

を得る．r → 0での動径関数を R = const · rs の形に仮定し，これを上式に代入すると

const · {s(s+ 1)− l(l + 1)}rs = 0,

∴0 = s(s+ 1)− l(l + 1) = (s− l)(s+ l + 1)

となる．s = −l − 1 に対して R は r = 0 で発散する．これは粒子が場の中心 r = 0 に“落下”しない条件

(265)の下で，確率密度 |ψ|2 が r = 0を含む空間全体で有限でなければならないことに反する．よって適正な

解は式 (266):R = const · rl に限られる．

8.9.2 水素原子 (補足)

■水素原子のエネルギー固有値 (267)と動径関数 (269)の導出 Coulombポテンシャル V (r) = −Ze
2

r に対

して Rの満たす方程式 (264)は

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
− l(l + 1)

r2
R+

2m

ℏ2

(
E +

Ze2

r

)
R = 0 (721)
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となる．さて，原子単位を採用して変数を

r → r′ =
r

a
, R→ R′ = a3/2R, E → E′ =

E

me4/ℏ2

(ただし a = ℏ2/me2 は Bohr半径)と無次元化しよう．上式 (721)は両辺に a2 · a3/2 を掛けると

d2R′

dr′2
+

2

r′
dR′

dr′
− l(l + 1)

r′2
R′ + 2a2

m

ℏ2

(
E +

Ze2

r

)
R′ = 0

と書き換えられる．さらに a = ℏ2/me2 より

a2
m

ℏ2
E =

E

me4/ℏ2
E = E′, a2

m

ℏ2
Ze2

r
=
(
a
m

ℏ2
Ze2

) a
r
=
Z

r′

となることに注意すると，
d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
− l(l + 1)

r2
R+ 2

(
E +

Z

r

)
R = 0 (722)

が得られる．ただし無次元化を表すプライムは煩わしいので省いた．もちろん 2.9.2節で説明したように，原

子単位での式 (722)はもとの式 (721)で e,m, ℏを 1とおけば直ちに導かれる．

次に E と r の代わりとなる量

n =
Z√
−2E

, ρ =
2rZ

n
(723)

を導入する．E < 0なので，現段階では nは正の実数をとり得るものと想定されている．これらを用いて上

式 (722)を書き換えよう．式 (722)の両辺に
(
n
2Z

)2
を掛けると

d2R

dρ2
+

2

ρ

dR

dρ
− l(l + 1)

ρ2
R+ 2

( n

2Z

)2(
E +

Z

r

)
R = 0

が得られ，さらに 2
(
n
2Z

)2
E = −1

4，2
(
n
2Z

)2 Z
r = n

ρ と書き換えられるので

R′′ +
2

ρ
R′ +

{
−1

4
+
n

ρ
− l(l + 1)

ρ2

}
R = 0 (724)

を得る (プライムは ρによる微分)．

計算を進める方針の洞察を得るために，式 (724)を満たす Rの ρの大きいところでの漸近的振舞いを調べ

よう．式 (724)において ρ→∞を想定し，1/ρや 1/ρ2 に比例する項を無視すると

R′′ =
R

4
, ∴ R ∼ e±ρ/2

が見出される．束縛状態の波動関数は無限遠でゼロになることが期待されるので，R ∼ e−ρ/2 が物理的に適切
な選択である．他方，ρ→ 0では動径関数は式 (266):R ∼ ρl の形を持つ．
以上の考察より，

R = ρle−ρ/2w(ρ) (725)

という置換を行うことが動機付けられる．そこで上式 (724)を wに対する微分方程式に焼き直そう．

R =ρle−ρ/2w,

∴ R′ =

{(
l

ρ
− 1

2

)
w + w′

}
ρle−ρ/2,

∴ R′′ =

[{(
l

ρ
− 1

2

)2

− l

ρ2

}
w + 2

(
l

ρ
− 1

2

)
w′ + w′′

]
ρle−ρ/2
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を式 (724)に代入して整理すると

ρw′′ + (2l + 2− ρ)w′ + (n− l − 1)w = 0 (726)

が得られる．この解を級数

w(ρ) =
∞∑
s=0

asρ
s (727)

の形に求める．

w′ =
∞∑
s=1

sasρ
s−1, w′′ =

∞∑
s=2

s(s− 1)asρ
s−2

および

ρw′′ =
∑
s=1

s(s− 1)asρ
s−1, ρw′ =

∞∑
s=0

sasρ
s

(それぞれ s = 1, 0の項を和に含めて良いことに注意) を式 (726)に代入すると，

0 =
∞∑
s=1

{ass(s− 1) + (2l + 2)ass}ρs−1 +

∞∑
s=0

{−ass+ as(n− l − 1)}ρs

=
∞∑
s=1

ass(s+ 2l + 1)ρs−1 +
∞∑
s=0

as(n− l − 1− s)ρs

=
∞∑
s=0

{as+1(s+ 1)(s+ 2l + 2) + as(n− l − 1− s)}ρs.

展開係数がゼロになることを要求すると，再帰公式

as+1 = −as
n− l − 1− s

(s+ 1)(s+ 2l + 2)
(728)

を得る．ここで級数展開 (727)は，ρ = 0で w が，したがって Rが有限であることを保証している．他方 R

の式 (725)を見ると，ρ → ∞では w が ρの有限のベキよりもはやく発散してはならないことが要求される．

そのためには，ある s(= 0, 1, · · · )に対し n = l+ 1+ sであれば良い．と言うのも，このとき上式 (728)より

as+1 = 0となり，級数は有限の項で打ち切られる．

こうして nは
n ≥ l + 1

を満たす整数と決まった．nの定義式 (723)に戻ると，これはエネルギーの可能な値が離散スペクトル (267):

E = − Z2

2n2
(n = 1, 2, · · · )

で与えられることを意味する．また動径関数はまとめると

式 (725) : R = ρle−ρ/2w(ρ), 式 (727) : w(ρ) =
∞∑
s=0

asρ
s, 式 (728) : as+1 = −as

n− l − 1− s
(s+ 1)(s+ 2l + 2)

で定まる．s = n− l − 1に対して as+1 = 0なので

an−l = an−l+1 = an−l+2 = · · · = 0
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であり，ゼロにならない (可能性のある)係数 a0, a1, · · · , an−l−1 は最初の係数 a0 で決まる (a0 の不定性は規

格化条件で取り除かれる)．これを Laguerre陪多項式 (268):

L2l+1
n+l (ρ) =

n−l−1∑
s=0

(−1)s+2l+1 [(n+ l)!]2

s!(s+ 2l + 1)!(n− l − 1− s)!
ρs (n ≥ l + 1)

と比較すると，全体に掛かる定数係数の違いを除いて w(ρ) は L2l+1
n+l (ρ) に一致することが見て取れる

(w(ρ) = const · L2l+1
n+l (ρ))．よって式 (269):

R(ρ) = const · ρle−ρ/2L2l+1
n+l (ρ)

に到達する．

■動径関数 (271)における規格化定数の導出 [24, pp.88–93] 原子単位において動径関数 (269):

R(ρ) = C · ρle−ρ/2L2l+1
n+l (ρ)

に対し，規格化条件 (270)は

1 =

∫ ∞

0

|R|2r2dr =
( n

2Z

)3 ∫ ∞

0

|R|2ρ2dρ
(
∵ ρ =

2rZ

n

)
=|C|2

( n

2Z

)3 ∫ ∞

0

[
L2l+1
n+l (ρ)

]2
ρ2l+2e−ρdρ

となる．ここで Laguerre陪多項式に関する積分公式∫ ∞

0

[
Lkν(x)

]2
xk+1e−xdx = (2ν + 1− k) (ν!)3

(ν − k)!
(729)

(すぐ後で証明)を k = 2l + 1, ν = n+ lとして適用すると，

|C|2
( n

2Z

)3
× 2n

[(n+ l)!]3

(n− l − 1)!
= 1

を得る．動径関数の位相の任意性より C を正の実数に選ぶと，

C =
2Z3/2

n2

√
(n− l − 1)!

[(n+ l)!]3

と定まる．
完全を期して，上で用いた数学公式 (729)の証明を行う．その手順は次のようにまとめられる．

1. 級数展開 (268):

Lkν(x) ≡
ν−k∑
s=0

(−1)s+k
(ν!)2

s!(s+ k)!(ν − s− k)!
xs (k = 0, 1, · · · , ν)

で定義される Laguerre陪多項式は，等価的に

g(t, x) ≡ (−1)k

(1− t)k+1
exp

(
− xt

1− t

)
=

∞∑
ν=k

Lkν(x)
tν−k

ν!
(730)

と書いて，“母関数”g(t, x)の展開係数として定義できることを示す．
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2. 母関数 (730)を利用して，Laguerre陪多項式の漸化式(
1− k

ν + 1

)
Lkν+1(x) + (x+ k − 2ν − 1)Lkν(x) + ν2Lkν−1(x) = 0 (731)

を導く．

3. 母関数 (730)を利用して，Laguerre陪多項式の直交性∫ ∞

0

Lkµ(x)L
k
ν(x)x

ke−xdx =
(ν!)3

(ν − k)!
δµν (732)

を導く．

4. 漸化式 (731)と直交性 (732)を用いて，積分公式 (729)を導く．

母関数の式 (730)の導出 母関数 (730)は

g(t, x) ≡ (−1)k

(1− t)k+1
exp

(
− xt

1− t

)
=

∞∑
s=0

(−1)s+k
xs

s!

ts

(1− t)s+k+1

と展開できる．さらに最右辺において

ts

(1− t)s+k+1
=ts

{
1 + (s+ k + 1)t+

(s+ k + 1)(s+ k + 2)

2!
t2 + · · ·

}
=t2

∞∑
p=0

(s+ k + 1)!

(s+ k)!p!
tp

=

∞∑
ν=s+k

ν!

(s+ k)!(ν − k − s)!
tν−k (ν = s+ k + p)

とできるので，

g(t, x) =

∞∑
s=0

∞∑
ν=s+k

(−1)s+k
xs

s!

ν!

(s+ k)!(ν − k − s)!
tν−k

を得る．和の順序を
∞∑
s=0

∞∑
ν=s+k

→
∞∑
ν=k

ν−k∑
s=0

と入れ替え (和の範囲は図 145から判断できる)，g(x, t)を

∞∑
ν=k

Lkν(x)
tν−k

ν!

と等置すると，展開係数は

Lkν(x) ≡
ν−k∑
s=0

(−1)s+k
(ν!)2

s!(s+ k)!(ν − s− k)!
xs

と同定される．これは級数展開 (268) で定義した Laguerre 陪多項式に他ならないから，母関数の式 (730) を改めて

Laguerre陪多項式の定義と見なしても良いことになる．

漸化式 (731)の導出 母関数の式 (730)の対数をとって tで微分すると，

ln g = ln
(−1)k

(1− t)k+1
− xt

1− t
,

∴ 1

g

∂g

∂t
=
k + 1

1− t
− x

1− t
− xt

(1− t)2
=
k + 1

1− t
− x

(1− t)2

433



図 145 和をとられる添字の組 (s, ν)を赤い格子点で示した

となる．よって

0 =(1− t)2
∂g

∂t
− (k + 1)(1− t)g − xg

=

∞∑
ν=k

Lkν(x)

ν!

{
(ν − k)(tν−k−1 − 2tν−k + tν−k+1)− (k + 1)(tν−k − tν−k+1) + xtν−k

}
=

∞∑
ν=k

Lkν(x)

ν!

{
(ν − k)tν−k−1 + (x+ k − 2ν − 1)tν−k + (ν + 1)tν−k+1

}
=

∞∑
ν=k−1

Lkν+1(x)

(ν + 1)!
(ν + 1− k)tν−k +

∞∑
ν=k

Lkν(x)

ν!
(x+ k − 2ν − 1)tν−k +

∞∑
ν=k+1

Lkν−1(x)

(ν − 1)!
νtν−k

=
∞∑

ν=k+1

1

ν!

[(
1− k

ν + 1

)
Lkν+1(x) + (x+ k − 2ν − 1)Lkν(x) + ν2Lkν−1(x)

]
tν−k + (t0と t−1の項)

であり，これが任意の tで成り立つことを要求して和の中で tν−k の係数 [· · · ]をゼロと置くと，漸化式 (731)が導かれる．

この導出方法から理解されるように，漸化式 (731)は Laguerre陪多項式が定義される添字の範囲 ν = k + 1, k + 2, · · ·
で常に成立する．

直交性 (732)の導出 式 (730)の母関数 g(t, x)に対して∫ ∞

0

g(t, x)g(s, x)xke−xdx =

∞∑
ν=k

∞∑
µ=k

tν−ksµ−k

ν!µ!

∫ ∞

0

Lkν(x)L
k
µ(x)x

ke−xdx (733)

である．上式 (733)の左辺

1

(1− t)k+1(1− s)k+1

∫ ∞

0

xk exp

(
−x− xt

1− t
− xs

1− s

)
dx ≡ 1

(1− t)k+1(1− s)k+1
Ik

における積分

Ik ≡
∫ ∞

0

xke−αxdx, α ≡ 1 +
t

1− t
+

s

1− s
=

1− st

(1− t)(1− s)

は，部分積分により

Ik =
k

α
Ik−1 = · · · = k!

αk
I0 =

k!

αk+1
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と計算できる．よって

(式 (733)左辺) =
k!

(1− t)k+1(1− s)k+1
× (1− t)k+1(1− s)k+1

(1− st)k+1
=

k!

(1− st)k+1

=�k!
∞∑
p=0

(k + p)!

�k!
(st)p

p!
(Taylor展開)

=
∞∑
ν=k

ν!(st)ν−k

(ν − k)!
(p = ν − k)

であり，これを式 (733)の右辺と比較すると，直交性 (732):∫ ∞

0

Lkµ(x)L
k
ν(x)x

ke−xdx =
(ν!)3

(ν − k)!
δµν

が見出される．

積分公式 (729)の導出 漸化式 (731):

xLkν(x) = (2ν + 1− k)Lkν(x)−
(
1− k

ν + 1

)
Lkν+1(x) + ν2Lkν−1(x)

および直交性 (732): ∫ ∞

0

Lkµ(x)L
k
ν(x)x

ke−xdx =
(ν!)3

(ν − k)!
δµν

を用いると， ∫ ∞

0

[
Lkν(x)

]2
xk+1e−xdx =(2ν + 1− k)

∫ ∞

0

[
Lkν(x)

]2
xke−x + · · ·

=(2ν + 1− k)
(ν!)3

(ν − k)!
: (729).

ただし「· · ·」は直交性 (732)によりゼロになる項を表す．

■基底状態における半径の期待値 (272)の導出 動径方向の確率分布 f(r) = 4r2e−2r を用いて

⟨rk⟩ ≡
∫ ∞

0

rkf(r)dr = 4

∫ ∞

0

rk+2e−2rdr

を定義すると，部分積分により

⟨rk⟩ = k + 2

2
⟨rk−1⟩ = · · · = (k + 2)!

2k+2
⟨r−2⟩ = (k + 2)!

2k+1

と計算できる．ここから改めて規格化条件 ∫ ∞

0

f(r)dr = ⟨r0⟩ = 1

が満たされていることが確かめられる．また式 (272):⟨r⟩ = 3/2が得られる．(以上，長さは Bohr半径を単位

として無次元化されていることに再度，注意を促しておく．)
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9 量子電磁力学 (QED)(補足)

9.1 場の量子論の準備 (補足)

9.1.1 場の正準交換関係 (補足)

3.1.1節では離散的な格子近似を施した系の正準交換関係

[ϕr(j, t), πs(j
′, t)∆V ] = iℏδrsδjj′ , etc.

が，場の交換関係
[ϕr(x, t), πs(x

′, t)] = iℏδrsδ(x− x′) , etc.

に移行することを述べた．これは各胞に共通の体積を ∆V → 0とすると，

δjj′

∆V
→ δ(x− x′)

となるからである．実際このとき各格子点 j で定義された量 fj が場の量 f(x)に移行するものとすると，恒

等式
fj =

∑
j′

fj′δjj′

はデルタ関数を定義付ける正しい式

f(x) =

∫
f(x′)δ(x− x′)d3x′

に移行する．

9.1.2 量子力学における対称性と保存則 (補足)

■量子力学における対称性と保存則 (式 (273)の周辺)について αを実数の連続パラメーターとして，恒等

変換と連続的に繋がった変換のユニタリー演算子を U = eiαT と書くと，T は Hermite演算子でなければな

らない．実際，小さなパラメーター αの 1次までの近似でユニタリー性

1 = UU† = (1+ iαT )(1− iαT †) = 1+ iα(T −T †), 1 = U†U = (1− iαT †)(1+ iαT ) = 1− iα(T †−T )

が成り立つことを要求すると，Hermite性 T = T † が得られる．

式 (273):

系の対称性 ⇐ H の対称性

⇔ [T,H] = 0

⇔ T は運動の定数． (∵ Heisenberg方程式)

の 2行目は次のように理解できる．一般に演算子 Oは無限小のユニタリー変換

O′ = UOU† = (1 + iαT )O(1− iαT ) = O + iα[T,O]

に対して δO = iα[T,O] だけ変化するので，演算子 O が不変に留まる条件は [T,O] = 0 である．特に

Hamiltonian H の不変性は [T,H] = 0を意味する．
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上式 (273)の 3行目は次のように理解できる．Heisenberg描像において一般の演算子 O(t)を考える．ただ

し演算子 O(t)は時間に陽に依存しないと仮定すると，Heisenberg方程式

iℏ
dO(t)

dt
= [O(t),H]

が成立する．よって [O,H] = 0であれば，O は運動の定数 (保存量)であることになる．

■電荷 Qと場の交換関係 (274)の導出 電荷の式 (52):

Q =
−iq
ℏ

∫
d3x

[
πr(x)ϕr(x)− π †

r (x)ϕ †
r (x)

]
を思い出すと，場の正準交換関係 [ϕr(x, t), πs(x

′, t)] = iℏδrsδ(x− x′), etc.より

[Q,ϕr(x)] =
−iq
ℏ

∫
d3x′[πs(x

′), ϕr(x)]ϕs(x
′) = −qϕr(x)

を得る．第 2式 [Q,ϕ †
r (x)] = +qϕ †

r (x)も同様に確かめられる．

■ϕr(x) |Q′⟩ , ϕ†r(x) |Q′⟩ が固有値 (Q′ ± q) の固有状態であること (式 (275)) の確認 |Q′⟩ が Q の固有状態

で，その固有値が Q′ である，すなわち
Q |Q′⟩ = Q′ |Q′⟩

としたとき，固有方程式
Qϕr |Q′⟩ = (Q′ − q)ϕr |Q′⟩

が成り立つことが次のように示される．交換関係 (274):の第 1式 [Q,ϕr(x)] = −qϕr(x)を利用すると，

Qϕr |Q′⟩ =(ϕrQ+ [Q,ϕr]) |Q′⟩
=ϕr(Q− q) |Q′⟩
=(Q′ − q)ϕr |Q′⟩ .

なお ϕ †
r |Q′⟩は固有値 (Q′ + q)の固有状態になることも，交換関係 (274):の第 2式 [Q,ϕ †

r (x)] = +qϕ †
r (x)

を用いて同様に確かめられる．

9.2 Klein-Gordon場 (補足)

9.2.1 実 Klein-Gordon場 (補足)

■Lagrangian密度 (277)から Klein-Gordon方程式 (276)の導出

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
=∂µ

{
1

2
(∂αϕ)(∂

αϕ)

}
= ∂µ∂

µϕ,

∂L
∂ϕ

=
∂

∂ϕ

(
−1

2
m2ϕ2

)
= −m2ϕ

より，Euler-Lagrange方程式は Klein-Gordon方程式 (276)を与える．

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

= (∂µ∂
µ +m2)ϕ.

■実 Klein-Gordon場の正準交換関係 (278)から，展開係数に対する交換関係 (282)を導出
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展開係数を場で表す

k ≡ (ωk,k), ωk ≡
√
m2 + k2, f

←→
∂ µg ≡ f∂µg − (∂µf)g

に対して，

a(k) =
i

(2V ωk)1/2

∫
d3xeik·x

←→
∂ 0ϕ(x)

=
i

(2V ωk)1/2

∫
d3xeik·x{ϕ̇(x)− iωkϕ(x)}, (734)

a†(k) =
−i

(2V ωk)1/2

∫
d3xe−ik·x

←→
∂ 0ϕ(x)

=
−i

(2V ωk)1/2

∫
d3xe−ik·x{ϕ̇(x) + iωkϕ(x)} (735)

と書ける．

実際，例えば式 (734)は次のように確かめられる．まず一辺 L，体積 V = L3 の立方体領域に関する周期境

界条件の下で許される波数ベクトル k = 2π
L (nは整数を成分に持つベクトル)に対して，eik·x/

√
V の規格直

交性 ∫
d3x

V
ei(k−k′)·x = δkk′ (736)

が成り立つことに注意する．すると式 (734)において∫
d3xeik·x

←→
∂ 0ϕ(x)

=

∫
d3xeik·x{ϕ̇(x)− iωkϕ(x)}

=

∫
d3xeik·x

∑
k′

(
1

2V ωk′

)1/2

×
[
a(k′)(−iωk′)e−ik

′·x + a†(k′)(iωk′)eik
′·x − iωk

{
a(k′)e−ik

′·x + a†(k′)eik
′·x
}]

(
∵ 式 (279) : ϕ(x) =

∑
k

(
1

2V ωk

)1/2 {
a(k)e−ik·x + a†(k)eik·x

})

=

∫
d3xeik·x

∑
k′

(
1

2V ωk′

)1/2 {
−ia(k′)(ωk + ωk′)ei(k−k

′)·x + ia†(k′)(−ωk + ωk′)ei(k+k
′)·x
}

=
∑
k′

(
V

2ωk′

)1/2 {
−ia(k′)(ωk + ωk′)δkk′ei(ωk−ωk′ )t + ia†(k′)(−ωk + ωk′)δk,−k′ei(ωk+ωk′ )t

}
(∵ 式 (736), t ≡ x0)

=

(
V

2ωk

)1/2

{−ia(k)}2ωk

=− i(2V ωk)
1/2a(k)

なので，式 (734):

a(k) =
i

(2V ωk)1/2

∫
d3xeik·x

←→
∂ 0ϕ(x)

を得る．同様に式 (734)の Hermite共役をとった式 (735)が成り立つことを確かめられる．
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ところで展開係数 a(k), a†(k)の表式 (734),(735)は見掛け上，時刻 x0 に依る．そこでこれらが実際には時

刻 x0 に依らないことを確かめておこう．a(k)の式 (734)の時刻 x0 による微分

∂0

[
i

(2V ωk)1/2

∫
d3xeik·x

←→
∂ 0ϕ(x)

]
=

i

(2V ωk)1/2

∫
d3x∂0

[
eik·x

{
ϕ̇(x)− iωkϕ(x)

}]
において，場 ϕ(x)が Klein-Gordon方程式 (276):

(□+m2)ϕ = 0 ⇔ ϕ̈ = (∇2 −m2)ϕ

を満たすことを用いると ∫
d3x∂0

{
eik·x

(
ϕ̇− iωkϕ

)}
=

∫
d3xeik·x

{
iωk(ϕ̇− iωkϕ) + (ϕ̈− iωkϕ̇)

}
=

∫
d3xeik·x(ϕ̈+ ω 2

k ϕ)

=

∫
d3xeik·x(∇2 + k2)ϕ

=

∫
d3xeik·x{(−ik)2 + k2}ϕ (部分積分した)

=0

なので，a(k)の式 (734)は時刻 x0 に依らない．同様に a†(k)の式 (735)が時刻 x0 に依らないことも確かめ

られる．

展開係数の交換関係 (282)の導出 さて，展開係数を場で表した式 (734),(735)を用いて，場の正準交換関係

(278)から展開係数に対する交換関係 (282)を導こう．式 (734),(735)は右辺が時刻 x0 に依らないから，これ

らを用いて得られる

[a(k), a†(k′)] =
1

2V (ωkωk′)1/2

∫
d3xd3x′ei(k·x−k

′·x′)[ϕ̇(x)− iωkϕ(x), ϕ̇(x
′) + iωk′ϕ(x′)]

の右辺は時刻 x0, x′
0 に依らない．そこでこれを同時刻 x0 = x′

0 ≡ tで評価すると

[ϕ̇(x)− iωkϕ(x), ϕ̇(x
′) + iωk′ϕ(x′)]

=[ϕ̇(x, t), ϕ̇(x′, t)] + iωk′ [ϕ̇(x, t), ϕ(x′, t)]− iωk[ϕ(x, t), ϕ̇(x
′, t)] + (−iωk)(iωk′)[ϕ(x, t), ϕ(x′, t)]

=(ωk + ωk′)δ(x− x′)

(∵ 同時刻交換関係 (278) : [ϕ(x, t), ϕ(x′, t)] = 0, [ϕ̇(x, t), ϕ̇(x′, t)] = 0, [ϕ(x, t), ϕ̇(x′, t)] = iδ(x− x′))

なので，上式は

[a(k), a†(k′)] =
1

V

ωk + ωk′

2(ωkωk′)1/2
ei(ωk−ωk′ )t

∫
d3xd3x′e−i(k·x−k′·x′)δ(x− x′)

となる．右辺の空間積分は∫
d3xd3x′e−i(k·x−k′·x′)δ(x− x′) =

∫
d3xe−i(k−k′)·x = V δkk′ (∵ 式 (736))

となるから，

[a(k), a†(k′)] =
ωk + ωk′

2(ωkωk′)1/2
ei(ωk−ωk′ )tδkk′
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を得る．右辺には δkk′ があるため，その前の因子を k = k′ で評価すると，交換関係 (282):

[a(k), a†(k′)] = δkk′

を得る．同様に展開係数に対する交換関係 (282)の残りの 2式

[a(k), a(k′)] = 0, [a†(k), a†(k′)] = 0

も導ける．

逆証 逆に調和振動子の交換関係 (282)から正準交換関係 (278)を導くことは容易である．

[ϕ(x, t), ϕ̇(x′, t)] =i
∑
k,k′

1

2V

√
ωk′

ωk
{[a(k), a†(k′)]e−i(k·x−k

′·x′) − [a†(k), a(k′)]ei(k·x−k
′·x′)}

=i
∑
k,k′

1

2V

√
ωk′

ωk
{e−i(k·x−k

′·x′) + ei(k·x−k
′·x′)}δkk′

=i
∑
k

1

2V
(e−ik·(x−x′) + eik·(x−x′)) (x, x′は同時刻)

=i
∑
k

1

V
eik·(x−x′) (第 1項で k→ −kと置換した)

=iδ(x− x′), etc.

最後の等号は δ(x− x′) =
∫

d3k
(2π)3 e

ik·(x−x′) において，V →∞の極限操作を解除した関係式である．

■Hamiltonian(285)と運動量演算子 (287)の導出 エネルギー・運動量の一般式 (44):

Pα =

∫
d3x

(
πr∂

αϕr − Lg0α
)

は実 Klein-Gordon場に対して

Pα =

∫
d3x

[
ϕ̇∂αϕ− 1

2
g0α

{
(∂βϕ)(∂

βϕ)−m2ϕ2
}]

となる．ここに場の Fourier展開 (279)–(281):

ϕ(x) =
∑
k

(
1

2V ωk

)1/2

{a(k)e−ik·x + a†(k)eik·x}

を代入すると，まず第 1項は∫
d3xϕ̇∂αϕ

=

∫
d3x

∑
k,k′

1

2V (ωkωk′)1/2
(−iωk)(−ik′

α
){a(k)e−ik·x − a†(k)eik·x}{a(k′)e−ik

′·x − a†(k′)eik
′·x}

=
∑
k,k′

1

2

(
ωk

ωk′

)1/2

k′
α

×
∫

d3x

V
{−a(k)a(k′)e−i(k+k

′)·x + a(k)a†(k′)e−i(k−k
′)·x + a†(k)a(k′)ei(k−k

′)·x − a†(k)a†(k′)ei(k+k
′)·x}
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と書き換えられる．ここで x ≡ (t,x)と書き，∫
d3x

V
e∓i(k+k

′)·x = e∓i(ωk+ωk′ )tδk,−k′ ,

∫
d3x

V
e∓i(k−k

′)·x = δkk′

を用いて空間積分を実行し，次いで k′ についての和をとると∫
d3xϕ̇∂αϕ =

∑
k

[(
ωk

k

)
1

2
{a(k)a†(k) + a†(k)a(k)} −

(
ωk

−k

)
1

2
(· · · )

]
=
∑
k

[(
ωk

k

)(
N(k) +

1

2

)
−
(
ωk

−k

)
1

2
(· · · )

]
(∵ [a(k), a†(k)] = 1)

が得られる．ここに
(· · · ) ≡ a(k)a(−k)e−2iωkt + a†(k)a†(−k)e2iωkt

は生成演算子同士，および消滅演算子同士の積の項である (以下，同じ)．同様の計算により∫
d3x(∂βϕ)(∂

βϕ) =
∑
k,k′

kβk
′β

2(ωkωk′)1/2

∫
d3x

V
{−a(k)a(k′)e−i(k+k

′)·x + a(k)a†(k′)e−i(k−k
′)·x

+ a†(k)a(k′)ei(k−k
′)·x − a†(k)a†(k′)ei(k+k

′)·x}

=
∑
k

1

ωk

[
m2

(
N(k) +

1

2

)
− ω 2

k + k2

2
(· · · )

]
, (∵ k2 = m2)∫

d3x(m2ϕ2) =
∑
k,k′

m2

2(ωkωk′)1/2

∫
d3x

V
{a(k)a(k′)e−i(k+k

′)·x + a(k)a†(k′)e−i(k−k
′)·x

+ a†(k)a(k′)ei(k−k
′)·x + a†(k)a†(k′)ei(k+k

′)·x}

=
∑
k

1

ωk

[
m2

(
N(k) +

1

2

)
+
m2

2
(· · · )

]
,

∴
∫

d3x

(
−1

2
g0α
)
{(∂βϕ)(∂βϕ)−m2ϕ2} = 1

2
g0α

∑
k

ω 2
k + k2 +m2

2ωk
(· · · )

である．

以上より Hamiltonianは

H = P 0 =
∑
k

{
ωk

(
N(k) +

1

2

)
+

1

2
· k

2 +m2 − ω 2
k

2ωk
(· · · )

}
となる．ここで ωk =

√
m2 + k2 より (· · · )の係数はゼロとなるので，式 (285):

H =
∑
k

ωk

(
N(k) +

1

2

)
を得る．また運動量演算子は

P =
∑
k

k

{(
N(k) +

1

2

)
+

1

2
(· · · )

}
と計算される．ここで k(· · · )は全体として kの奇関数なので相殺し，式 (287):

P =
∑
k

k

(
N(k) +

1

2

)
が導かれる．
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9.2.2 共変な交換関係 (補足)

■実 Klein-Gordon場の交換関係 (289),(290),(291)の導出 場の Fourier展開 (279)と調和振動子の交換関係

(282)を利用すると，

[ϕ+(x), ϕ−(y)] =
∑
k,k′

1

2V (ωkωk′)1/2
[a(k), a†(k′)]e−ik·x+ik

′·y

=
1

2

∫
d3k

(2π)3ωk
e−ik·(x−y)

=i∆+(x− y) : (289)

を得る．ただし第 2の等号では V →∞の極限を想定して， 1
V

∑
k →

∫
d3k
(2π)3 とした．

式 (290)は
[ϕ−(x), ϕ+(y)] = −[ϕ+(y), ϕ−(x)] = −i∆+(y − x) ≡ i∆−(x− y)

による．

さらに式 (291)は，[ϕ+(x), ϕ+(y)] = [ϕ−(x), ϕ−(y)] = 0に注意すると

[ϕ(x), ϕ(y)] = [ϕ+(x), ϕ−(y)] + [ϕ−(x), ϕ+(y)] = i∆+(x− y) + i∆−(x− y) = i∆(x− y)

と確かめられる．

■∆関数の Lorentz不変性が明白な表式 (296)の導出

δ(k2 −m2) = δ(k 2
0 − ω 2

k ) = δ[(k0 − ωk)(k0 + ωk)] =
1

2ωk
δ(k0 − ωk) +

1

| − 2ωk|
δ(k0 + ωk)

を用いると，

−i
(2π)3

∫
d4kδ(k2 −m2)ε(k0)e

−ik·x

=− i
∫

d3k

(2π)3

∫
dk0

1

2ωk
{δ(k0 − ωk) + δ(k0 + ωk)}ε(k0)ei(k·x−k0t)

=− i

2

∫
d3k

(2π)3ωk
(ei(k·x−ωkt) − ei(k·x+ωkt))

=
1

2i

∫
d3k

(2π)3ωk
(ei(k·x−ωkt) − e−i(k·x−ωkt)) (第 2項で k→ −kと置換した)

=

∫
d3k

(2π)3ωk
sin(k · x− ωkt)

=−
∫

d3k

(2π)3ωk
sin(k · x) (ここでは k0 ≡ ωk)

=∆(x)

となる．

■∆関数を複素 k0 平面上の閉路積分で表した式 (297) の導出 図 28 に示した複素 k0 平面上の閉路 C±, C

(それを図 146に再掲する) に対して，式 (297)の積分

−1
(2π)4

∫
C±,C

d4ke−ik·x

k2 −m2
=
−1

(2π)4

∫
d3keik·x

∫
C±,C

dk0
e−ik0t

(k0 − ωk)(k0 + ωk)
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図 146 関数 ∆±(x),∆(x)を複素 k0 平面上の積分で表すときの積分路 (図 28の再掲)

を考える．右辺における複素変数 k0 の関数

e−ik0t

(k0 − ωk)(k0 + ωk)

に対して，留数は

Res[±ωk] = ±
e∓iωkt

2ωk

と計算される．よって

−1
(2π)4

∫
C±

d4ke−ik·x

k2 −m2
=− i

∫
d3k

(2π)3
eik·xRes[±ωk]

=∓ i

2

∫
d3k

(2π)3ωk
e±i(k·x−ωkt)

(複号の下側では変数変換 k→ −kを利用した)

=∆±(x),

∴ −1
(2π)4

∫
C

d4ke−ik·x

k2 −m2
=− i

∫
d3k

(2π)3
eik·x(Res[ωk] + Res[−ωk])

=∆+(x) + ∆−(x)

=∆(x)

を得る．

9.2.3 中間子の伝播関数 (補足)

■∆F 関数の Fourier展開 (298)，(299)の導出 式 (298)の積分∫
CF

d4k

(2π)4
e−ik·x

k2 −m2
=

∫
d3k

(2π)3
eik·x

∫
CF

dk0
2π

e−ik0x
0

k 2
0 − ω 2

k
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を考える．x0 ≷ 0のとき，図 31(図 147として再掲)に示した無限大の半径を持つ半円 Γ∓ に沿う時計回りの

積分がゼロとなるから，Γ∓ を積分路に付け足して∫
CF

dk0
2π

e−ik0x
0

k 2
0 − ω 2

k

=

∮
CF+Γ∓

dk0
2π

e−ik0x
0

k 2
0 − ω 2

k

= ∓iRes[±ωk]

と評価できる．ただし最右辺の Res[±ωk]は被積分関数 e−ik0x0

k 2
0 −ω 2

k
に対する留数であり，前の係数 ∓における

上側の負号は積分が時計回りに行われていることに起因する．これを式 (297)の導出過程で見出した関係

∆±(x) = −i
∫

d3k

(2π)3
eik·xRes[±ωk]

と比較すると， ∫
CF

d4k

(2π)4
e−ik·x

k2 −m2
=±∆±(x) (x0 ≷ 0)

=∆F(x) : (298)

を得る．

次に式 (299)における複素 k0 平面上の実軸に沿う積分∫
dk0
2π

e−ik0x
0

k 2
0 − ω 2

k + iε

を考えると，これは図 32(図 148として再掲)5 のように

k0 = ±
√
ω 2
k − iε = ±ωk ∓ iε′

を極に持つ (ε′ = ε/2ωk は微小な正数)．x0 ≷ 0のとき図 148に示した無限大の半径を持つ半円 Γ∓ に沿う時

計回りの積分がゼロとなるから，Γ∓ を積分路に付け足して∫
dk0
2π

e−ik0x
0

k 2
0 − ω 2

k + iε
=

∮
dk0
2π

e−ik0x
0

k 2
0 − ω 2

k + iε
= ∓iRes[±ωk ∓ iε′]

と評価できる．よって最後に εを，したがって ε′ をゼロとおくと，再び∫
dk0
2π

e−ik0x
0

k 2
0 − ω 2

k + iε
= ∓iRes[±ωk] (t ≡ x0 ≷ 0)

となるから，式 (299)の積分は ∆F の式 (298)と同じ結果を与える．

9.3 電磁場 (補足)

9.3.1 古典電磁場 (補足)

■偏極ベクトルの性質 (308),(309) 3.3.1節で述べたように，

式 (306) : ε µ
0 = (1,0), 式 (307) : ε µ

r = (0, εr), r = 1, 2, 3
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図 147 伝播関数 ∆F(x) を複素 k0 平面上の積分

で表すときの積分路 CF(図 31)の再掲)

図 148 複素 k0 平面上の極 k0 = ±ωk ∓ iε′ と半

円 Γ±(図 32)の再掲)

で与えられる偏極ベクトル ε µ
r = (ε µ

0 , εr)は正規直交性 (308):

εr · εs =ε 0
r ε

0
s − εr · εs

=


(ε 0

0 )2 = 1 = −ζ0δ00 (r = s = 0)

0 · 1− 0 · εs = 0 = ζ0δ0s (r = 0, s = 1, 2, 3)

−εr · εs = −δrs = −ζrδrs (r, s = 1, 2, 3)

=− ζrδrs

を満たす．

また
ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1)

より i, j = 1, 2, 3に対して

(ε i
1 )2 + (ε i

2 )2 + (ε i
3 )2 = 1,

3∑
r=1

ε i
r ε

j
r = 0, i ̸= j

であり，これらを
3∑
r=1

ε i
r ε

j
r = −gij (737)

とまとめられることに注意すると，完全性の条件 (309):

∑
r

ζrε
µ
r ε

ν
r =− ε µ

0 ε ν
0 +

3∑
r=1

ε µ
r ε

ν
r

=



−(ε 0
0 )2 = −1 = −g00 (µ = ν = 0)

−1 · 0 + 0 ·
3∑
r=1

ε i
r = 0 = −g0i ((µ, ν) = (0, i)，i = 1, 2, 3)

3∑
r=1

ε i
r ε

j
r = −gij ((µ, ν) = (i, j)，i, j = 1, 2, 3，∵ 式 (737))
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=− gµν

が満たされていることが分かる．

■Lagrangian密度 (300),(311)の等価性 3.3.1節で述べたように，自由電磁場の Lagrangian密度 (300):

L = −1

4
FµνF

µν

と Fermiによって提案された Lagrangian密度 (311):

LFermi = −
1

2
(∂µAν)(∂

µAν)

が，Lorenz条件の下で同じ場の方程式へと導くことを示す．

L =− 1

4
FµνF

µν

=− 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

=− 1

2
(∂µAν)(∂

µAν) +
1

2
(∂µAν)(∂

νAµ)

=LFermi +
1

2
∂µ(Aν∂

νAµ) (∵ Lorenz条件 (301) : ∂µA
µ = 0)

のように，2つの Lagrangian密度の差は Aν∂
νAµ/2の 4元発散である．よって 1.3.2節で説明したように，

これら 2つの Lagrangian密度は等価である．

Fermiの Lagrangian密度 (311):L = −1
2 (∂µAν)(∂

µAν) は (質量m = 0の)Klein-Gordon場に対するそれ

と類似しており，Klein-Gordon方程式が導かれるのと同様に Aµ に対する波動方程式が導かれる．

■Lagrangian密度 (300):L = −1
2 (∂µAν)(∂

µAν)から導かれる共役な場 (312):πµ = −Ȧµ 3.3.1節で述べた

ように，Fremiの提案した Lagrangian密度 (300):L = −1
2 (∂µAν)(∂

µAν)に対して共役な場が式 (312):πµ =

−Ȧµ で与えられることが次のように確かめられる．

πλ =
∂L

∂(∂0Aλ)
=− 2× 1

2
(∂µAν)

∂

∂(∂0Aλ)
(∂µAν)

=− (∂µAν)δ0µδ
λ
ν

=− ∂0Aλ

=− ∂0Aλ.

9.3.2 自由電磁場の正準量子化 (補足)

■調和振動子の交換関係 (314)と正準交換関係 (313) 計算は Klein-Gordon場の場合と似たものになる．

展開係数を電磁場で表す 3.3.2節で述べたように，電磁場に対する正準交換関係 (313)が展開係数に対する

交換関係 (314) になることを確かめる．そのために電磁場を用いて展開係数を表すことを考える．自由スカ

ラー場に対する議論 [26, p.35]を参考にすると，

k ≡ (ωk,k), ωk ≡ |k|, f
←→
∂ µg ≡ f∂µg − (∂µf)g
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として電磁場に対する結論

ar(k) =− iζr
1

(2V ωk)1/2
εrµ(k)

∫
d3xeik·x

←→
∂ 0A

µ(x)

=iζr
1

(2V ωk)1/2
εrµ(k)

∫
d3xeik·x{πµ(x) + iωkA

µ(x)}, (738)

a †
r (k) =iζr

1

(2V ωk)1/2
εrµ(k)

∫
d3xe−ik·x

←→
∂ 0A

µ(x)

=− iζr
1

(2V ωk)1/2
εrµ(k)

∫
d3xe−ik·x{πµ(x)− iωkA

µ(x)} (739)

にたどり着く (r については和をとらない，式 (312):πµ = −Ȧµ)．
実際，例えば式 (738)は次のように確かめられる．まず一辺 L，体積 V = L3 の立方体領域に関する周期境

界条件の下で許される波数ベクトル k = 2π
L (nは整数を成分に持つベクトル)に対して，eik·x/

√
V の規格直

交性 ∫
d3x

V
ei(k−k′)·x = δkk′ (740)

が成り立つことに注意する．すると式 (738)において∫
d3xeik·x

←→
∂ 0A

µ(x)

=

∫
d3xeik·x{Ȧµ(x)− iωkA

µ(x)}

=

∫
d3xeik·x

∑
k′,s

(
1

2V ωk′

)1/2

ε µ
s (k′)

×
[
as(k

′)(−iωk′)e−ik
′·x + a †

s (k′)(iωk′)eik
′·x − iωk

{
as(k

′)e−ik
′·x + a †

s (k′)eik
′·x
}]

∵ 式 (303), (304), (305) : Aµ(x) =
∑
k′,s

(
1

2V ωk′

)1/2

ε µ
s (k′)

{
as(k

′)e−ik
′·x + a †

s (k′)eik
′·x
}

=

∫
d3xeik·x

∑
k′,s

(
1

2V ωk′

)1/2

ε µ
s (k′)

{
−ias(k′)(ωk + ωk′)ei(k−k

′)·x + ia †
s (k′)(−ωk + ωk′)ei(k+k

′)·x
}

=
∑
k′,s

(
V

2ωk′

)1/2

ε µ
s (k′)

{
−ias(k′)(ωk + ωk′)δkk′ei(ωk−ωk′ )t + ia †

s (k′)(−ωk + ωk′)δk,−k′ei(ωk+ωk′ )t
}

(∵式 (740), t ≡ x0)

=
∑
s

(
V

2ωk

)1/2

ε µ
s (k){−ias(k)}2ωk

=− i(2V ωk)
1/2
∑
s

ε µ
s (k)as(k)

なので，偏極ベクトルの正規直交性 (308):

εrµ(k)ε
µ
s (k) = −ζrδrs
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を用いると

− iζr
1

(2V ωk)1/2
εrµ(k)

∫
d3xeik·x

←→
∂ 0A

µ(x)

=− ζr
∑
s

{εrµ(k)ε µ
s (k)}as(k)

=ζr
∑
s

(ζrδrs)as(k)

=ar(k) : (738) (∵ ζr = ±1, (ζr)2 = 1)

を得る．同様に式 (738)の Hermite共役をとった式 (739)が成り立つことを確かめられる．

ところで展開係数 ar(k), a
†
r (k)の表式 (738),(739)は見掛け上，時刻 x0 に依る．そこでこれらが実際には

時刻 x0 に依らないことを確かめておこう．ar(k)の式 (738)の時刻 x0 による微分

∂0

[
iζr

1

(2V ωk)1/2
εrµ(k)

∫
d3xeik·x {πµ(x) + iωkA

µ(x)}
]

=iζr
1

(2V ωk)1/2
εrµ(k)

∫
d3x∂0

[
eik·x

{
−Ȧµ(x) + iωkA

µ(x)
}]

(∵ 式 (312) : πµ = −Ȧµ)

において電磁場 Aµ が波動方程式 Äµ −∇2Aµ = 0を満たすことを用いると∫
d3x∂0

{
eik·x(−Ȧµ + iωkA

µ)
}

=

∫
d3xeik·x

{
iωk(−Ȧµ + iωkA

µ) + (−Äµ + iωkȦ
µ)
}

=−
∫

d3xeik·x(Äµ + ω 2
k Aµ)

=−
∫

d3xeik·x(∇2 + ω 2
k )Aµ

=−
∫

d3xeik·x{(ik)2 + ω 2
k }Aµ (部分積分した)

=0

なので ar(k)の式 (738)は時刻 x0 に依らない．同様に a †
r (k)の式 (739)が時刻 x0 に依らないことも確かめ

られる．

展開係数の交換関係 (314)の導出 さて，展開係数を電磁場で表した式 (738),(739)を用いて，電磁場に対す

る正準交換関係 (313)から展開係数に対する交換関係 (314)を導こう．式 (738),(739)は右辺が時刻 x0 に依

らないから，これらを用いて得られる

[ar(k), a
†
s (k′)]

=− i2ζrζs
1

2V (ωkωk′)1/2
εrµ(k)εsν(k

′)

∫
d3xd3x′ei(k·x−k

′·x′)[πµ(x) + iωkA
µ(x), πν(x′)− iωk′Aν(x′)]

の右辺は時刻 x0, x′
0 に依らない．そこでこれを同時刻 x0 = x′

0 ≡ tで評価すると

[πµ(x) + iωkA
µ(x), πν(x′)− iωk′Aν(x′)]

=[πµ(x, t), πν(x′, t)]− iωk′ [πµ(x, t), Aν(x′, t)] + iωk[A
µ(x, t), πν(x′, t)] + (iωk)(−iωk′)[Aµ(x, t), Aν(x′, t)]

=− gµν(ωk + ωk′)δ(x− x′)

(∵ 同時刻交換関係 (313) : [Aµ(x, t), Aν(x′, t)] = 0, [πµ(x, t), πν(x′, t)] = 0, [Aµ(x, t), πν(x′, t)] = igµνδ(x− x′))
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なので上式は

[ar(k), a
†
s (k′)] = − 1

V

ωk + ωk′

2(ωkωk′)1/2
ζrζsg

µνεrµ(k)εsν(k
′)ei(ωk−ωk′ )t

∫
d3xd3x′e−i(k·x−k′·x′)δ(x− x′)

となる．右辺の空間積分は∫
d3xd3x′e−i(k·x−k′·x′)δ(x− x′) =

∫
d3xe−i(k−k′)·x = V δkk′ (∵ 式 (740))

となるから，

[ar(k), a
†
s (k′)] =

ωk + ωk′

2(ωkωk′)1/2
ζrζsg

µνεrµ(k)εsν(k
′)ei(ωk−ωk′ )tδkk′

を得る．右辺には δkk′ があるため，その前の因子を k = k′ で評価すると

[ar(k), a
†
s (k′)]

=− ζrζs {gµνεrµ(k)εsν(k)} δkk′

=− ζrζs(−ζrδrs)δkk′ (∵ 式 (308) : εrµ(k)ε
µ
s (k) = −ζrδrs)

=ζsδrsδkk′ : (314) (∵ ζr = ±1, (ζr)2 = 1)

を得る．同様に展開係数に対する交換関係 (314)の残りの 2式

[ar(k), as(k
′)] = 0, [a †

r (k), a †
s (k′)] = 0

も導ける．

逆証 逆に調和振動子の交換関係 (314)から正準交換関係 (313)を導くことは容易である．例えば，

[Aµ(x, t), Ȧν(x′, t)]

=
∑
r,s

∑
k,k′

1

2V
√
ωkωk′

εµr (k)ε
ν
s (k

′)(−iωk′)

×
{
−[ar(k), a †

s (k′)]e−i(k·x−k
′·x′) + [a †

r (k), as(k
′)]ei(k·x−k

′·x′)
}

=i
∑
r,k

1

2V
(ζrε

µ
r (k)ε

ν
r (k))

(
eik·(x−x′) + e−ik·(x−x′)

)
(∵ 式 (314)，x, x′は同時刻)

=i
∑
r

1

V
(−gµν)eik·(x−x′)

(∵ 式 (309)，第 2項で− k→ kと置換)

=− igµνδ(x− x′).

■非同時刻交換関係 [Aµ(x), Aν(y)]の式 (315)の導出 3.3.2節における非同時刻交換関係 [Aµ(x), Aν(y)]の

式 (315) を，実 Klein-Gordon 場に対する計算 [10, pp.53–54] を参考にして確かめる．まず生成演算子どう

し，消滅演算子どうしは交換するから

[Aµ(x), Aν(y)] = [Aµ+(x), Aν−(y)] + [Aµ−(x), Aν+(y)]
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となる．右辺第 1項は

[Aµ+(x), Aν−(y)] =
1

2V

∑
k,k′,r,s

1

(ωkωk′)1/2
ε µ
r (k)ε ν

s (k′)[ar(k), a
†
s (k′)]e−i(k·x−k

′·y)

(∵ 電磁場の Fourier展開 (303), (304), (305))

=
1

2V

∑
k

1

ωk

{∑
r

ζrε
µ
r (k)ε ν

s (k)

}
e−ik·(x−y)

(∵ 交換関係 (314) : [ar(k), a
†
s (k′)] = ζrδrsδkk′)

=− gµν

2V

∑
k

1

ωk
e−ik·(x−y)

(∵ 偏極ベクトルの完全性の条件 (309))

と計算できる．後の都合のためにこれ以降は V →∞の極限をとった結果を示すことにする．今，波数空間の
体積要素 ∆3k の中には周期境界条件の下で許される波数ベクトル k =

2π

L
nを (波数空間の)位置ベクトルに

持つ点が
∆3k

(2π/L)3
個含まれるため (nは整数を成分に持つベクトル)，近似的に

∑
k

→
∑ ∆3k

(2π/L)3

(∑
は体積要素∆3k についての和

)
と置き換わり，V →∞の極限で

1

V

∑
k

→
∫

d3k

(2π)3

となることに注意すると

[Aµ+(x), Aν−(y)] =− 1

2
gµν

∫
d3k

(2π)3ωk
e−ik·(x−y) ≡ −igµν∆+(x− y), (741)

∆+(x) ≡− i

2

∫
d3k

(2π)3ωk
e−ik·x : (292)

を得る．よって

[Aµ−(x), Aν+(y)] =− [Aν+(y), Aµ−(x)] = igµν∆+(y − x) (742)

≡− igµν∆−(x− y), (743)

∆−(x) ≡−∆+(−x) = i

2

∫
d3k

(2π)3ωk
eik·x : (293)

となるから式 (315):

[Aµ(x), Aν(y)] =− igµν∆(x− y) = iDµν(x− y),

∆(x) ≡∆+(x) + ∆−(x) = −
∫

d3k

(2π)3ωk
sin(k · x),

Dµν ≡− gµν∆(x)

が導かれる．
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■Feynmanの光子伝播関数 (316)の導出 導出は Klein-Gordon場の場合と似たものになる．

⟨0|T{Aµ(x)Aν(x′)}|0⟩ =

{
⟨0|Aµ(x)Aν(x′)|0⟩ (t > t′)

⟨0|Aν(x′)Aµ(x)|0⟩ (t < t′)

=θ(t− t′) ⟨0|Aµ(x)Aν(x′)|0⟩+ θ(t′ − t) ⟨0|Aν(x′)Aµ(x)|0⟩

である．ところで上で得た結果

[Aµ+(x), Aν−(x′)] = −igµν∆+(x− x′)

を用いると，

−igµν∆+(x− x′) = ⟨0|[Aµ+(x), Aν−(x′)]|0⟩ = ⟨0|Aµ+(x), Aν−(x′)|0⟩ = ⟨0|Aµ(x), Aν(x′)|0⟩

が成り立つ．よって式 (316):

⟨0|T{Aµ(x)Aν(x′)}|0⟩ =− igµν∆F(x− x′),
∆F(x− x′) ≡θ(t− t′)∆+(x− x′) + θ(t′ − t)∆−(x− x′)

を得る．

■占有数表示 Nr(k)の固有方程式 3.3.2節で述べたように，状態 (318):

|· · · , nr(k), · · ·⟩ = C

∏
k′,s

a †
s (k′)ns(k

′)

 |0⟩
が占有数演算子 (317):

Nr(k) = ζra
†
r (k)ar(k)

の固有値 nr(k)に属する固有状態であることを示す．

Nr(k) |· · · , nr(k), · · ·⟩ = Cζr

{∏′
a †
s (k′)ns(k

′)
}
a †
r (k)ar(k)a

†
r (k)nr(k) |0⟩

(
∏′ は (k′, s)( ̸= (k, r))についての積)において，

ar(k)a
†
r (k) =a †

r (k)ar(k) + [ar(k), a
†
r (k)]

=a †
r (k)ar(k) + ζr (∵交換関係 (314))

を繰り返し用いて ar(k)を a †
r (k)nr(k) の右側に移動すると

a †
r (k)ar(k)a

†
r (k)nr(k) |0⟩ =

{
a †
r (k)nr(k)+1ar(k) + nr(k)ζra

†
r (k)nr(k)

}
|0⟩

=nr(k)ζra
†
r (k)nr(k) |0⟩ (∵ ar(k) |0⟩ = 0)

となる．よって占有数演算子 Nr(k)の固有方程式

Nr(k) |· · · , nr(k), · · ·⟩ =(ζr)
2nr(k)

C∏
k′,s

a †
s (k′)ns(k

′)

 |0⟩
=nr(k) |· · · , nr(k), · · ·⟩ (∵ ζr = ±1, (ζr)2 = 1)

を得るから，示された．
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■Hamiltonian の式 (319),(320) の導出 3.3.2 節で述べたように，自由電磁場の系の Hamiltonian が生成・

消滅演算子を用いて式 (319),(320)のように表されることを確かめる．あらかじめ計算の方針を以下に示して

おく．

• Hamiltonianの定義式に電磁場の Fourier展開 (303),(304),(305)を代入する．

– 2種類の波数ベクトル k,k′，2種類の偏極の指数 r, sについての和が現れる．

– Hamiltonian密度の位置 x依存性が指数関数 e±i(k±k′)·x になる (複号任意)．

• 位置 xに関する積分を実行する．
– δk,±k′ が現れる．

• k′ についての和をとる．
– 展開に現れる 2種類の偏極ベクトル εrµ(k), ε

µ
s (k′)の引数が kに統一され，

εrµ(k)ε
µ
s (k)が現れる．

• 偏極ベクトルの正規直交性 (308)を用いる．

– δrs が現れる．

• sについての和をとる．

さて，以上の流れに沿って Hamiltonianを具体的に計算しよう．

H =

∫
d3x(πµȦµ − L)

=

∫
d3x

{
−ȦµȦµ +

1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ)

}
(
式 (311) : L = −1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ), 式 (312) : πµ = −Ȧµ
)

=

∫
d3x

[
−
∑

k,k′,r,s

1

2V
√
ωkωk′

εrµ(k)ε
µ
s (k′)

× {ar(k)(−iωk)e
−ik·x + a †

r (k)(iωk)e
ik·x}{as(k′)(−iωk′)e−ik

′·x + a †
s (k′)(iωk′)eik

′·x}

+
1

2

∑
k,k′,r,s

1

2V
√
ωkωk′

εrµ(k)ε
µ
s (k′)

× {ar(k)(−ikν)e−ik·x + a †
r (k)(ikν)e

ik·x}{as(k′)(−ik′
ν
)e−ik

′·x + a †
s (k′)(ik′

ν
)eik

′·x}
]

(∵ 電磁場の Fourier展開 (303), (304), (305))

=

∫
d3x

∑
k,k′,r,s

1

2V
√
ωkωk′

εrµ(k)ε
µ
s (k′)

(
ωkωk′ − 1

2
kνk

′ν
)

× {ar(k)e−ik·x − a †
r (k)eik·x}{as(k′)e−ik

′·x − a †
s (k′)eik

′·x}

において ∫
d3x

V
{ar(k)e−ik·x − a †

r (k)eik·x}{as(k′)e−ik
′·x − a †

s (k′)eik
′·x}

=

∫
d3x

V

{
ar(k)as(k

′)e−i(ωk+ωk′ )tei(k+k′)·x

− ar(k)a †
s (k′)e−i(ωk−ωk′ )tei(k−k′)·x

− a †
r (k)as(k

′)ei(ωk−ωk′ )te−i(k−k′)·x
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+ a †
r (k)a †

s (k′)ei(ωk+ωk′ )te−i(k+k′)·x
}

(x ≡ (t,x))

=ar(k)as(k
′)e−i(ωk+ωk′ )tδk,−k′

−ar(k)a †
s (k′)e−i(ωk−ωk′ )tδkk′

−a †
r (k)as(k

′)ei(ωk−ωk′ )tδkk′

+a †
r (k)a †

s (k′)ei(ωk+ωk′ )tδk,−k′ (∵ 式 (740))

であり，k′ = ∓kのとき

kνk
′ν = ω 2

k ±k2 =

{
2ω 2

k (k′ = −kに対して)

0 (k′ = kに対して)
, ∴ ωkωk′−1

2
kνk

′ν =

{
0 (k′ = −kに対して)

ω 2
k (k′ = kに対して)

となることに注意すると

H =
∑

k,k′,r,s

1

2
√
ωkωk′

εrµ(k)ε
µ
s (k′)

×
{
ar(k)as(k

′)e−i(ωk+ωk′ )tδk,−k′

− ar(k)a †
s (k′)e−i(ωk−ωk′ )tδkk′

− a †
r (k)as(k

′)ei(ωk−ωk′ )tδkk′

+ a †
r (k)a †

s (k′)ei(ωk+ωk′ )tδk,−k′

}
=−

∑
k,r,s

1

2
ωkεrµ(k)ε

µ
s (k){ar(k)a †

s (k) + a †
r (k)as(k)}

=
∑
k,r,s

1

2
ωkζrδrs{ar(k)a †

s (k) + a †
r (k)as(k)} (∵式 (308) : εrµ(k)ε

µ
s (k) = −ζrδrs)

=
∑
k,r

1

2
ωkζr{ar(k)a †

r (k) + a †
r (k)ar(k)} : (319)

を得る．

さらに交換関係 (314)を用いて

ar(k)a
†
r (k) = a †

r (k)ar(k) + [ar(k), a
†
r (k)] = a †

r (k)ar(k) + ζr

と書き換えると，式 (320):

H =
∑
k,r

ωkζra
†
r (k)ar(k) +

1

2

∑
k,r

ωk (∵ ζr = ±1, (ζr)2 = 1)

を得る．

■スカラー光子，縦波光子 3.3.2 節で述べたように，条件式 (322):∂µA
µ+ |Ψ⟩ = 0 が式 (323):{a3(k) −

a0(k)} |Ψ⟩ = 0に書き換えられることを確かめる．条件式 (322)に Aµ+ の定義式 (304)を代入すると

0 = ∂µA
µ+(x) |Ψ⟩ =

∑
k,r

(
1

2V ωk

)1/2

ε µ
r (k)ar(k)(−ikµ)e−ik·x |Ψ⟩
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となる．ここで式 (306)のスカラー偏極，式 (307)の横偏極，縦偏極に対して，最右辺における µ, rに関する

和は ∑
r

kµε
µ
r (k)ar(k) =

∑
r

{
ωkε

0
r (k)− k · εr(k)

}
ar(k)

=ωka0(k)− |k|a3(k)
=− ωk{a3(k)− a0(k)}

となるから，全ての kに対して式 (323):

{a3(k)− a0(k)} |Ψ⟩ = 0

が成り立つ．

次にエネルギー期待値の式 (324)を導こう．Hamiltonianの式 (321):

H =
∑
k,r

ωkζra
†
r (k)ar(k)

により

⟨Ψ|H|Ψ⟩ =
∑
k

ωk ⟨Ψ|
∑
r

ζra
†
r (k)ar(k)|Ψ⟩

=
∑
k

ωk

[
⟨Ψ|

2∑
r=1

a †
r (k)ar(k)|Ψ⟩+ ⟨Ψ|

{
a †
3 (k)a3(k)− a †

0 (k)a0(k)
}
|Ψ⟩

]

となる．ところが式 (323):{a3(k)− a0(k)} |Ψ⟩ = 0を用いると，最右辺において

⟨Ψ|
{
a †
3 (k)a3(k)− a †

0 (k)a0(k)
}
|Ψ⟩

= ⟨Ψ|
[
a †
3 (k) {a3(k)− a0(k)}+

{
a †
3 (k)− a †

0 (k)
}
a0(k)

]
|Ψ⟩

=0

となるから式 (324):

⟨Ψ|H|Ψ⟩ = ⟨Ψ|
∑
k

2∑
r=1

ωka
†
r (k)ar(k)|Ψ⟩

を得る．

9.4 場の Lorentz変換とスピノル (補足)

9.4.1 無限小変換 (補足)

■行列Mρσ の交換関係 (326)の確認 行列Mρσ の定義式 (325):

(Mρσ)
µ
ν ≡ i(δµρgσν − δµσgρν)
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より交換子 [Mµν ,Mρσ]の (α, β)成分は

([Mµν ,Mρσ])
α
β

=(Mµν)
α
γ(Mρσ)

γ
β − (Mρσ)

α
γ(Mµν)

γ
β

=i2{(δαµgνγ − δανgµγ)(δγρgσβ − δγσgρβ)− (µ↔ ρ, ν ↔ σ)}
=− (δαµgνρgσβ − δαµgνσgρβ − δανgµρgσβ + δανgµσgρβ)

+ (δαρgσµgνβ − δαρgσνgµβ − δασgρµgνβ + δασgρνgµβ)

=gµρ(δ
α
νgσβ − δασgνβ)− gνρ(δαµgσβ − δασgµβ)− gµσ(δανgρβ − δαρgνβ) + gνσ(δ

α
µgρβ − δαρgµβ)

=− i{gµρ(Mνσ)
α
β − gνρ(Mµσ)

α
β − gµσ(Mνρ)

α
β + gνσ(Mµρ)

α
β}

と計算される．これは交換関係 (326)を意味する．

9.4.2 Lorentz群の表現 (補足)

■演算子 J ,K の交換関係 (330)の導出 Lorentz変換の生成子 M̂ρσ が満たす交換関係 (328)，および演算子

J ,K の定義式

Ji ≡
1

2
εijkM̂

jk, Ki ≡ M̂i0(= −M̂0i)

を思い出そう．すると

[Ji, Jj ] =
1

4
εiklεjmn[M̂

kl, M̂mn]

=− i

4
εiklεjmn(gkmM̂ln − glmM̂kn − gknM̂lm + glnM̂km)

=
i

4
εiklεjmn(δkmM̂ln − δlmM̂kn − δknM̂lm + δlnM̂km)

=
i

4
{(δijδln − δinδlj)M̂ln + (δijδkn − δinδkj)M̂kn + (δijδlm − δimδlj)M̂lm + (δijδkm − δimδkj)M̂km}

=
i

4
× 4× (−M̂ji) (M̂ijは反対称)

=iM̂ij

=iεijkJk,

[Ji,Kj ] =
1

2
εikl[M̂kl, M̂j0]

=− i

2
εikl(gkjM̂l0 − gljM̂k0 − gk0M̂lj + gl0M̂kj)

=
i

2
εikl(δkjM̂l0 − δljM̂k0)

=
i

2
(εijlM̂l0 − εikjM̂k0)

=iεijlM̂l0

=iεijkKk,

[Ki,Kj ] =[M̂i0, M̂j0]

=− i(gijM̂00 − g0jM̂i0 − gi0M̂0j + g00M̂ij)

=− iM̂ij

=− iεijkJk

となって，交換関係 (330)を得る．
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■演算子A,B の交換関係 (331)の導出 演算子

A ≡ 1

2
(J + iK), B ≡ 1

2
(J − iK)

に対して

[Ai, Aj ] =
1

4
([Ji, Jj ] + i[Ji,Kj ] + i[Ki, Jj ] + (+i)2[Ki,Kj ]),

[Bi, Bj ] =
1

4
([Ji, Jj ]− i[Ji,Kj ]− i[Ki, Jj ] + (−i)2[Ki,Kj ]),

[Ai, Bj ] =
1

4
([Ji, Jj ]− i[Ji,Kj ] + i[Ki, Jj ] + (+i)(−i)[Ki,Kj ])

であり，ここに交換関係 (330):

[Ji, Jj ] = −[Ki,Kj ] = iεijkJk, [Ji,Kj ] = [Ki, Jj ] = iεijkKk

を代入すると，式 (331):

[Ai, Aj ] = iεijkAk, [Bi, Bj ] = iεijkBk, [Ai, Bj ] = 0

が得られる．

9.4.3 SL(2,C)スピノル (補足)

■式 (332)の行列 aの行列式が 1であることの証明 この証明は非相対論的量子力学において，空間回転の際

に 2成分に作用する行列 e−iσ·nϕ/2 の行列式が 1であることの確認 (8.8.4節)と同様にできる．今の場合，行

列 (332):
a = eib·σ

において b ≡ θ+iω
2 は複素ベクトルである．この場合にも (σ · b) = b2 は正しいので (式 (257)と見比べよ)，

演算子の指数関数 aは

a = f(b2) + i(b · σ)g(b2), f(b2) ≡ 1− 1

2!
b2 +

1

4!
(b2)2 − · · · , g(b2) ≡ 1− 1

3!
b2 +

1

5!
(b2)2 − · · ·

と展開される．Pauli行列の成分

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
を思い出すと

a =

(
f + ib3g i(b1 − ib2)g

i(b1 + ib2)g f − ib3g

)
となるので，行列式は

deta = f2 + b2g2

と表される．ここで複素数 b =
√
b2 を導入すると f(b2) = cos b, bg(b2) = sin bとなるから，

deta = cos2 b+ sin2 b = 1

である．
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■2∗ スピノル ηα̇ が表現 (A,B) = (1/2, 0)の場である理由 3.4.4節で述べたように，2∗ スピノル ηα̇ は表現

(A,B) = (1/2, 0)の場であることを説明する．3.4.4節の議論より，任意の表現 D(A), D(B)に対して

D(Λ̂) = exp(iθ ·D(J) + iω ·D(K))

であることは正しい．ところがこれは 2∗ スピノル ηα̇ に対しては

a∗ β̇
α̇ =

[
exp

(
−iθ · σ

∗

2
− ω · σ

∗

2

)] β̇

α̇

なので， 
−σ

∗

2
= D(J) = D(A) +D(B)

i
σ∗

2
= D(K) = −i{D(A) +D(B)}

∴

D(A) = −σ
∗

2
D(B) = 0

と同定される．ここからこれは (A,B) = (1/2, 0)の表現であると考えられる．

これは η =

(
η1̇

η2̇

)
の代わりに，3.4.5節で導入する ηα̇ = ϵα̇β̇ηβ̇ を基本的な量と考えれば正当化できる (ϵα̇β̇

は 2階反対称テンソルであり，ϵ1̇2̇ = 1)．2∗ スピノル ηα̇ の変換則 (334):η′ = a∗η は，改めてとった基本量

ϵη =

(
η1̇

η2̇

)
に対しては

(ϵη′) = (ϵa∗ϵ−1)(ϵη)

となる．よって変換係数 a∗ の中でD(J), D(K)は，したがってD(A), D(B)はそれぞれ ϵDϵ−1 に置き換わ

る (無限小変換を考えよ)．ところが Pauli行列に対して直接確かめられるように

ϵ(−σ ∗
2 )ϵ−1 =

(
0 1
−1 0

)(
0 −i
i 0

)(
0 −1
1 0

)
=

(
0 −i
i 0

)
= σ2, etc. i.e. ϵ(−σ∗)ϵ−1 = σ (744)

なので，
D(A)→ σ

2
, D(B)→ 0

となる．これは (A,B) = (1/2, 0)の表現であることが明瞭である．

9.4.4 スピノル算法 (補足)

■同種のスピノルの縮約 (335)がスカラーであることの証明 一般に 2× 2行列

M =

(
a b
c d

)
に対して

M−1 =
1

detM

(
d −b
−c a

)
, ϵMT ϵT =

(
0 1
−1 0

)(
a c
b d

)(
0 −1
1 0

)
=

(
d −b
−c a

)
なので，

ϵMT ϵT = (detM)M−1 (745)

が恒等的に成立する．
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さて，(下付き添字を持つ)点なしスピノルをまとめて

ξ =

(
ξ1
ξ2

)
, Ξ =

(
Ξ1

Ξ2

)
と表記すると，今考えている量 (335):ϵαβξβΞα は ξT ϵTΞと表される．変換則 (333):ξ′ = aξ にしたがってこ

れを変換すると

(ξT ϵTΞ)′ =(ξTaT )ϵT (aΞ)

=ξT (ϵT ϵ)aT ϵT (aΞ)

=ξT ϵT (ϵaT ϵT )(aΞ)

=ξT ϵTΞ (∵ 上式 (745) : ϵaT ϵT = (deta)a−1，deta = 1)

となるので，縮約 ξαΞα = ϵαβξβΞα = −ξβΞβ はスカラーである．ηα̇Hα̇ = −ηα̇H α̇ がスカラーであることも

同様に理解できる．

■式 (337)の確認 第 1式 1
2 tr(σ̄

µσν) = δµν について，(µ, ν) = (0, 0)のときには両辺が 1となるので，これ

は成立する．また σ̄i = −σ̄i = σi なので，(µ, ν) = (0, i), (i, 0)のとき左辺はいずれも 1
2 tr(σi) = 0となるか

ら，与式は成立している．最後に

1

2
tr(σ̄iσj) =

1

2
tr(σiσj) =

1

2
δijtr(1) = δij

より，(µ, ν) = (i, j)のときにも与式は成立する．以上より第 1式が確認できた．

第 2式
(σµ)αβ̇(σ̄µ)

γ̇δ = 2δδαδ
γ̇

β̇

の確認に移ろう．σµ = (1,−σ) = σ̄µ より，左辺はスピノル添字の対 α, β と γ, δ の入れ替えに関して対称で

ある．具体的には

σ0 = σ̄0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 = σ̄1 =

(
0 −1
−1 0

)
, σ2 = σ̄2 =

(
0 i
−i 0

)
, σ3 = σ̄3 =

(
−1 0
0 1

)
である．これらに注意すると，与式の左辺は表 7のように成分計算される．左辺は α = δ かつ β = γ のとき

2であり，それ以外のときは 0となるから，与式は成立している．

■式 (339)の導出 無限小変換の場合を考えれば充分である．すると

aσνa
† ≃

(
1 +

i

2
θkσk −

1

2
ωkσk

)
σν

(
1 +

i

2
θlσl −

1

2
ωlσl

)
≃σν +

i

2
θk[σk, σν ]−

1

2
ωk{σk, σν}

となる．ここで Pauli行列の交換関係と反交換関係

[σi, σj ] = 2iεijkσk, {σi, σj} = 2δij

を思い出すと，

aσνa
† ≃

{
1− ωkσk (ν = 0)

σi − εkilθkσl − ωi (ν = i)
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表 7 (σµ)αβ̇(σ̄µ)
γ̇δ の成分計算

α β γ δ (σµ)αβ̇(σ̄µ)
γ̇δ

① 1 1 1 1 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 + (−1) · (−1) = 2

② 1 1 1 2 1 · 0 + 0 · (−1) + 0 · i+ (−1) · 0 = 0

③ 1 1 2 1 1 · 0 + 0 · (−1) + 0 · (−i) + (−1) · 0 = 0

④ 1 1 2 2 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 + (−1) · 1 = 0

⑤ 1 2 1 1 ②に同じ → 0

⑥ 1 2 1 2 0 · 0 + (−1) · (−1) + i · i+ 0 · 0 = 0

⑦ 1 2 2 1 0 · 0 + (−1) · (−1) + i · (−i) + 0 · 0 = 2

⑧ 1 2 2 2 0 · 1 + (−1) · 0 + i · 0 + 0 · 1 = 0

⑨ 2 1 1 1 ③に同じ → 0

⑩ 2 1 1 2 ⑦に同じ → 2

⑪ 2 1 2 1 0 · 0 + (−1) · (−1) + (−i) · (−i) + 0 · 0 = 0

⑫ 2 1 2 2 0 · 1 + (−1) · 0 + (−i) · 0 + 0 · 1 = 0

⑬ 2 2 1 1 ④に同じ → 0

⑭ 2 2 1 2 ⑧に同じ → 0

⑮ 2 2 2 1 ⑫に同じ → 0

⑯ 2 2 2 2 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 + 1 · 1 = 2

が得られる．他方，

σµΛ
µ
ν ≃σµ(δµν + εµν)

=

{
1 + σiϵ

i0 (ν = 0)

σi − ϵ0i − σkϵki (ν = i)

=

{
1− ωkσk (ν = 0)

σi − ωi + εkilθlσk (ν = i)

であり，最右辺において εkilθlσk = εlikθkσl = −εkilθkσl と書き換えられる．これらを等置して式 (339):

σµΛ
µ
ν = aσνa

†

を得る．

■Vµ の式 (340)の第 2，第 3の等号について まず式 (340):

Vµ = ξα(σµ)αβ̇η
β̇ = ξα(ϵ

Tσµϵ)
αβ̇ηβ̇ = ξα(σ̄

T
µ )αβ̇ηβ̇

の第 2の等号は，

Vµ = ξα(σµ)αβ̇η
β̇ = (ϵαγξγ)(σµ)αβ̇(ϵ

β̇δ̇ηδ̇) = ξγ{ϵαγ(σµ)αβ̇ϵ
β̇δ̇}ηδ̇ = ξγ(ϵ

Tσµϵ)
γδ̇ηδ̇

と確かめられる．
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第 3 の等号の確認に移ろう．既に言及した公式 (744):ϵ(−σ∗)ϵT = σ を両辺転置し，ϵT = −ϵ および
Hermite性 σ† = σ を用いると

ϵTσϵ = −σT

を得る．これと ϵTσ0ϵ = ϵT ϵ = 1を合わせると

ϵTσµϵ = (1,−σT ) = σ̄ T
µ

とまとめられるので，確かに第 3の等号が成り立っている．

■式 (340)の Vµ は 4元ベクトルとして変換することの証明 ここでは点なし・点付きスピノルのいずれにつ

いても，下付き添字を持つ成分をまとめて

ξ =

(
ξ1
ξ2

)
, η =

(
η1̇
η2̇

)
と表記すると，Vµ = ξα(ϵ

Tσµϵ)
αβ̇ηβ̇ :(340)は

Vµ = ξT ϵσµϵη

と書ける．スピノルの変換則 (333):ξ′ = aξ，(334):η′ = a∗η により，これは Lorentz変換に際して

V ′
µ = (ξTaT )(ϵTσµϵ)(a

∗η) = ξT (ϵT ϵ)aT ϵTσµϵa
∗(ϵT ϵ)η = ξT ϵT (ϵaT ϵT )σµ(ϵa

∗ϵT )ϵη

と変換する．ここで公式 (745):ϵMT ϵT = (detM)M−1 を M = a, a† とおいて適用し，deta = 1，それ故

det(a†) = 1であることを用いると，上式最右辺において

ϵaT ϵT = a−1, ϵa∗ϵT = ϵ(a†)T ϵT = (a†)−1

となる．
V ′

µ = ξT ϵT {a−1σµ(a
†)−1}ϵη. (746)

ところで式 (339)を Λ→ λ−1, a→ a−1 として書き下すと

a−1σµ(a
−1)† = (Λ−1)νµσν

である．ここで aa−1 = a−1a = 1の Hermite共役をとった式

(a−1)†a† = a†(a−1)† = 1

は，(a−1)† が a† の逆行列であることを示している．

(a−1)† = (a†)−1.

以上より上式 (746)は 4元共変ベクトルの変換則

V ′
µ = ξT ϵT {(Λ−1)νµσν}ϵη = (Λ−1)νµ(ξ

T ϵTσνϵη) = (Λ−1)νµVν

になる．
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■σµν 行列の式 (344)の確認 行列 σµ, σ̄µ, σµν の定義式 (336)，(343):

σµ ≡ (1,σ), σ̄µ ≡ (1,−σ), (σµν) ≡
i

2
(σµσ̄ν − σν σ̄µ)

および Pauli行列の交換関係 [σi, σj ] = 2iεijkσk より，

σij =
i

2
(σiσ̄j − σj σ̄i) = −

i

2
[σi, σj ] = εijkσk,

σi0 =
i

2
(σiσ̄0 − σ0σ̄i) = iσi

となる．これらは式 (344):
(σ23, σ31, σ12) = σ, (σ10, σ20, σ30) = iσ

を意味する．

■ξα の Lorentz変換 (345)の確認 ξα の Lorentz変換 (333):ξ′α(x
′) = a β

α ξβ(x)における変換行列

a = [exp{iθ ·D(J) + iω ·D(K)}]

に

D(J) =
σ

2
=

1

2
(σ23, σ31, σ12), D(K) = i

σ

2
=

1

2
(σ10, σ20, σ30)

および
θ = −(ε23, ε31, ε12), ω = (ε10, ε20, ε30)

を代入すると，

a = exp

[
− i
2
{(ε12σ12 + ε23σ23 + ε31σ31) + (ε10σ10 + ε20σ20 + ε30σ30)}

]
= exp

(
− i
4
εµνσµν

)
となる．よって式 (345)が得られる．

■ηα̇ の Lorentz変換 (346)の確認 スピノル ηα̇ の変換則 (333):η′α̇ = a∗ β̇
α̇ ηβ̇ は

η′
α̇
= ϵα̇β̇η′β̇ = ϵα̇β̇a∗ γ̇

β̇
ηγ̇ = ϵα̇β̇a∗ γ̇

β̇
(ϵT ϵ) δ̇

γ̇ ηδ̇ = (ϵα̇β̇a∗ γ̇

β̇
ϵT γ̇ε̇)ϵ

ε̇δ̇ηδ̇ = (ϵa∗ϵT )α̇ε̇η
ε̇ = (ϵa∗ϵT )α̇

β̇
ηβ̇

と書き換えられる．ここで式 (345)の行列の指数関数 a = exp
(
− i

4ε
µνσµν

)
を定義する Taylor展開を考える

と，最右辺において

ϵa∗ϵT = ϵ

[
exp

(
− i
4
εµνσµν

)]∗
ϵT = exp

(
+
i

4
εµν(ϵσ ∗

µν ϵ
T )

)
となる．さらに式 (344):

(σ23, σ31, σ12) = σ, (σ10, σ20, σ30) = iσ

および公式 (745)の帰結 ϵ(−σ∗)ϵT = σ を思い出すと，ϵσ ∗
µν ϵ

T について

ϵσ ∗
ij ϵ

T =εijkϵσ
∗
k ϵ

T = −εijkσk = −σij ,
ϵσ ∗
i0 ϵ

T =− iϵσiϵT = iσi = σi0
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である．ところが式 (344):
σij = εijkσk, σi0 = iσi

を同様に得られる関係
σ̄ij = εijkσk, σ̄i0 = −iσi

と比較すると，
(σij)

β̇
α̇ = (σ̄ij)

α̇
β̇
. (σi0)

β̇
α̇ = −(σ̄i0)α̇β̇

が見出される．よって上式は
(ϵσ ∗

µν ϵ
T )α̇

β̇
= −(σ̄µν)α̇β̇

とまとめられる．以上よりスピノル ηα̇ の変換則 (346):

η′
α̇
(x′) =

[
exp

(
− i
4
εµν σ̄µν

)]α̇
β̇

ηβ̇(x)

が得られる．

9.5 Dirac場 (補足)

9.5.1 スピノル表示の Dirac場と Dirac方程式 (補足)

■式 (355)と等価な Dirac場の Lagrangian密度 Lagrangian密度

L′ =
i

2
ψ̄γµ
←→
∂ µψ −mψ̄ψ (747)

(ただし f
←→
∂ µg ≡ f∂µg − (∂µf)g)は

L′ =
i

2
ψ̄γµ
←→
∂ µψ −mψ̄ψ

=
i

2
{ψ̄γµ∂µψ − (∂µψ̄γ

µ)ψ} −mψ̄ψ

=
i

2
{2ψ̄γµ∂µψ − ∂µ(ψ̄γµψ)} −mψ̄ψ

と書き換えられる．ここで古典論において既に学んだように (1.3.2 節)，最右辺における 4 元発散の項

∂µ(ψ̄γ
µψ)は落とすことができるから，これは Lagrangian密度 (355):

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ

と等価である．

■Dirac場の Lagrangian密度 (747)が Lorentzスカラーであることの確認 式 (355) と等価な Lagrangian密

度 (747):

L′ =
i

2
ψ̄γµ
←→
∂ µψ −mψ̄ψ

が Lorentzスカラーであることを，スピノル ξα, η
α̇ の変換性に立ち戻って説明する．

Lagrangian密度 (747):

L′ =
i

2
ψ̄γµ
←→
∂ µψ −mψ̄ψ
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の第 1項は運動項と呼ばれ，これは

Lk ≡ i
2
ψ†γ0γµ

←→
∂ µψ

=
i

2

(
(ξα)

∗ (ηα̇)∗
)(0 1

1 0

)(
0 (σµ)αβ̇

(σ̄µ)α̇β 0

)
←→
∂ µ

(
ξβ
ηβ̇

)
=
i

2

{
(ξα)

∗(σ̄µ)α̇β
←→
∂ µξβ + (ηα̇)∗(σµ)αβ̇

←→
∂ µη

β̇
}

と書き換えられる．この項が Lorentzスカラーとなっていることは，次のように理解できる．3.4.4節で述べ

たように，点付きスピノルの複素共役 (ηα̇)∗ は点無しスピノル (η∗)α の変換性を持ち，逆に点なしスピノルの

複素共役 (ξα)
∗ は点付きスピノル (ξ∗)α̇ の変換性を持つ．そこで

(ηα̇)∗ = (η∗)α, (ξα)
∗ = (ξ∗)α̇

と書いて右辺の量を定義することが許される．すると例えば η に関する項

(ηα̇)∗(σµ)αβ̇
←→
∂ µη

β̇ = (ηα̇)∗(σµ)αβ̇∂µη
β̇ − {∂µ(ηα̇)∗}(σµ)αβ̇η

β̇

について，右辺第 1項は η∗α(σµ)αβ̇∂µη
β̇ と書ける．ここから微分演算子 ∂µ を除いた量は，4元反変ベクトル

として変換することを 9.4.4節で証明した．微分演算子 ∂µ を含めて同様に変換則を調べれば，全体として 4

元反変ベクトルと共変ベクトル ∂µ の縮約から作られる Lorentzスカラーの変換性が得られることが分かる．

また上式第 2項は第 1項の複素共役となっている．

{η∗α(σµ)αβ̇∂µη
β̇}∗ = {∂µ(ηβ̇)∗}(σµ)∗αβ̇η

α = {∂µ(η∗)β}(σµ)βα̇ηα̇ = {∂µ(ηα̇)∗}(σµ)αβ̇η
β̇ .

(第 2の等号では σµ の Hermite性を用いた．) さらに ξ の項についてもまったく同様に議論できるから，運

動項 Lk 全体が Lorentzスカラーである．

Lagrangian密度 (747)の第 2項は Dirac質量項と呼ばれ，

LmD ≡−mψ†γ0ψ

=−m
(
(ξα)

∗ (ηα̇)∗
)(0 1

1 0

)(
ξα
ηα̇

)
=−m

{
(ηα̇)∗ξα + (ξα)

∗ηα̇
}

=−m{(η∗)αξα + (ξ∗)α̇η
α̇}

と書き換えられる．最右辺は同種スピノル間の縮約となっているから，スカラーであることが明白である

(3.4.5節)．

以上より Dirac場の Lagrangian密度 (747)は Lorentzスカラーである．

■Dirac行列 (347)が性質 (348)，(349)を満たすことの確認 Dirac行列 (347)に対して

γµγν =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
0 σν

σ̄ν 0

)
=

(
σµσ̄ν 0
0 σ̄µσν

)
なので，4次元 Pauli行列の性質 (338):

σµσ̄ν + σν σ̄µ = σ̄µσν + σ̄νσµ = 2gµν

を想起すると反交換関係 (348):{γµ, γν} = 2gµν を得る．
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また Dirac行列 (347)に対して

γµ† =

(
0 (σ̄µ)†

(σµ)† 0

)
=

(
0 σ̄µ

σµ 0

)
, γ0γµγ0 =

(
0 1
1 0

)(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
0 σ̄µ

σµ 0

)
となるので，式 (349):γµ† = γ0γµγ0 が満たされる．

(γ0)2 = 1より，式 (349)の µ = 0成分は γ0† = γ0 を意味する．また空間成分 µ = j = 1, 2, 3は

γj† = γ0γjγ0 = {γ0, γj}γ0 − γj(γ0)2 = 2g0jγ0 − γj = −γj

となる．

■γ 行列の交換関係 (350)の確認 γ 行列の反交換関係 (348)の導出過程で得た

γµγν =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
0 σν

σ̄ν 0

)
=

(
σµσ̄ν 0
0 σ̄µσν

)
と σµν , σ̄µν 行列の定義式 (343)により，交換関係 (350):

σµν ≡ i

2
[γµ, γν ] =

(
(σµν) β

α 0
0 (σ̄µν)α̇

β̇

)
を得る．

■γ5 の具体的な表示 (351)の確認

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = i

(
0 1
1 0

)(
0 −σ1
σ1 0

)(
0 −σ2
σ2 0

)(
0 −σ3
σ3 0

)
=

(
−σ1σ2σ3 0

0 σ1σ2σ3

)
において，σij = δij + iεijkσk より

σ1σ2σ3 = (iσ3)σ3 = i

なので，式 (351):

γ5 =

(
1 0
0 −1

)
を得る．

■Diracスピノルに作用する行列 Aの性質 (353)の導出 最初に式 (340)の Vµ が 4元ベクトルとして変換す

ることを証明する際に見たように，

ϵaT ϵT = a−1, ϵa∗ϵT = ϵ(a†)T ϵT = (a†)−1, (a−1)† = (a†)−1

および
a−1σµ(a

−1)† = (Λ−1)νµσν

の関係があることを思い出しておこう．
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さて，式 (352)で定義した Aの成分を 2× 2のブロックに分けて書くと，

A =exp

(
− i
4
εµνσµν

)
(このσµνは 4× 4の行列)

= exp

[
− i
4
εµν

(
σµν 0
0 σ̄µν

)]
(このσµν , σ̄µνは 2× 2の行列)

=

(
exp

(
− i

4ε
µνσµν

)
0

0 exp
(
− i

4ε
µν σ̄µν

)) (
∵
(
σµν 0
0 σ̄µν

)n
=

(
(σµν)

n 0
0 (σ̄µν)

n

))
=

(
a 0
0 ϵaT ϵT

)
(∵ 式 (345), (346))

=

(
a 0
0 a†−1

)
∴ A† =

(
a† 0
0 a−1

)
となる．よって

ĀγµA = (γ0A
†γ0)γµA =

(
0 1
1 0

)(
a† 0
0 a−1

)(
0 1
1 0

)(
0 σµ

1σ̄µ 0

)(
a 0
0 a†−1

)
=

(
0 a−1σµa

†−1

a†σ̄µa 0

)
と計算できる．最右辺の行列について，右上のブロックは (Λ−1)νµσν である．左下のブロックについては，

式 (340)における ϵTσµϵ = σ̄ T
µ を用いると

a†σ̄µa =a†(ϵTσµϵ)
Ta = a†ϵTσ T

µ ϵa = ϵT (ϵa†ϵT )σ T
µ (ϵaϵT )ϵ = ϵT (ϵa†ϵT )σ T

µ (ϵa†ϵT )†ϵ

=ϵT (a†−1)Tσ T
µ (a−1)T ϵ

となる．これは

(Λ−1)νµσ̄ν = (Λ−1)νµ(ϵ
Tσνϵ)

T = (Λ−1)νµϵ
Tσ T

ν ϵ = ϵT (a−1σµa
†−1)T ϵ = ϵT (a†−1)Tσ T

µ (a−1)T

に一致する．以上より

ĀγµA = (Λ−1)νµ

(
0 σν
σ̄ν 0

)
= (Λ−1)νµγν , ∴ ĀγµA = (Λ−1) µ

ν γν

を得る．

最後に (Λ−1) µ
ν = Λµν の関係があることに注意する [26, p.2]．実際，計量テンソルの Lorentz変換

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ

の両辺に gτρ を掛けて ρで和をとると，

δτσ = (gτρgµνΛ
µ
ρ)Λ

ν
σ = Λ τ

ν Λνσ, ∴ Λ τ
ν = (Λ−1)τν

が見出される．こうして式 (353):ĀγµA = Λµνγ
ν に到達する．

■Dirac スピノルについて双一次の基本量に対する Lorentz 変換性 (354) の証明 Dirac スピノルの変換則

(352):ψ′ = Aψ より，共役な場は

ψ̄′ = ψ′†γ0 = (Aψ)†γ0 = ψ†A†γ0 = (ψ†γ0)(γ0A†γ0) = ψ̄Ā
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と変換する．ここで式 (353)の証明で確認したように

A =

(
a 0
0 a†−1

)
であり，ここから Āは Aの逆行列に他ならないこと

Ā = (γ0A
†γ0) =

(
0 1
1 0

)(
a† 0
0 a−1

)(
0 1
1 0

)
=

(
a−1 0
0 a†

)
= A−1

が導かれる．

するとまず ψ̄ψ は
ψ̄′ψ′ = (ψ̄Ā)(Aψ) = ψ̄ψ

と変換するので，Lorentzスカラーである．

次に ψ̄γ5ψ は

ψ̄′γ5ψ
′ =(ψ̄Ā)γ5(Aψ)

=ψ̄i(Āγ0A)(Āγ1A)(Āγ2A)(Āγ3A)ψ

=Λ0
µΛ

1
νΛ

2
ρΛ

3
σψ̄(iγ

µγνγργσ)ψ (∵ 式 (353))

と変換する．ここで相異なる γ 行列は反交換するので

γµγνγργσ = εµνρσγ0γ1γ2γ3

と書けることに気付くと，

ψ̄′γ5ψ
′ =(εµνρσΛ0

µΛ
1
νΛ

2
ρΛ

3
σ)ψ̄(iγ

0γ1γ2γ3)ψ

=det(Λ)ψ̄γ5ψ

を得る．ところが Lorentz変換 x→ x′ では

det(Λ) ≡ det(Λµν) =
∂(x′)

∂(x)
=

∂(x)

∂(x′)
(= ±1)

なので，これは擬スカラーの変換則となっている．

この結果は応用しやすい公式
Āγ5A = det(Λ−1)γ5

にまとめられる．

ψ̄′γµψ′ =(ψ̄Ā)γµ(Aψ)

=Λµν(ψ̄γ
νψ),

ψ̄′γ5γ
µψ′ =(ψ̄Ā)γ5γ

µ(Aψ)

=ψ̄(Āγ5A)(Āγ
µA)ψ

=det(Λ−1)Λµν(ψ̄γ5γ
νψ),

ψ̄′σµνψ
′ =(ψ̄Ā)

i

2
[γµ, γν ](Aψ)

=ψ̄
i

2
(ΛµρΛ

ν
σ − ΛνρΛ

µ
σ)γ

ργσψ

=ΛµρΛ
ν
σψ̄

i

2
[γρ, γσ]ψ

=ΛµρΛ
ν
σ(ψ̄σρσψ)
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はそれぞれベクトル，擬 (軸性)ベクトル，2階テンソルの変換則となっている．

■Dirac方程式 (356)の導出 Dirac場の Lagrangian密度 (355)に対して，Euler-Langange方程式は Dirac

方程式 (356)

0 =∂µ
∂L

∂(∂µψ̄)
− ∂L
∂ψ̄

= − ∂

∂ψ̄
{ψ̄(i/∂ −m)ψ} = −(i/∂ −m)ψ,

0 =∂µ
∂L

∂(∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= partialµ

{
∂

∂(∂µψ)
(ψ̄i/∂ψ)

}
+m

∂

∂ψ
ψ̄ψ = i(∂µψ̄)γ

µ +mψ̄

を与える．例えば第 1式は，スピノル添字 α, β, γ, · · · を明記すると，Euler-Lagrange方程式 (37)は

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ̄α)
− ∂L
∂ψ̄α

= − ∂

∂ψ̄α
{ψ̄γ(i/∂ −m)γβψβ} = −(i/∂ −m)αβψβ

となる [10, pp.67–69] [20, pp.210–211]．

これら 2式の等価性は次のように確かめられる．まず Dirac方程式 iγµ∂µψ −mψ = 0の両辺の Hermite

共役をとり，式 (349):γµ† = γ0γµγ0 を用いると

0 = −i(∂µψ†)γµ† −mψ† = −i(∂µψ†)(γ0γµγ0)−mψ†

となる．右から γ0 を掛けると，随伴する Dirac方程式

i(∂µψ̄)γ
µ +mψ̄ = 0

を得る．

■Dirac方程式 (356)の共変性の直接的確認 式 (352):ψ′ = Aψ(および ψ̄′ = ψ̄Ā)，式 (353):ĀγµA = Λµνγ
ν

より，Dirac方程式 (356):
iγµ∂µψ −mψ = 0, i(∂µψ̄)γ

µ +mψ̄ = 0

の第 1式について，

iγµ∂µ
′ψ′ =iγµ{(Λ−1)ρµ∂ρ}(Aψ) = i(Λ−1)ρµA(Āγ

µA)(∂ρψ) = i(Λ−1)ρµA(Λ
µ
σγ

σ)(∂ρψ)

=A(iγρ∂ρψ)

となる．よって第 1式は Lorentz変換に対して共変的である．

iγµ∂µ
′ψ′ −mψ′ = A(iγµ∂µψ −mψ) = 0.

同様に第 2式について，

i(∂µ
′ψ̄′)γµ =i{(Λ−1)ρµ∂ρ}(ψ̄Ā)γµ = i(Λ−1)ρµ(∂ρψ̄)(Āγ

µA)Ā = i(Λ−1)ρµ(∂ρψ̄)(Λ
µ
σγ

σ)Ā

={i(∂ρψ̄)γρ}Ā

となるので，第 2式も Lorentz変換に対して共変的である．

i(∂µ
′ψ̄′)γµ +mψ̄′ = {i(∂µψ̄)γµ +mψ̄}Ā = 0.
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9.5.2 表示に依らない定式化 (補足)

■γ 行列の反交換関係 (348) が Dirac 場に対する Klein-Gordon 方程式を保証することの確認 Dirac 方程式

iγµ∂µψ = mψ の両辺に左から iγν∂ν を掛けると，

(iγν∂ν)(iγ
µ∂µ)ψ = m(iγν∂ν)ψ = m2ψ

となる．最左辺において ∂ν∂µ は添字 ν, µに関して対称なので，積 γνγµ の対称部分だけが最左辺に対して寄

与を持つ：

−1

2
{γν , γµ}∂ν∂µψ = m2ψ.

反交換関係 (348):{γµ, γν} = 2gµν により，これは Klein-Gordon方程式

(□+m2)ψ = 0

になる．

■Dirac場の角運動量 (358)の導出 場の角運動量テンソルの一般式 (50):

Mαβ =

∫
d3x

{
(xαT 0β − xβT 0α) + πrS

αβ
rs ϕs

}
において，エネルギー・運動量テンソルの一般式 (48):

T αβ =
∂L

∂(∂αϕr)

∂ϕr
∂xβ

− Lgαβ

は Dirac場に対して

T 0i =π∂iψ (π̄ = 0)

=− iψ†∂iψ (π = iψ†)

を与える．またDirac場の変換則 (357)より場の変換則 (46)において Sij = − i
2σ

ij と同定されるので，Dirac

場の角運動量は

M ij =

∫
d3x

{
(−i)ψ†(xi∂j − xj∂i)ψ + iψ†

(
− i
2
σij
)
ψ

}
, (∵ π̄ = 0)

∴M =

∫
d3xψ†(x){x× (−i∇)}ψ(x) +

∫
d3xψ†(x)

(
1

2
σ

)
ψ(x) : (358)

と計算される．

■電磁カレントの表式 (360)の導出 一般に場 ϕr(x)の変化 ϕr(x)→ ϕr(x) + δϕr(x)の下で Lagrangian密

度 Lが不変であるとき，
fα ≡ ∂L

∂(∂αϕr)
δϕr

は連続の式 ∂αf
α = 0 を満たし，保存する流れ (4 元流束密度) となる (1.3.2 節)．ε を無限小の定数とした

ゲージ変換

ψ → eiεψ ≃ (1 + iε)ψ ∴ δψ = iεψ,

ψ̄ → e−iεψ̄ ≃ (1− iε)ψ̄ ∴ δψ̄ = −iεψ̄
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に対する Lagrangian密度の不変性に付随するカレントは，

∂L
∂(∂αψ)

= iψ̄γα,
∂L

∂(∂αψ̄)
= 0

に注意すると
fα = (iψ̄γα)(iεψ) = −εψ̄γαψ

となる．定数係数を改めて，電磁カレント (360):

sα ≡ qψ̄γαψ

を得る．

■Dirac方程式から 4元電流密度 (360)に対する連続の式の導出 Dirac方程式

iγα∂αψ = mψ, i(∂αψ̄)γ
α = −mψ̄

を用いると，

∂αs
α = q∂α(ψ̄γ

αψ) = q{(∂αψ̄)γαψ + ψ̄γα∂αψ} =
q

i
{(−mψ̄)ψ + ψ̄(mψ)} = 0

となる．

■σp が (±γµpµ +m)と可換であることの確認

σp ≡
σ · p
|p|

=
pi
|p|

(
1

2
εijkσ

jk

)
=

ipi
4|p|

εijk[γ
j , γk],

∴[±/p+m,σp] = ±pµ
ipi
4|p|

εijk[γ
µ, [γj , γk]]

であり，j ̸= k の項だけが寄与を持つ．このため γj と γk を反交換して

[γj , γk] = γjγk − γkγj → 2γjγk

と置き換えても，上式の値は変わらない．すると恒等式 (163):

[AB,C] = A{B,C} − {A,C}B

の助けも借りて，

[γµ, [γj , γk]]→ 2[γµ, γjγk] = 2({γj , γµ}γk − γj{γk, γµ}) = 4(γkgjµ − γjgkµ) = 4(γjδµk − γ
kδµj)

とできるので，

[±/p+m,σp] = ±i
pi
|p|
εijk(γ

jpk − γkpj) = ±
2i

|p|
εijkpipkγ

j = 0

を得る．最後の等号では添字 i, k に関して εijk が反対称であるのに対し，pipk は対称であることを考慮した．
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■式 (361)からスピノルの直交性 (363)第 2式の導出 式 (361):

(/p−m)ur(p) = 0, (/p+m)vr(p) = 0

の第 2式より
u †
r (p)(p0γ

0 − piγi +m)vs(−p) = 0 (748)

を得る．また第 1式から
v †
s (−p)(p0γ0 + piγ

i −m)ur(p) = 0

が得られ，Hermite共役をとると

u †
r (p)(p0γ

0 − piγi −m)vs(−p) = 0 (749)

となる．{(式 (748))− (式 (749))}/2mを作るとスピノルの直交性 (363)の第 2式

u †
r (p)vs(−p) = 0

が導かれる．

■γ5 の満たす性質 (364)の証明 γ 行列の表示に依らない性質

{γµ, γν} = 2gµν , γµ† = γ0γµγ0

に基づいて次のように証明できる．

まず第 1式 {γ5, γµ} = 0について，γµ は γ5 = iγ0γ1γ2γ3 において自分自身と等しい行列 γµ とは交換す

る (すり抜ける)のに対し，それ以外の 3つの γ 行列とは反交換するから，

γµγ5 = γµ(iγ0γ1γ2γ3) = −γ5γµ, ∴ {γ5, γµ} = 0.

次に第 2式 (γ5)2 = 1について，相異なる γ 行列は反交換し，また

(γ0)2 = 1, (γi)2 = −1 (iで和をとらない)

となることから，
(γ5)2 = i2(γ0γ1γ2γ3)(γ0γ1γ2γ3) = −(γ0)2(γ1)2(γ2)2(γ3)2 = 1

を得る．

最後に第 3式 γ5† = γ5 は，γ0 が Hermiteであり γi が反 Hermiteであることに注意して

γ5† = −iγ3†γ2†γ1†γ0† = iγ3γ2γ1γ0 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5

と確かめられる．

■σij の表式 (365)の証明 相異なる γ 行列は反交換するので，i ̸= j に対して

[γi, γj ] = γiγj − γjγi = 2γiγj , ∴ σij =
i

2
[γi, γj ] = iγiγj

である．他方，

−γ0γ5γk = −iγ0(γ0γ1γ2γ3)γk = −iγ1γ2γ3γk =


iγ2γ3 (k = 1)

iγ3γ1 (k = 2)

iγ1γ2 (k = 3)
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であり (第 3の等号は (γk)2 = −1(k で和をとらない)による)，これらを等置して式 (365):

σij = −γ0γ5γk

を得る．

■公式 (366)–(370)の導出 これらの公式は“縮約”されている 2つの γ 行列に挟まれた行列の個数が 1つ

少ない公式へと帰着させることで，逐次的に導くことができる．実際，まず反交換関係 {γµ, γν} = 2gµν の両

辺に gµν を掛け，µ, ν について和をとると，最初の公式 (366):γµγ
µ = 4を得る．これを用いて，

γλγ
αγλ =− γλγλ + γλ{γα, γλ}

=− 4γα + γλ2g
αλ (∵ 式 (366))

=− 2γα : (367),

γλγ
αγβγλ =− γλγαγλγβ + γλγ

α2gβλ

=2{γα, γβ} (∵ 式 (367))

=4gαβ : (368),

γλγ
αγβγγγλ =− γλγαγβγλγγ + γλγ

αγβ2gγλ

=− 4gαβγγ + 2γγγαγβ (∵式 (368))

=− 4gαβγγ + 2γγ(−γβγα + 2gαβ)

=− 2γγγβγα : (369),

γλγ
αγβγγγδγλ =− γλγαγβγγγλγδ + γλγ

αγβγγ2gδλ (∵ 式 (369))

=2(γδγαγβγγ + γγγβγαγδ) : (370)

とできる．

■γ 行列の積のトレース公式 3.5.1 節に挙げた γ 行列の積のトレースに対する公式 (371),(372),(373) を導

こう．

証明の準備として次のことに注意する．まず任意の n× n行列 U, V に対して

tr(UV ) =
∑
i

∑
j

UijVji =
∑
j

∑
i

VjiUij = tr(V U) (750)

である．また
γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3

を導入すると，これは

{γµ, γ5} =0 (µ = 0, 1, 2, 3), (751)

(γ5)2 =1 (752)

を満たす [10, pp.250–251]．

実際，γ5 が γµ(µ = 0, 1, 2, 3)と反交換すること (751):{γµ, γ5} = 0は次のように理解できる．すなわち γ

行列 γµ は自分自身とは交換し，反交換関係 (348):{γµ, γν} = 2gµν により異なる γ 行列 γν(ν ̸= µ)とは反交

換する．このことを用いて積 γµγ5 における γµ を γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 の右側に移動すると γµγ5 = −γ5γµ と
なる．
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さらに式 (752):(γ5)2 = 1について，γ 行列の反交換関係 (348):{γµ, γν} = 2gµν によれば異なる γ 行列ど

うしは反交換するので

(γ5)2 =(iγ0γ1γ2γ3)(iγ0γ1γ2γ3)

= · · ·
=i2(γ0)2(γ1)2(γ2)2(γ3)2

となる．ここで再び反交換関係 (348):{γµ, γν} = 2gµν を考えると，これは

(γ0)2 = 1, (γi)2 = −1 (i = 1, 2, 3)

を意味するので式 (752):(γ5)2 = 1を得る．

以上を踏まえ，奇数個の γ 行列の積 γαγβ · · · γµγν のトレースがゼロになること (371):

tr(γαγβ · · · γµγν) = 0

を証明する．

tr(γαγβ · · · γµγν) =tr[(γ5)2γαγβ · · · γµγν ] (∵式 (752))

=tr(γ5γαγβ · · · γµγνγ5) (∵ 式 (750))

の最右辺の積 γ5γαγβ · · · γµγνγ5 において，反交換関係 (751)を用いて左端の γ5 を右端の γ5 の左隣まで移

動すると，γαγβ · · · γµγν は奇数個の γ 行列の積だから

γ5γαγβ · · · γµγνγ5 =− γαγβ · · · γµγν(γ5)2

=− γαγβ · · · γµγν (∵式 (752))

となる．よって

tr(γαγβ · · · γµγν) = −tr(γαγβ · · · γµγν), ∴ tr(γαγβ · · · γµγν) = 0 : (371)

を得る [10, pp.252–253]．

2個の γ 行列の積に対するトレースの公式 (372)の証明に移ろう．γ 行列の反交換関係 (348)は，正確には

4× 4の単位行列 I を用いて
{γα, γβ} = 2gαβI

と書ける．よって両辺のトレースをとり

tr{γα, γβ} =tr(γαγβ) + tr(γβγα) = 2tr(γαγβ), (∵ 式 (750))

trI =4

に注意すると公式 (372):tr(γαγβ) = 4gαβ を得る．

後の公式 (373)の証明の見通しを良くするため，以上の証明を次のように書き換えられることに注意する．

まず恒等式 (750)により
tr(γαγβ) = tr(γβγα)

である．ここで右辺において

γβγα = −γαγβ + {γα, γβ} = −γαγβ + 2gαβI (∵ 式 (348))
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と書き換えると再び公式 (372)が導かれる．

同様に 4個の γ 行列の積に対するトレースの公式 (373)を証明できる．実際，恒等式 (750)により

tr[γα(γβγγγδ)] = tr[(γβγγγδ)γα]

である．ここで右辺の積 (γβγγγδ)γα において，反交換関係 (348)を用いて右端の γα を左端に戻すと

(γβγγγδ)γα

=− γαγβγγγδ + {γα, γβ}γγγδ − γβ{γα, γγ}γδ + γβγγ{γδ, γα}

=− γαγβγγγδ + 2gαβγγγδ − 2gαγγβγδ + 2gαδγβγγ

となるので

tr(γαγβγγγδ)

=gαβtr(γγγδ)− gαγtr(γβγδ) + gαδtr(γβγγ)

=4(gαβgγδ − gαγgβδ + gαδgβγ) : (373) (∵ 式 (372) : tr(γαγβ) = 4gαβ)

を得る．

■式 (374)の証明

σαβAαBβ =
i

2
[γα, γβ ]AαBβ =

i

2
(/A /B − /B /A)

より，式 (374)は

/A /B = A ·B +
1

2
(/A /B − /B /A) = 2A ·B − /B /A

を意味する．ところが {γα, γβ} = 2gαβ の両辺を AαBβ と縮約すると

/A /B + /B /A = 2A ·B

となるから，上式は成り立っている．

■スピノルの直交関係 (376)の導出 式 (376)はユニタリー変換に対して不変だから，特定の表示で証明でき

れば十分である．そこでスピノル表示

γ0 =

(
0 1
1 0

)
を利用する．証明は静止系 (p = 0)を経由して行うことができる．

ur(p) =

(
uAr (p)
uBr (p)

)
, vr(p) =

(
vAr (p)
vBr (p)

)
と書くと，静止系 (p = 0)では

0 =(/p−m)ur = (mγ0 −m)ur = m

(
−1 1
1 −1

)
ur = m

(
−uAr + uBr
uAr − uBr

)
,

0 =(/p+m)vr = (mγ0 +m)ur = m

(
1 1
1 1

)
vr = m

(
vAr + vBr
vAr + vBr

)
となるから，uAr = uBr ≡ Ur, vAr = −vBr ≡ Vr とできる．
これを踏まえ，まず第 1式

ūr(p)us(p) = −v̄r(p)vs(p) = δrs
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を導出しよう．正規直交関係 (363)の第 1式

u †
r (p)us(p) = v †

r (p)vs(p) =
Ep

m
δrs

は静止系では
2U †

r Us = 2V †
r Vs = δrs

となる．ところが静止系では
ūrus = 2U †

r Us, v̄rvs = −2V †
r Vs

と計算されるから，
ūrus = δrs, v̄rvs = −δrs

でなければならない．ところが左辺の ψ̄ψ という形の積は Lorentzスカラーであることを，我々は既にスピノ

ルの変換則に基づいて証明してある (式 (354)の箇所を参照)．よって任意の座標系で

ūr(p)us(p) = −v̄r(p)vs(p) = δrs

が成立する (右辺の δrs における r, sは Lorentz添字ではないことに注意)．

同様に第 2式
ūr(p)vs(p) = v̄r(p)us(p) = 0

も示される．実際，静止系において

ūrvs = −U †
r Vs + U †

r Vs = 0, v̄rus = V †
r Us − V †

r Us = 0

は既に自動的に満たされており，これを再び任意の座標系に移せば良い．

■u, v-スピノルに対する完全性の条件 (377) の説明・導出 任意のスピノルの p 成分は，u, v-スピノルを用

いて
Ψ(p) =

∑
r

{Ψ(u)
r (p)ur(p) + Ψ(v)

r (p)vr(p)} (753)

と展開できる．実際，スピノルの正規直交関係 (376)により展開係数を

Ψ(u)
r = ūrΨ, Ψ(v)

r = −v̄rΨ (754)

と定めることができる (煩わしい引数 pを省略した)．この事実は，完全性の条件 (377)として表すことがで

きる．それを示すために，展開係数の表式 (754)をもとの式 (753)に代入して

Ψ =
∑
r

{(ūrΨ)ur − (v̄rΨ)vr}

と書く．あるいはスピノル添字を明記すると

Ψα =
∑
r

(ūrβΨβurα − v̄rβΨβvrα) =

[∑
r

(ūrβurα − v̄rβvrα)

]
Ψβ

となるので，最右辺において式 (377): ∑
r

(urαūrβ − vrαv̄rβ) = δαβ

が成り立つ．
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■エネルギー射影演算子の表式 (381)の導出 完全性の関係 (377)より式 (381):

Λ±
αβ(p) =Λ±

αγ(p)δγβ

=Λ±
αγ(p)

2∑
r=1

[urγ(p)ūrβ(p)− vrγ(p)v̄rβ(p)]

=


∑
r

urα(p)ūrβ(p) (複号の+に対して)

−
∑
r

vrα(p)v̄rβ(p) (複号の−に対して)

を得る．最後の等号は射影演算子の性質 (379)，(380)による．

■式 (382)の導出 σ 2
p = 1を証明しさえすれば十分である．この目的のためには，σij の式 (365)が便利で

ある．これを用いると

σp =
p · σ
|p|

=
pk

|p|
(−γ0γ5γk),

∴ σ 2
p =

pkpl

|p|2
(γ0γ5γk)(γ0γ5γl) = −p

kpl

|p|2
(γ0)2(γ5)2γkγl = −p

kpl

|p|2
γkγl

となる．ここで

pkγk =/p− p0γ0,

∴ (pkγk)2 =/p
2 − p0{/p, γ0}+ (p0)2(γ0)2

=p2 + (p0)2 − p0pµ · 2g0µ (∵ 式 (375) : /p
2
= p2)

=p2 − (p0)2

=− |p|2

なので，σ 2
p = 1を得る．

■式 (383)の導出 ここでは σp の表式として σij の式 (365)を利用する代わりに，

σp =
pi

|p|

(
1

2
εijkσ

jk

)
=

ipi

4|p|
εijk[γ

j , γk] =
ipi

2|p|
εijkγ

jγk

と書こう．すると

[Λ+(p),Π±(p)] =
±1
4m

[/p, σp], [Λ−(p),Π±(p)] =
∓1
4m

[/p, σp]

において

[/p, σp] =
ipi

2|p|
εijk[/p, γ

jγk]

であり，右辺の

[/p, γjγk] = pµ({γµ, γj}γk − γj{γµ, γk}) = 2pµ(g
µjγk − γjgµk) = 2(pjγk − pkγj)

は εijk と同様，j, k について反対称なので

[/p, σp] = 2i
pi

|p|
εijkp

jγk
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となる．添字 i, j について pipj は対称であり，εijk は反対称なので，これはゼロになる．よって式 (383):

[Λ±(p),Π±(p)] = 0 (複号任意)

が成立する．

■質量ゼロの極限におけるヘリシティ演算子の表式 (384)の理由 m = 0の極限では p0 = |p|であり，wr(p)
を ur(p), vr(p)のいずれかとすると式 (361):

(/p−m)ur(p) = 0, (/p+m)vr(p) = 0

は次のようになる．
γ0|p|wr(p) = −γkpkwr(p) = γkpkwr(p).

左から γ5γ0 をかけて式 (365):σij = −γ0γ5γk を用いると，

γ5wr(p) = σpwr(p)

を得る．よって m = 0の極限ではヘリシティ射影演算子 Π±(p) = (1± σp)/2の役割を，演算子 (384):(1±
γ5)/2が果たす．

■右手型と左手型の場に対する運動方程式 (385) の導出 Dirac 方程式に射影演算子 PL, PR を作用させる．

式 (364){γµ, γ5} = 0により PL,R = 1
2 (1∓ γ5)に対して PL,Rγ

µ = γµPR,L なので

0 = PL,R(i/∂ −m)ψ = (i/∂PR,L −mPL,R)ψ = i/∂ψR,L −mψL,R

となるから，運動方程式 (385)を得る．

■カイラル位相変換と軸性ベクトルカレント (補足) γ5 は Hermite なので (式 (364) 参照)，カイラル位相

変換

ψ(x) → ψ′(x) = exp(iαγ5)ψ(x), ψ†(x) → ψ†′(x) = ψ†(x) exp(−iαγ5)

はユニタリー変換である．Lagrangian密度 L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ における第 1項は

iψ̄γµ∂µψ → i(ψ†e−iαγ5)γ0γµ∂µ(e
iαγ5ψ)

=iψ†(e−iαγ5γ0γµeiαγ5)∂µψ

=iψ†(−γ0e−iαγ5 + {e−iαγ5 , γ0})(−eiαγ5γµ + {eiαγ5 , γµ})∂µψ

=iψ†γ0(e−iαγ5eiαγ5)γµ∂µψ

=iψ̄γµ∂µψ

と変換し，不変に留まる．ただし第 3の等号では式 (364):{γµ, γ5} = 0を用いた．同様に考えると第 2項は

mψ̄ψ → m(ψ†e−iαγ5)γ0(eiαγ5ψ) = −mψ̄ψ

と変換し，符号を変える．以上より L は質量ゼロの極限においてのみ，カイラル位相変換に関して不変と
なる．

これに付随する，保存されるカレントを調べよう．無限小のカイラル位相変換による場の変化は

δψ = iαγ5ψ, δψ̄ = ψ†(−iαγ5)γ0 = iαγ5ψ̄
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なので，保存するカレントは

fµ =
∂L

∂(∂µψ)
δψ +

∂L
∂(∂µψ̄)

δψ̄ = (iψ̄γµ)(iαγ5ψ) = −αJµA,

JµA =ψ̄γµγ5ψ

と計算される．この JµA が軸性ベクトルであることについては，式 (354))を参照．

9.5.3 自由 Dirac場の正準量子化 (補足)

■正準反交換関係 (388)と展開係数の反交換関係 (389)

展開係数を Dirac場で表す 3.5.3節で述べたように，Dirac場に対する正準反交換関係 (388)が展開係数に対

する反交換関係 (389)になることを確かめる．準備として Dirac場を用いて展開係数を表すと

cr(p) =

(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xu †

r (p)eip·xψ(x), (755)

c †
r (p) =

(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xψ†(x)ur(p)e

−ip·x, (756)

dr(p) =

(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xψ†(x)vr(p)e

ip·x, (757)

d †
r (p) =

(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xv †

r (p)e−ip·xψ(x) (758)

となる [26, p.44]．実際，例えば cr(p)に対する式 (755)は次のように確かめられる．あらかじめ計算の方針

を以下に示しておく．

• Dirac場の Fourier展開 (386)，(387)を代入する．

– 運動量ベクトル p′，スピン状態の指数 sについての和が現れる．

– 位置 x依存性が指数関数 e±i(p±p′)·x になる (複号任意)．

• 位置 xに関する積分を実行する．
– δp,±p′ が現れる．

• p′ についての和をとる．
– スピノル ur, u

†
r , vr, v

†
r の引数が ±pとなる．

• スピノル ur, vr の正規直交関係 (363)を用いる．

– δrs が現れる．

• sについての和をとる．

さて，以上の流れに沿って計算を進めると，(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xu †

r (p)eip·xψ(x)

=

(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xu †

r (p)eip·x
∑
p′,s

(
m

V Ep′

)1/2 {
cs(p

′)us(p
′)e−ip

′·x + d †
s (p′)vs(p

′)eip
′·x
}

(∵ 式 (386))

=u †
r (p)

∑
p′,s

m

(EpEp′)1/2

{
cs(p

′)us(p
′)ei(Ep−Ep′ )tδpp′ + d †

s (p′)vs(p
′)ei(Ep+Ep′ )tδp,−p′

}
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(∵ 式 (740)，t ≡ x0)

=u †
r (p)

m

Ep

∑
s

{
cs(p)us(p) + d †

s (−p)vs(−p)e2iEpt
}

=
∑
s

cs(p)δrs (∵ 式 (363))

=cr(p)

となって，式 (755)が導かれる．同様に式 (756)，(757)，(758)が成り立つことを確かめられる．c †
r (p)の式

(756)，d †
r (p)の式 (758)はそれぞれ cr(p)の式 (755)，dr(p)の式 (757)の両辺の Hermite共役をとったも

のとなっている．

ところで展開係数の表式 (755)，(756)，(757)，(758)は見掛け上，時刻 x0 に依る．そこでこれらが実際に

は時刻 x0 に依らないことを確かめておこう．cr(p)の式 (755)の x0 による微分

∂0

{(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xūr(p)γ

0eip·xψ(x)

}
=

(
m

V Ep

)1/2 ∫
d3xūr(p)γ

0eip·x(iEp + ∂0)ψ(x)

において，Dirac方程式

0 = (iγµ∂µ −m)ψ = (iγ0∂0 + iγj∂j −m)ψ

⇔ γ0∂0ψ = −(γj∂j + im)ψ

を用いると ∫
d3xūr(p)γ

0eip·x(iEp + ∂0)ψ(x)

=

∫
d3xūr(p)e

ip·x(iγ0Ep − γj∂j − im)ψ(x)

=

∫
d3xūr(p)e

ip·xi(γ0Ep + γjpj −m)ψ(x) (部分積分した)

=0

となる．ただし最後の等号では式 (361)により

ūr(p)(/p−m) = 0

となることに注意した．よって cr(p)の式 (755)は時刻 x0 に依らない．同様に式 (756)，(757)，(758)が時

刻 x0 に依らないことを確かめられる．

展開係数の反交換関係 (389)の導出 さて，展開係数を Dirac場で表した式 (755)，(756)，(757)，(758)を

用いて，Dirac場に対する正準反交換関係 (388)から展開係数に対する反交換関係 (389)を導こう．式 (755)，

(756)は右辺が時刻 x0 に依らないから，これを用いて得られる

{cr(p), c †
s (p′)} = m

V (EpEp′)1/2

∫
d3xd3x′ei(p·x−p

′·x′)u †
r (p){ψ(x), ψ†(x′)}us(p′)
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の右辺は時刻 x0, x′
0 に依らない．そこでこれを同時刻 x0 = x′

0 ≡ tで評価すると，同時刻反交換関係 (388)

により {ψ(x), ψ†(x′)} = δ(x− x′)なので

{cr(p), c †
s (p′)}

=
m

V (EpEp′)1/2
ei(Ep−Ep′ )tu †

r (p)us(p
′)

∫
d3xe−i(p−p′)·x

=
m

(EpEp′)1/2
ei(Ep−Ep′ )tu †

r (p)us(p
′)δpp′

となる．最右辺には δpp′ があるため，その前の因子を p = p′ で評価すると

{cr(p), c †
s (p′)} = m

Ep
u †
r (p)us(p)δpp′

=δrsδpp′ (∵ 式 (363))

を得る．同様に式 (389)の残りの反交換関係を導ける．

■Dirac場のエネルギー (390)の導出 場の Hamiltonian H =
∫
d3x(πrϕ̇r − L)は Dirac場に対して

H =

∫
d3xψ̄(−iγj∂j +m)ψ

となる．場 ψ は Dirac方程式を満たすため，

(−iγj∂j +m)ψ = iγ0∂0ψ

と書き換えられることに注意し，正規順序化を施すと

H =

∫
d3xN[ψ̄(iγ0∂0)ψ]

=

∫
d3x

V

∑
r,s

∑
p,q

m

√
Eq

Ep
N[{dr(p)v †

r (p)e−ip·x + c †
r (p)u †

r (p)eip·x}{cs(q)us(q)e−iq·x − d †
s (q)vs(q)e

iq·x}]

=
∑
r,s

∑
p,q

m

√
Eq

Ep
N[dr(p)cs(q)v

†
r (p)us(q)δp,−qe

−i(Ep+Eq)t

− dr(p)d †
s (q)v †

r (p)vs(q)δpqe
−i(Ep−Eq)t

+ cr(p)cs(q)u
†
r (p)us(q)δpqe

i(Ep−Eq)t

− c †
r (p)d †

s (q)u †
r (p)vs(q)δp,−qe

i(Ep+Eq)t]

=
∑
r,s

∑
p

mN[−dr(p)d †
s (p) + c †

r (p)cs(p)]
Ep

m
δrs

=
∑
r,p

Ep[Nr(p) + N̄r(p)] : (390)

が得られる．
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■P の式 (391)の導出

P =− iℏ
∫

d3xN[ψ†∇ψ] (エネルギー・運動量の一般式 (44)による)

=− i
∫

d3xN

[∑
r,s

∑
p,q

m

V
√
EpEq

(dr(p)v
†
r (p)e−ip·x + c †

r (p)u †
r (p)eip·x)

× iq(cs(q)us(q)e−iq·x − d †
s (q)vs(q)e

iq·x)

]

=N

[∑
r,s

∑
p,q

m√
EpEq

q

× (dr(p)cs(q)v
†
r (p)us(q)δp,−qe

−i(Ep+Eq)t

− dr(p)d †
s (q)v †

r (p)vs(q)δpqe
−i(Ep−Eq)t

+ c †
r (p)cs(q)u

†
r (p)us(q)δpqe

i(Ep−Eq)t

− c †
r (p)d †

s (q)u †
r (p)vs(q)δp,−qe

i(Ep+Eq)t)

]

=N

[∑
r,s

∑
p �

��
m

Ep
p(−dr(p)d †

s (p) + c †
r (p)cs(p))

�
��Ep

m
δrs

]
=
∑
r,p

p(Nr(p) + N̄r(p)) : (391).

■Qの式 (392)の導出

Q =q

∫
d3xN[ψ†ψ] : (359)

=q

∫
d3xN

[∑
r,s

∑
p,q

m

V
√
EpEq

(dr(p)v
†
r (p)e−ip·x + c †

r (p)u †
r (p)eip·x)

× (cs(q)us(q)e
−iq·x + d †

s (q)vs(q)e
iq·x)

]

=qN

[∑
r,s

∑
p �

��
m

Ep
(dr(p)d

†
s (p) + c †

r (p)cs(p))
�
��Ep

m
δrs

]
=q
∑
r,p

(Nr(p)− N̄r(p)) : (392).

■Sp の固有方程式 (394)の導出 (Dirac場がスピン 1/2の粒子を記述することの証明)

Sp ≡
1

2

∫
d3xN[ψ†σpψ] : (393)

=
1

2

∫
d3xN

[∑
r,s

∑
p,q

m

V
√
EpEq

(−1)r+1(dr(p)v
†
r (p)e−ip·x + c †

r (p)u †
r (p)eip·x)

× (cs(q)us(q)e
−iq·x − d †

s (q)vs(q)e
iq·x)

]

=
ℏ
2

∑
r,p

(−1)r+1(Nr(p) + N̄r(p)) → Spの固有方程式 (394).
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■Majorana 表示での場の展開 (395) について 証明抜きに述べると，γ 行列の全成分が純虚数となるよう

な表示をとることができる．Majorana 表示の γ 行列 γµM はいずれも成分が純虚数である．このとき演算

子 (iγµM∂µ −m)は実だから，Dirac方程式の正エネルギー解を uMr(p)e
−ip·x/

√
V とすると，その複素共役

u∗Mr(p)e
ip·x/
√
V が負エネルギー解となる．

■場の演算子に対する反交換関係 (396)の導出 式 (396)はスピノル添字を明記すると，

{ψ±
α (x), ψ̄

∓
β (y)} = i(i/∂ +m)αβ∆

±(x− y)

の意味である．複号の上側について，左辺は 1
V

∑
k →

∫
d3k
(2π)3 とすると，場の展開係数の反交換関係 (389)

より

{ψ±
α (x), ψ̄

∓
β (y)} =

1

(2π)3

∑
r

∫
d3p

m

Ep
(ur(p)ūr(p))αβe

−ip·(x−y)

と計算される．一方，右辺は式 (292):∆+(x) ≡ − i
2

∫
d3k

(2π)3ωk
e−ik·x より

i(i/∂ +m)αβ∆
+(x− y) = 1

2(2π)3

∫
d3p

Ep
(/p+m)αβe

−ip·(x−y)

となる．これらはエネルギー射影演算子 (378)の満たす式 (381):

m
∑
r

(ur(p)ūr(p))αβ =
1

2
(/p+m)αβ

により一致する．複号の下側についても同様である．

9.5.4 スピン統計定理 (補足)

■交換関係で量子化された Dirac場のエネルギー (397)の導出 Dirac場のエネルギー (390)の導出過程にお

ける式
H =

∑
r,p

EpN[−dr(p)d †
r (p) + c †

r (p)cr(p)]

を正規順序化する際，生成・消滅演算子 d †
r (p), dr(p)を交換することになる．よって式 (397):

H =
∑
r,p

Ep[Nr(p)− N̄r(p)]

を得る．

■反交換関係で量子化された実 Klein-Gordon 場に対して，微視的因果律 (398) が破られることの確認 実

Klein-Gordon場の観測量 (式 (284),(286))はX ≡ (ϕ, ∂µϕ)の 2次形式

A = aijXiXj , B = bijXiXj

の形をしており，公式

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, [AB,C] = A{B,C} − {A,C}B

を利用すると，交換子
[A(x), B(y)] = aijbkl[(XiXj)x, (XkXl)y]
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を

[Xi(x), Xj(y)] i.e. [ϕ(x), ϕ(y)],
∂

∂xµ
[ϕ(x), ϕ(y)],

∂

∂yµ
[ϕ(x), ϕ(y)],

∂

∂xµ
∂

∂yµ
[ϕ(x), ϕ(y)],

{Xi(x), Xj(y)} i.e. {ϕ(x), ϕ(y)}, ∂

∂xµ
{ϕ(x), ϕ(y)}, ∂

∂yµ
{ϕ(x), ϕ(y)}, ∂

∂xµ
∂

∂yµ
{ϕ(x), ϕ(y)}

の項へと分解することができる．よって微視的因果律 (398)が成り立つ条件は，

[ϕ(x), ϕ(y)] = 0 for (x− y)2 < 0

{ϕ(x), ϕ(y)} = 0 for (x− y)2 < 0

のいずれかが成り立つことである．

次に Klein-Gordon場を Fermi-Dirac統計に従うように反交換関係 {a(k), a†(k′)} = δkk′ , etc. で量子化す

ると，上のどちらの条件も成立しないことを示す．まず 1つ目の条件 [ϕ(x), ϕ(y)] = 0について，

[ϕ(x), ϕ(y)] =[ϕ+(x), ϕ−(y)] + [ϕ−(x), ϕ+(y)]

=
∑
k,k′

1

2V (ωkωk′)1/2

{
[a(k), a†(k′)]e−i(k·x−k

′·y) + [a†(k), a(k′)]e−i(k·y−k
′·x)
}

における最右辺の交換子は

[a(k), a†(k′)] ={a(k), a†(k′)} − 2a†(k′)a(k)

=δkk′ − 2a†(k′)a(k),

[a†(k), a(k′)] ={a(k′), a†(k)} − 2a(k′)a†(k)

=δkk′ − 2a(k′)a†(k)

に修正されるため，交換子 [ϕ(x), ϕ(y)]には付加的な項が現れる．

[ϕ(x), ϕ(y)] =i∆(x− y)−
∑
k,k′

1

V (ωkωk′)1/2

{
a†(k′)a(k)e−i(k·y−k

′·x) + a(k′)a†(k)e−i(k·y−k
′·x)
}

=i∆(x− y)−
∑
k,k′

1

V (ωkωk′)1/2
{a(k), a†(k′)}

{
ei(k·x−k

′·y) + e−i(k·x−k
′·y)
}

({· · · }内の第 2項で k,k′を入れ替えた)

=i∆(x− y)− 2

V

∑
k

1

ωk
cos{k · (x− y)}

→i∆(x− y)− 2

∫
d3k

(2π)3ωk
cos{k · (x− y)}. (V →∞)

ここで時空点 x, y が空間的に隔たるとき ((x− y)2 < 0)，xと y が同時刻となる座標系をとることができる．

既に見たように，そのような座標系では i∆(x − y)はゼロになる．ところが付加的な項は k の偶関数の積分

となっており，ゼロにはならない．そしてこの項も ∆関数と同様，相対論的な不変性が明白な形に書き換え

られる． ∫
d3k

(2π)3ωk
cos{k · (x− y)} = 1

(2π)3

∫
d4kδ(k2 −m2)e−ik·(x−y).

よって任意の座標系で [ϕ(x), ϕ(y)] ̸= 0である．
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2つ目の条件 {ϕ(x), ϕ(y)} = 0に移ろう．交換関係 (289):[ϕ+(x), ϕ−(y)] = i∆+(x− y)は反交換関係

{ϕ+(x), ϕ−(y)} = i∆+(x− y)

に置き換わり，

{ϕ(x), ϕ(y)} = {ϕ+(x), ϕ−(y)}+{ϕ−(x), ϕ+(y)} = i(∆+(x−y)+∆+(y−x)) =
∫

d3k

(2π)3ωk
cos{k ·(x−y)}

となるので，同様に空間的に隔たる時空点 x, y に対して {ϕ(x), ϕ(y)} ̸= 0である．

9.5.5 フェルミオン伝播関数 (補足)

■フェルミオン伝播関数の式 (399)の導出

⟨0|T{ψ(x)ψ̄(x′)}|0⟩

=

{
⟨0|ψ(x)ψ̄(x′)|0⟩ = ⟨0|ψ+(x)ψ̄−(x′)|0⟩ = ⟨0|{ψ+(x), ψ̄−(x′)}|0⟩ = iS+(x− x′) (t > t′のとき)

−⟨0|ψ̄(x′)ψ(x)|0⟩ = −⟨0|ψ̄+(x′)ψ−(x)|0⟩ = −⟨0|{ψ−(x), ψ̄+(x′)]|0⟩ = −iS−(x− x′) (t < t′のとき)

=± iS±(x− x′) (t ≷ t′のとき)

=iSF(x− x′) : (399).

9.6 量子電磁力学 (QED)の Lagrangian密度 (補足)

ゲージ不変性 (補足)

3.6節で述べた QEDの Lagrangian密度 (401)のゲージ不変性を確かめる．まず，電磁場テンソル Fµν は，

従って Lagrangian密度 (401)における自由電磁場の項 −1
4F

µνFµν はゲージ変換 Aµ → Aµ + ∂µf に対して

不変である．実際ある電磁ポテンシャル Aµ から作られる電磁場テンソルを Fµν，f を時空座標の任意の関数

として電磁ポテンシャル A′µ ≡ Aµ + ∂µf から作られる電磁場テンソルを F ′
µν と書くと，

F ′
µν ≡ ∂µA′

ν − ∂νA′
µ = ∂µ(Aν + ∂νf)− ∂ν(Aµ + ∂µf) = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν

である．そこで自由 Dirac場の項 L0 ≡ ψ̄(i/∂ −m)ψ と相互作用項 LI ≡ eψ̄ /Aψ に対して L0 + LI の不変性を

示せば十分である．ゲージ変換

Aµ → Aµ + ∂µf, ψ → ψeief , ψ̄ → ψ̄e−ief (759)

に対して

L0 → (ψ̄e−ief )(i/∂ −m)(ψeief ) = L0 + ψ̄i(ie/∂f)ψ = L0 − eψ̄(/∂f)ψ,

LI → e(ψ̄e−ief )(/A+ /∂f)(ψeief ) = LI + eψ̄(/∂f)ψ

だから L0 + LI は不変である．

■ゲージ不変性から保存する電磁カレント (360)が導かれることについて L0，LI，ゲージ変換の表式より

∂L
∂Aµ

δAµ = −sµ(∂µf), ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)
δψ

)
= ∂µ

[
(ψ̄iγµ)(iefψ)

]
= ∂µ(s

µf), ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ̄)
δψ̄

)
= 0

であり，ここからカレントに対する連続の式が導かれる．

0 = δL = −sµ(∂µf) + ∂µ(s
µf) + 0 = f∂µs

µ, ∴ ∂µs
µ = 0.
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QEDの Hamiltonian密度 (補足)

3.6節に記した QEDの Hamiltonian密度の式 (403)を導く．以下，ラテン文字 k, l, · · · は空間成分 1,2,3

を動くものとする．Lagrangian密度の式 (401)，共役な場の式 (402)より Hamiltonian密度は

H =
∑

πψψ̇l + πµAµ − L

=
∑

(iψ†)ψ̇ + πkȦk −
∑

ψ̄(i/∂ −m)ψ − e
∑

ψ̄ /Aψ +
1

4
FµνF

µν

となる．最右辺に現れる Ȧµ を πµ で表すと

πkȦk =πk(−πk + ∂kA0), (∵ 式 (402))

1

4
FµνF

µν =
1

2
F0kF

0k +
1

4
FklF

kl (∵ Fk0F
k0 = F0kF

0k)

=
1

2
πkπ

k +
1

4
FklF

kl (∵ 式 (402))

なので，Hamiltonian密度の式 (403):

H =
∑

(iψ†)ψ̇ −
∑

ψ̄(i/∂ −m)ψ − e
∑

ψ̄ /Aψ − 1

2
πkπ

k + πk∂kA0 +
1

4
FklF

kl

を得る [20, p.225]．

9.6.1 Dirac方程式の非相対論的極限と電子の磁気モーメント (補足)

■スピノル表示で Dirac方程式が式 (407)になることの確認 スピノル表示の Dirac場と γ 行列

ψ =

(
ξ
η

)
, γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γ =

(
0 −σ
σ 0

)
に対して Dirac方程式 (i/∂ −m)ψ = 0を具体的に書き下すと，

i/∂ −m = i

{(
0 1
1 0

)
∂0 +

(
0 −σi
σi 0

)
∂i

}
−m

(
1 0
0 1

)
=

(
−m i(∂0 − σi∂i)

i(∂0 + σi∂i) −m

)
,

∴
{
−mξ + i(∂0 − σi∂i)η = 0

i(∂0 + σi∂i)ξ −mη = 0

となる．これは式 (407)に他ならない．

■Pauli方程式 (410)の導出 ψ → ψe−imt と改めると，場の方程式 (409)は

(i∂t − eΦ)φ =σ · (p̂− eA)χ, (760)

(i∂t − eΦ+ 2m)χ =σ · (p̂− eA)φ (761)

となる．第 1近似として上式 (761)左辺の括弧内で 2mだけを残すと，

χ =
1

2m
σ · (p̂− eA)φ

を得る．これは非相対論的極限 (粒子の力学的運動量 |p − eA| ≪ m)で |χ| ≪ |φ|となることと整合してい
る．これを式 (760)に代入すると，φだけを含む方程式

(i∂t − eΦ)φ =
1

2m
(σ · (p̂− eA))

2
φ (762)
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が得られる．ここで a, bを任意の 3次元ベクトルとして (演算子であっても良い)，Pauli行列の公式

(σ · a)(σ · b) = a · b+ iσ · (a× b)

が成り立つことを思い出そう [18, p.223]．これを a = b = p̂− eA ≡ f̂ として適用すると

(σ · f̂)2 = f̂2 + iσ · (f̂ × f̂)

であり，
(f̂ × f̂)φ = −e(p̂×A+A× p̂)φ

の右辺括弧内における p̂ = −i∇はAと φの両方に作用するため，

(f̂ × f̂)φ =− e{(p̂×A)φ������
+(p̂φ)×A������

+A× (p̂φ)}
=ieBφ (B = ∇×A)

となることに注意すると，
(σ · (p̂− eA))

2
φ =

{
(p̂− eA)2 − eσ ·B

}
φ

を得る．これを上式 (762)に代入すると，Pauli方程式 (410)が導かれる．

■古典的な軌道運動と結びついた磁気モーメントの，磁場との相互作用エネルギー ここでは光速 c を明記

し，m, eをそれぞれ任意の粒子の質量と電荷とする．(少なくとも局所的には)一様な磁場 (磁束密度)B を仮

定すると，これはベクトル・ポテンシャルA = 1
2B × rを持つので，荷電粒子系の Lagrangianには孤立系の

場合と比べて付加的な項

LB =
∑ e

c
A · v =

∑ e

c

{(
1

2
B × r

)
·B
}

=
∑ e

2c
(r × v) ·B = µ ·B,

µ ≡ 1

2c

∑
er × v :磁気モーメント

が現れる．これは磁場と磁気モーメントの相互作用エネルギーが −µ ·B で与えられることを意味する．特に
1粒子系の磁気モーメントは

µ =
e

2mc
M , M = r × (mv)

と書くことができ，(軌道)角運動量の非相対論的な表式M との比は e/2mcである [3, pp.119–120]．

ベクトル・ポテンシャルA = 1
2B × r について このAが一様な磁束密度B を導くことは，[

∇×
(
1

2
B × r

)]
i

=
1

2
εijk∂j(εklmBlxm) =

1

2
(δilδjm − δimδjl)Bjδjm =

1

2
(3Bi −Bi) = Bi

と確かめられる．視覚的には図 149のようにイメージできる (磁場の方向を z 軸にとって描いた)．

9.7 S行列展開 (補足)

9.7.1 S演算子の Dyson展開 (補足)

■Dyson級数 (412) 3.7.1節で述べたように，QEDにおいて S演算子が式 (412)のように Dyson級数に展

開されることを示す．状態 |Φ(t)⟩の時間発展方程式 (204):

i
d

dt
|Φ(t)⟩ = HI(t) |Φ(t)⟩
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図 149 一様磁場B のベクトル・ポテンシャルA = B × r/2の渦を緑色で表している．

は初期条件 |Φ(−∞)⟩ = |i⟩を考慮すると

|Φ(t)⟩ = |i⟩+ (−i)
∫ t

−∞
dt′HI(t

′) |Φ(t′)⟩

と書き換えられる．逐次代入により

|Φ(t)⟩ = |i⟩+ (−i)
∫ t

−∞
dt1HI(t1) |i⟩+ (−i)2

∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2HI(t1)HI(t2) |i⟩+ · · ·

→S |i⟩ (t→∞),

∴ S =

∞∑
n=0

(−i)n
∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2 · · ·

∫ tn−1

−∞
dtnHI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn) (763)

を得る．ここで上式 (763) の右辺について，n = 0 の項は 1，n = 1 の項は −i
∫∞
−∞ dt1HI(t1) と約束する．

(ここまでは Dyson級数 (187)の導出過程と何ら変わらない．) 次にこれを

S =
∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ ∞

−∞
dt1

∫ ∞

−∞
dt2 · · ·

∫ ∞

−∞
dtnT{HI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)} (764)

と書き換えられることについて説明する．式 (764)の積分範囲は n次元空間 (t1, t2, · · · , tn)全体である．こ
れは n!通りの置換

π =

(
1 2 · · · n
π1 π2 · · · πn

)
に対して，不等式 tπn ≤ tπ(n−1) ≤ · · · ≤ tπ2 ≤ tπ1 で表される n!個の領域に分けられる．その各々にわたる

積分は
∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ ∞

−∞
dtπ1

∫ tπ1

−∞
dtπ2 · · ·

∫ tπ(n−1)

−∞
dtπnT{HI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)}
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なので

(式 (764)右辺) =

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∑
π

∫ ∞

−∞
dtπ1

∫ tπ1

−∞
dtπ2 · · ·

∫ tπ(n−1)

−∞
dtπnT{HI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)}

=

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∑
π

∫ ∞

−∞
dtπ1

∫ tπ1

−∞
dtπ2 · · ·

∫ tπ(n−1)

−∞
dtπnHI(tπ1)HI(tπ2) · · ·HI(tπn)

=
∞∑
n=0

(−i)n

n!
× n!

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2 · · ·

∫ tn−1

−∞
dtnHI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)

=(式 (763)右辺)

となるから確かに式 (764)が成り立つ．ここで第 2の等号でHI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)をHI(tπ1)HI(tπ2) · · ·HI(tπn)

に並べ替えるとき，QEDでは異なる時刻の HI(t)が交換することを用いた．以上より

式 (764) : S =
∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ ∞

−∞
dt1

∫ ∞

−∞
dt2 · · ·

∫ ∞

−∞
dtnT{HI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)}

=
∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{HI(x1) · · ·HI(xn)} : 式 (412)

を得る．

9.7.2 確率振幅 ⟨f |S|i⟩とWickの定理 (補足)

■Wickの定理の導出 3.7.2節で述べたように，異なる時刻を引数に持つ n個の場 A1, A2, · · · , An に対して
Wickの定理 (414):

T{A1A2 · · ·An} =N[A1A2 · · ·An]
+N[A1A2 · · · ] + · · ·+N[· · ·An−1An]

+N[A1A2A3A4 · · · ] + · · ·+N[· · ·An−3An−2An−1An]

+ · · ·

が成り立つ．ただし場 A1, A2, · · · , An はそれぞれ電磁場 Aµ(従ってボゾン場)，フェルミオン場 ψl, ψ̄l のいず

れかである．ここで n = 2の場合を考えよう．縮約 AB は通常の数なので N[AB] = AB であることに注意

すると，このときWickの定理 (414)は

T{AB} = N[AB] +AB (765)

を与える．3.7.2節で予告したように，ここではこの式 (765)が正しいことを確かめる [10, pp.110–111]．

電磁場の Fourier展開 (303)，(304)，(305)，Dirac場の Fourier展開 (386)，(387)のように，一般に場 A

の消滅演算子のみを含む部分を A+(これを正振動数部分と呼ぶ)，生成演算子のみを含む部分を A−(これを負

振動数部分と呼ぶ)と書くと，

AB = (A+ +A−)(B+ +B−) = A+B+ +A+B− +A−B+ +A−B−

となる．一方，これ以降に現れる複合は A,B が両方ともフェルミオン場のときには上側を，それ以外のとき

には下側をとるものと約束すると，正規積の一般的な定義式 (405)，(406)により

N[AB] = A+B+ ∓B−A+ +A−B+ +A−B− (766)
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なので，これらを辺々引いて

AB −N[AB] =

{
{A+, B−} 両方ともフェルミオン場

[A+, B−] その他

を得る．最右辺は通常の数なのでそれぞれ

{A+, B−} = ⟨0|{A+, B−}|0⟩
[A+, B−] = ⟨0|[A+, B−]|0⟩

}
= ⟨0|A+B−|0⟩ = ⟨0|AB|0⟩

と書き換えられることに注意すると，これは

AB = N[AB] + ⟨0|AB|0⟩ (767)

となる．さらに正規積の式 (766)により

N[AB] =B+A+ ∓A−B+ +B−A+ +B−A−

=∓A+B+ ∓A−B+ +B−A+ ∓A−B−

=∓N[AB] (768)

であることに注意する．以上より場 A,B の引数をそれぞれ x1, x2 とし，t1 ≡ x 0
1 , t2 ≡ x 0

2 ( ̸= t1)と書くと，

t1 > t2 のとき

T{AB} =AB = N[AB] + ⟨0|AB|0⟩ (∵ 式 (767))

=N[AB] + ⟨0|T{AB}|0⟩ ,

t2 > t1 のとき

T{AB} =∓BA = ∓(N[BA] + ⟨0|BA|0⟩) (∵式 (767))

=∓ (∓N[AB]∓ ⟨0|T{AB}|0⟩) (∵ 式 (768))

=N[AB] + ⟨0|T{AB}|0⟩

となり，確かに式 (765)が成り立っている．

最後に 3.7.2節で述べたように，混合 T積

T{N(AB · · · )x1 · · ·N(AB · · · )xn}

に対しては Wick の定理 (414) と同じ形の展開 (416) から同時刻縮約を除いた式が成り立つことを説明す

る [10, p.113]．共通の引数 xr = (x 0
r ,xr) を持つ場のグループ (AB · · · )xr に対して，ε > 0 として負振動

数部分 (生成演算子のみを含む)A−, B−, · · · の引数を (x 0
r + ε,xr) に，正振動数部分 (消滅演算子のみを含

む)A+, B+, · · · の引数を (x 0
r − ε,xr)に置き換える．そして引数を ξr ≡ (x 0

r ,xr)に置き換えられた場のグ

ループを (AB · · · )ξr と書く．このとき (AB · · · )ξr を正規順序化することは (AB · · · )ξr を時間順序化するこ
とと同じだから，

T{N(AB · · · )x1 · · ·N(AB · · · )xn} = lim
ε→0

T{N(AB · · · )ξ1 · · ·N(AB · · · )ξn}

= lim
ε→0

T{(AB · · · )ξ1 · · · (AB · · · )ξn}

となる．ここで最右辺の T積に対してWickの定理 (414)を適用することを考える．このとき 1つのグルー

プ (AB · · · )ξr に含まれる 2つの場 (それらを A′, B′ と呼ぼう)の縮約が現れる．ところが再び A′B′ の時間順
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序化が A′B′ の正規順序化に一致することに注意し，さらに正規積の真空期待値はゼロになることを思い出す

と，そのような縮約はゼロになることが分かる:

A′B′ ≡ ⟨0|T{A′B′}|0⟩ = ⟨0|N[A′B′]|0⟩ = 0.

従ってWickの定理 (414)と同じ形の展開 (416)から同時刻縮約を除いた式が成り立つ．

9.8 反応 e+e− → µ+µ− の確率振幅と断面積 (補足)

9.8.1 反応 e+e− → µ+µ− の確率振幅と Feynman規則 (補足)

3.8.1節で述べたように，反応 (418):

|i⟩ = |e−p2r2; e+p1r1⟩ → |f⟩ = |µ−p2
′s2;µ

+p1
′s1⟩

の確率振幅 ⟨f |S|i⟩ ≡ Sfi が 2次の摂動論で式 (419)で与えられることを確かめる．準備として次のことに注

意する [10, p.129]．場 ψl, ψ̄l の Fourier展開 (386)，(387)により，レプトンの種類 l を明示すると，消滅演

算子を含む部分 ψ +
l , ψ̄ +

l に対して

ψ +
l (x) |l−pr⟩ =

∑
q,s

(
ml

V Eq

)1/2

c(l)s(q)u(l)s(q)e
−iq·x |l−pr⟩ = |0⟩

(
ml

V Ep

)1/2

u(l)r(p)e
−ip·x, (769)

ψ̄ +
l (x) |l+pr⟩ =

∑
q,s

(
ml

V Eq

)1/2

d(l)s(q)v̄(l)s(q)e
−iq·x |l+pr⟩ = |0⟩

(
ml

V Ep

)1/2

v̄(l)r(p)e
−ip·x (770)

が成り立つ．ここで例えば式 (769)では，状態 |l−pr⟩において運動量，スピン (q, s)( ̸= (p, r))を持つ粒子 l−

は存在しないため，c(l)s(q)が |l−pr⟩作用すると状態が消失する．これらの両辺の Hermite共役をとり，右

から γ0 をかけると

⟨l−pr| ψ̄ −
l (x) = ⟨0|

(
ml

V Ep

)1/2

ū(l)r(p)e
ip·x, (771)

⟨l+pr| ψ̄ −
l (x) = ⟨0|

(
ml

V Ep

)1/2

v(l)r(p)e
ip·x (772)

となる．

さて，確率振幅 Sfi を 2次の摂動論で求めるには S演算子の Dyson展開 (413):

S =
∞∑
n=0

S(n), S(n) ≡ (ie)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xn

∑
l1,··· ,ln

T{N(ψ̄l1 /Aψl1)x1 · · ·N(ψ̄ln /Aψln)xn}

の 2次までの項 S(0), S(1), S(2) の寄与を考えれば良い．確率振幅 Sfi に寄与するのは e± の消滅演算子と µ±

の生成演算子を含む項だから (3.7.2節参照)

S(0) = 1, S(1) = ie

∫
d4x

∑
l

N[(ψ̄l /Aψl)x]

からの寄与はなく，

S(2) =
−e2

2

∫
d4x1d

4x2
∑
l1,l2

T{N(ψ̄l1 /Aψl1)x1N(ψ̄l2 /Aψl2)x2}
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の寄与は

S(2)
µe =

−e2

2

∫
d4x1d

4x2T{N(ψ̄µ /Aψµ)x1N(ψ̄e /Aψe)x2} ⇐ (l1, l2) = (µ, e)の項

+
−e2

2

∫
d4x1d

4x2T{N(ψ̄e /Aψe)x1N(ψ̄µ /Aψµ)x2} ⇐ (l1, l2) = (e, µ)の項

=− e2
∫

d4x1d
4x2T{N(ψ̄µ /Aψµ)x1N(ψ̄e /Aψe)x2}

から来る．これにWickの定理 (3.7.2節参照)を適用すると，時刻 x 0
1 を引数に持つ場 ψ̄µ, /A,ψµ と時刻 x 0

2

を引数に持つ場 ψ̄e, /A,ψe の非同時刻縮約が現れる．縮約の定義式 (415):

A(x1)B(x2) ≡ ⟨0|T{A(x1)B(x2)}|0⟩

より，これがゼロとならないためには縮約される 2つの場は同一粒子の生成演算子と消滅演算子を含んでいな

ければならない．よってゼロでない縮約は /A(x1)/A(x2)のみであることに注意すると

S(2)
µe =SA + SB,

SA ≡− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄µ /Aψµ)x1(ψ̄e /Aψe)x2 ],

SB ≡− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄µ /Aψµ)x1(ψ̄e /Aψe)x2 ]

を得る [10, p.143]．

SA の確率振幅 Sfi への寄与はゼロとなる [10, pp.116–118,p.131]．実際，式 (769)，式 (770)，式 (771)，式

(772)を用いると

⟨f |SA|i⟩

=− e2
∫

d4x1d
4x2 ⟨µ−p2

′s2;µ
+p1

′s1|N[(ψ̄µ /Aψµ)x1(ψ̄e /Aψe)x2 ]|e−p2r2; e+p1r1⟩

=− e2
∫

d4x1d
4x2 ⟨µ−p2

′s2;µ
+p1

′s1|ψ̄ −
µ (x1)γ

αψ −
µ (x1)N[Aα(x1)Aβ(x2)]ψ̄

+
e (x2)γ

βψ +
e (x2)|e−p2r2; e+p1r1⟩

=− e2
∫

d4x1d
4x2

[(
mµ

V Ep2
′

)1/2

ū(µ)s2(p2
′)eip2

′·x1

]
γα

[(
mµ

V Ep1
′

)1/2

v(µ)s1(p1
′)eip1

′·x1

]
×⟨0|A −

β (x2)A
+
α (x1) +A −

α (x1)A
+
β (x2)|0⟩

×

[(
me

V Ep1

)1/2

v̄(e)r1(p1)e
−ip1·x2

]
γβ

[(
me

V Ep2

)1/2

u(e)r2(p2)e
−ip2·x2

]
を得る．最右辺 2 行目の真空期待値は消滅演算子を含む項 A +

α , A +
β が |0⟩ に作用して消える．このように

Wickの定理を適用すると S行列要素は正規積の和だけに限定されるから，各項は中間状態として仮想粒子の

生成-再消滅を起こすことはない [10, p.110]．

以上より 2次の摂動論で確率振幅は式 (419):

Sfi = ⟨f |SB|i⟩

=

⟨
f

∣∣∣∣−e2 ∫ d4x1d
4x2N[(ψ̄µ /Aψµ)x1

(ψ̄e /Aψe)x2
]

∣∣∣∣ i⟩
=

⟨
f

∣∣∣∣−e2 ∫ d4x1d
4x2ψ̄

−
µ (x1)γαψ

−
µ (x1)iD

αβ
F (x1 − x2)ψ̄ +

e (x2)γβψ
+
e (x2)

∣∣∣∣ i⟩(
∵ 式 (316) : Aα(x2)A

β(x2) = iD αβ
F (x1 − x2)

)
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で与えられる．

最後にこれが式 (420)に書き換えられることを確かめる (計算の手法は文献 [10, pp.129–133]の箇所を参考

にした)．式 (769)，式 (770)，式 (771)，式 (772)，および D αβ
F (x)の Fourier展開を用いると

Sfi =− e2
∫

d4x1d
4x2

[(
mµ

V Ep2
′

)1/2

ū(µ)s2(p2
′)eip2

′·x1

]
γα

[(
mµ

V Ep1
′

)1/2

v(µ)s1(p1
′)eip1

′·x1

]

×
∫

d4k

(2π)4
iD αβ

F (k)e−ik·(x1−x2)

[(
me

V Ep1

)1/2

v̄(e)r1(p1)e
−ip1·x2

]
γβ

[(
me

V Ep2

)1/2

u(e)r2(p2)e
−ip2·x2

]

となる．ここで x1, x2 に関する積分は∫
d4x1e

i(p2
′+p1

′−k)·x1

∫
d4x2e

i(k−p1−p2)·x2 = (2π)4δ4(p1
′ + p2

′ − k)(2π)4δ4(k − p1 − p2)

であり，これを用いると k に関する積分を∫
d4k

(2π)4
iD αβ

F (k)×(2π)4δ4(p1′+p2′−k)(2π)4δ4(k−p1−p2) = (2π)4iD αβ
F (p1+p2)δ

4(p1
′+p2

′−p1−p2)

と実行できるから，

式 (420) : Sfi =

[
(2π)4δ4(p1

′ + p2
′ − p1 − p2)

(
me

V Ep1

)1/2(
me

V Ep2

)1/2(
mµ

V Ep1
′

)1/2(
mµ

V Ep2
′

)1/2
]
M,

式 (421) :M =− e2
[
ū(µ)s2(p2

′)γαv(µ)s1(p1
′)
]
iD αβ

F (p1 + p2)
[
v̄(e)r1(p1)γβu(e)r2(p2)

]
を得る．

9.8.2 断面積 (補足)

■“相対速度”vrel の定義式 (424) 3.8.2 節で述べたように，粒子 1,2 の質量を m1,m2，4 元運動量を

p1 = (E1,p1), p2 = (E2,p2)，その 4元内積を p1 · p2 として式 (424):

E1E2vrel =
√
(p1 · p2)2 − (m1m2)2

で“相対速度”vrel を定義すると，これは粒子 1,2の速度が平行となる場合には実際の相対速度の大きさを与

えることを確かめる．粒子の質量をm，座標を xµ = (t,x)，固有時間を τ，4元速度を uµ = dxµ

dτ ，座標時間

tで測った速度を v = dx
dt とすると，粒子の 4元運動量 pµ = (E,p)は

pµ ≡ muµ = m
dxµ

dτ
=

(
m√
1− v2

,
mv√
1− v2

)
で定義されるので (1.1.4節参照)，

v =
p

E
, ∴ v1 =

p1
E1

, v2 =
p2
E2

と表される．これに注意すると実際の相対速度は

v12 ≡ v1 − v2 =
p1
E1
− p2
E2

=
E2p1 − E1p2

E1E2

と書けるので
(E1E2v12)

2 = E 2
2 |p1|2 ∓ 2E1E2|p1||p2|+ E 2

1 |p2|2

491



を得る．ところで，2粒子の速度が平行となる場合には p1 · p2 = ±|p1||p2|だから

(p1 · p2)2 − (m1m2)
2 = (E1E2 ∓ |p1||p2|)2 − (m1m2)

2

であり，辺々引くと

(E1E2v12)
2 − {(p1 · p2)2 − (m1m2)

2} =− (E 2
1 − |p1|2)(E 2

2 − |p1|2) + (m1m2)
2

=− (m1m2)
2 + (m1m2)

2 = 0,

∴ v12 =

√
(p1 · p2)2 − (m1m2)2

E1E2
= vrel

となるので示された．

■断面積の不変性 次に 3.8.2節で述べたように，“相対速度”vrel の定義式 (424)が式 (425)で定義される断

面積 σ の不変性を保証していることを確かめる．単位時間に散乱される粒子数が式 (425):

N = V ρ1ρ2vrelσ

で与えられることは，時間 T の内に散乱される粒子数が

ν = V Tρ1ρ2vrelσ (773)

であることを意味する．まず上式 (773)右辺における ρ1ρ2vrel の変換則を考えよう．そこで式 (424)を

E1E2vrel =
√
(p1 · p2)2 − (m1m2)2

と書き換えると，この右辺は，従って左辺はスカラーである．ここで E1, E2 および ρ1, ρ2 はそれぞれ 4元運

動量，4元粒子数流速の時間成分を成すため，これらはいずれも反変ベクトル成分として変換する．よって ν

の式 (773)における ρ1ρ2vrel もスカラーとなる．さらに時空の与えられた領域の体積 V T は Lorentz不変量

であり (1.1.6節参照)，その中で起こる散乱の回数 ν もまた座標系に依らないから断面積 σ はスカラー，すな

わち相対論的不変量でなければならない (1.1.1節参照) [3, pp.38–40] [26, pp.129–130]．

もし相対速度を粒子 2の静止系における粒子 1の速度 vr として定義するならば，vr は定義によって不変量

となる．この vr を用いる場合，任意の座標系で散乱される粒子数を

ν = V Tρ1ρ2vrσ
p1 · p2
E1E2

と書いてこの式で σ を定義すれば，断面積 σ は不変量であることが保証される [3, pp.38–40]．

■断面積の表式 3.8.2節の断面積の表式 (426)は次のように確かめられる [10, pp.148–151]．反応 (418):

|i⟩ = |e−p2r2; e+p1r1⟩ → |f⟩ = |µ−p2
′s2;µ

+p1
′s1⟩

の確率振幅は 2次の摂動論において式 (420):

Sfi =

[
(2π)4δ4(∆p)

∏( m

V E

)1/2]
M

で与えられる．ここに

∆p ≡p1′ + p2
′ − p1 − p2 : 反応前後のエネルギー・運動量の変化，∏( m

V E

)1/2
≡
(

me

V Ep1

)1/2(
me

V Ep2

)1/2(
mµ

V Ep1
′

)1/2(
mµ

V Ep2
′

)1/2
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である．ここで反応時間 T と空間の体積 V を十分大きい有限の値にとると

(2π)4δ4(∆p) =

∫
d4xeix·∆p ≃

∫ T/2

−T/2
dt

∫
V

d3xeix·∆p ≡ δTV (∆p),

[δTV (∆p)]
2 ≃

(∫ T/2

−T/2
dt

∫
V

d3xeix·∆p

)
×
{
(2π)4δ4(∆p)

}
= TV (2π)4δ4(∆p)

(最後の等号ではδ4(∆p)があるから eix·∆pを∆p = 0として評価した)

とできるから，単位時間あたりの遷移確率すなわち遷移率は

w =
|Sfi|2

T
=

1

T

{
(2π)4δ4(∆p)

}2{∏( m

V E

)1/2}2

|M|2 ≃ V (2π)4δ4(∆p)
(∏ m

V E

)
|M|2

と書ける．
参考──デルタ関数の 2乗の公式 [27, pp.246–247]

このように，大きな反応時間 T に対して直観的に，デルタ関数の 2乗の公式

[δ(ω)]2 = δ(ω)

∫ T/2

−T/2

dt

2π
eiωt = δ(ω)

∫ T/2

−T/2

dt

2π
=

T

2π
δ(ω)

を導くことができる (第 2の等号では δ(ω)の下で被積分関数の ω をゼロとおいた)．同様に大きな空間体積 V に

対して

[δ(k)]2 =
V

(2π)3
δ(k)

である．なるほど，デルタ関数の 2乗もまたデルタ関数であり，両辺の次元を合わせるのに必要な時間 T (ないし

空間の体積 V )が係数として現れる．他方，指数関数の積分を実行すると

[δ(ω)]2 =

∣∣∣∣∣
∫ T/2

−T/2

dt

2π
eiωt

∣∣∣∣∣
2

=

(
sin(ωt/2)

πω

)2

=
T

2π
δ(ω)

とも表されるため，数学公式

lim
α→∞

1

π

sin2 αx

αx2
= δ(x)

が見出される．(このように y = (sinx/x)2 のグラフからデルタ関数を作ることができる*242．)ただし正確には，

逆にこの公式を用いてデルタ関数の 2乗の公式を導く方が厳密である．

1つの粒子に関するミクロな状態 1つが位相空間に占める体積は h3 = (2πℏ)3 = (2π)3 だから (自然単位系

で ℏ = 1，2.7.3節)終状態に粒子 1,2(反応 e+e− → µ+µ− の場合 µ+, µ−)が (空間の体積 V の中に)運動量

d3p1
′,d3p2

′ の範囲内に見いだされるようなミクロな状態の数は

dW =
V d3p1

′

(2π)3
· V d3p2

′

(2π)3

*242 同じく

δ(x) = lim
K→∞

∫ K/2

−K/2

dk

2π
eikx = lim

K→∞

eiKx/2 − e−iKx/2

2πix
= lim
K→∞

sinKx

πx

もまた，y = sinx/xのグラフからデルタ関数を作る方法として有名である．
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である．よって

dσ′ ≡ wdW

vrel/V

=
V

vrel
× V (2π)4δ4(∆p)

(∏ m

V E

)
|M|2 × V d3p1

′

(2π)3
V d3p2

′

(2π)3

=(2π)4δ4(∆p)
1

4Ep1Ep2vrel

(∏
l

(2ml)

)∏
f

d3pf
′

(2π)32Ef
′

 |M|2�������
×4× 1

24
× 22

を得る．ここに∏
l

(2ml) ≡ (2me)
2(2mµ)

2,
∏
f

d3pf
′

(2π)32Ef
′ ≡

d3p1
′

(2π)32Ep1
′
· d3p2

′

(2π)32Ep2
′

である．

この dσ′の表式が Lorentz不変量であることを確かめておこう．まず δ(∆p)がゼロにならない条件∆p = 0

はベクトルの関係式なので Lorentz変換に対して共変的である (1.1.1節参照)．次に 4元ベクトル p = (p0,p)

に対して
p2 −m2 = (p0)2 − (p2 +m2) = (p0 − Ep)(p

0 + Ep), Ep ≡
√
p2 +m2

に注意すると，
∏
f

d3pf
′

(2π)32Ef
′ について，

∫
d4pδ(p2 −m2)θ(p0) =

d3p

2Ep

となる (p0 についての積分だけ実行した)．左辺は δ(p2−m2)がゼロにならない条件 p2−m2 = 0がスカラー

の関係式なので，p0 の符号を変えない変換を考えるとこれは不変量である (1.1.1節参照)*243．さらに上記の

ように Ep1Ep2vrel は不変量である．以上より dσ′ の表式は Lorentzスカラー，すなわち相対論的不変である．

さて，微分断面積 dσ =

∫
p2

′,|p1
′|
dσ′ を求めよう．上で得た dσ′ を

dσ′ =f(p1
′, p2

′)δ4(∆p)d3p1
′d3p2

′ = f(p1
′, p2

′)δ(∆p)δ(∆E)d3p1
′d3p2

′,

f(p1
′, p2

′) ≡ 1

64π2vrelEp1Ep2Ep1
′Ep2

′

(∏
l

(2ml)

)
|M|2,

∆p ≡p1′ + p2′ − p1 − p2,
∆E ≡Ep1

′ + Ep2
′ − Ep1 − Ep2

と書いておき，まずこれを p2′ について積分すると

f(p1
′, p2

′)|p2
′=p1+p2−p1

′δ(∆E)d3p1
′

となる．さらに p1′ を極座標で表し，運動量空間の体積要素 d3p1
′ を各極座標が無限小変化して得られる領域

*243 d3p/Ep が不変量であることのより直観的な説明は文献 [3, p.33]に見られる．
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の体積 |p1′|2d|p1′|dΩ1
′ にとり，これを |p1′|について積分すると

dσ =dΩ1
′
∫ ∞

0

f(p1
′, p2

′)|p2
′=p1+p2−p1

′ |p1′|2δ(∆E)d|p1′|

=dΩ1
′
∫ ∞

0

f(p1
′, p2

′)|p2
′=p1+p2−p1

′ |p1′|2δ(∆E)

(
∂|p1′|
∂(∆E)

)
|p2

′|
d(∆E)

=dΩ1
′

f(p1′, p2′)|p2
′=p1+p2−p1

′ |p1′|2
{(

∂(∆E)

∂|p1′|

)
|p2

′|

}−1
∣∣∣∣∣∣
∆E=0

を得る．ここで始状態の粒子の運動量 p1,p2 は与えられており，∆E は |p1′|と |p2′|の関数であることに注
意した．

以下，重心系 (CoM)を用いると p1′ = −p2′ より(
∂(∆E)

∂|p1′|

)
|p2

′|
=

(
∂

∂|p1′|
(Ep1

′ + Ep2
′)

)
|p2

′|
=

∂

∂|p1′|

(√
m

′2
1 + |p1′|2 +

√
m

′2
2 + |p2′|2

)
=
|p1′|
Ep1

′
+
|p2′|
Ep2

′
= |p1′|

Ep1
′ + Ep2

′

Ep1
′Ep2

′

となるので，

dσ =dΩ1
′f(p1

′, p2
′)|p2

′=p1+p2−p1
′ |p1′|�2

Ep1
′Ep2

′

���|p1′|(Ep1 + Ep2)

=dΩ1
′ 1

64π2vrelEp1Ep2�����Ep1
′Ep2

′

(∏
l

(2ml)

)
|M|2|p1′| �

����Ep1
′Ep2

′

Ep1 + Ep2

=dΩ1
′ 1

64π2
����Ep1Ep2

|p1|(Ep1 + Ep2)

1

����Ep1Ep2

(∏
l

(2ml)

)
|M|2 |p1′|

Ep1 + Ep2(
“相対速度”vrelは重心系で vrel = |v1|+ |v2| =

|p1|
Ep1

+
|p2|
Ep2

= |p1|
(

1

Ep1

+
1

Ep2

)
= |p1|

Ep1 + Ep2

Ep1Ep2

)
=dΩ1

′ 1

64π2(Ep1 + Ep2)
2

|p1′|
|p1|

(∏
l

(2ml)

)
|M|2 (CoM)

を得る．ここで dΩ1
′ を散乱中心から見た検出器の立体角 dΩ に選んだものが断面積の表式 (426) に他なら

ない．

9.8.3 反応 e+e− → µ+µ− の断面積 (補足)

3.8.3節の反応 e+e− → µ+µ− における断面積の式 (427),(428),(429)は次のように導かれる [10, pp.156–

160]．

D αβ
F (p1 + p2) =

−gαβ

(p1 + p2)2 + iε

の分母について，衝突のためには p1 · p2 ≤ 0が必要であり，このとき

(p1 + p2)
2 = 2m 2

e + 2p1 · p2 = 2m 2
e + 2(E1E2 − p1 · p2) ≥ 2m 2

e + 2E1E2 ≥ 4m 2
e

なので (p1 + p2)
2 はゼロにならない．そこで iεを省いて

D αβ
F (p1 + p2) =

−gαβ

(p1 + p2)2
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とすると

M =− ie2ū(µ)s2(p2
′)γαv(µ)s1(p1

′)DFαβ(p1 + p2)v̄(e)r1(p1)γ
βu(e)r2(p2)

=ie2[ūs2(p2
′)γαvs1(p1

′)](µ)
1

(p1 + p2)2
[v̄r1(p1)γ

αur2(p2)](e)

と書き換えられる．

非偏極断面積の計算に必要な量X ≡ 1

4

∑
r1,r2,s1,s2

|M|2を考える．これを求めるには Feynman振幅Mの複

素共役M∗を計算する必要がある．Mの複素共役をとるにあたり，まず上記の Feynman振幅Mの式におい

てダミー添字を α→ βと置き換える．次いで Feynman振幅Mの式において，例えば [ūs2(p2
′)γβvs1(p1

′)](µ)

に注目する．そしてスピノルの引数とレプトンの指標 (µ)を省いてこれを ūs2γβvs1 と書き，その複素共役を

とると
(ūs2γβvs1)

∗ = (ūs2γβvs1)
† = v †

s1 γ
†

β (γ0us2) = v̄s1γβus2

となること等に注意する．ここで第 1の等号では ūs2γβvs1 が 1× 1の行列なので，その複素共役は共役転置

行列に等しいことを，第 2，第 3の等号では式 (349):γµ† = γ0γµγ0 を用いた．すると

M∗ = −ie2[v̄s1(p1′)γβus2(p2′)](µ)
1

(p1 + p2)2
[ūr2(p2)γ

βvr1(p1)](e)

を得る．ここから得られる X を，エネルギー射影演算子

Λ±
(l)(p) ≡

±/p+ml

2ml

を用いて書き換える．エネルギー射影演算子は

Λ+
(l)αβ(p) =

∑
r

u(l)rα(p)ū(l)rβ(p), Λ−
(l)αβ(p) = −

∑
r

v(l)rα(p)v̄(l)rβ(p)

と表される (3.5.2節)．よってスピノル添字 µ, ν, ρ, σ, · · · , µ̃, ν̃, ρ̃, σ̃, · · · を明記すると

X =
e4

4[(p1 + p2)2]2
A(µ)αβB

αβ
(e) ,

A(µ)αβ ≡
∑
s1,s2

[(ūs2)µ̃(γα)µ̃ν̃(vs1)ν̃ ](µ) [(v̄s1)µ(γβ)µν(us2)ν ](µ)

=

[(∑
s2

(us2)ν(ūs2)µ̃

)
(γα)µ̃ν̃

(∑
s1

(vs1)ν̃(v̄s1)µ

)
(γβ)µν

]
(µ)

=
[
Λ+

νµ̃(p2
′)(γα)µ̃ν̃{−Λ−

ν̃µ(p1
′)}(γβ)µν

]
(µ)

=tr

[
/p2

′
+mµ

2mµ
γα

/p1
′ −mµ

2mµ
γβ

]
,

B αβ
(e) ≡

∑
r1,r2

[(v̄r1)ρ̃(γ
α)ρ̃σ̃(ur2)σ̃](e)

[
(ūr2)ρ(γ

β)ρσ(vr1)σ
]
(e)

=

[(∑
r1

(vr1)σ(v̄r1)ρ̃

)
(γα)ρ̃σ̃

(∑
r2

(ur2)σ̃(ūr2)ρ

)
(γβ)ρσ

]
(e)

=
[
{−Λ−

σρ̃(p1)}(γ
α)ρ̃σ̃Λ

+
σ̃ρ(p2)(γ

β)ρσ

]
(e)

=tr

[
/p1 −me

2me
γα

/p2 +me

2me
γβ
]
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であり，これらの γ 行列の積のトレースを計算すると

A(µ)αβ =
1

4m 2
µ

[tr(/p2
′
γα/p1

′
γβ)−m 2

µ tr(γαγβ)]

(∵ 式 (371)，すなわち奇数個のγ行列の積のトレースは消えること)

=
1

4m 2
µ

[p2
′γp1

′δ × 4(gγαgδβ − gγδgαβ + gγβgαδ)−m 2
µ × 4gαβ ] (∵ 式 (372)，式 (373))

=
1

m 2
µ

[p1
′
αp2

′
β + p2

′
αp1

′
β − (m 2

µ + p1
′ · p2′)gαβ ]

および同様に

B αβ
(e) =

1

m 2
e

[p α
1 p β

2 + p α
2 p β

1 − (m 2
e + p1 · p2)gαβ ]

となる．これらを X の式に代入し

aαβ ≡p1′αp2′β + p1
′
βp2

′
α,

bαβ ≡− (p1
′ · p2′ +m 2

µ )gαβ ,

cαβ ≡p α
1 p β

2 + p β
1 p α

2 ,

dαβ ≡− (p1 · p2 +m 2
e )gαβ

とおくと，

X =
e4

4[(p1 + p2)2]2m 2
e m

2
µ

(aαβ + bαβ)(c
αβ + dαβ)

=
e4

4m 2
e m

2
µ [(p1 + p2)2]2

×2{(p1 · p1′)(p2 · p2′) + (p1 · p2′)(p2 · p1′)(((((((((
−(p1′ · p2′)(p1 · p2)− (p1

′ · p2′)m 2
e ⇐ aαβc

αβ

(((((((((
−(p1 · p2)(p1′ · p2′)− (p1 · p2)m 2

µ ⇐ aαβd
αβ

(((((((((
+2(p1 · p2)(p1′ · p2′) + 2(p1

′ · p2′)m 2
e ⇐ bαβc

αβ

+ 2(p1 · p2)m 2
µ + 2m 2

e m
2
µ } ⇐ bαβd

αβ

=
e4

2m 2
e m

2
µ [(p1 + p2)2]2

{(p1 · p1′)(p2 · p2′) + (p1 · p2′)(p2 · p1′) + (p1
′ · p2′)m 2

e + (p1 · p2)m 2
µ + 2m 2

e m
2
µ }

となる．

さて，重心系を採用して図 150に示したように

p1 ≡ (E,p), p2 ≡ (E,−p), p1
′ ≡ (E,p′), p2

′ ≡ (E,−p′)

とおき，pと p′ の成す角を θ とする．また，p ≡ |p|, p′ ≡ |p′|と書く．今，µ± を生成するのに十分大きなエ

ネルギー E ≥ mµ ≫ me が与えられているため p ≃ E であることに注意すると，

(p1 + p2)
2 =2m 2

e + 2p1 · p2 ≃ 2p1 · p2 = 2(E2 + p2) ≃ 4E,

p1 · p1′ =p2 · p2′ = E2 − p · p′ = E2 − pp′ cos θ ≃ E(E − p′ cos θ),
p1 · p2′ =p2 · p1′ = E2 + p · p′ = E2 + pp′ cos θ ≃ E(E + p′ cos θ),

p1 · p2 =E2 + p2 ≃ 2E2
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図 150 重心系で見た反応 e+e− → µ+µ− における粒子の 4元運動量 (3.8.3節，図 39の再掲)

となる．X の式に中括弧 {}内のm 2
e に比例する相対的に小さな項を無視した上でこれらを代入すると

X =
e4

2m 2
e m

2
µ (4E2)2

{E2(E−p′ cos θ)2+E2(E+p′ cos θ)2+2E2m 2
µ } =

e4

16m 2
e m

2
µ E

2
(E2+m 2

µ +p′
2
cos2 θ)

を得る．

始・終状態の偏極を指定した微分断面積の表式 (426):(
dσ

dΩ

)
CoM

=
1

64π2(Ep1 + Ep2)
2

|p1′|
|p1|

(2me)
2(2mµ)

2|M|2

≃
m 2
e m

2
µ

16π2E2

(
p′

E

)
|M|2

(∵ Ep1 + Ep2 = 2E, |p1| = p ≃ E)

から得られる非偏極断面積の式

1

4

∑
r1,r2,s1,s2

(
dσ

dΩ

)
CoM

=
m 2
e m

2
µ

16π2E2

(
p′

E

)
X

を
(
dσ
dΩ

)
CoM

と書き X の式を代入すると式 (427):(
dσ

dΩ

)
CoM

=
1

16π2E2

e4

16E2

(
p′

E

)
(E2 +m 2

µ + p′
2
cos2 θ) =

α2

16E4

(
p′

E

)
(E2 +m 2

µ + p′
2
cos2 θ)

を得る．2次の摂動論での確率振幅 Sfi の式 (420)は eの 2次の量であり，その絶対値の 2乗が確率を与える

ため，これは微細構造定数 α ≡ e2/4π の 2乗に比例している．さらに E ≫ mµ の相対論的極限では

p′

E
≃ 1, (E2 +m 2

µ + p′
2
cos2 θ) ≃ E2(1 + cos2 θ)

なので (
dσ

dΩ

)
CoM

=
α2

16E2
(1 + cos2 θ) (E ≫ mµ)

となる．これを全立体角で積分し，全断面積 σtot を求めよう．∫ π

0

sin θdθ = 2,

∫ π

0

cos2 θ sin θdθ =

∫ 1

−1

cos2 θd(cos θ) =
2

3
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より∫ π

0

(E2 +m 2
µ + p′

2
cos2 θ)× (2π sin θdθ) = 4π(E2 +m 2

µ ) + 2π · 2
3
p′

2
= 4π

(
E2 +m 2

µ +
1

3
p′

2
)

なので式 (428):

σtot =

∫
dσ =

∫ (
dσ

dΩ

)
CoM

dΩ =
πα2

4E4

(
p′

E

)(
E2 +m 2

µ +
1

3
p′

2
)

を得る．これについても E ≫ mµ の相対論的極限での表式を求めると，

p′

E
≃ 1,

(
E2 +m 2

µ +
1

3
p′

2
)
≃ 4

3
E2

なので式 (429):

σtot =
πα2

3E2
(E ≫ mµ)

となる．

9.9 QEDの Feynman規則 (補足)

9.9.1 S行列要素の計算の一般論 (補足)

■実過程としての QED の基本結節点がエネルギー・運動量保存則を満たさないことの確認 3.9.1 節の図

41(図 151として再掲)では p = (Ep,p), p
′ = (Ep′ ,p′)を l± のいずれかの 4元運動量，k = (ω,k)を γ の 4

元運動量として，各々の過程でエネルギー・運動量が保存される条件式を付記している．このとき物理的な粒

子の条件
p2 = p′

2
= m 2

l , k2 = 0

の下で，図 41に記した保存則の式はいずれも両辺を 2乗する (4元内積をとる)ことにより 2p · k = 0に帰着

する．ところがこれは

p · k = Epω − p · k ≥ Epω − |p||k| = ω(Ep − |p|) > 0

より成り立たない．

■3.9.1節における S(2) のWick展開について ゼロでない縮約の作り方は表 8のように網羅的にまとめられ

る．その他の縮約は

ψψ, ψ̄ψ̄ · · · · · ·直交する状態 |e+⟩ , |e−⟩の内積となって消える，

ψ /A, ψ̄ /A · · · · · ·直交する状態 |e±⟩ , |γ⟩の内積となって消える．

(ただし例えば 1電子状態を ψ̄− |0⟩ = |e−⟩などと表記した．)

■3.9.1節の S
(2)
B の式における第 2の等号について S

(2)
B の式の 1行目における 2つの項は等しい．

N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ] = N[(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 ].
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図 151 QEDの基本結節点 (図 41の再掲)

表 8 S(2) のWick展開 (3.9.1節)におけるゼロにならない縮約

HI(x1)から選ぶ場 HI(x2)から選ぶ場

ψ̄ ψ

/A /A

ψ ψ̄

スピノル添字を明記すると，このことは次のように確かめられる．

N[(ψ̄α /Aαβψβ)x1(ψ̄γ /Aγδψδ)x2 ]

=⟨0|T{ψ̄α(x1)ψδ(x2)}|0⟩N[(/Aαβψβ)x1(ψ̄γ /Aγδ)x2 ] (774)

=(−⟨0|T{ψδ(x2)ψ̄α(x1)}|0⟩)(−N[(ψ̄γ /Aγδ)x2(/Aαβψβ)x1 ])

= ⟨0|T{ψδ(x2)ψ̄α(x1)}|0⟩N[(ψ̄γ /Aγδ)x2(/Aαβψβ)x1 ] (775)

=N[(ψ̄γ /Aγδψδ)x2(ψ̄α /Aαβψβ)x1 ].

上式 (774)，(775)は 1× 1構造を持つけれど，スピノル添字を省くと，見かけ上 4× 4行列を作る行列積の形(/Aψ)x1

( (ψ̄ /A)x2

)
,

ψ(x2)
( ψ̄(x1)

)
が現れる．そこで誤解を防ぐために，ここではスピノル添字を導入した．

■3.9.1節の S
(2)
D の式における第 2の等号について S

(2)
D の式の 1行目における 2つの項は等しい．実際，第

2項は積分変数を x1 ↔ x2 と入れ替えると，

N[(ψ̄γαAαψ)x2(ψ̄γ
βAβψ)x1 ]

=γαγβψ̄(x2)ψ(x1)Aα(x2)Aβ(x1)N[ψ(x2)ψ̄(x1)]
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=γαγβψ(x1)ψ̄(x2)Aβ(x1)Aα(x2)N[ψ̄(x1)ψ(x2)]

=N[(ψ̄γαAαψ)x1(ψ̄γ
βAβψ)x2 ]

と書き換えられ，第 1項に一致する．ただし第 2の等号では縮約 (T積)と正規積の中でフェルミオン場を入

れ替えると，それぞれ符号が入れ替わることを考慮した．

9.9.2 1次の項 S(1)(補足)

■行列要素 ⟨f |S(1)|i⟩の式 (438)，(439)の導出 専ら式 (432)–(437)を利用すると，

⟨f |S(1)|i⟩

= ⟨e−p′s′; γk′r′|ie
∫

d4xψ̄−(x)γαA−
α (x)ψ

+(x)|e−ps⟩

=ie

∫
d4x

[(
m

V Ep′

)1/2

ūs′(p
′)eip

′·x

]
γα

[(
1

2V ωk′

)1/2

εr′α(k
′)eik

′·x

][(
m

V Ep

)1/2

us(p)e
−ip·x

]
⟨0|0⟩

=

[∫
d4xei(p

′+k′−p)·x
](

m

V Ep

)1/2(
m

V Ep′

)1/2(
1

2V ωk′

)1/2

[ieūs′(p
′)/εr′(k

′ = p− p′)us(p)]

となる．最右辺における座標 xに関する積分は，保存則に関係するデルタ関数になる．∫
d4xei(p

′+k′−p)·x = (2π)4δ(4)(p′ + k′ − p).

よって式 (438)，(439)を得る．

9.9.3 電子-電子散乱 (Mϕller散乱)(補足)

■S(2)
C におけるMϕller散乱へ寄与 (440)の導出

S
(2)
C = −e

2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄γ
αψ)x1(ψ̄γ

βψ)x2 ]iDFαβ(x1 − x2)

において，この過程に寄与する部分は

S(2)(2e− → 2e−) = −e
2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄
−γαψ+)x1

(ψ̄−γβψ+)x2
]iDFαβ(x1 − x2)

に限定できる．さらに ψ+(x), ψ̄−(x)それぞれにおける c(j), c†(j)に比例する成分を

ψ+
j (x) = c(j)fj(x), ψ̄−

j (x) = c†(j)gj(x)

と書く．j = (r,p)として具体的に書くと

ψ+
j (x) = cr(p)

(
m

V Ep

)1/2

ur(p)e
−ip·x︸ ︷︷ ︸

fj(x)

, ψ̄−
j (x) = c †

r (p)

(
m

V Ep

)1/2

ūr(p)e
ip·x︸ ︷︷ ︸

gj(x)

である．すると，

• ψ+
1 , ψ

+
2 を ψ+(x1), ψ

+(x2)のどちらから選ぶか (2通り)

• ψ̄−
1′ , ψ̄

−
2′ を ψ̄−(x1), ψ̄

−(x2)のどちらから選ぶか (2通り)

501



に応じて 4つの項が得られる：

−e
2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄
−
1′γ

αψ+
1 )x1

(ψ̄−
2′γ

βψ+
2 )x2

+(ψ̄−
2′γ

αψ+
2 )x1(ψ̄

−
1′γ

βψ+
1 )x2

+(ψ̄−
2′γ

αψ+
1 )x1(ψ̄

−
1′γ

βψ+
2 )x2

+(ψ̄−
1′γ

αψ+
2 )x1(ψ̄

−
2′γ

βψ+
1 )x2 ]iDFαβ(x1 − x2).

上式の 1行目と 2行目，3行目と 4行目はそれぞれ積分変数が x1 ↔ x2 と入れ替わっているだけの違いしか

ないので，互いに等しい．よって考えているMϕller散乱の振幅への寄与は，2本の式 (440):

Sa =− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄−

1′γ
αψ+

1 )x1(ψ̄
−
2′γ

βψ+
2 )x2 ]iDFαβ(x1 − x2),

Sb =− e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄−

2′γ
αψ+

1 )x1(ψ̄
−
1′γ

βψ+
2 )x2 ]iDFαβ(x1 − x2)

の和 Sa + Sb となる．

■Mϕller散乱の行列要素 (442)の導出

⟨f |Sa|i⟩ = ⟨f |N[c†(1′)c(1)c†(2′)c(2)]|i⟩ × (−e2)
∫

d4x1d
4x2g1′(x1)γ

αf1(x1)g2′(x2)γ
βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2)

= ⟨f |{−c†(1′)c†(2′)c(1)c(2)}|i⟩ × (−e2)
∫

d4x1d
4x2g1′(x1)γ

αf1(x1)g2′(x2)γ
βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2)

=− e2
∫

d4x1d
4x2g1′(x1)γ

αf1(x1)g2′(x2)γ
βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2),

⟨f |Sb|i⟩ = ⟨f |N[c†(2′)c(1)c†(1′)c(2)]|i⟩ × (−e2)
∫

d4x1d
4x2g2′(x1)γ

αf1(x1)g1′(x2)γ
βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2)

= ⟨f |{+c†(1′)c†(2′)c(1)c(2)}|i⟩ × (−e2)
∫

d4x1d
4x2g2′(x1)γ

αf1(x1)g1′(x2)γ
βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2)

= + e2
∫

d4x1d
4x2g2′(x1)γ

αf1(x1)g1′(x2)γ
βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2).

ただし 2式のいずれも，最後の等号では

c(1)c(2) |i⟩ = c(1)c(2){c†(2)c†(1) |0⟩} = c(1){−c†(2)c(2) + 1}c†(1) |0⟩ = c(1)c†(1) |0⟩ = − |0⟩ ,

∴ ⟨f | c†(1′)c†(2′) = {⟨0| c(1′)c(2′)}c†(1′)c†(2′) = −⟨0| c(1′)c(2′)†(2′)c†(1′) = + ⟨0| ,

∴ ⟨f |c†(1′)c†(2′)c(1)c(2)|i⟩ = −⟨0|0⟩ = −1

を用いた．これらを足すと式 (442):

⟨f |S(2)(2e− → 2e−)|i⟩ = ⟨f |S(2)
a |i⟩+ ⟨f |S

(2)
b |i⟩ ,

⟨f |S(2)
a |i⟩ =

{
−e2

∫
d4x1d

4x2g1′(x1)γ
αf1(x1)g2′(x2)γ

βf2(x2)iDFαβ(x1 − x2)
}
,

⟨f |S(2)
b |i⟩ =− {1

′ ↔ 2′}

が得られる．
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■Mϕller散乱の S行列要素 (443)–(445)の導出 既に導いた S行列要素の式 (442)から出発すれば良い．電

子状態を
1 = (r,p1), 2 = (s,p2), 1′ = (r′,p′1), 2′ = (s′,p′s)

と表記・設定したことを念頭に置いて詳しく書くと，

⟨f |Sa|i⟩ =− e2
∫

d4x1d
4x2

[(
m

V E′
1

)1/2

ūr′(p
′
1)e

ip′1·x1

]
γα

[(
m

V E1

)1/2

ur(p1)e
−ip1·x1

]

×

[(
m

V E′
2

)1/2

ūs′(p
′
2)e

ip′2·x2

]
γβ

[(
m

V E2

)1/2

us(p2)e
−ip2·x2

]
iDFαβ(x1 − x2),

⟨f |Sb|i⟩ =− ⟨f |Sa|i⟩ |1′↔2′

である．これらを完全に運動量空間に移すために，伝播関数を

iDFαβ(x1 − x2) =
∫

d4k

(2π)4
iDFαβ(k)e

−ik·(x1−x2)

と Fourier展開して計算を続けると，

⟨f |Sa|i⟩ =
∫

d4k

(2π)4

∫
d4x1e

i(p′1−p1−k)·x1

∫
d4x2e

i(p′2−p2+k)·x2

(
m

V E1

)1/2(
m

V E2

)1/2(
m

V E′
1

)1/2(
m

V E′
2

)1/2

× (−e2)
[
ūr′(p

′
1)γ

αur(p1)ūs′(p
′
2)γ

βus(p2)
]
iDFαβ(k)

となる．座標 x1, x2 に関する積分はデルタ関数

(2π)4δ(4)(p′1 − p1 − k)(2π)4δ(4)(p′2 − p2 + k)

=(2π)4δ(4)(p′1 + p′2 − p1 − p2)(2π)4δ(4)(p′2 − p2 + k)

になることに注意して 4元運動量 k に関する積分を実行すると，

⟨f |Sa|i⟩ =

[
(2π)4δ(4)(p′ + k′ − p− k)

×
(

m

V E1

)1/2(
m

V E2

)1/2(
m

V E′
1

)1/2(
m

V E′
2

)1/2
]
Ma,

Ma =− e2ūr′(p′1)γαur(p1)iDFαβ(k = p2 − p′2)ūs′(p′2)γβus(p2) : (444)

を得る．ここから

⟨f |Sb|i⟩ =− ⟨f |Sa|i⟩ |1′↔2′

=

[
(2π)4δ(4)(p′ + k′ − p− k)

×
(

m

V E1

)1/2(
m

V E2

)1/2(
m

V E′
1

)1/2(
m

V E′
2

)1/2
]
Mb,

Mb =− (Ma)|1′↔2′

=+ e2ūs′(p
′
2)γ

αur(p1)iDFαβ(k = p2 − p′1)ūr′(p′1)γβus(p2) : (445),

⟨f |S(2)(2e− → 2e−)|i⟩ = ⟨f |Sa|i⟩+ ⟨f |Sb|i⟩ : (443)

が導かれる．
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9.9.4 閉じたループ (補足)

■電子の自己エネルギーダイヤグラムに関する S行列要素 (446)，(447)の導出 電子の自己エネルギーダイ

ヤグラム (図 47)に寄与するのは，3.9.1節の S
(2)
D における

S(2)(e− → e−) = −e2
∫

d4x1d
4x2ψ̄

−(x1)γ
αiSF(x1 − x2)γβψ+(x2)iDFαβ(x1 − x2)

の部分である．よって遷移
|i⟩ = c†(p) |0⟩ → |f⟩ = c†(p′) |0⟩

に関する，図 47に対応する S行列要素は

⟨f |S(2)(e− → e−)|i⟩

=− e2
∫

d4x1d
4x2

[(
m

V Ep′

)1/2

ū(p′)eip
′·x1

]
γα
[∫

d4q

(2π)4
iSF(q)e

−iq·(x1−x2)

]
γβ

×

[(
m

V Ep

)1/2

u(p)e−ip·x2

][∫
d4k

(2π)4
iDFαβ(k)e

−ik·(x1−x2)

]
と計算される．座標 x1, x2 に関する積分はデルタ関数

(2π)4δ(4)(q − (p′ − k))(2π)4δ(4)(q − (p− k))

=(2π)4δ(4)(p′ − p)(2π)4δ(4)(q − (p− k))

を与えることに注意し，運動量 q に関する積分を実行すると，S行列要素の式 (446)，(447)が得られる．

■光子の自己エネルギーに関する S行列要素 (450)の導出 S演算子において電子の自己エネルギーダイヤグ

ラム (図 48)に寄与するのは，3.9.1節の式 (448):

S(2)(γ → γ) = −e2
∫

d4x1d
4x2N[(ψ̄ /A

−
ψ)x1(ψ̄ /A

+
ψ)x2 ]

の部分である．そして正規積の部分はトレース (449):

N[(ψ̄ /A
−
ψ)x1(ψ̄ /A

+
ψ)x2 ] = (−1)Tr[iSF(x2 − x1)/A−

(x1)iSF(x1 − x2)/A+
(x2)]

で与えられたことを思い出そう．よって図 48の遷移 |i⟩ = |γk⟩ → |f⟩ = |γk′⟩に対応する S行列要素は

⟨f |S(2)(γ → γ)|i⟩ =(−1)(−e2)
∫

d4x1d
4x2Tr

[{∫
d4q

(2π)4
iSF(q)e

−iq·(x2−x1)

}
γα

{(
1

2V ωk′

)1/2

εα(k
′)eik

′·x2

}

×
{∫

d4p

(2π)4
iSF(p)e

−ip·(x1−x2)

}
γβ

{(
1

2V ωk

)1/2

εβ(k)e
−ik·x1

}]

と計算される．座標 x1, x2 に関する積分はデルタ関数

(2π)4δ(4)(q − p− k)(2π)4δ(4)(−q + k′ + p)

=(2π)4δ(4)(q − p− k)(2π)4δ(4)(k′ − k)
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を与えることに注意し，運動量 q に関する積分を実行すると，S行列要素 (450):

⟨f |S(2)(γ → γ)|i⟩ =

[
(2π)4δ(4)(k′ − k)

(
1

2V ωk

)1/2(
1

2V ωk′

)1/2
]
M,

M =Tr

[
e2
∫

d4p

(2π)4
iSF(p+ k)/ε(k′ = k)iSF(p)/ε(k)

]
=− e2

∫
d4p

(2π)4
Tr [/ε(k)iSF(p+ k)/ε(k′ = k)iSF(p)]

を得る．

9.9.5 外場による散乱 (補足)

■外場による電子散乱の S行列要素 (452)の導出 S演算子 (451)において散乱に最低次の寄与をするのは，

1次の項

S(1)
e = ie

∫
d4xψ̄−(x)/Ae(x)ψ

+(x)

である．p = (E,p), p′ = (E′,p′)と書くと，その行列要素は

⟨f |S(1)
e |i⟩ = ⟨e−p′s|ie

∫
d4xψ̄−(x)/Ae(x)ψ

+(x)|e−pr⟩

=ie

∫
d4x

[( m

V E′

)1/2
ūs(p

′)eip
′·x
]
γα
[∫

d3q

(2π)3
Aeα(q)e

−iq·x
] [( m

V E

)1/2
ur(p)e

−ip·x
]

=
( m

V E′

)1/2 ( m

V E

)1/2 ∫ d3q

(2π)3

[∫
d4xeip

′·xe−iq·xe−ip·x
]
ieūs(p

′)γαAeα(q)ur(p)

であり，最右辺の座標 xに関する積分は∫
dtei(E

′−E)t

∫
d3xe−i(p

′−p−q)·x = (2π)4δ(E′ − E)δ(p′ − p− q)

となることに注意して q に関する積分を実行すると，S行列要素の式 (452)が得られる．

9.9.6 QEDの Feynman規則 (補足)

■数値因子 (2π)4 について 一見すると 3.9.6節の Feynman規則では数値因子として，

• 各結節点 xの積分から生じるデルタ関数に付随する (2π)4

• 各内線に対応する伝播関数の Fourier展開に付随する (2π)−4

を考慮していない．よって n個の結節点と fi 本のフェルミオン内線，bi 本のボゾン内線を持つ Feynmanダ

イヤグラムに対して，Feynman振幅には

[(2π)4]n−fi−bi−1

を補う必要があるように見える (指数末尾の −1は，S行列要素 (453)において Feynman振幅から分離した

(2π)4 に対応する)．しかしながら具体的なループダイヤグラムを通して見たように，これは規則 7のループ

積分
∫

d4q
(2π)4 に含めておいた (2π)4 因子に他ならない*244．よって数値因子は既に出尽くしており，改めて因

子 (2π)4 を考慮するには及ばない．

*244 すなわちダイヤグラムの含むループの個数を lとすると，n− fi − bi − 1 = −lが成り立つ．(特にループの個数が l = 0のとき，
デルタ関数と伝播関数からの寄与 [(2π)4]n−fi−bi−1 は自動的に相殺して 1になる．)
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図 152 1次過程 e−(p, s) → e−(p′, s′) + γ(k′, r′)(図 43の再掲)

■Feynman振幅 (439)を 3.9.6節の Feynman規則に従って導くこと 3.9.6節の Feynman規則 1,4(a)(b)(f)

に基づき図 43(図 152 として再掲) のように，Feynmanグラフに結節点因子と外線因子を充てることができ

る．規則 5に従ってフェルミオン因子を並べ (この際，ボゾン的な因子 εr′α(k
′)をどこに挿入しても式の意味

は変わらない)，次いで規則 7に従って保存則 k′ = p− p′ を成立させると Feynman振幅 (439):

M = ieūs′(p
′)/εr′(k

′ = p− p′)us(p)

が得られる．

■Feynman規則から改めてMϕller散乱の Feynman振幅 (444)，(445)を導くこと 3.9.6節の Feynman規則

1,2,4(a)(b)に基づき図 46(図 153として再掲)のように，Feynmanグラフに結節点・外線・内線因子を充て

ることができる (スピン添字は省略)．規則 5に従ってフェルミオン因子を並べると

Ma ∼[ū(p′1)ieγαu(p1)]iDFαβ(k)[ū(p
′
2)ieγ

βu(p2)],

Mb ∼[ū(p′2)ieγαu(p1)]iDFαβ(k)[ū(p
′
1)ieγ

βu(p2)]

となる (式がまだ完全には確定していことを「∼」で表しておいた)．ここで [· · · ]内の因子は一続きのフェル
ミオン線に由来しており，その内部で順番を入れ替えることはできないけれど，[· · · ]全体を式のどこに書く
かは任意と考えられる．次いで規則 7に従って保存則{

k = p2 − p′2 (Maに対して)

k = p2 − p′1 (Mbに対して)

を成立させ，さらに規則 8を考慮してMb に符号因子 (−1)を掛けると，Feynman振幅 (444)，(445)が得ら

れる．

■Feynman 規則から改めて，電子の自己エネルギーに関する Feynman 振幅 (447) を導くこと 3.9.6 節の

Feynman規則 1,2,3,4(a)(b)に基づき図 47(図 154として再掲)のように，Feynmanグラフに結節点・外線・

内線因子を充てることができる (スピン添字は省略)．規則 5に従ってフェルミオン因子を並べると

M∼ iDFαβ(k)ū(p)ieγ
βiSF(q)ieγ

αu(p)

となる (式がまだ完全には確定していことを「∼」で表しておいた)．次に規則 7に従って q = p − k と書き，
積分

∫
d4k
(2π)4 を施すと，Feynman振幅 (447)が得られる．
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図 153 電子-電子散乱 (Mϕller散乱)．(図 46の再掲)

図 154 電子の自己エネルギー (図 47の再掲)

図 155 光子の自己エネルギー (図 48の再掲)

■Feynman 規則から改めて，光子の自己エネルギーに関する Feynman 振幅 (450) を導くこと 式 (450)

の Feynman 振幅M が，3.9.6 節の Feynman 規則から導かれることを確かめておこう．Feynman 規則

1,3,4(e)(f)に基づき図 48(図 155として再掲)のように，Feynmanグラフに結節点・外線・内線因子を充てる

ことができる．規則 5に従ってこれらの因子を並べると

M∼ εα(k)εβ(k′ = k)iSF(p)ieγ
βiSF(q)ieγ

α

となる (式がまだ完全には確定していことを「∼」で表しておいた)．次に規則 6に従ってフェルミオン線に関

してトレースをとり，(−1)を掛ける．さらに規則 7を適用して q = p+ kと書き，積分
∫

d4p
(2π)4 を施すと，再

び Feynman振幅 (450)が得られる．

■Feynman規則から改めて，外場による散乱に関する Feynman振幅 (452)を導くこと 式 (452)の Feynman

振幅Mが，3.9.6節の Feynman規則から導かれることを確かめておこう．Feynman規則 1,4(a)(b),9に基

づき図 49(図 156として再掲)のように，Feynmanグラフに対応する因子を充てることができる．規則 5に
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図 156 外場による散乱 (図 49の再掲)

従ってこれらの因子を並べると
M = [ūs(p

′)(ieγα)ur(p)]×Aα(q)

となる．最後に結節点における運動量保存則 q = p′ − pを成立させると，Feynman振幅 (452)が得られる．

9.10 輻射補正 (補足)

9.10.1 光子の自己エネルギー (補足)

■式 (456)における kµkνB(k2)の項を省ける理由 光子伝播関数は (S行列展開において)保存するカレント

と結合しており， ∫
d4ksα(−k)iDFαβ(k)s

β(k) (776)

という形の結合が現れる．実際，S行列展開の 2次の項のうち，光子伝播関数を作る部分，例えば 3.9.1節の

S
(2)
C =

(ie)2

2!

∫
d4x1d

4x2N[(ψ̄γ
αψ)x1(ψ̄γ

βψ)x2 ]iDFαβ(x1 − x2)

=− 1

2
N

[∫
d4x1d

4x2s
α(x1)iDFαβ(x1 − x2)sβ(x2)

]
(∵ sα = −eψ̄γαψ)

は光子伝播関数とカレントが結合した形をしている．これを運動量空間の積分に書き換えると，

− 1

2
N

[∫
d4kd4k′d4k′′

(2π)12
sα(k′)iDFαβ(k)s

β(k′′)

∫
d4x1d

4x2e
−i(k′+k)·x1e−i(k

′′−k)·x2

]
=− 1

2
N

[∫
d4k

(2π)4
sα(−k)iDFαβ(k)s

β(k)

]
となる．

上式 (776)で伝播関数の置き換え (455)を行い，式 (456)を代入すると，カレント保存則

∂µs
µ(x) = 0 → kµs

µ(k) = 0

より光子の運動量 k に比例する項からの寄与はゼロになる．

■光子伝播関数の式 (457)への書き換えについて A(k2)を有限の量と仮定すれば

−igαβ
k2 + iε+ e 2

0 A(k
2)

=
−igαβ

k2 + iε
(
1 +

e 2
0 A(k2)
k2+iε

) =
−igαβ
k2 + iε

(
1− e 2

0 A(k
2)

k2 + iε

)
+O(e 4

0 ).
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■式 (459)の確認

−igαβ
k2 + iε+ e 2

0 A(k
2)

=
−igαβ
k2

1

1 + e 2
0 {A′(0) + Πc(k2)}+ iε

k2

=
−igαβ
k2

{
1− e 2

0 A
′(0)− e 2

0 Πc(k
2)− iε

k2

}
=
−igαβ
k2 + iε

[{1− e 2
0 A

′(0)} − e 2
0 Πc(k

2)]

による．

9.10.2 電子の自己エネルギー (補足)

■フェルミオンの自己エネルギー部分に関するループ積分の式 (462)の確認

ie 2
0 Σ(p) =

(ie0)
2

(2π)4

∫
d4k
−igαβ
k2 + iε

γαi
/p− /k +m0

(p− k)2 −m 2
0 + iε

γβ (3.10.1節)

=− e 2
0

(2π)4

∫
d4k

γα(/p− /k +m0)γα
(k2 + iε){(p− k)2 −m 2

0 + iε}
(γα ≡ gαβγβ)

=
e 2
0

(2π)4

∫
d4k

1

k2 + iε

2/p− 2/k − 4m0

(p− k)2 −m 2
0 + iε

: (462).

(∵ γα(/p− /k)γα = −2(/p− /k) : (366)，γαγα = 4 : (367))

■正則化 (463)について 式 (463):

1

k2 + iε
→ 1

k2 − λ2 + iε
− 1

k2 − Λ2 + iε
= − Λ2 − λ2

(k2 − λ2 + iε)(k2 − Λ2 + iε)

のように置き換えると，これは k → 0 において分母が有限の値に留まり，k → ∞ において 1/k2 の代わり

に 1/k4 のように振舞う．このため ie 2
0 Σ(p) の式 (462) から赤外発散と紫外発散を取り除けるものと考えら

れる．

■恒等式 (465)の証明 任意の演算子 A,B(これらは非可換でもよい)に対して，恒等式 (465):

1

A−B
=

1

A
+

1

A
B

1

A
+

1

A
B

1

A
B

1

A
+ · · ·

が成立する．実際これは，両辺に左あるいは右から A−B を掛けると

(A−B)(上式右辺) =1
�
��

+B
1

A

HHHHH
+B

1

A
B

1

A
+ · · ·

�
��−B 1

A

HHHHH
−B 1

A
B

1

A
− · · · = 1,

(上式右辺)(A−B) =1
�
��

+
1

A
B
HHHHH
+

1

A
B

1

A
B + · · ·

�
��− 1

A
B
HHHHH
− 1

A
B

1

A
B − · · · = 1

となることから分かる．
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図 157 始状態側の電子の外線に対する 2次補正 (図 56の再掲)

■式 (467)，(471)，(472)の確認 修正された伝播関数 (464)の分母に Σ(p)の展開 (466)を代入し，/p −m
と等置すると

/p−m0 + e 2
0 {A+ (/p−m)B + (/p−m)Σc(p)} = /p−m

となる．これに /p = mを代入すると δm = −e 2
0 A:(467)を得る．このため伝播関数 (464)の分母に他ならな

い上式左辺は，/p−m0 + e 2
0 A = /p−mであることに注意して /p−mでくくると

(/p−m)(1 + e 2
0 B + e 2

0 Σc(p))

となる (式 (471))．さらに式 (471)は

i

(/p−m)

{
1 + e 2

0 B + e 2
0 Σc(p) +

iε

/p−m

} +O(e 4
0 )

=
i

/p−m

{
(1− e 2

0 B)− e 2
0 Σc(p)−

iε

/p−m

}
+O(e 4

0 )

=
i

/p−m+ iε
{(1− e 2

0 B)− e 2
0 Σc(p)}+O(e 4

0 ) : (472)

と書き換えられる．

なお式 (467):δm = −e 2
0 A = −e 2

0 Σ(p)|/p=m はm0 ではなく物理的な質量mを既知として，そのm0 との

差 δmを表した式である．実際，我々の観測するのは裸の粒子の質量 m0 ではなく，物理的粒子の質量 mで

ある．式 (467)を既知の m0 から mを求める式と (誤って)解釈した場合，これは未知量 δmを未知量 mで

表した式に過ぎなくなる．

9.10.3 外線の繰り込み (補足)

■外線に対する補正の式 (474)について 図 56(図 157として再掲)に対応する置き換え

u(p) → u(p) +
i

/p−m+ iε
[ie 2

0 Σ(p) + iδm]u(p)

を書き，式 (470)を代入して得られる．

■式 (474)の式 (475)への書き換え (/p−m)u(p) = 0であり，また /p→ mにおいて (/p−m)Σc(p)は (/p−m)

の 2次でゼロに近づくので，式 (474):

u(p) +
i

/p−m+ iε
[ie 2

0 Σ(p) + iδm]u(p)

の最後の項を省くことができる．
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図 158 フェルミオン自己エネルギーループ (図 57の再掲)

■断熱仮説の下での外線に対する補正の式 (477)について 式 (475)における分母 /p−m+ iεの pは図 57(図

158として再掲する)左側のグラフの右端のフェルミオン伝播関数の引数であり，e 2
0 B(/p−m)における pは

同グラフ中央の補正項 ie 2
0 Σ(p) の引数である．これを踏まえると図 57 右側のグラフに対応する式を書くに

は，以上の 2つの pを式 (477)のようにそれぞれ p − q − q′, p − q に置き換えれば良い．さらに電荷 e0f(t)

の Fourier展開に由来する，不定のエネルギー E,E′ に関する積分が施される．

もし Fourier展開を式 (476)の代わりに

f(t) =

∫ ∞

−∞
F (E)eiEt

dE

2π

のように定義したならば，式 (477)にも 1/(2π)2 が現れると考えられる．

■式 (478)の導出 式 (477):

u(p) →
[
1−

∫
dEdE′F (E)F (E′)

e 2
0 B

/p− /q − /q
′ −m+ iε

(/p− /q −m)

]
u(p)

において，(/p−m)u(p) = 0より被積分関数の因子を

(/p− /q −m) → (/p− /q −m)− 1

2
(/p−m) =

1

2
(/p− 2/q −m)

と置き換えられる．ところがこの因子以外は q と q′ に関して対称なので，さらに

1

2
(/p− 2/q −m) → 1

2
(/p− /q − /q

′ −m)

と置き換えて良い．

理由 実際，今考えている積分

I =

∫
dEdE′F (E)F (E′)

e 2
0 B

/p− /q − /q
′ −m+ iε

1

2
(/p− 2/q −m)

は，積分変数 E,E′ を入れ替えた式

I =

∫
dEdE′F (E)F (E′)

e 2
0 B

/p− /q − /q
′ −m+ iε

1

2
(/p− 2/q

′ −m)

と辺々足すことによって，

I =

∫
dEdE′F (E)F (E′)

e 2
0 B

/p− /q − /q
′ −m+ iε

1

2
(/p− /q − /q

′ −m)
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とも書くことができる．結果的に

1

2
(/p− 2/q −m) → 1

2
(/p− /q − /q

′ −m)

と置き換わっている．

よって

u(p) →
[
1− 1

2
e 2
0 B

∫
dEdE′F (E)F (E′)

]
u(p).

さらに Fourier展開 (476)は F (E)に対する規格化条件

1 = f(0) =

∫ ∞

−∞
F (E)dE

を含意することを用いると，式 (478):

u(p) →
(
1− 1

2
e 2
0 B

)
u(p)

を得る．

9.10.4 結節点補正 (補足)

■Λµ(p′, p)の式 (479)における置き換えm0 → mについて Λµ(p′, p)の式 (479)においてm0 がmに置き

換わっているのは，3.10.3節で導入された，最初に m0 を mに置き換え質量相殺項を相互作用 Hamiltonian

に含めるアプローチを採用していることを反映していると考えれば良い．外線の繰り込み (3.10.4節)の際に

もこちらのアプローチを採用した．

■式 (481)の導出 ψ̄ψ はスカラー，ψ̄γµψ はベクトルとして変換することを思い出すと，Lorentz不変性よ

り a, bをスカラーの定数として

ū(P )Λµ(P, P )u(P ) = aū(P )γµu(P ) + bPµū(P )u(P ) (777)

と表現できるはずである．ところが

2mūs(p
′)γµur(p) = ūs(p

′)[(p′ + p)µ + iσµν(p′ − p)ν ]ur(p) (778)

において p′ = p = P とおくと，右辺 (777)第 2項において

Pµū(P )u(P ) = mū(P )γµu(P )

と書き換えられる．よって上式 (777)は式 (481)の形 Lū(P )γµu(P )をとる．

Gordonの恒等式 (778)の証明 [10, p.262] ur(p) ≡ u, ūs(p′) ≡ ūと略記すると，

(/p−m)u = 0, ū(/p
′ −m) = 0

により任意のベクトル aµ に対して

0 = ū[/a(/p−m) + (/p
′ −m)/a]u = ū[/a/p+ /p

′
/a− 2m/a]u

である．ここで公式 (374)により

σµν =
i

2
[γµ, γν ] = σνµ
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に対して

/a/p =a · p− iσµνaµpν = aµ(p
µ − iσµνpν),

/p
′
/a =p′ · a− iσµνaνp′µ = aµ(p

′µ + iσµνp′ν)

なので，上式は
aµū[(p

′ + p)µ + iσµν(p′ − p)ν − 2mγµ]u = 0

となる．これが任意の aµ に対して成り立つことから，Gordonの恒等式 (778)を得る．

■ループ積分 (479)を式 (482)のように書き分けられることの直接的確認

∆ ≡ /P − /k −m+ iε, q ≡ p− P, q′ ≡ p′ − P

と略記すると，恒等式 (465)により

Λµ(p′, p) =
−i

(2π)4

∫
d4k

k2 + iε
γα
[

1

/q
′
+∆

γµ
1

/q +∆

]
γα

=
−i

(2π)4

∫
d4k

k2 + iε
γα
[(

1

∆
− 1

∆
/q
′ 1

∆
+ · · ·

)
γµ
(

1

∆
− 1

∆
/q
1

∆
+ · · ·

)]
γα

≡Lγµ + Λ µ
c (p′, p)

なので，

Lγµ =
−i

(2π)4

∫
d4k

k2 + iε
γα

1

∆
γµ

1

∆
γα, Λ µ

c (p′, p) =
−i

(2π)4

∫
d4k

k2 + iε
O(∆−3)

と同定される (∆が k の 1次なので k →∞において Lγµ は対数的に発散し，Λ µ
c (p′, p)は収束する)*245．

■2次の輻射補正による正味の電荷の繰り込み (484)について 基のグラフとある輻射補正を行ったグラフを

併せて考えた結果が，電荷の繰り込みによって表現された．これを改めて基のグラフとして別の輻射補正を

行ったグラフと併せて考える，ということを繰り返し行うと，正味の電荷の繰り込みは式 (484):

e = e0
Z

1/2
3 Z2

Z1

となる．

■Ward恒等式 (485)の証明 SF(p)の引数を省略し，S
−1

F = /p −mに注意して SFS
−1

F = 1の両辺を pµ

で微分すると
∂SF

∂pµ
S −1
F + SF

∂

∂pµ
(/p−m) = 0, ∴ ∂SF

∂pµ
S −1
F = −SFγ

µ

を得る．両辺に右から SF をかけると
∂SF

∂pµ
= −SFγ

µSF

*245 これは光子伝播関数の部分が 1/(k2 + iε) のようになっているため，既に Λ → ∞ の極限をとって QED を復元した式と見なせ
ることに注意しよう．
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となる．これを用いるとWard恒等式 (485):

∂Σ(p)

∂pµ
=i

∫
d4k

(2π)4
iDFαβ(k)γ

αi
∂SF(p− k)

∂pµ
γβ (∵ Σ(p)の式 (3.10.1節))

=i2
∫

d4k

(2π)4
iDFαβ(k)γ

α [iSF(p− k)γµiSF(p− k)] γβ

=Λµ(p, p) (∵ Λµ(p, p)の式 (3.10.1節))

を得る．

■式 (486):Z2 = Z1 の導出 Ward恒等式 (485)より自由粒子スピノル u(P )に対する関係

ū(P )
∂Σ(P )

∂Pµ
u(P ) = ū(P )Λµ(P, P )u(P ) (779)

が得られる．Σ(P )の具体的な表式 (466)を代入し

ū(P )( /P −m) = 0, Σc(P )u(P ) = 0

を用いると，上式 (779)の左辺は

ū(P )

[
γµB +Σc(P ) + (/P −m)

∂Σc(P )

∂Pµ

]
u(P ) = Bū(P )γµu(P )

と計算できる．他方，式 (779)の右辺は式 (481)より Lū(P )γµu(P )に等しいので，これらを等置して

B = L (780)

が見出される．すると

Z1 ≃1− e 2
0 L (式 (483))

=1− e 2
0 B (式 (780))

≃Z2 : (486) (式 (473))

とできる．

9.11 正則化 (補足)

9.11.1 数学的な準備 (補足)

標準的な積分 (補足)

標準的な積分の公式 (487)–(492)は実のところ，すべてが独立であるわけではない．実際，

式 (487)の n = 3の場合の式は，k0 に関する積分を複素閉路において実行し，それから kに関する

積分を繰り返すことによって導く．式 (488)は対称性から自明である．式 (490)と式 (491)は，それぞ

れ式 (487)と式 (488)において変数を k と sから，

p = k − q, t = q2 − s (781)

へ変更することによって得られる．式 (491)を qν について微分すると，式 (492)が導かれる．式 (492)

において q = 0と置くと式 (489)になる [10, p.235]．

以上の方針に沿って，具体的に公式を証明しよう (確認は非自明な部分に限る)．
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■式 (487)の導出 まず上記の方針に従い式 (487)を導出しよう．式 (487)の左辺は n = 3の場合，∫
d3k

∫
dk0f(k0,k), f(k0,k) ≡ 1

{(k0)2 − k2 − s+ iε}3

となる．f(k0,k)は 3位の極

k0 = k± ≡ ±
√
k2 + s− iε = ±

√
k2 + s∓ iε′

を持ち，

f(k0,k) =
1

(k0 − k−)3(k0 − k+)3

と表される．原点を中心として無限大の半径を持つ，複素 k0 平面上の Im[k0] > 0 側の半円に沿う f(k0,k)

の複素積分はゼロになるため， ∫
dk0f(k0,k) = 2πiRes[k−]

である．ここで

Res[k−] =
1

2!
lim

k0→k−

(
d

dk0

)2
1

(k0 − k+)3
= 6 lim

k0→k−

1

(k0 − k+)5
= − 3

16

1

(k2 + s)5/2

なので (最後の等号では ε = 0と置いた)，∫
d3k

∫
dk0f(k0,k) =2πi

−3
16

∫ ∞

0

1

(|k|2 + s)5/2
× 4π|k|2d|k|

=− 3

2
π2i

1

s

∫ π/2

0

sin2 θ cos θdθ (|k| =
√
s tan θ)

=− 3

2
π2i

1

s

∫ 1

0

sin2 θd(sin θ)

=− π2i

2

1

s

となる．これは式 (487)右辺において n = 3と置いたものと一致しているから，n = 3のとき式 (487)が成り

立つ．

そこで任意の自然数 n ≥ 3に対して式 (487):∫
d4k

(k2 − s+ iε)n
= iπ2(−1)n (n− 3)!

(n− 1)!

1

sn−2

が成り立つと仮定する．両辺を sで微分すると，

左辺は n

∫
d4k

(k2 − s+ iε)n+1
, 右辺は iπ2(−1)n (n− 3)!

(n− 1)!

−(n− 2)

sn−1

となり，これらを等置して ∫
d4k

(k2 − s+ iε)n+1
= iπ2(−1)n+1 (n− 2)!

n!

1

sn−1

を得る．これは式 (487) において n を n + 1 に置き換えた式となっているから，式 (487) は任意の自然数

n ≥ 3に対して成り立つ．
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■式 (491)の導出 次に式 (491)の導出を補足する．式 (488)において式 (781):

p = k − q, t = q2 − s

の置き換えを行うと，n ≥ 3に対して∫
d4p

pµ + qµ

(p2 + 2p · q + t+ iε)n
= 0, ∴

∫
d4p

pµ

(p2 + 2p · q + t+ iε)n
= −qµ

∫
d4p

(p2 + 2p · q + t+ iε)n

を得る．ここで右辺の積分が式 (490)で与えられることに注意すると，式 (491)が導かれる．

■式 (492)の導出 最後に式 (492)の導出を補足する．式 (491)の両辺を qν で微分すると，左辺は

−2n
∫

d4p
pµpν

(p2 + 2p · q + t+ iε)n

となる．一方
∂qµ

∂qν
=

∂

∂qν
(gµλqλ) = gµλδνλ = gµν

に注意すると，右辺は

−iπ2 (n− 3)!

(n− 1)!

2(n− 2)qµqν + (t− q2)gµν

(t− q2)n−1

となる．これらを等置して∫
d4p

pµpν

(p2 + 2p · q + t+ iε)n
= iπ2 (n− 3)!

2n!

2(n− 2)qµqν + (t− q2)gµν

(t− q2)n−1
, n ≥ 3

を得る．n→ n− 1と置き換えて表記すれば，これは式 (492)に他ならない．

Feynmanのパラメーター積分 (補足)

一般公式 (493):

1

a0a1a2 · · · an
= Γ(n− 1)

∫ 1

0

dz1

∫ z1

0

dz2 · · ·
∫ zn−1

0

dzn
1

[a0 + (a1 − a0)z1 + · · ·+ (an − an−1)zn]n+1

を数学的帰納法にて証明する．n = 1の場合にこれが成り立つことは，

1

ab
=

1

b− a

∫ b

a

dt

t2
=

∫ 1

0

dz

[b+ (a− b)z]2
: (494) (t = b+ (a− b)z)

と確認できる．そこである自然数 nに対して式 (493)が成り立つと仮定する．

A(z1, · · · , zn) ≡ a0 + (a1 − a0)z1 + · · ·+ (an − an−1)zn, B ≡ an+1 − an

と略記すると，式 (493)右辺において n→ n+ 1と置き換えた式は

(n+ 1)Γ(n− 1)

∫ 1

0

dz1

∫ z1

0

dz2 · · ·
∫ zn−1

0

dzn

∫ zn

0

dzn+1

(A+Bzn+1)n+2

であり (Γ(n+ 2) = (n+ 1)Γ(n− 1))，新たに現れた変数 zn+1 に関する積分は∫ zn

0

dzn+1

(A+Bzn+1)n+2
= − 1

(n+ 1)B

[
1

(A+Bzn+1)n+1

]zn
0

=
1

(n+ 1)B

{
1

An+1
− 1

(A+Bzn)n+1

}
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と実行できる．ここで最右辺の A + Bzn は，多項式 Aにおいて an を an+1 に置き換えたものになっている

ことに注意して数学的帰納法の仮定を用いると，上の積分は

1

B
Γ(n+ 1)

∫ 1

0

dz1

∫ z1

0

dz2 · · ·
∫ zn−1

0

dzn

{
1

An+1
− 1

(A+Bzn)n+1

}
=

1

B

(
1

a0 · · · an−1an
− 1

a0 · · · an−1an+1

)
=

1

a0 · · · an−1anan+1

となる．よって式 (493)において n→ n+ 1と置き換えた式が成り立つから，示された．

9.11.2 次元正則化 (補足)

次元正則化の導入 (補足)

■小さな引数に対するガンマ関数の近似式 (497)について η → 0に対する公式 (497):

Γ
(η
2

)
=

2

η
− γ + · · ·

の起源を簡単にまとめておく [24, pp.137–139]．複素 x 平面全体で定義された解析関数としてのガンマ関数

Γ(x)は，Weierstrassの無限乗積

1

Γ(x+ 1)
= eγx

∞∏
p=1

[(
1 +

x

p

)
e−x/p

]
で表される．ここに

γ ≡ lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− lnn

)
= 0.5772156649 · · ·

は Euler定数である．ここから小さな xに対する Γ(x)の近似式を見出すには，

ln Γ(x+ 1) =− γx+
∞∑
p=1

(
x

p
− ln

(
1 +

x

p

))
= −γx+O(x2),

∴ Γ(x+ 1) =e−γx+O(x2) = 1− γx+O(x2),

∴ Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
=

1

x
− γ +O(x)

とすれば良い．最後の式に x = η/2を代入すると，式 (497)が得られる．

9.11.3 真空偏極と次元正則化 (補足)

■式 (505)の導出 式 (503)の被積分関数の分子は，対角和の公式 (502)より

Nµν(p, k) ≡Tr[γµ(/p+ /k +m)γν(/p+m)]

=Tr[γµ(/p+ /k)γν/p)] +m2Tr[γµγν ]

=f(D)
[
(pµ + kµ)pν + (pν + kν)pµ + {m2 − p · (p+ k)}gµν

]
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となる．最後の等号では

Tr[γµ(/p+ /k)γν/p)] =f(D)(p+ k)αpβ [g
µαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν ]

=f(D)[(p+ k)µpν − gµν(p+ k) · p+ (p+ k)νpµ],

Tr[γµγν ] =f(D)gµν

とした．すると式 (503)全体は

ie 2
0 Πµν(k) =

−ẽ 2
0 µ

4−D

(2π)D

∫ 1

0

dz

∫
dDp

Nµν(p, k)

[p2 −m2 + (k2 + 2p · k)z + iε]2

(Feynmanのパラメーター積分と式 (494)を利用)

=
−ẽ 2

0 µ
4−D

(2π)D

∫ 1

0

dz

∫
dDq

Nµν(q − kz, k)
[q2 + k2z(1− z)−m2 + iε]2

(qµ = pµ + zkµ)

と書き換えられる．ここで

(pµ + kµ)pν ={qµ + (1− z)kµ}(qν − zkν) = qµqν − z(1− z)kµkν + · · · ,
m2 − p · (p+ k) =m2 − (q − zk) · {q + (1− z)k} = m2 − q2 + z(1− z)k2 + · · ·

より

(pµ + kµ)pν + (pν + kν)pµ + [m2 − p · (p+ k)]gµν

=2gµν − 2z(1− z)kµkν + [m2 − q2 + z(1− z)k2 + · · · ]gµν + · · ·

となるので，

Nµν(q − kz, k) =f(D)
(
[2qµqν − q2gµν ] + [m2 − k2z(1− z)]gµν

+ [−2z(1− z)(kµkν − k2gµν)] + · · ·
)

(782)

を得る*246．上式 (782)における「· · ·」は q の 1次の項であり，式 (498)により積分に寄与を持たない．式

(782)における 3つの項 [· · · ]からの寄与を分けて

ie 2
0 Πµν(k) =

−ẽ 2
0 µ

4−D

(2π)D
f(D)

∫ 1

0

dz
3∑
i=1

Iµνi (k, z)

*246 z(1 − z)k2gµν の項は式 (782){· · · } 内の第 2 項と第 3 項に分けられていることに注意する．式 (782) のように項を分けておく
と，すぐ後の Iµνi (k, z)の式において見るように第 1項と第 2項の寄与は相殺する．
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と書くと，各 Iµνi (k, z)の部分は式 (495)，(498)–(500)を用いて

Iµν1 (k, z) ≡
∫

dDq
[2qµqν − q2gµν ]

[q2 + k2z(1− z)−m2 + iε]2

=
−igµνπD/2Γ(1−D/2)
[m2 − k2z(1− z)]1−D/2

(1−D/2),

Iµν2 (k, z) ≡[m2 − k2z(1− z)]gµν
∫

dDq
1

[q2 + k2z(1− z)−m2 + iε]2

=[m2 − k2z(1− z)]gµν iπD/2Γ(2−D/2)
[m2 − k2z(1− z)]2−D/2

=− Iµν1 (k, z),

Iµν3 (k, z) ≡[−2z(1− z)(kµkν − k2gµν)]
∫

dDq
1

[q2 + k2z(1− z)−m2 + iε]2

=− 2z(1− z)(kµkν − k2gµν) iπD/2Γ(2−D/2)
[m2 − k2z(1− z)]2−D/2

と計算できるため，

e 2
0 Πµν(k) =(kµkν − k2gµν)ẽ 2

0 Π(k2) : (504),

Π(k2) =
2µ4−Df(D)Γ(2−D/2)

(4π)D/2

∫ 1

0

dz
z(1− z)

[m2 − k2z(1− z)]2−D/2
(783)

が得られる．

最後に η = 4−D → 0の極限をとろう．f(D) = f(4− η) = 4− ηf ′(4) + · · · と書いて式 (496)，(497):

x−η/2 = 1− 1

2
η lnx+ · · · , Γ

(η
2

)
=

2

η
− γ + · · ·

を利用する．

Π(k2) =
2µηf(4− η)Γ(η/2)

(4π)2−η/2

∫ 1

0

dz
z(1− z)

[m2 − k2z(1− z)]η/2

=
2

(4π)2

∫ 1

0

dzz(1− z)
[
4− ηf ′(4) +O(η2)

] [
1 +

η

2
ln(4π) +O(η2)

] [2
η
− γ +O(η)

]
×
[
1− η

2
ln

{
m2 − k2z(1− z)

µ2

}
+O(η2)

]
=

2

(4π)2

∫ 1

0

dzz(1− z)
[
4 · 2

η
− 4γ +

2

η

[
−ηf ′(4) + 4 · η

2
− 4 · η

2
ln

{
m2 − k2z(1− z)

µ2

}]]
+O(η)

において
∫ 1

0
dzz(1− z) = 1/6なので，式 (505):

Π(k2) =
1

12π2

{
2

η
− γ − f ′(4)

2
+ ln(4π)

}
− 1

2π2

∫ 1

0

dzz(1− z) ln
{
m2 − k2z(1− z)

µ2

}
+O(η)

を得る．

質量尺度 µの導入について ie 2
0 Πµν(k2)における電荷 (の自乗)を e 2

0 = ẽ 2
0 µ

η と書くと，η → 0のとき ẽ 2
0

は無次元を保ちながら e 2
0 になる．ここで現れた µη は Π(k2)の式 (783)の被積分関数を無次元化する

のに是非とも必要とされるものであり，これにより

1

[{m2 − k2z(1− z)}/µ2]η/2
= 1− η

2
ln

{
m2 − k2z(1− z)

µ2

}
+O(η2)
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と展開することが可能となる (真数は無次元でなければならない)．

9.11.4 電子の自己エネルギーと次元正則化 (補足)

■式 (507)，式 (508)の導出 γ 行列に関する縮約の公式 (501)より，式 (506)の被積分関数の分子は

γα(/p− /k +m)γβgαβ = Dm− (D − 2)(/p− /k)

となる．Feynmanのパラメーター積分 (494)を用いると，式 (506)の積分は∫
dDk

Dm− (D − 2)(/p− /k)

{(p− k)2 −m2 + iε}{k2 − λ2 + iε}

=

∫
dDk{Dm− (D − 2)(/p− /k)}

∫ 1

0

dz

[{k2 − λ2 + iε}+ {p2 − 2p · k −m2 + λ2}z]2

=

∫ 1

0

dz

∫
dDq

Dm− (D − 2)(/p− /q − /pz)

(q2 − s+ iε)2

(q = k − pz, s = m2z + λ2(1− z)− p2z(1− z))

と書き換えられる．次に式 (495)，式 (498)を用いて q に関する積分を実行すると，∫ 1

0

dz

∫
dDq

Dm− (D − 2)(/p− /q − /pz)

(q2 − s+ iε)2

=

∫ 1

0

dz{Dm− (D − 2)(1− z)/p}
∫

dDq
1

(q2 − s+ iε)2

=iπD/2Γ(2−D/2)
∫ 1

0

dz
Dm− (D − 2)(1− z)/p

s2−D/2
(784)

を得る．この式はもはや赤外発散の恐れがないので，sの中で λ = 0と置いて良い．

s = m2z − p2z(1− z).

式 (506)の積分に上式 (784)を代入して D = 4 − η とおき，式 (496)，式 (497)を用いて η について展開す

ると

e 2
0 Σ(p) =− ẽ 2

0

1

(4π)D/2(4π)−η/2
Γ
(η
2

)∫ 1

0

dz
4m− 2(1− z)/p+ η{−m+ (1− z)/p}

(s/µ2)η/2

=
−ẽ 2

0

16π2

[
1 +

η

2
ln(4π) + · · ·

] [2
η
− γ + · · ·

]
×
∫ 1

0

dz[{4m− 2(1− z)/p}+ η{−m+ (1− z)/p}]
[
1− 1

2
η ln

(
s

µ2

)
+ · · ·

]
となる． ∫ 1

0

dz{4m− 2(1− z)/p} = 4m− /p,

∫ 1

0

dz{−m+ (1− z)/p} = −1

2
(2m− /p)

に注意しつつ，η → 0において生き残る 1/η の項と定数項までを拾い上げると，

e 2
0 Σ(p) =

−ẽ 2
0

16π2

2

η
(4m− /p) +

−ẽ 2
0

16π2

[
{−γ + ln(4π)}(4m− /p)− (2m− /p)−

∫ 1

0

dz{4m− 2(1− z)/p} ln
(
s

µ2

)]
=
ẽ 2
0

16π2
(/p− 4m)

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ ẽ 2

0 Σc(p) : (507),

16π2Σc(p) =(2m− /p)− 2

∫ 1

0

dz[/p(1− z)− 2m] ln

(
m2z − p2z(1− z)

µ2

)
: (508)
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を得る．
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10 弦理論《基礎編》(補足)

10.1 光錐座標系と余剰次元 (補足)

10.1.1 光錐座標 (補足)

5.2.1節で割愛した計算を示す．

■計量の光錐座標成分 (563)の導出 Lorentz座標 x = (x0, x1)から光錐座標

x′ = (x′
+
, x′

−
) =

(
x0 + x1√

2
,
x0 − x1√

2

)
への座標変換を考える (変換に関係のない横方向座標 x2, · · · , xd は無視する)．(

x0

x1

)
= A

(
x′

+

x′
−

)
, A =

(
∂xµ

∂x′ν

)
=

1√
2

(
1 1
1 −1

)
なので，2階共変テンソルの変換則

η̂µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
ηαβ

は計量の光錐座標成分 (563):

(η̂µν) = AT (ηαβ)A =

(
0 −1
−1 0

)
を与える．

■光錐座標系への座標変換は Lorentz変換ではないこと 座標 x′
µ が光錐座標 (x+, x−, x2, x3)であるとする

と，式 (563)の光錐計量 η̂µν を用いて不変距離は

ds2 = η̂µνx
′µx′

ν

と表される．これは ηµν をMinkowski計量として，Lorentz座標 x′
µ が

ds2 = ηµνx
′µx′

ν

を満たさなければならないことに矛盾するから，座標 xµ を光錐座標に移行させるような Lorentz変換は存在

しない．

■光錐成分を用いて Lorentz スカラーを a · b = η̂µνa
µbν と計算できることの直接的確認 光錐計量 η̂µν と

Minkowski計量 ηµν に対して，

η̂µνa
µbν =− a−b+ − a+b− + aIbI

=− 1

2
(a0 − a1)(b0 + b1)− 1

2
(a0 + a1)(b0 − b1) + aIbI

=− a0b0 + a1b1 + aIbI

=ηµνa
µbν .

ただし横方向添字 I = 2, · · · , dについて和をとるものとする．また反変ベクトルについて，最左辺の光錐成
分と最右辺の Lorentz系で見た成分に同じ記号 aµ, bµ を充てている．
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10.1.2 余剰次元を伴う矩形井戸

5.2.3節で予告したように，井戸型ポテンシャルの問題を例に用いて，小さな余剰次元は低エネルギー実験

による検出を逃れ得ることを説明する．

無限に高い障壁を持つ 1次元矩形井戸ポテンシャル

V (x) =

{
0 (0 ≤ x ≤ a)
∞ (x ≤ 0, a ≤ x)

の下での粒子の波動関数 ψ(x)に対して

Schrödinger方程式 (194) : − ℏ2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ, (0 ≤ x ≤ a)

境界条件 ψ(0) = ψ(a) = 0

であり，これを満たす波動関数とエネルギー

ψk(x) =

√
2

a
sin

(
kπx

a

)
, Ek =

ℏ2

2m

(
kπ

a

)2

, k = 1, 2, · · · ,∞

を得る．

さて，ここで y 方向の余剰次元を加える．同一視 (x, y) ∼ (x, y + 2πR)を導入し，余剰次元は半径 R≪ a

にまでコンパクト化しているものとする．このとき Schrödinger方程式

− ℏ2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ψ = Eψ

を条件
ψ(0, y) = ψ(a, y) = 0, ψ(x, y) = ψ(x, y + 2πR)

の下で変数分離法にて解くと

ψk,l(x, y) =ψk(x)ϕl(y),

ψk(x) =ck sin

(
kπx

a

)
, k = 1, 2, · · ·

ϕl(y) =al sin

(
ly

R

)
+ bl cos

(
ly

R

)
, l = 0, 1, 2, · · ·

Ek,l =
ℏ2

2m

[(
kπ

a

)2

+

(
l

R

)2
]

を得る．

l = 0のエネルギー準位 Ek,0 が余剰次元を導入する前のエネルギー準位を成し，新たに加わるエネルギー準

位の中で最低の準位

E11 =
ℏ2

2m

[(π
a

)2
+

(
1

R

)2
]
≃ ℏ2

2m

(
1

R

)2

(∵ R≪ a)

は元の 1次元問題の低エネルギー領域の準位に比べて遥かに高い．したがって小さな余剰次元の効果は通常の

エネルギー水準における実験には現れない．
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10.2 相対論的な弦 (補足)

10.2.1 運動方程式，境界条件，D-ブレイン (補足)

■∂L/∂Ẋµ の表式 (571)，∂L/∂X ′µ の表式 (572)の導出

∂

∂Ẋµ
(Ẋ ·X ′) =

∂

∂Ẋµ
(Ẋν ·X ′

ν) = δνµX
′
ν = X ′

µ,

∂

∂Ẋµ
(Ẋ)2 =

∂

∂Ẋµ
(gαβẊ

αẊβ) = gαβ(δ
α
µẊ

β + Ẋαδβµ) = 2Ẋµ, etc.

に注意して Lagrangian密度 (570):

L(Ẋµ, X ′µ) = −T0
c

√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

を微分すると，式 (571)，式 (572):

Pτµ ≡
∂L
∂Ẋµ

= −T0
c

(Ẋ ·X ′)X ′
µ − (X ′)2Ẋµ√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2
,

Pσµ ≡
∂L
∂X ′µ = −T0

c

(Ẋ ·X ′)Ẋµ − (Ẋ)2X ′
µ√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

を得る．

■作用の変分 (573)の導出

δS =

∫
dτdσ

(
∂L
∂Ẋµ

δẊµ +
∂L
∂′Xµ δX

′µ
)

=

∫
dτdσ

(
Pτµ

∂

∂τ
δXµ + Pσµ

∂

∂σ
δXµ

)
の最右辺を部分積分して，式 (573):

(0 =)δS =

∫ σ1

0

dσ
[
δXµPτµ

]τf
τi

+

∫ τf

τi

dτ
[
δXµPσµ

]σ1

0
−
∫ τf

τi

dτ

∫ σ1

0

dσδXµ

(
∂Pτµ
∂τ

+
∂Pσµ
∂σ

)
を得る．

10.2.2 弦の張力とエネルギー (補足)

5.3.7節で述べたように，x1 軸に沿って伸ばされた静的な弦が運動方程式と矛盾しないことを確認する．考

えている弦の座標 Xµ = (ct, f(σ), 0⃗)に対して

Ẋµ = (c, 0, 0⃗), X ′µ = (0, f ′, 0⃗)

であり，これらは τ に依存しない．よって式 (571)，式 (572)の

Pτµ ≡
∂L
∂Ẋµ

= −T0
c

(Ẋ ·X ′)X ′
µ − (X ′)2Ẋµ√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2
,

Pσµ ≡
∂L
∂X ′µ = −T0

c

(Ẋ ·X ′)Ẋµ − (Ẋ)2X ′
µ√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2
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も τ に依存せず，このとき運動方程式は

0 =
∂Pτµ
∂τ

+
∂Pσµ
∂σ

=
∂Pσµ
∂σ

となり，Pσµ が σ に依存しないことが要請される．ところが再び Pσµ の式 (572)に戻り，今考えている弦に

対して
(Ẋ)2 = −c2, (X ′)2 = (f ′)2, Ẋ ·X ′ = 0

であることを用いると，

Pσµ = −T0
c

c2X ′
µ√

c2(f ′)2
= −T0

X ′
µ

f ′
= −T0(0, 1, 0⃗)

が得られる．これは確かに σ に依存しないから，運動方程式は満たされている．また第 0座標に課される自

由端点の境界条件 Pσ0 = 0が満たされていることも見て取れる．

10.2.3 横方向速度から見た作用 (補足)

■作用の式 (575)の導出 静的ゲージ Xµ = (ct, X⃗)では

∂Xµ

∂σ
=

(
0,
∂X⃗

∂σ

)
,

∂Xµ

∂τ
=

(
c,
∂X⃗

∂t

)

より

(Ẋ)2 = −c2 +

(
∂X⃗

∂t

)2

, (X ′)2 =

(
∂X⃗

∂σ

)2

, Ẋ ·X ′ =
∂X⃗

∂t
· ∂X⃗
∂σ

である．これを用いて南部-後藤作用 (569)における平方根の中を評価すると

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2 =

(
∂X⃗

∂t
· ∂X⃗
∂σ

)2

+

[
c2 −

(
∂X⃗

∂t

)
− 2

](
∂X⃗

∂σ

)2

=

(
ds

dσ

)2
(∂X⃗

∂t
· ∂X⃗
∂s

)2

+ c2 −

(
∂X⃗

∂t

)2


となる (第 2の等号では
(
∂X⃗
∂s

)2
= 1に注意する)．最右辺を

v⃗⊥ =
∂X⃗

∂t
−

(
∂X⃗

∂t
· ∂X⃗
∂s

)
∂X⃗

∂s
, ∴ v 2

⊥ =

(
∂X⃗

∂t

)2

−

(
∂X⃗

∂t
· ∂X⃗
∂s

)2

(再び
(
∂X⃗
∂s

)2
= 1を考慮した) によって書き換えると

√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2 = c

ds

dσ

√
1−

v 2
⊥
c2

が得られるので，南部-後藤作用 (569)は式 (575):

S = −T0
∫

dt

∫ σ1

0

dσ
ds

dσ

√
1−

v 2
⊥
c2

のように表される．
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10.3 世界面カレントと保存量 (補足)

10.3.1 全運動量カレント (補足)

5.4.2節の図 90のように，世界面の境界をつなぐ任意の曲線 γ, γ̄，世界面の境界に沿う線 α, β，およびこれ

らに囲われた領域Rをとると，保存則 ∂αPαµ = 0により

0 =

∫
R
(∂αPαµ)dτdσ (保存則∂αPαµ = 0)

=

∮
γ̄−β−γ+α

(Pτµdσ − Pσµdτ) (発散定理)

=

(∫
γ̄

−
∫
γ

)
(Pτµdσ − Pσµdτ)

=pµ(γ̄)− pµ(γ)

となる (閉弦に対しても同様に議論できる)．

10.3.2 Lorentz対称性とカレント (補足)

■無限小 Lorentz 変換 (579) に対する Lagrangian 密度 (578) の不変性 世界面パラメーターを (ξ1, ξ2) =

(τ, σ)と書くと，Lagrangian密度 (578)に現れる全ての項は

ηµν
∂Xµ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ

という形を持つ．その無限小 Lorentz変換 (579):δXµ = εµνXν に伴う変化量は次のように計算される．

δ

(
ηµν

∂Xµ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ

)
=ηµν

(
∂δXµ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ
+
∂Xµ

∂ξα
∂δXν

∂ξβ

)
=ηµν

(
εµρ

∂Xρ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ
+ ενρ

∂Xµ

∂ξα
∂Xρ

∂ξβ

)
=ενρ

∂Xρ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ
+ εµρ

∂Xµ

∂ξα
∂Xρ

∂ξβ

=(ενρ + ερν)
∂Xρ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ

=0. (ενρの反対称性 (1.3.2節)による)

よって Lagrangian密度 (578)全体もまた変化しない．

■カレント (580)の導出 無限小 Lorentz変換 (579)に関する Lagrangian密度の不変性から導かれるカレン

トは

εµνjαµν =
∂L

∂(∂αXµ)
δXµ = Pαµ εµνXν

となる．これはカレントの一般式 (42):

fα =
∂L

∂(∂αϕr)
δϕr

において
ϕr → Xµ, δϕr → δXµ = εµνXν
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とおき，このときカレント全体が fα = εµνjαµν という形を持つことを考慮して得られる．ε
µν の反対称性を利

用して最右辺を書き換え，

εµνjαµν =

(
−1

2
εµν
)
(XµPαν −XνPαµ )

とできる．ここから直接にカレント jαµν を読み取ることができる．全体の規格化は我々が選択できるので (保

存するカレントの定数倍もカレントである)，カレントを式 (580):

Mα
µν = XµPαν −XνPαµ(= −Mα

νµ)

のように定義できる．

10.4 相対論的な光錐弦 (補足)

10.4.1 τ の選択の方法 (補足)

5.5.1節で述べたように，nµ を時間的ベクトルに選べば，弦上の 2点の隔たり∆Xµ が空間的なベクトルと

なることは次のように理解できる．

nµが時間的

→ nµ ∝ (1, 0, · · · , 0)となる座標系をとれる．
この座標系でも条件 n ·∆X = 0が成り立つから∆Xµは時間成分を持たない．

→ 適当な座標系で∆Xµの時間成分を消去できる．

→ ∆Xµは空間的．

10.4.2 σ のパラメーター付け (補足)

5.5.2節で述べたように，閉弦でも世界面全体で n · Pσ = 0が成り立つように σ = 0の線を導入できること

を示す．それには閉弦の世界面に σ = 0の線を，その上で n · Pσ = 0が成り立つように導入できることを示

せば良い．そうすれば，開弦・閉弦のいずれに対しても n · Pσ = (一定)であることから，閉弦の世界面全体

で n · Pσ = 0となることが保証される．

そこで世界面のある点において n · Pσ = 0となる条件を調べよう．Pσ の式 (572)より

n · Pσ = − 1

2πα′
(Ẋ ·X ′)∂τ (n ·X)− (Ẋ)2∂σ(n ·X)√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

であり，さらに分子の第 2項においてパラメーター付けの条件 (583)より ∂σ(n ·X) = 0なので

n · Pσ = − 1

2πα′
(Ẋ ·X ′)∂τ (n ·X)√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

となる．再び式 (583)を考慮すると ∂τ (n ·X)は定数なので，考えている点において Ẋ ·X ′ = 0であれば良

い．結局示したいことは，σ = 0の線をその上で Ẋ ·X ′ = 0が成り立つように導入できることに帰着する．

そのような線 σ = 0を得る手順を以下に述べる．まず閉弦の世界面における τ が一定の線 (弦)の 1つに着

目し，その上に σ = 0の点 Pを任意にとる．Xµ′ は弦に正接する (接する)空間的ベクトルである．次に (直
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図 159 閉弦の世界面における σ = 0の線を定める方法

観的にも理解できるように)，点 Pにおいて弦の正接 Xµ′ に直交する世界面内の時間的ベクトル vµ が存在す

ることを説明する (図 159 参照)．世界面は点 P において (世界面に) 正接する時間的なベクトル tµ を持つ．

もし tµX
µ′ = 0であれば tµ は求めるベクトル vµ そのものである．仮に tµX

µ′ ̸= 0であっても，線形結合

vµ = tµ + bXµ′

は世界面の点 Pにおける正接であり，vµXµ′ = 0となるように定数 bを決めることができる．

t ·X ′ + bX ′ ·X ′ = 0 → vµ = tµ − t ·X ′

X ′ ·X ′X
µ′.

しかもこの vµ のスカラー内積

v2 = t2 + 2bt ·X ′ + b2X ′2 = t2 − (t ·X ′)2

X ′2

(
∵ b = − t ·X

′

X ′2

)
において Xµ′ は空間的なので X ′2 > 0であり，tµ は時間的なので t2 < 0である．よって v2 < 0となるから

vµ は時間的であり，求めるベクトルとなっている．

注目している τ が一定の弦に隣接する弦における σ = 0の点を，Xµ(P) + εvµ で与える (εは無限小の実

数)．これを逐次繰り返すと，閉弦の世界面に σ = 0の曲線が描かれる (図 159参照)．このとき σ = 0の曲線

に対する正接 Ẋµ は vµ に比例するので，曲線上で Ẋ ·X ′ = 0となることが保証される．これが証明したい

ことであった．

10.4.3 パラメーター付けの制約条件と波動方程式 (補足)

■式 (584):Ẋ ·X ′ = 0の理由 5.5.2節では閉弦の世界面全体で n · Pσ = 0が成り立つように σ = 0の線を

導入できることを証明した．その際，パラメーター付けの定義式 (583):n ·X(τ, σ) = βα′(n · p)τ の下で

n · Pσ = − 1

2πα′
(Ẋ ·X ′)∂τ (n ·X)√

(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

と表されることを見た (10.4.2節)．(この表式は閉弦に特有の事情を仮定せずに導かれており，開弦に対して

も正しい．) そして開弦では端点で n · Pσ = 0が成り立ち，閉弦では σ = 0の線を，その上で Ẋ ·X ′ = 0が

成り立つように導入できることから，開弦と閉弦のいずれに関しても世界面全体で n · Pσ = 0となることが

保証された．するとこのとき逆に，弦の世界面全体で n · Pσ = 0であることから，式 (584):Ẋ ·X ′ = 0が満

たされていることになる．
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■制約条件 (586)の導出 Pτ の式 (571):

Pτµ = −T0
c

(Ẋ ·X ′)Xµ′ − (X ′)2Ẋµ√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

に式 (584):Ẋ ·X ′ = 0を適用すると

Pτµ =
1

2πα′
X ′2Ẋµ√
−ẊX ′2

(785)

となる．すると式 (585)の第 2式は

n · p = 1

βα′
X ′2(n · Ẋ)√
−ẊX ′2

となる．ここに式 (585)の第 1式から得られる n · Ẋ = βα′(n · p)を代入すると，

1 =
X ′2√
−ẊX ′2

, ∴ Ẋ2 +X ′2 = 0 : (586)

が導かれる．

■Pτµ と Pσµ の式 (588)の導出 Pτµ の式 (785)は制約条件 (586):Ẋ2 +X ′2 = 0により分母が√
−Ẋ2X ′2 =

√
X ′2X ′2 = X ′2 (∵ X ′2 > 0)

と簡略化されるので，式 (588):

Pτµ =
1

2πα′ Ẋ
µ

を得る．

また Pσ の式 (572):

Pσµ = −T0
c

(Ẋ ·X ′)Ẋµ − (Ẋ)2X ′µ√
(Ẋ ·X ′)2 − (Ẋ)2(X ′)2

は，式 (584):Ẋ ·X ′ = 0を利用した上で Pτ と同様に分母を書き換えると

Pσµ =
1

2πα′
Ẋ2X ′µ√
−ẊX ′2

=
1

2πα′
Ẋ2X ′µ

X ′2
= − 1

2πα′X
′µ : (588)

となる．ただし最後の等号でも式 (586):Ẋ2 +X ′2 = 0を用いた．

10.4.4 波動方程式とモード展開 (補足)

■弦座標の式 (589)の導出 波動方程式の一般解

Xµ(τ, σ) =
1

2
(fµ(τ + σ) + gµ(τ − σ))

に対して σ = 0における Neumann境界条件を適用すると

0 =
∂Xµ

∂σ
(τ, 0) =

1

2
(fµ′(τ)− gµ′(τ)) for all τ

となるので，fµ と gµ には定数 cµ の違いだけが許容される：gµ = fµ + cµ．よって

Xµ(τ, σ) =
1

2
(fµ(τ + σ) + fµ(τ − σ) + cµ)

であり，cµ を任意関数 fµ に吸収させる，すなわち fµ + 1
2c
µ → fµ と再定義すると式 (589)を得る．
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■fµ′ が周期 2π の周期関数となる理由 弦座標の式 (589):

Xµ(τ, σ) =
1

2
(fµ(τ + σ) + fµ(τ − σ))

に対して σ = π における Neumann境界条件を適用すると

0 =
∂Xµ

∂σ
(τ, π) =

1

2
(fµ′(τ + π)− fµ′(τ − π)) for all τ

となることによる．2π は自然な周期なので，我々が開弦のパラメーター付けの範囲を 0 ≤ σ ≤ π と決めたの

は適切であったことが判る．

■弦座標のモード展開 (590)の導出 周期 2π の周期関数 fµ′ の一般的な Fourier級数展開

fµ′(u) = fµ1 +
∞∑
n=1

(aµn cosnu+ bµn sinnu)

を積分すると，

fµ(u) = fµ0 + fµ1 u+

∞∑
n=1

(Aµn cosnu+Bµn sinnu)

という形になる．弦座標の式 (589)にこれを代入して整理すると

Xµ(τ, σ) =fµ0 +
1

2
{(τ + σ) + (τ − σ)}fµ1

+
1

2

∞∑
n=1

[Aµn{cos(n(τ + σ)) + cos(n(τ − σ))}+Bµn{sin(n(τ + σ)) + sin(n(τ − σ))}]

=fµ0 + fµ1 τ +
∞∑
n=1

{Aµn cos(nτ) +Bµn sin(nτ)} cos(nσ)

を得る．fµ0 , f
µ
1 および各 Fourier係数 Aµn, B

µ
n が実数であれば，弦座標Xµ の実数性が保証される．量子論へ

の移行を容易にするために，次の関係を通じて，係数 Aµn, B
µ
n の代わりとなる定数 aµn を導入する．

Aµn cosnτ +Bµn sinnτ =− i

2

{
(Bµn + iAµn)e

inτ − (Bµn − iAµn)e−inτ
}

≡− i
√
2α′
√
n

(aµ∗n e
inτ − aµne−inτ ).

ここで ∗は複素共役を表す．これを上式に代入して弦座標のモード展開 (590)を得る．

10.4.5 運動方程式の光錐解 (補足)

■X− の導関数を XI の導関数で与える式 (594)の導出 任意のベクトル aµ に対して相対論的スカラー積は

a2 = −2a+a− + aIaI

と成分計算される (I について和をとることを忘れないように，(aI)2 とせずに aIaI と書いている)．ここで

a = Ẋ ±X ′ とおくと，制約条件 (587):(Ẋ ±X ′)2 = 0は

−2(Ẋ+ ±X+′
)(Ẋ− ±X−′

) + (ẊI ±XI ′)2 = 0
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と書ける．ここに光錐ゲージ条件 (593)から得られる X+′
= 0，Ẋ+ = βα′p+ を代入すると，式 (594):

Ẋ− ±X−′
=

1

βα′
1

2p+
(ẊI ±XI ′)2

が導かれる．

■α−
n と横方向 Virasoro モードの関係 (597) の導出 全ての弦座標 Xµ = (X0, X1, XI) と同様，光錐成分

X− もまた式 (596) のようにモード展開される．よって弦座標の導関数の線形結合に対するモード展開の式

(592)に µ = −, I を代入した式

Ẋ− ±X−′
=
√
2α′

∑
n∈Z

α−
n e

−in(τ±σ), ẊI ±XI ′ =
√
2α′

∑
n∈Z

αIne
−in(τ±σ)

が成り立つ．これらを式 (594):

Ẋ− ±X−′
=

1

βα′
1

2p+
(ẊI ±XI ′)2

に代入すると

√
2α′

∑
n∈Z

α−
n e

−in(τ±σ) =
1

2p+

∑
p,q∈Z

αIpα
I
qe

−i(p+q)(τ±σ)

=
1

2p+

∑
n,p∈Z

αIpα
I
n−pe

−in(τ±σ)

=
1

2p+

∑
n∈Z

∑
p∈Z

αIpα
I
n−p

 e−in(τ±σ)

となるので，式 (597):
√
2α′α−

n =
1

2p+

∑
p∈Z

αIn−pα
I
p

を得る．

■質量の自乗の公式 (598)の導出 振動子 α の式 (591):αµ0 =
√
2α′pµ により p− は α−

0 で表され，式 (597)

より α−
0 は横方向 Virasoroモード L⊥

0 で表される：

2p+p− =
1

α′L
⊥
0 =

1

α′

(
1

2
αI0α

I
0 +

∞∑
n=1

αI−nα
I
n

)
= pIpI +

1

α′

∞∑
n=1

naI∗n a
I
n.

これを弦の運動量 pµ から弦の質量M を計算する式

M2 = −p2 = 2p+p− − pIpI

に代入すると，質量の自乗の公式 (598):

M2 =
1

α′

∞∑
n=1

naI∗n a
I
n

を得る．
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10.5 各種の光錐場とボゾン (補足)

10.5.1 スカラー場の古典的な平面波解 (補足)

■実場の条件 (600)の導出 場 ϕ(x)の Fourier展開 (599)に対して実数条件 (ϕ(x))∗ = ϕ(x)を適用すると∫
dDp

(2π)D
e−ip·x(ϕ(p))∗ =

∫
dDp

(2π)D
eip·xϕ(p) =

∫
dDp

(2π)D
e−ip·xϕ(−p)

となる．ただし第 2の等号では変数変換 p→ −pを行った．すると∫
dDp

(2π)D
e−ip·x (ϕ(−p)− (ϕ(p))∗) = 0

が任意の xに対して成り立たなければならないから，式 (600):(ϕ(p))∗ = ϕ(−p)を得る．

■Fourier展開 (601)について 式 (601):

ϕ(x+, x−, x⃗T ) =

∫
dp+

2π

dD−2pT
(2π)D−2

e−ix
−p++ix⃗T ·p⃗T ϕ(x+, p+, p⃗T )

における p+ は積分変数だから他の記号に置き換えても構わない．しかし

p · x = −p−x+ − p+x− + pIxI = p+x
+ + p−x

− + pIp
I

に注意すると e−ix
−p+ が eip·x から現れるから，x− の係数を −p+ と書くのは理に適っている．

■運動量空間におけるスカラー場の運動方程式 (602)の導出 実空間のスカラー場 ϕ(x) = ϕ(x+, x−, x⃗T )に

対する Klein-Gordon方程式は，光錐座標を用いて

0 = (∂2 −m2)ϕ(x) =

(
−2 ∂

∂x+
∂

∂x−
+

∂

∂xI
∂

∂xI
−m2

)
ϕ(x+, x−, x⃗T )

と表される．これを式 (601)によって定義される，“空間”座標に関する場の Fourier変換 ϕ(x+, p+, p⃗T )に対

する式に翻訳すると (
−2 ∂

∂x+
(−ip+)− pIpI −m2

)
ϕ(x+, p+, p⃗T ) =0,

∴
(
i
∂

∂x+
− 1

2p+
(pIpI +m2)

)
ϕ(x+, p+, p⃗T ) =0 : (602)

となる．

10.5.2 Maxwell場と光子状態 (補足)

■運動量空間の電磁場 Aµ(p)に対する運動方程式 (604)について ∂µe
ip·x = ipµe

ip·x より

∂2{eip·xAµ(p)} =∂ν∂ν{eip·xAµ(p)} = (ipν)(ip
ν){eip·xAµ(p)} = −p2Aµ(p)eip·x,

∂µ∂ · {eip·xA(p)} =∂µ∂ν{eip·xAν(p)} = (ipµ)(ipν){eip·xAν(p)} = −pµ(p ·A)eip·x

となる．
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10.5.3 重力場と重力子状態 (補足)

■n(D)の式 (608)について 行列 (hIJ)の上三角要素と対角要素の合計数は

1 + 2 + · · ·+ (D − 2) =
1

2
(D − 1)(D − 2)

である (行列 (hIJ)の k(= 1, 2, · · · , D − 2)行目に考えている要素は D − k + 1個含まれる)．対角和がゼロ

となる条件から，独立な要素の個数が 1だけ減少する．よって式 (608):

n(D) =
1

2
(D − 2)(D − 1)− 1 =

1

2
D(D − 3)

を得る．

10.6 光錐ゲージにおける点粒子 (補足)

10.6.1 光錐粒子 (補足)

■光錐ゲージにおける運動量の式 (611)の導出 運動量の表式 pµ = mẋµ/
√
−ẋ2 の +成分を粒子の光錐ゲー

ジゲージ条件 x+ = p+τ/m2 と組合せると

p+ =
m√
−ẋ2

ẋ+ =
1√
−ẋ2

p+

m
, ∴ ẋ2 = − 1

m2

を得る．(第 1式の第 2の等号では光錐ゲージ条件 (610)により ẋ+ = p+/m2 となることを用いた．) これを

運動量の表式 pµ = mẋµ/
√
−ẋ2 に戻すと，式 (611):

pµ = m2ẋµ

が得られる．

10.6.2 Lorentz生成子と Lorentz代数 (補足)

■連続的な変換の生成子について 5.8.2節ではチャージMµν が座標の Lorentz変換を生成することを述べ

た．これについて補足説明を行う．

一般にユニタリー演算子 U による演算子 Oの変換

O → O′ = UOU†

が実数の連続パラメーター αで特徴づけられる連続的な変換である場合，適当な Hermite演算子 T (= T †)を

用いて U = eiαT と表される．α = 0のときに U は恒等演算子となる．αが無限小パラメーター δαであると

き，その 1次までとると

U ≃ 1 + iδαT, δO ≡ O′ −O ≃ (1 + iδαT )O(1− iδαT )−O ≃ iδα[T,O]

となる．連続変換が複数の連続パラメーター {αi}で特徴づけられる場合への一般化は直接的である．
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■Lorentz代数 (612)の証明 [11, p.230] Lorentz共変な交換関係

[xµ(τ), pν(τ)] = iηµν , [xµ(τ), xν(τ)] = 0, [pµ(τ), pν(τ)] = 0

を用いて，Lorentz生成子Mµν = xµpν − xνpµ の満たす交換関係を調べる．
まず

[Mµν , xρ] = [xµpν − xνpµ, xρ] = xµ[pν , xρ]− xν [pµ, xρ] = xµ(−iηνρ)− xν(−iηµρ) = iηµρxν − iηνρxµ

である．また

[Mµν , pρ] = [xµpν − xνpµ, pρ] = [xµ, pρ]pν − [xν , pρ]pµ = iηµρpν − iηνρpµ

が成り立つ．これらを用いると

[Mµν ,Mρσ] =[Mµν , xρpσ − xσpρ]
=xρ[Mµν , pσ] + [Mµν , xρ]pσ − xσ[Mµν , pρ]− [Mµν , xσ]pρ

=xρ(iηµσpν − iηνσpµ) + (iηµρxν − iηνρxµ)pσ − xσ(iηµρpν − iηνρpµ)− (iηµσxν − iηνσxµ)pρ

=iηµρMνσ − iηνρMµσ + iηµσMρν − iηνσMρµ : (612)

を得る．

■Lorentz生成子の光錐成分の交換関係 (613)について

[M+−,M+I ] = iη++M−I − iη−+M+I + iη+IM+− − iη−IM++

における 4つの η は
η++ = 0, η+I = 0, η−+ = −1, η−I = 0

だから，η がゼロにならない唯一の添字の組合せは，第 1の生成子から −を選び，第 2の生成子から +を選

ぶ場合に限られる．η−+ を持つ項は −iη−+M+I = iM+I なので

[M+−,M+I ] = iM+I

を得る．

また交換子 [M−I ,M−J ]の計算に現れる 4つの η は

η−− = 0, η−J = 0, ηI− = 0, ηIJ = δIJ

なので，ここでは η に添字 I と J を使わねばならない．ηIJ を持つ項は −iηIJM−− であり，反対称性

M−− = 0によりこれはゼロになる．ここで (テンソルの変換則より)，LorentzテンソルMµν の反対称性は

光錐成分にも受け継がれることを用いた．

10.7 相対論的な量子開弦 (補足)

10.7.1 光錐 Hamiltonianと交換子 (補足)

■Ẋ− の式 (614)の導出 式 (594):

Ẋ− ±X−′
=

1

βα′
1

2p+
(ẊI ±XI ′)2
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において開弦を想定して β = 2とおき，複号に応じた 2式を辺々足すと式 (614):

Ẋ− =
1

2α′
1

2p+
(ẊIẊI +XI ′XI ′)2

を得る．

■Pτ− の式 (615)の導出 式 (614)より

Pτ− =
1

2πα′ Ẋ
− =

1

2πα′
1

2α′
1

2p+

(
PτIPτI + XI ′XI ′

(2πα′)2

)

=
π

2p+

(
PτIPτI + XI ′XI ′

(2πα′)2

)
: (615)

となる．

■Pτ− の式 (618)の導出 Heisenberg方程式 iẊI(τ, σ) = [XI(τ, σ),H(τ)]において，Hamiltonian(617):

H = πα′
∫ π

0

dσ′

(
PτJ(τ, σ′)PτJ(τ, σ′) +

XJ ′(τ, σ′)XJ ′(τ, σ′)

(2πα′)2

)

の第 2項は，次式より XI(τ, σ)と可換である．

[XI(τ, σ), XJ ′(τ, σ′)] =
∂

∂σ′ [X
I(τ, σ), XJ (τ, σ′)] = 0.

正準交換関係 (616)より式 (618):

iẊI(τ, σ) =

[
XI(τ, σ), πα′

∫ π

0

dσ′PτJ (τ, σ′)PτJ(τ, σ′)

]
= πα′ · 2

∫ π

0

dσ′PτJ(τ, σ′)iηIJδ(σ − σ′)

=2πiα′PτI(τ, σ)

を得る．

■交換関係 (619)，(620)の導出

[XI(τ, σ), XJ (τ, σ′)] = 0をσとσ′について微分 → [XI ′(τ, σ), XJ ′(τ, σ′)] = 0,

[PτI(τ, σ),PτJ(τ, σ′)] → [ẊI(τ, σ), ẊJ (τ, σ′)] = 0 (∵ 式 (618))

であり，これらに注意すると[
(ẊI ±XI ′)(τ, σ), (ẊJ ±XJ ′)(τ, σ′)

]
=±

[
ẊI(τ, σ), XJ ′(τ, σ′)

]
±
[
XI ′(τ, σ), ẊJ (τ, σ′)

]
,[

(ẊI ±XI ′)(τ, σ), (ẊJ ∓XJ ′)(τ, σ′)
]
=∓

[
ẊI(τ, σ), XJ ′(τ, σ′)

]
±
[
XI ′(τ, σ), ẊJ (τ, σ′)

]
となる．2式の右辺の第 2項は，正準交換関係 (616)に式 (618)を適用した式[

XI(τ, σ), ẊJ(τ, σ′)
]
= 2πα′iηIJδ(σ − σ′)

を両辺 σ で微分して， [
XI ′(τ, σ), ẊJ(τ, σ′)

]
= 2πα′iηIJ

d

dσ
δ(σ − σ′)
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と評価できる．すると第 1項については[
ẊI(τ, σ), XJ ′(τ, σ′)

]
=
[
XJ ′(τ, σ′), ẊI(τ, σ)

]
= −(2πα′)iηIJ

d

dσ′ δ(σ
′ − σ) = 2πα′iηIJ

d

dσ
δ(σ − σ′)

となる．ただし最後の等号では差 ∆σ = σ′ − σ の関数に対する微分の関係 d
dσ′ = − d

dσ および，δ(∆σ) =

δ(−∆σ)を用いた．以上を上式に代入して，式 (619)，(620)を得る．

10.7.2 振動子の交換関係 (補足)

■演算子 XI(τ, σ)もまた波動方程式を満たすことの確認 運動量密度に対する Heisenberg方程式

iṖτI(τ, σ) = [PτI(τ, σ),H(τ)] =
πα′

(2πα′)2

∫
dσ′[PτI(τ, σ), XJ ′(τ, σ′)XJ ′(τ, σ′)]

において

[PτI(τ, σ), XJ ′(τ, σ′)] = − d

dσ′ [X
J(τ, σ′),PτI(τ, σ)] = −iηIJ d

dσ′ δ(σ − σ
′)

なので，

iṖτI(τ, σ) = 1

4πα′ (−2iη
IJ )

∫
dσ′XJ ′(τ, σ′)

d

dσ′ δ(σ − σ
′)

=
i

2πα′

∫
dσ′XI ′′(τ, σ′)δ(σ − σ′)

=
i

2πα′X
I ′′(τ, σ),

∴ ṖτI =XI ′′

を得る．これと ẊI = 2πα′PτI :(618)を合わせると，演算子もまた波動方程式を満たすこと

ẌI = 2πα′ṖτI = XI ′′, ∴ ẌI −XI ′′ = 0

が導かれる．

■振動子の交換関係 (621)の導出 弦座標の導関数のモード展開は式 (592)の形

(ẊI +XI ′)(τ, σ) =
√
2α′

∑
n∈Z

αIne
−in(τ+σ), σ ∈ [0, π]

(ẊI −XI ′)(τ, σ) =
√
2α′

∑
n∈Z

αIne
−in(τ−σ), σ ∈ [0, π]

をとる．これらは弦座標を定義する範囲 σ ∈ [0, π]で成立する．第 2式は

(ẊI −XI ′)(τ,−σ) =
√
2α′

∑
n∈Z

αIne
−in(τ+σ), σ ∈ [−π, 0]

と書き換えられる．ここで (σ の全範囲で定義された)演算子

AI(τ, σ) =
√
2α′

∑
n∈Z

αIne
−in(τ+σ)

を導入する．AI はその定義により周期性 AI(τ, σ + 2π) = AI(τ, σ)を満たしており，1周期に相当する区間

σ ∈ [−π, π]において弦座標と

AI(τ, σ) =

{
(ẊI +XI ′)(τ, σ) σ ∈ [0, π]

(ẊI −XI ′)(τ,−σ) σ ∈ [−π, 0]
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のように関係付けられる．

振動子の交換関係 (621)を導くにあたり，交換子 [AI(τ, σ), AJ(τ, σ′)]を計算することが目下の目標となる．

これは σ, σ′ の範囲に応じて，以下の 4通りの交換子を与える．

[(ẊI +XI ′)(τ, σ), (ẊJ +XJ ′)(τ, σ′)], σ, σ′ ∈ [0, π]

[(ẊI +XI ′)(τ, σ), (ẊJ −XJ ′)(τ,−σ′)], σ ∈ [0, π], σ′ ∈ [−π, 0]

[(ẊI −XI ′)(τ,−σ), (ẊJ +XJ ′)(τ, σ′)], σ ∈ [−π, 0], σ′ ∈ [0, π]

[(ẊI −XI ′)(τ,−σ), (ẊJ −XJ ′)(τ,−σ′)], σ, σ′ ∈ [−π, 0]

第 1と第 4の交換子は，交換関係 (619)よりそれぞれ

[(ẊI +XI ′)(τ, σ), (ẊJ +XJ ′)(τ, σ′)] =4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′),

[(ẊI −XI ′)(τ,−σ), (ẊJ −XJ ′)(τ,−σ′)] =− 4πα′iηIJ
d

d(−σ)
δ(−σ + σ′)

=4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′)

と計算される (これらは等しい)．第 2と第 3の交換子は，交換関係 (620)よりいずれもゼロになる．以上の

結果は

[AI(τ, σ), AJ(τ, σ′)] = 4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′)

とまとめられる*247．ここに AI(τ, σ)の定義式を代入すると

∑
m′,n′∈Z

eim
′(τ+σ)ein

′(τ+σ′)[αIm′ , αJn′ ] = 2πiηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′)

となる．この式は σ, σ′ ∈ [−π, π]において成立する．
ここから振動子の交換関係をとり出すために，両辺に次の積分を施す．

1

2π

∫ π

−π
dσeimσ · 1

2π

∫ π

−π
dσ′einσ

′
.

すると左辺においてはm′ = m,n′ = nの項が抽出されて

∑
m′,n′

e−i(m
′+n′)τ

(
1

2π

∫ π

−π
dσei(m−m′)σ

)(
1

2π

∫ π

−π
dσ′ei(n−n

′)σ′
)
[αIm′ , αJn′ ]

=
∑
m′,n′

e−i(m
′+n′)τδmm′δnn′ [αIm′ , αJn′ ]

=e−i(m+n)τ [αIm, α
J
n]

*247 第 2と第 3の σ, σ′ の範囲からは σ = σ′(= 0)の場合を省いて良い (第 1または第 4の σ, σ′ の範囲に含めれば良い)．このとき
σ ̸= σ′ に対しては δ(σ − σ′) = 0なので，上式は第 2，第 3の交換関係を再現する．
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となる．一方，右辺の積分は

iηIJ
1

2π

∫ π

−π
dσeimσ

d

dσ

∫ π

−π
dσ′einσ

′
δ(σ − σ′)

=iηIJ
1

2π

∫ π

−π
dσeimσ

d

dσ
einσ = −nηIJ 1

2π

∫ π

−π
dσei(m+n)σ

=− nηIJδm+n,0 = mηIJδm+n,0

となるので，これらを等置して振動子の交換関係 (621):

[αIm, α
J
n] = mηIJδm+n,0e

i(m+n)τ = mηIJδm+n,0

を得る．

■交換関係 (623)の導出 交換関係 (622):

[XI(τ, σ), ẊJ(τ, σ′)] = 2πα′iηIJδ(σ − σ′)

を両辺 0 ≤ σ ≤ π にわたって積分すると，左辺では XI のモード展開

XI(τ, σ) = xI0 +
√
2α′αI0τ + i

√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αIn cosnσe

−inτ

における振動子の項は寄与を持たず，右辺ではデルタ関数が消えて

[xI0 +
√
2α′αI0τ, Ẋ

J(τ, σ′)] = 2α′iηIJ

となる．ここで ẊJ は αJn を含む項の和なので，振動子の交換関係 (621)により [αI0, Ẋ
J ] = 0である．

[xI0, Ẋ
J(τ, σ′)] = 2α′iηIJ .

さらに ẊJ のモード展開を利用すると，上式から

√
2α′iηIJ =

∑
n′∈Z

[xI0, α
J
n′ ] cosn′σ′e−in

′τ = [xI0, α
J
0 ] +

∞∑
n′=1

[xI0, α
J
n′e−in

′τ + αJ−n′ein
′τ ] cosn′σ′ (786)

が得られる．これに積分 1
π

∫ π
0
dσ′ cosnσ′ を施すと

0 = [xI0, α
J
ne

−inτ + αJ−ne
inτ ] = [xI0, α

J
n]e

−inτ + [xI0, α
J
−n]e

inτ (787)

となる．これが任意の τ で成り立つためには，最右辺の各項がそれぞれ単独でゼロにならなければならない．

実際，上式 (787)において τ を −τ に置き換えた式 (これを式 (787)′ と呼ぼう)が成り立つ．よって

(式 (787))× e−inτ − (式 (787)′)× einτ : [xI0, α
J
n] = 0 (n ≥ 1)

(式 (787))× einτ − (式 (787)′)× e−inτ : [xI0, α
J
−n] = 0 (n ≥ 1)

であり，これらは
[xI0, α

J
n] = 0 for n ̸= 0 (788)

にまとめられる．これを上式 (786)に戻すと，

[xI0, α
J
0 ] =

√
2α′iηIJ (789)

すなわち交換関係 (623):
[xI0, p

J ] = iηIJ

が得られる (αI0 =
√
2α′pI)．
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■振動子 aIn, a
I†
n に対する交換関係 (624)の導出 振動子の交換関係 (621)は

[αIm, α
J
−n] = mδm,nη

IJ

と書き直せる．

mと nが異符号の場合，これは

m,−n ≥ 1のとき [aIm, a
J
−n] = 0, m,−n ≤ −1のとき [aI†−m, a

J†
n ] = 0

となり，これらはm,n ≥ 1として

[aIm, a
J
n] = 0. [aI†m , a

J†
n ] = 0

と書き換えられる．

mと nが同符号の場合の関係としては，m,n > 0の場合だけを考えれば充分である．すると

[
√
maIm,

√
naJ†n ] = mδm,nη

IJ , ∴ [aIm, a
J†
n ] =

m√
mn

δm,nη
IJ = δm,nη

IJ

となる．

■演算子 XI(τ, σ)の Hermite性 モード展開

XI(τ, σ) = xI0 +
√
2α′αI0τ + i

√
2α′

∞∑
n=1

(αIne
−inτ − αI−neinτ )

cosnσ

n

より XI(τ, σ)の Hermite性

(XI(τ, σ))† =(xI0)
† +
√
2α′(αI0)

†τ + i
√
2α′

∞∑
n=1

(αI†n e
−inτ − αI†−neinτ )

cosnσ

n

=xI0 +
√
2α′αI0τ − i

√
2α′

∞∑
n=1

(αI−ne
inτ − αIne−inτ )

cosnσ

n

(∵ (xI0)
† = xI0，(α

I
n)

† = αI−n)

=XI(τ, σ)

が確かめられる．

10.7.3 横方向の Virasoro演算子 (補足)

■正規順序化定数の表式 (625)の導出

L⊥
0 =

1

2

∑
p∈Z

αI−pα
I
p =

1

2
αI0α

I
0 +

1

2

∞∑
p=1

αI−pα
I
p +

1

2

∞∑
p=1

αIpα
I
−p

の最右辺において，最初の 2項は既に正規順序になっている．そこで最後の項を正規順序

N

[
1

2

∞∑
p=1

αIpα
I
−p

]
=

1

2

∞∑
p=1

αI−pα
I
p
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に並び替えたときのお釣りを調べると，

1

2

∞∑
p=1

αIpα
I
−p =

1

2

∞∑
p=1

(αI−pα
I
p + [αIp, α

I
−p]) =

1

2

∞∑
p=1

αI−pα
I
p +

1

2

∞∑
p=1

pηII =
1

2

∞∑
p=1

αI−pα
I
p +

1

2
(D − 2)

∞∑
p=1

p

=N

[
1

2

∞∑
p=1

αIpα
I
−p

]
+ a,

a =
1

2
(D − 2)

∞∑
p=1

p : (625)

となる．

■M2 の式 (626)について 正規順序化の操作を N[· · · ]という記法によって明記する．

M2 = 2p+p− − pIpI = 1

α′L
⊥
0 − pIpI =

1

α′L
⊥
0 −

1

2α′α
I
0α

I
0 =

1

2α′

∑
p ̸=0

αI−pα
I
p

を正規順序化すると

N[M2] =
1

α′N[L
⊥
0 ]− pIpI = N

 1

2α′

∑
p ̸=0

αI−pα
I
p

 =
1

α′

∞∑
n=1

naI†n a
I
n

であり，式 (626)は
α′M2 = α′N[M2] + a

と書ける．

■ゼータ関数 ζ(−1)に関する数学公式 (627)の証明 式 (627):

ζ(−1) = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · = − 1

12

を示すために，ゼータ関数

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, R(s) > 1

について調べる (Rは実部)．

手始めに，ガンマ関数の極の構造を調べておく．議論の要点は以下のようにまとめられる [11, p.67]．

ガンマ関数の定義式において，引数 z が正の実部を持つ複素数であると考える．

Γ(z) =

∫ ∞

0

dte−ttz−1, R(z) > 0.

R(z) > 0において，次式を証明できる．

Γ(z) =

∫ 1

0

dttz−1

(
e−t −

N∑
n=0

(−t)n

n!

)
+

N∑
n=0

(−t)n

n!

1

z + n
+

∫ ∞

1

dte−ttz−1

上の右辺が (z) > −N − 1において数学的に定義可能であり，Γ(z)を (z) > −N − 1へ解析接続した式

にあたることを論じる．このガンマ関数が 0,−1,−2, · · · において極を持つことを説明し，z = −n(n
は正の整数)における留数を求める．
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まず与式は ∫ 1

0

dttz−1
N∑
n=0

(−t)n

n!
=

N∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

dttz+n−1 =
N∑
n=0

(−1)n

n!

1

z + n

より成立している．

もとの Γ(z)の定義式では積分が下限 t = 0で収束するために R(z) > 0が課されるが，変形後は∫ 1

0

dttz−1

(
e−t −

N∑
n=0

(−t)n

n!

)
において被積分関数が tz−1O(tN+1) = O(tR(z)+N )なので，これは (z) > −N − 1であれば下限 t = 0で発

散しない．(そしてこの N は任意に選べる．)

与式の 1
{z−(−n)} の項を見れば，Γ(z)が z = −n(nは正の整数)を 1位の極に持つことが分かる．その留数

は係数 (−1)n

n! である．

さて，以上を踏まえてゼータ関数の解析接続を行う．再び，あらかじめ議論の概略を以下にまとめてお

く [11, p.269]．

ガンマ関数の定義 Γ(s) =
∫∞
0

dte−tts−1 を考える．この積分において t→ ntと置いて得られる式を

用いて，次式が証明される．

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞

0

dt
ts−1

et − 1
, R(s) > 1. (790)

また，tが小さいときの展開が，次のようになることを証明できる．

1

et − 1
=

1

t
− 1

2
+

t

12
+O(t2). (791)

上の式を利用して R(s) > 1において次式が得られる．

Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

dtts−1

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2
− t

12

)
+

1

s− 1
− 1

2s
+

1

12(s+ 1)
+

∫ ∞

1

dt
ts−1

et − 1
. (792)

上式の右辺が R(s) > −2 において良く定義されており，この右辺が，左辺の R(s) > −2 への解析
接続を定義していることを説明する．Γ(s) の極の構造を思い出し，それを用いて ζ(0) = −1/2 と
ζ(−1) = −1/12を証明する．

まず，上式 (790)は次のように示される．∫ ∞

0

dt
ts−1

et − 1
=

∫ ∞

0

dte−tts−1 1

1− e−t

=

∫ ∞

0

dte−tts−1(1 + e−t + e−2t + · · · )

=

∫ ∞

0

dtts−1
∞∑
n=1

e−nt

=
∞∑
n=1

∫ ∞

0

dt′

n

(
t′

n

)s−1

e−t
′

(nt = t′)

=

(∫ ∞

0

dt′e−t
′
t′
s−1
)( ∞∑

n=1

1

ns

)
=Γ(s)ζ(s).
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ただし ζ(s)の定義域として R(s) > 1を要求する．

次に tが小さいとき (0 < t < 1)，

1

et − 1
=
1

t
· 1

1 + 1
2! t+

1
3! t

2 +O(t3)

=
1

t

{
1− 1

2!
t− 1

3!
t2 +

(
1

2!
t

)2

+O(t3)

}

=
1

t
− 1

2
+

t

12
+O(t2)

となるので，上式 (791)が成り立つ．

上式 (792)は ∫ 1

0

dtts−1

(
1

t
− 1

2
+

t

12

)
=

1

s− 1
− 1

2s
+

1

12(s+ 1)

による．式 (792)における
(

1
et−1 −

1
t +

1
2 −

t
12

)
は O(t2)なので，R(s) > −2としても右辺第 1項の積分は

下限 t = 0で発散しない．

ζ(s)は s = −n(n = 0, 1, 2, · · · )に極を持たないから，

Res[Γ(−n)ζ(−n)] = ζ(−n)Res[Γ(−n)]

として良い．また冒頭で得た結果

Res[Γ(−n)] = (−1)n

n!
(n = 1, 2, · · · )

はその導き方より n = 0でも正しい．以上より

Res[Γ(0)ζ(0)] = ζ(0), Res[Γ(−1)ζ(−1)] = −ζ(−1)

となる．これを式 (792)から読み取れる関係

Res[Γ(0)ζ(0)] = −1

2
, Res[Γ(−1)ζ(−1)] = 1

12

と比較して

ζ(0) = −1

2
, ζ(−1) = − 1

12

を得る．第 2式は示したかった式 (627):1+2+3+4+ · · · = − 1
12 である．なお第 1式は 1+1+1+1+ · · · =

−1/2を意味している．
素朴な説明 無限等比級数和 (Taylor展開)

1 + x+ x2 + x3 + · · · = 1

1− x
(|x| < 1)

を両辺 xで微分すると，

1 + 2x+ 3x2 + · · · = 1

(1− x)2

を得る．この式の成立範囲は |x| < 1であるけれど，x = −1を代入することを許すと

1− 2 + 3− 4 + · · · = 1

4
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を得る．よって無限級数和 S = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · は

S = (1− 2 + 3− 4 + · · · ) + 2 · (2 + 4 + · · · ) = 1

4
+ 4S, ∴ S = −1

3
· 1
4
= − 1

12

と“求まる”．このような素朴な議論から，S = −1/12が示唆される．

10.7.4 Lorentz生成子 (補足)

■角運動量テンソルの光錐ゲージにおける表式 (628)の導出 光錐ゲージでは

Pσµ = − 1

2πα′X
µ′, Pτµ =

1

2πα′ Ẋ
µ

なので

Mµν =

∫ π

0

(XµPτν −XνPτµ)dσ =
1

2πα′

∫ π

0

(XµẊν −XνẊµ)dσ

を得る．弦座標のモード展開 (5.5.4節)

Xµ(τ, σ) =xµ0 +
√
2α′αµ0 τ + i

√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αµne

−inτ cosnσ,

Ẋµ =
√
2α′

∑
n∈Z

αµn cosnσe
−inτ

を用いてこれを評価しよう．例えば被積分関数の第 1項は

XµẊν = xµ0 (
√
2α′αν0) + i2α′

∑
n̸=0

1

n
αµnα

ν
−n cos

2 nσ + (τに依存しない項)

となる．第 2項は µと ν を入れ替えた類似の式によって与えられる．ところでMµν は τ に依存しないこと

があらかじめ保証されているので，τ に依存しない項だけを拾い上げれば充分である．すると αµ0 =
√
2α′pµ

より

1

2πα′

∫ π

0

dσ{xµ0 (
√
2α′αν0)− xν0(

√
2α′αµ0 )} =

(
1

π

∫ π

0

dσ

)
(xµ0p

ν − xν0pµ) = xµ0p
ν − xν0pµ

であり，また

1

2πα′

∫ π

0

dσ

i2α′
∑
n ̸=0

1

n
(αµnα

ν
−n − ανnα

µ
−n) cos

2 nσ


=

1

2πα′

∫ π

0

dσ

{
−i2α′ × 2

∞∑
n=1

1

n
(αµ−nα

ν
n − αν−nαµn) cos2 nσ

}
(∵ 交換関係 (621))

=− i
∞∑
n=1

1

n
(αµ−nα

ν
n − αν−nαµn)

2

π

∫ π

0

dσ cos2 nσ

=− i
∞∑
n=1

1

n
(αµ−nα

ν
n − αν−nαµn)

なので，Mµν の式 (628):

Mµν = xµ0p
ν − xν0pµ − i

∞∑
n=1

1

n
(αµ−nα

ν
n − αν−nαµn)

が導かれる．
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■M−I の式 (629)の各項の Hermite性について まず xI0 と p− は非可換なので，xI0p
− は Hermiteではない

ことを説明する．準備として交換関係 [L⊥
0 , x

I
0] = −i

√
2α′αI0 を示す．

[L⊥
m, x

I
0] =

1

2

∑
p∈Z

[αJm−pα
J
p , x

I
0] =

1

2

∑
p∈Z

(αJm−p[α
J
p , x

I
0] + [αJm−p, x

I
0]α

J
p ).

ここで式 (788):[xI0, α
J
n] = 0(n ̸= 0)，式 (789):[xI0, α

J
0 ] =

√
2α′iηIJ より最右辺の和において第 1項は p = 0

の項が，第 2項は p = mの項が残る．よって上式

[L⊥
m, x

I
0] =−

1

2
{αJm(

√
2α′iηIJ ) + (

√
2α′iηIJ)αJm}

=− i
√
2α′αIm

を得る．

さて，これを 5.9.3節で見た関係 √
2α′α−

0 = 2α′p− =
1

p+
L⊥
0

と合わせて用いると，

[xI0, p
−] =

1

2α′p+
[xI0, L

⊥
0 ] =

i

2α′p+
αI0 = i

pI

p+

となるので，確かに xI0と p−は非可換である．このとき (xI0p
−)† = p−xI0 ̸= xI0p

−なので，xI0p
−は非Hermite

である．そこで式 (629)では量子論に移行する際に，これを

1

2
(xI0p

− + p−xI0)

と対称な形に定義して，Hermite性を保証している．

なお上式の第 1の等号では [xI0, p
+] = 0を用いた．これは正準交換関係において仮定されている [XI , p+] =

0にXI のモード展開を代入した関係が，任意の σ, τ の値に対して成立しなければならないことから正当化さ

れる．

式 (629)最後の項の Hermite性は次のように確かめられる．

{i(α−
−nα

I
n−αI−nα−

n )} = −i{(αIn)†(α−
−n)

†− (α−
n )

†(αI−n)
†} = −i(αI−nα−

n −α−
−nα

I
n) = i(α−

−nα
I
n−αI−nα−

n ).

10.7.5 状態空間の構築 (補足)

■数演算子の固有値 (631)の説明 励起の数演算子

N⊥ ≡
∞∑
n=1

naI†n a
I
n

は交換関係

[N⊥, aI†n ] =
∞∑
m=1

maJ†m [aJm, a
I†
n ] =

∞∑
m=1

maJ†m δmnη
IJ = naI†n ,

[N⊥, aIn] =
∞∑
m=1

m[aJ†m , a
I
n]a

J
m =

∞∑
m=1

m(−δmnηIJ)aJm = −naIn.
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を満たす．また N⊥ は正規順序化されているので，N⊥ |p+, p⃗T ⟩ = 0のように基底状態を消失させる．以上を

踏まえ，例えば基本状態 |λ⟩ = aJ†3 aI†2 |p+, p⃗T ⟩に対する固有方程式を作ると

N⊥ |λ⟩ =N⊥aJ†3 aI†2 |p+, p⃗T ⟩

=[N⊥, aJ†3 ]aI†2 |p+, p⃗T ⟩+ aJ†3 N⊥aI†2 |p+, p⃗T ⟩

=[N⊥, aJ†3 ]aI†2 |p+, p⃗T ⟩+ aJ†3 [N⊥, aI†2 ] |p+, p⃗T ⟩+ aJ†3 aI†2 N
⊥ |p+, p⃗T ⟩

=(3aJ†3 )aI†2 |p+, p⃗T ⟩+ aJ†3 (2aI†2 ) |p+, p⃗T ⟩
=5 |λ⟩

となるので，固有値は N⊥
λ = 5と求まる．

ここから同様に一般の基本状態に関する固有値 N⊥
λ が，その基本状態を作っている生成演算子のモード番

号の和 (631)で与えられることが容易に分かる．

10.7.6 運動方程式 (補足)

■Hamiltonianの表式 (633)の導出

N[L⊥
0 ] =

1

2
αI0α

I
0 +

∞∑
p=1

αI−pα
I
p = α′pIpI +N⊥, N⊥ ≡

∞∑
p=1

αI−pα
I
p

を式 (630):H = N[L⊥
0 ]− 1に代入して，式 (633):

H = α′pIpI +N⊥ − 1

を得る．

■波動方程式 (635)の導出 Schrödinger方程式 (634)に式 (632)を代入すると∫
dp+d24pT

[
i
∂

∂τ
ψI1···Ik(τ, p

+, p⃗T )− (α′pIpI +N⊥ − 1)ψI1···Ik(τ, p
+, p⃗T )

]
aI1†n1
· · · aIk†nk

|p+, p⃗T ⟩ = 0

となる．ただしここでは Hamiltonianにおける演算子 pI , N⊥ は状態 aI1†n1
· · · aIk†nk

|p+, p⃗T ⟩に作用して固有値
に置き換わっている．基底ベクトル |p+, p⃗T ⟩は固有値の異なるそれぞれが互いに線形独立なので，括弧 [· · · ]
の中がゼロでなければならないから，式 (635):

i
∂

∂τ
ψI1···Ik = (α′pIpI +N⊥ − 1)ψI1···Ik

を得る．

■AI(τ, p+, p⃗T )の満たす式 (637)について この結果は，光錐ゲージにおいてMaxwell場が質量のないスカ

ラー場の方程式に従うため，スカラー場の方程式 (636)と全く同じ仕方で導かれる．スカラー場との唯一の違

いは場が添字を持ちことだけである．

読者はこのことを奇妙の思うかも知れない．たとえばMaxwellの古典場の方程式は，スカラー場の

方程式よりも複雑ではないだろうか？ 光錐ゲージではそうではない［5.7.3節］ [11, p.264]．

545



10.8 相対論的な量子閉弦 (補足)

10.8.1 モード展開と交換関係 (補足)

■閉弦座標のモード展開 (638)の導出 波動方程式の一般解

Xµ = Xµ
L(u) +Xµ

R(v), u ≡ τ + σ, v ≡ τ − σ

に周期境界条件 Xµ(τ, σ) = Xµ(τ, σ + 2π)を課すと，

Xµ
L(u) +Xµ

R(v) =X
µ
L(u+ 2π) +Xµ

R(v − 2π),

∴ Xµ
L(u+ 2π)−Xµ

L(u) =X
µ
R(v)−X

µ
R(v − 2π) (793)

を得る．右辺の値は uに依らないから，左辺の値もまた uに依らない．よって

d

du
{Xµ

L(u+ 2π)−Xµ
L(u)} = 0, ∴ Xµ

L
′
(u+ 2π) = Xµ

L
′
(u)

である．これはXµ
L
′
(u)が周期 2πを持つ周期関数となることを意味する．同様にXµ

R
′
(v)も周期 2πの周期関

数となるから，

Xµ
L
′
(u) =

√
α′

2

∑
n∈Z

ᾱµne
−inu, Xµ

R
′
(v) =

√
α′

2

∑
n∈Z

αµne
−inv (794)

とモード展開できる．このように閉弦は 2組の振動子 ᾱµn, α
µ
n で記述される (ここで導入した αµn は開弦の振動

子とは関係ない)．これらを積分すると

Xµ
L(u) =

1

2
xLµ0 +

√
α′

2
ᾱµ0u+ i

√
α′

2

∑
n ̸=0

ᾱµn
n
e−inu,

Xµ
R(v) =

1

2
xRµ0 +

√
α′

2
αµ0v + i

√
α′

2

∑
n̸=0

αµn
n
e−inv

となる．ここで再び上式 (793)を考慮すると，

2π

√
α′

2
ᾱµ0 = 2π

√
α′

2
αµ0 , ∴ ᾱµ0 = αµ0

という制約が見出される．以上より閉弦座標のモード展開

Xµ =Xµ
L(u) +Xµ

R(v)

=
1

2
(xLµ0 + xRµ0 ) +

√
2α′αµ0 τ + i

√
α′

2

∑
n ̸=0

e−inτ

n
(αµne

inσ + ᾱµne
−inσ)

が得られる．最後に 1
2 (x

Lµ
0 + xRµ0 ) = xµ0 とおくと式 (638)に到達する*248．

*248 弦の運動量変数は 1つだけなので，量子論において運動量演算子に共役なゼロモード座標は 1つだけであり，2種類のゼロモード
xLµ0 +, xRµ0 の和 xµ0 = 1

2
(xLµ0 + xRµ0 )だけが意味を持つ．
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■振動子の交換関係 (639)の導出

Ẋµ =Xµ
L
′
(τ + σ) +Xµ

R
′
(τ − σ),

Xµ′ =Xµ
L
′
(τ + σ)−Xµ

R
′
(τ − σ)

および上式 (794)より，弦座標の導関数の線形結合を作ると

Ẋµ +Xµ′ =2Xµ
L
′
(τ + σ) =

√
2α′

∑
n∈Z

ᾱµne
−in(τ+σ),

Ẋµ −Xµ′ =2Xµ
R
′
(τ − σ) =

√
2α′

∑
n∈Z

αµne
−in(τ−σ) (795)

となる．導関数の和に振動子 ᾱµn が現れるのに対し，差には振動子 αµn が現れるという違いを除けば，これは

開弦に対する式と全く同じ形をしている．また正準交換関係から，交換関係[
(ẊI ±XI ′)(τ, σ), (ẊJ ±XJ ′)(τ, σ′)

]
=± 4πα′iηIJ

d

dσ
δ(σ − σ′), (式 (619))[

(ẊI ±XI ′)(τ, σ), (ẊJ ∓XJ ′)(τ, σ′)
]
=0 (式 (620))

(複号同順) が導かれることを思い出そう．ここではこれらの関係式の成り立つ閉弦座標の定義域が σ, σ′ ∈
[0, 2π]であることから，振動子の交換関係を引き出すには単に，上式 (795)を交換関係 (619)，(620)に代入

するところから始めれば良い．その後の解析は開弦の場合と似たものになる．

まず上式 (795)を交換関係 (619)に代入すると，∑
m′,n′∈Z

{
[ᾱIm′ , ᾱJn′ ]
[αIm′ , αJn′ ]

}
e−im

′(τ±σ)e−in
′(τ±σ′) = ±2πiηIJ d

dσ
δ(σ − σ′)

が得られる (複号の上側に対しては上側の交換子を，複号の下側に対しては下側の交換子をとる)．両辺に積分

1

2π

∫ 2π

0

dσe±imσ
1

2π

∫ 2π

0

dσ′e±inσ
′

を施すと，右辺は

± iηIJ 1

2π

∫ 2π

0

dσe±imσ
d

dσ

∫ 2π

0

dσ′e±inσ
′
δ(σ − σ′)

=± iηIJ 1

2π

∫ 2π

0

dσe±imσ
d

dσ
e±inσ

=− nηIJ 1

2π

∫ 2π

0

dσei(m+n)σ

=− nηIJδm+n,0 = mηIJδm+n,0

となるので，振動子の交換関係

e−i(m+n)τ

{
[ᾱIm, ᾱ

J
n]

[αIm, α
J
n]

}
= mηIJδm+n,0, ∴

{
[ᾱIm, ᾱ

J
n]

[αIm, α
J
n]

}
= mηIJδm+n,0

を得る．

同様に上式 (795)を交換関係 (620)に代入すれば，

[αIm, ᾱ
J
n] = 0

が導かれる．
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■交換関係 (640) の導出 [11, p.297] 交換関係 (640):[xI0, p
J ] = iηIJ , etc を導くことを考えよう．正準交換

関係
[XI(τ, σ), ẊJ(τ, σ′)] = 2πα′iηIJδ(σ − σ′)

の両辺を 0 ≤ σ ≤ 2π にわたって積分すると，右辺は 2πα′iηIJ になる．一方，左辺においてXI(τ, σ)の含む

n ̸= 0の振動モードの項

i

√
α′

2

∑
n̸=0

e−inτ

n
(αIne

inσ + ᾱIne
−inσ)

は積分に寄与しない．よって∫ 2π

0

dσ[XI(τ, σ), ẊJ(τ, σ′)] =

∫ 2π

0

dσ[xI0 +
√
2α′αI0τ, Ẋ

J (τ, σ′)] = 2π[xI0 +
√
2α′αI0τ, Ẋ

J(τ, σ′)]

だから
[xI0 +

√
2α′αI0τ, Ẋ

J (τ, σ′)] = iα′ηIJ

を得る．ここで ẊJ(τ, σ′)のモード展開

ẊJ(τ, σ′) = α′pJ +

√
α′

2

∑
m̸=0

e−imτ (αJme
imσ′

+ ᾱJme
−imσ′

)

を利用すると

√
2α′[xI0, α

J
0 ] +

√
α′

2

∑
m ̸=0

e−imτ
{
[xI0, α

J
m]eimσ

′
+ [xI0, ᾱ

J
m]e−imσ

′
}
= iα′ηIJ (796)

となる．n ̸= 0として両辺に
∫ 2π

0
dσ′e−inσ

′
を作用させると√

α′

2

{
[xI0, α

J
n]e

−inτ + [xI0, ᾱ
J
−n]e

inτ
}
= 0

となる．これが任意の τ に対して成り立つためには

[xI0, α
J
n] = 0, [xI0, ᾱ

J
n] = 0 for n ̸= 0

でなければならない．さらにこれを式 (796)にもどすと

√
2α′[xI0, α

J
0 ] = iα′ηIJ , ∴ [xI0, α

J
0 ] = i

√
α′

2
ηIJ : (640)

を得る．

(我々は開弦に対しても同様の交換関係 (623)，(788)，(789)を得ている．)

■閉弦の Hamiltonian(641) について 光錐ゲージ条件は閉弦に対して X+ = α′p+p− であることを踏まえ

ると，
∂

∂τ
= α′p+

∂

∂X+
↔ H = α′p+p− : (641).
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10.8.2 閉弦の Virasoro演算子 (補足)

■式 (642)第 2の等号について 弦座標の導関数の線形結合 (795):

Ẋµ +Xµ′ =
√
2α′

∑
n∈Z

ᾱµne
−in(τ+σ),

Ẋµ −Xµ′ =
√
2α′

∑
n∈Z

αµne
−in(τ−σ)

を用いると，

(ẊI +XI ′)2 =4α′
∑
n∈Z

1

2

∑
p∈Z

ᾱIpᾱ
I
n−p

 e−in(τ+σ) ≡ 4α′
∑
n∈Z

L̄⊥
n e

−in(τ+σ),

(ẊI −XI ′)2 =4α′
∑
n∈Z

1

2

∑
p∈Z

αIpα
I
n−p

 e−in(τ−σ) ≡ 4α′
∑
n∈Z

L⊥
n e

−in(τ−σ)

となることによる．ただし第 1の等号について，例えば第 1式では，

(ẊI +XI ′)2 =2α′
∑
p,m∈Z

ᾱIpᾱ
I
me

−i(p+m)(τ+σ)

=4α′
∑
n∈Z

1

2

∑
p∈Z

ᾱIpᾱ
I
n−p

 e−in(τ+σ) (m+ p = n)

とすれば良い．

■N[L̄⊥
0 ],N[L⊥

0 ]の式 (643)について

L⊥
0 =

1

2

∑
p∈Z

αIpα
I
−p

=
1

2

{ ∞∑
p=1

p(aIpa
I†
p + aI†p a

I
p) +

α′

2
pIpI

}
(∵ αI0 =

√
α′/2pI)

なので

N[L⊥
0 ] =

α′

4
pIpI +N⊥, N⊥ ≡

∞∑
p=1

paI†p a
I
p

を得る．N[L̄⊥
0 ]についても同様．

■式 (644)について 上で行った N[L̄⊥
0 ],N[L

⊥
0 ]の式 (643)の確認作業より，例えば

L⊥
0 = N[L⊥

0 ] + a

549



における正規順序化定数 aは，開弦の場合と同様に

a =
1

2

∞∑
p=1

p[aIp, a
I†
p ]

=
1

2
(D − 2)

∞∑
p=1

p : (625)

=− 1

24
(D − 2)

=− 1 (閉弦においても D = 26)

となる．L̄⊥
0 の正規順序化定数についても同様．

■M2 の式 (645)，H の式 (646)の導出

α′p− =
√
2α′α−

0 (∵ αµ0 =
√
α′/2pµ)

=
1

2

(
2

p+
L⊥
0 +

2

p+
L̄⊥
0

)
=

1

p+
(N[L⊥

0 ] + N[L̄⊥
0 ]− 2) (∵ 式 (644))

=
1

p+

(
α′

2
pIpI +N⊥ + N̄⊥ − 2

)
(∵ 式 (643))

に注意して

M2 =2p+p− − pIpI

=
2

α′ (N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ]− 2)− pIpI

=
1

α′ (N
⊥ + N̄⊥ − 2),

H =α′p+p−

=N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ]− 2

=
α′

2
pIpI +N⊥ + N̄⊥ − 2

とすれば良い．

■Virasoro演算子の閉弦座標への作用について ここでは 5.10.2節に記した交換関係

[N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ], X
I(τ, σ)] = −i∂X

I

∂τ
, [N[L⊥

0 ]−N[L̄⊥
0 ], X

I(τ, σ)] = i
∂XI

∂σ
(797)

の導出を行う．以下，証明に必要な交換関係を順次，調べる．

Virasoro演算子と振動子の交換関係 準備として

[L̄⊥
m, ᾱ

J
n] = −nᾱJm+n, [L⊥

m, α
J
n] = −nαJm+n (798)

を示す [11, p.249]．
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ここでは L⊥
0 として，定義式 L⊥

n ≡ 1
2

∑
p∈Z α

I
n−pα

I
p に基づく正規順序化を施していない横方向 Virasoro

演算子を想定すると，上式 (798)第 2式

[L⊥
m, α

J
n] =

1

2

∑
p∈Z

[αIm−pα
I
p, α

J
n] =

1

2

∑
p∈Z

(αIm−p[α
I
p, α

J
n] + [αIm−p, α

J
n]α

I
p)

=
1

2

∑
p∈Z

(pδp+n,0α
J
m−p + (m− p)δm−p+n,0α

J
p )

=
1

2
(−nαJm+n − nαJm+n)

=− nαJm+n.

を得る．第 1式も同様に示される．

ここで正規順序化定数 aに対して L⊥
0 = N[L⊥

0 ] + aなので，L⊥
0 の代わりに N[L⊥

0 ]を用いても，同様の交

換関係
[N[L⊥

0 ], α
J
n] = [L⊥

0 , α
J
n] = −nαJn

が成り立つことが期待される．実際

N[L⊥
0 ] =

1

2
αI0α

I
0 +

∞∑
p=1

αI−pα
I
p

より

[N[L⊥
0 ], α

J
n] =

∞∑
p=1

[αI−pα
I
p, α

J
n] (∵ [αI0, α

J
0 ] = 0)

=

∞∑
p=1

p(δp+n,0α
J
−p − δ−p+n,0αJp )

=



∞∑
p=1

pδp+n,0α
J
−p = −nαJn (n ≤ 1)

0 (n = 0)

−
∞∑
p=1

pδ−p+n,0α
J
p = −nαJn (n ≥ 1)

=− nαJn

を得る．

最後に，異なる種類の振動子 αと ᾱは交換するので，

[L⊥
m, ᾱ

J
n] = [L̄⊥

m, α
J
n] = 0. (799)

である．

Virasoro演算子と xI0 の交換関係 次に交換関係

[L̄⊥
m, x

I
0] = −i

√
α′

2
ᾱIm, [L⊥

m, x
I
0] = −i

√
α′

2
αIm (800)

を導く [11, p.283]．
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[L̄⊥
m, x

I
0] =

1

2

∑
p∈Z

(
ᾱJp [ᾱ

J
m−p, x

I
0] + [ᾱJp , x

I
0]ᾱ

J
m−p

)
=
1

2

∑
p∈Z

{
ᾱJp

(
−i
√
α′

2
ηIJδpm

)
+

(
−i
√
α′

2
ηIJδp0

)
ᾱJm−p

}
(∵ 式 (640))

=− i
√
α′

2
ᾱIm : (800)第 1式．

L̄⊥
0 = N[L̄⊥

0 ] − 1 より m = 0 に対してこれは L̄⊥
0 を N[L̄⊥

0 ] に置き換えても成り立つと期待される．実際，

N[L̄⊥
0 ]の式 (643)より

[N[L̄⊥
0 ], x

I
0] =

α′

4
[pJpJ , xI0] = −i

α′

2
pI = −i

√
α′

2
ᾱI0 (∵ αµ0 =

√
α′/2pµ)

となる．式 (800)の第 2式

[L⊥
m, x

I
0] = −i

√
α′

2
αIm

も同様に確かめられる (m = 0に対してこれが L⊥
0 を N[L⊥

0 ]に置き換えても成り立つことも同様である)．

Virasoro演算子と閉弦座標の交換関係 さらに交換関係

[L̄⊥
m, X

I ] = − i
2
(ẊI +XI ′), [L⊥

m, X
I ] = − i

2
(ẊI −XI ′) (801)

を導く [11, p.283]．

XI(τ, σ)のモード展開と交換関係 (798)，(799)，(800)を用いると，上式 (801)第 1式

[L̄⊥
0 , X

I(τ, σ)] =[L̄⊥
0 , x

I
0] +
√
2α′[L̄⊥

0 , α
I
0]τ + i

√
α′

2

∑
n̸=0

e−inτ

n
([L̄⊥

0 , α
I
n]e

inσ − [L̄⊥
0 , ᾱ

I
n]e

−inσ)

=− i
√
α′

2
ᾱI0 − i

√
α′

2

∑
n̸=0

ᾱIne
−in(τ+σ)

=− i

2

√
2α′

∑
n∈Z

ᾱIne
−in(τ+σ)

=− i

2

{
ẊI(τ, σ) +XI ′(τ, σ)

}
(∵ 式 (795))

を得る．ここで用いた交換関係 (798)，(799)，(800)は L̄⊥
0 を N[L̄⊥

0 ]に置き換えても成り立つので，式 (801)

第 1式もまた L̄⊥
0 を N[L̄⊥

0 ]に置き換えても成り立つ．式 (801)第 2式

[L⊥
0 , X

I ] = − i
2
(ẊI −XI ′)

も同様に確かめられる (これが L⊥
0 を N[L⊥

0 ]に置き換えても成り立つことも同様である)．

Virasoro演算子の閉弦座標に対する作用 (797)の導出 式 (801)の 2式

[L̄⊥
0 , X

I(τ, σ)] = − i
2
(ẊI +XI ′), [L⊥

0 , X
I(τ, σ)] = − i

2
(ẊI −XI ′)

を辺々足すまたは引くと，交換関係 (797):

[N[L⊥
0 ] + N[L̄⊥

0 ], X
I(τ, σ)] = −i∂X

I

∂τ
, [N[L⊥

0 ]−N[L̄⊥
0 ], X

I(τ, σ)] = i
∂XI

∂σ

を得る．
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10.9 超弦理論入門 (補足)

10.9.1 世界面フェルミオン (補足)

■場の運動方程式 (650)の導出 作用 (648)の場 ψIα に関する変分をとると，

δSψ =
1

2π

∫
dτ

∫ π

0

dσ
[
δψI1(∂τ + ∂σ)ψ

I
1 + ψI1(∂τ + ∂σ)δψ

I
1

+δψI2(∂τ − ∂σ)ψI2 + ψI2(∂τ − ∂σ)δψI2
]

となる．ここで右辺の被積分関数における 1行目と 2行目の第 2項について，

ψIα(∂τ ± ∂σ)δψIα =∂τ (ψ
I
αδψ

I
α)± ∂σ(ψIαδψIα)−

[
(∂τ ± ∂σ)ψIα

]
δψIα

=∂τ (ψ
I
αδψ

I
α)± ∂σ(ψIαδψIα) + δψIα(∂τ ± ∂σ)ψIα

と変形できる．ただし複号の +に対して α = 1，−に対して α = 2を考えれば良く，αについて和をとらな

い．また第 2の等号では ψIα と δψIα が反交換することを用いている．変分原理の仮定により，時間 τ の境界

で変分 δψIα をゼロとするため，τ に関する全微分の項 ∂τ (ψ
I
1δψ

I
1)および ∂τ (ψ

I
2δψ

I
2)は作用の変分 δSψ に寄

与しない．そこでこれらの項を無視すると

δSψ =
1

π

∫
dτ

∫ π

0

dσ
[
δψI1(∂τ + ∂σ)ψ

I
1 + δψI2(∂τ − ∂σ)ψI2

]
+

1

2π

∫
dτ
[
ψI1δψ

I
1 − ψI2δψI2

]σ=π
σ=0

を得る．ここから適正な境界条件 (649)と場の運動方程式 (650)が読み取れる．

■式 (651)について 式 (651)が解となることは容易に見て取れる．この結果を丁寧に導くには次のようにす

れば良い．

τ ± σ ≡ u±, ∂/∂u± ≡ ∂± と書くと

∂τ = ∂+ + ∂−, ∂σ = ∂+ − ∂−

より運動方程式 (650)は

0 = (∂τ + ∂σ)ψ
I
1 = 2∂+ψ

I
1 , 0 = (∂τ − ∂σ)ψI2 = 2∂−ψ

I
2

となる．よって式 (651):

ψI1(τ, σ) = ΨI1(u−) = ΨI1(τ − σ), ψI2(τ, σ) = ΨI2(u+) = ΨI2(τ + σ)

を得る．

10.9.2 Neveu-Schwarzセクター (補足)

■正規順序化したM2 の式 (655)の導出 既に学んだように，M2 の式 (654):

M2 =
1

α′

1

2

∑
p̸=0

αI−pα
I
p +

1

2

∑
r:半整数

rbI−rb
I
r
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における各ボゾン的な αI 振動子からは，正規順序化定数 aに対して

aB = − 1

24

の寄与がある．NSフェルミオンに関して正規順序化が必要な項は，

1

2

∑
r=− 1

2 ,−
3
2 ,···

rbI−rb
I
r =

1

2

∑
r= 1

2 ,
3
2 ,···

(−r)bIrbI−r (r → −r とした)

=
1

2

∑
r= 1

2 ,
3
2 ,···

rbI−rb
I
r −

1

2
(D − 2)

(
1

2
+

3

2
+

5

2
+ · · ·

)
(∵ {bIr , bJs } = δr+s,0δ

IJ)

となる．ここで最右辺における正の奇数の“和”
∑
k∈Z+

odd
k = 1+ 3+ 5+ · · · は，公式 (627):

∑∞
k=1 k = − 1

12

を思い出すと次のように計算できる．

∞∑
k=1

k =
∑

k∈Z+
odd

k +
∑

k∈Z+
even

k =
∑

k∈Z+
odd

k + 2
∞∑
k=1

k, ∴
∑

k∈Z+
odd

k = −
∞∑
k=1

k =
1

12
.

これを用いると
1

2

∑
r=− 1

2 ,−
3
2 ,···

rbI−rb
I
r =

1

2

∑
r= 1

2 ,
3
2 ,···

rbI−rb
I
r −

1

48
(D − 2)

とできる．つまり NSフェルミオンの aに対する寄与は aNS = − 1
48 である．よって

a = (D − 2)(aB + aNS) = (D − 2)

(
− 1

24
− 1

48

)
= −(D − 2)

1

16

が得られ，最後に D = 10と置くと a = −1
2 となるので，正規順序化したM2 の式 (655)を得る．

■数演算子 N⊥ の固有値 (656)の説明 恒等式 [AB,C] = A{B,C} − {A,C}B を用いると，正の奇数 r に

対して
[N⊥, bI−r] =

∑
s= 1

2 ,
3
2 ,···

s[bJ−sb
J
s , b

I
−r] =

∑
s= 1

2 ,
3
2 ,···

sbJ−sδrsδ
IJ = rbI−r

となる．よって正の奇数 r1, r2 に対して

N⊥bJ−r2 |NS⟩ =(bJ−r2N
⊥ + [N⊥, bJ−r2 ]) |NS⟩ = r2b

J
−r2 |NS⟩ ,

∴ N⊥bI−r1b
J
−r2 |NS⟩ =(bI−r1N

⊥ + [N⊥, bI−r1 ])b
J
−r2 |NS⟩ = bJ−r1(r2b

J
−r2 |NS⟩) + (r1b

I
−r1)b

J
−r2 |NS⟩

=(r1 + r2)b
I
−r1b

J
−r2 |NS⟩

となるから，状態 bI−r1b
J
−r2 |NS⟩は N⊥ の固有値 r1 + r2 を持つ．

10.9.3 Ramondセクター (補足)

■質量の自乗 (657)の正規順序化定数がゼロになることの確認 質量の自乗 (657):

M2 =
1

α′

1

2

∑
p ̸=0

αI−pα
I
p +

1

2

∑
n∈Z

ndI−nd
I
n
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における Rフェルミオン部分について，正規順序化が必要な項に正規順序化を施すと，

1

2

∑
n=−1,−2,···

ndI−nd
I
n =− 1

2

∑
n=1,2,···

ndInd
I
−n (n→ −nとした)

=
1

2

∑
n=1,2,···

ndI−nd
I
n −

1

2
(D − 2)(1 + 2 + 3 + · · · ) (∵ {dIm, dJn} = δm+n,0δ

IJ)

=
1

2

∑
n=1,2,···

ndI−nd
I
n +

1

24
(D − 2)

となる．つまり Rフェルミオンの正規順序化定数に対する寄与は aR = 1
24 であり，これはボゾン的な振動子

からの寄与 aB = − 1
24 と正確に相殺する．

10.9.4 開いた超弦 (補足)

10.9.4節で述べた超対称性を詳しく説明する．

■状態の勘定 準備として，状態の数を数える数学的な道具立てを導入する [11, pp.311–313]．N⊥ = nとな

る状態数 a(n)を展開係数に持つような母関数

f(x) =
∑
n

a(n)xn

を得る方法を考える．

ひとつの振動子 a†n だけがある場合，N
⊥ = 0, n, 2n, · · · の状態 (a†n)

k |0⟩(k = 0, 1, 2, · · · )がそれぞれ 1つ

ずつ存在するから，求める母関数は

fn(x) = 1 + xn + x2n + · · · = 1

1− xn

である (ただしボゾン的な振動子を仮定している)．

ひとつのフェルミオン振動子 f−r だけがある場合には，(f−r)
2 = 0なのでこの結果を適用できない．この

場合 N⊥ = 0の状態 |0⟩と N⊥ = r の状態 f−r |0⟩だけがあるから，母関数は

gr(x) = 1 + xr

となる．

次に A型の振動子 {a†m}の形成する状態に対する母関数

FA(x) =
∑
m

A(m)xm

および B 型の振動子 {b†n}の形成する状態に対する母関数

FB(x) =
∑
n

B(n)xn

が与えられているとき，A型と B 型の両方の振動子によって構築される状態に関する母関数 FAB(x)を求め

ることを考える．以下では便宜的に A型と B 型の振動子をともにボゾン的な振動子とし，それゆえそれぞれ

が作る状態に関して N⊥ の固有値は 0, 1, · · · となるものとする．N⊥ = N の状態は m + n = N を満たす
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m,nに対して，N⊥ = mの状態を作る A型振動子の積 (A(m)種類)と N⊥ = nの状態を作る B 型振動子の

積 (B(n)種類)を |0⟩に作用させて得られる．よって N⊥ = N の状態数は

N∑
m=0

A(m)B(N −m)

である．これは

FA(x)FB(x) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

A(m)B(n)xm+n =
∞∑
N=0

(
N∑
m=0

A(m)B(N −m)

)
xN

の展開係数となっているから，求める母関数は

FAB(x) = FA(x)FB(x)

である．この結果は A型または B 型の振動子がフェルミオン振動子である場合にも正しい．

• ボゾン的な開弦の母関数
∞∏
n=1

25∏
I=2

fn(x) =
∞∏
n=1

1

(1− xn)24
.

α′M2 = N⊥ − 1(5.9.5節)の固有値が k の状態数を xk の係数に持つ母関数

fos(x) =
1

x

∞∏
n=1

1

(1− xn)24
=

1

x
+ 24 + 324x+ 3200x2 + 25650x3 + 176256x4 + · · · . (802)

(O(x2)までの計算は下記．)

• NSセクターの母関数[ ∞∏
n=1

9∏
I=2

fn(x)

][ ∞∏
m=1

9∏
J=2

gm− 1
2
(x)

]
=

∞∏
n=1

(
1 + xn−

1
2

1− xn

)8

.

– 左辺第 1の因子はボゾン的振動子 αIn の作る状態数に関係し，

第 2の因子はフェルミオン振動子 bJ−r(r =
1
2 ,

3
2 , · · · ,m−

1
2 , · · · )の作る状態数に関係する．

α′M2 = N⊥ − 1
2 :(655)の固有値が k の状態数を xk の係数に持つ母関数

fNS(x) =
1√
x

∞∏
n=1

(
1 + xn−

1
2

1− xn

)8

=
1√
x
+ 8 + 36

√
x+ 128x+ 402x

√
x+ 1152x2 + · · · .

• Rセクターの母関数

16

[ ∞∏
n=1

9∏
I=2

fn(x)

][ ∞∏
r=1

9∏
J=2

gr(x)

]
= 16

∞∏
n=1

(
1 + xn

1− xn

)8

= 16 + 256x+ 2304x2 + 15360x3 + · · · .

– 最左辺第 1の因子はボゾン的振動子 αIn の作る状態数に関係し，

第 2の因子はフェルミオン振動子 dJ−r の作る状態数関係する．

– 係数 16は振動子の作用する Ramond基底状態 |RA⟩の種類の数である．
– これは α′M2 = N⊥:(657)の固有値が k の状態数を xk の係数に持つ母関数 fR(x)に一致する．

fR(x)における xn(n = 0, 1, 2, · · · )の係数は，fNS(x)における xn(n = 0, 1, 2, · · · )の係数の倍になっている．
これが超弦理論の超対称性に関係していることを，この後すぐに見る．
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ボゾン的な開弦の，α′M2 を基調とした母関数 (802)の計算

1

(1− xn)24
= 1 + (−24)(−xn) + 1

2!
(−24)(−25)(−xn)2 + (−24)(−25)(−26)

3!
(−xn)3 + · · ·

と冪展開されるので，

fos(x) =
1

x

∞∏
n=1

1

(1− xn)24

=
1

x

[
1 + 24x+

24 · 25
2

x2 +
24 · 25 · 26

3!
x3 +O(x4)

] [
1 + 24x2 +O(x4)

] [
1 + 24x3 +O(x4)

] ∞∏
n=1

[1 +O(x4)]

=
1

x

[
1 + 24x+

(
24 +

24 · 25
2

)
x2 +

(
24 + 24 · 24 + 24 · 25 · 26

3!

)
x3 +O(x4)

]
=
1

x
+ 24 + 324x+ 3200x2 +O(x3) : (802)

を得る．

■超対称性 さて，開いた超弦の超対称性 (10.9.4節)の説明に移ろう [11, pp.314–316]．

α′M2 を基調とする R−セクターの母関数は，fR(x)の係数 16を 8に置き換えた

fR−(x) = 8
∞∏
n=1

(
1 + xn

1− xn

)8

= 8 + 128x+ 1152x2 + 7680x3 + 42112x4 + · · ·

である*249．

一方，フェルミオン的な状態は半整数の α′M2 の値を持つから (5.11.3節)，α′M2 を基調とする NS+セク

ターの母関数は fNS(x)から半整数の冪の項を除いた

fNS+(x) =
1

2
√
x

 ∞∏
n=1

(
1 + xn−

1
2

1− xn

)8

−
∞∏
n=1

(
1− xn− 1

2

1− xn

)8
 = 8 + 128x+ 1152x2 + · · ·

となる．これは (すぐ上で指摘したように)fR−(x)に一致しているように見える．実際，fNS+(x) = fR−(x)

すなわち

1

2
√
x

 ∞∏
n=1

(
1 + xn−

1
2

1− xn

)8

−
∞∏
n=1

(
1− xn− 1

2

1− xn

)8
 = 8

∞∏
n=1

(
1 + xn

1− xn

)8

は恒等式として Jacobiにより証明されている．このことは R−セクターと NS+セクターの組合せによって

定義される開弦理論が，各質量レベルにおいてフェルミオン的な状態とボゾン的な状態を同数持つこと (超対

称性)を意味している．

*249 R+セクターと R−セクターが，各質量レベルにおいて同数の状態を持つことによる．
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