
ランダウ=リフシッツ『場の古典論』前半



本稿は場の古典論の教科書

エリ・デ・ランダウ，イェ・エム・リフシッツ，2015，ランダウ=リフシッツ理論物理学教程

場の古典論 (原書第 6版)(恒藤敏彦，広重徹訳)，東京図書株式会社，東京

の第 9章までを，要点と途中計算の分離した見通しの良い自己完結的テキストへと再構成し，さらに補足・考

察を加えたノートである．(この教科書を前半と後半に分ける場合，特殊相対性理論の範囲で論じることがで

きる第 9章までを前半とするのが自然だと考えられる．第 10章以降は一般相対性理論の内容となっており，

「小教程」からは除かれている [1]．)

ただし本稿は教科書の内容 (第 9章まで)をほぼ網羅しているものの，内容を多少，取捨選択してある．さ

らに本稿には筆者の誤りや勘違いが潜んでいるかもしれないことをあらかじめ断っておく．言うまでもなく，

原著を当たるに越したことはない．

なお本稿の他にも理論物理の各種ノートを以下のページで公開している．

http://everything-arises-from-the-principle-of-physics.com/
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第 1章　相対性原理

§ 1．相互作用の伝播速度

• 外力を受けないで運動する物体が，一定の速度で進む基準系を慣性系と呼ぶ．
ある慣性系に対して一様な運動をするあらゆる基準系もまた慣性系となる．

• 古典力学 (非相対論的力学)においてポテンシャル・エネルギーは

粒子の座標 r ≡ {r1, r2, · · · }の関数 U(r) → 粒子間相互作用は瞬時に伝播する．

実際には相互作用の伝播速度は有限であり，最大の伝播速度 c (これは光速度)をもつ．

• 相対性原理
– 相対性原理によれば，すべての自然法則はあらゆる慣性基準系において同一である*1．

– 相互作用の伝播速度の有限性を前提とした相対性原理を Einsteinの相対性原理という．

これに基づく力学は相対論的といわれ，

相対論的力学の式で形式的に c→∞とすると非相対論に移行する．
• 時間の相対性

– 空間は非相対論においても相対的．

– 時間の絶対性

→ 速度はベクトル和として合成される［本稿次節で補足］

→ 伝播速度は慣性系によって異なる ⇐ 実験，光速度不変の原理に矛盾

– 時間の相対性を示す思考実験

図 1において点 Aから出た信号はK ′ 系では同時に点 B,Cに達するのに対し，

K 系では点 Bは信号の源の方向に，点 Cは信号から遠ざかる方向に動くので，

点 B,Cに信号が到達する時間は同時ではない．

(信号の伝播速度はK 系，K ′ 系のいずれでも cである．)

図 1 K′ 系は K 系の x軸方向に運動する．3点 A,B,CはK′ 系の x′ 軸上に固定されており，点 B,Cは

点 Aから等距離にある．

*1 これは原理として物理法則の共変性を要請したものと見ることができる．
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§ 1について

■「……明らかに他方も慣性系である (……)」(p.1，l.6～8)について これは Galilei変換の帰結として他方

の基準系に対しても粒子が等速直線運動することを述べているのではない．逆にある慣性系に対し等速直線運

動する粒子が別の慣性系から見ても等速直線運動することが座標変換則に制約を課す (§ 4)．

■「この速度は，本来なら，相互作用の最大の伝播速度と呼ばれる……」(p.2，l.2～)について この段落で

は相互作用の伝播速度が有限ならば，それは最大値を持つことが述べられている．

■「この一定の速度は，のちに示すようにまた真空中を光が伝わる速度でもある」(p.2，l.14)について 相互

作用の伝播速度の最大値として定義された cが，電磁場の波動方程式 (46.10)における波の伝播速度となって

いる．

■「空間は，古典力学においてすでに相対的」(p.2下から 2行目)について 例えばある 2事件を K 系で見

た座標が (ct1, x), (ct2, x)のように空間的に同じ位置 xであっても，これを K 系に対し速度 V で x軸方向に

運動するK ′ 系で見た座標は (ct1, x), (ct2, x− V (t2 − t1))のようになることを考えれば良い．

■「絶対時間の概念……速度の単なる (ベクトル)和である」(p.3，l.9～11)について 絶対時間の概念と速度

の合成法則は次のように関係する．K ′ 系が K 系から見て速度 V で運動しているとすると，K 系，K ′ 系か

ら見た同一の粒子の座標 r, r′ は r′ = r−V tによって関係付けられる．よってK 系で見て粒子が無限小時間

dtのうちに dr変位するのをK ′ 系から見ると，無限小時間 dt′ のうちに dr′ 変位するとき，dr′ = dr−V dt

となる．ここで時間の絶対性
dt′ = dt

を仮定して両辺を dt′ = dtで割ると，速度の合成則として

v′ = v − V

を得る．

§ 2．世界間隔

■光速度一定↔世界間隔の不変性 ある慣性基準系で見た 2事象の座標をそれぞれ (ct1, r1), (ct2, r2)とし，

これらの間の世界間隔を
s12 = [c2(t2 − t1)2 − (r2 − r1)

2]1/2

によって定義する．ここで 2事象をぞれぞれ信号の送信と受信にとると，光速度が一定であることは

ds = 0 ⇒ ds′ = 0

を意味する．(ここに ds, ds′は 2つの慣性系で測った，同一の事象間の世界間隔である．) これは ds2 = ads′
2

のとき満たされる．時間と空間の一様性および空間の等方性より，係数 aは慣性系の相対速度の絶対値のみに

依存し，a = 1が見出される (導出は下記)．こうして光速度が一定であることは，世界間隔の不変性

ds = ds′, s = s′

として表される．
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図 2 光 (円)錐による世界間隔の分類

■光 (円)錐による世界間隔の分類

ある慣性系で (空間の)同一点で起きる 2事象

→ その系で測った世界間隔 ds2 > 0

→ 任意の系で測った世界間隔 ds2 > 0

⇔ 世界間隔は時間的，

ある慣性系で同時の 2事象

→ その系で測った世界間隔 ds2 < 0

→ 任意の系で測った世界間隔 ds2 < 0

⇔ 世界間隔は空間的．

こうして任意の事象は事象 Oとの関係に応じて，光 (円)錐によって図 2のように分類される．この分類は世

界間隔の不変性により，座標系に依らない意味を持つ．

§ 2，式の導出など

■a = 1の論証 2つの慣性系で測った世界間隔 ds,ds′ の間の比例関係を

ds2 = ads′
2

と書いたとき，係数 aは，時間と空間の一様性より座標と時間には依存しない．また空間の等方性より，aは

慣性系の相対速度 V の方向にも関係しない．よって aは相対速度の絶対値だけの関数 a(V )である．

今，3つの基準系 K,K1,K2 で測った同一の事象間の世界間隔を，順に ds, ds1, ds2 と書く．また系 K に

対するK1,K2 の速度を V1,V2，K2 のK1 に対する速度を V12 とする．このとき

ds2 = a(V1)ds
2

1 , ds2 = a(V2)ds
2

2 , ds 2
1 = a(V12)ds

2
2

とおくことができ，第 3式を第 1式に代入して第 2式と比べると

a(V2)

a(V1)
= a(V12) (2.5)

が見出される．ここで V1,V2 の絶対値を一定として，それらの間の角度を変化させると，上式 (2.5)の右辺の

引数 V12 は変化するのに対して，左辺の値は一定に留まる．よって a(V12)は実のところ，V12 によらない定
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図 3 K 系とK′ 系の時計を比べる操作の非対称性

数関数であることになる．その一定値 aは，再び上式 (2.5)を用いると

a

a
= a, ∴ a = 1

と定まる．

§ 2について

■「このように，領域 aOc 内のすべての事象は，すべての基準系において，O に対して未来の事象である」

(p.8，l.6,7)について これは世界間隔の不変性から説明されている．ところで世界間隔の不変性を満たす変

換則として，Lorentz変換が見出される (§ 4)．そして Lorentz変換 (4.3)では ct′ 軸が時空図 (図 2参照)の

領域 aOcに収まることから，再び同じ結論が得られる．

§ 3．固有時間

• 運動する物体に固定された時計の示す時間 t′ を，その物体の固有時間という．

［固有時間はその定義により Lorentzスカラーである．］

これは物体の運動を観察する基準系の時間 tと

∆t′ =

∫ t2

t1

dt

√
1− v2

c2
≤ ∆t (v : 座標で測った物体の速度) (1)

によって関係付けられる (動いている時計の遅れ，導出は下記)．

• 所謂，双子のパラドックスについて
系K の x軸方向に一定速度で運動する系K ′ を考える．K から見てK ′ の時計がゆっくりと進むなら，

「対称性」よりK ′ から見てK の時計がゆっくりと進むことになる．このパラドックスは次のように解

消される．

– K ′ 系の原点の時計をK 系の時計と比べるには，K 系では

複数の時計を必要とするから (図 3参照)，時計を比べる操作は 2つの基準系について非対称．

– 一方の系は (折り返しの際)非慣性系となる．
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§ 3，式の導出など

■固有時間の式 (1)の導出 固有時間は瞬間的に粒子とともに動く慣性系で見た時間であり，この座標系では

粒子の空間座標の変化は dxα = 0なので，固有時間の経過 dt′ は粒子の対応する時空における変位の世界間隔

dsと
ds = cdt′

の関係にある．［ところが§ 2で見たように世界間隔 dsは Lorentz不変量だから，再び固有時間の変化 dt′ も

また Lorentz不変量となっていることが確かめられる．］

さて，慣性系で測って時間 dtの間に粒子が空間中で dx,dy,dz 変位し粒子の固有時間が dt′ 変化したとす

ると，
ds2 = (cdt′)2 = (cdt)2 − dx2 − dy2 − dz2

の関係が成立する．よって固有時間は物体の運動を観察する基準系の時間 tと，式 (1):

dt′ = dt

√
1− v2

c2
, v ≡

(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
: 座標で測った物体の速度

によって関係付けられる．

§ 3について

■「……慣性系ではないからである」(p.10，l.10)について 一見するとK ′ 系から見ればK 系の時計が送れ

ると結論できそうであるが，動く時計 (K ′ 系)が出発点へと折り返す際，出発点に静止した時計 (K 系)が進

むため，結局 K ′ 系の時計が遅れることになる．実際，折り返しの際，動く時計に固定された K ′ 系は非慣性

形となり，K ′ 系には重力場が現れる．そして出発点の時計の進みは，重力場による折り返し地点側の時計の

遅れとして理解できる [2, pp.20–27]．

■最終段落について

• 与えられた一対の世界点を結ぶまっすぐな線が t軸に平行でなくても，

2点が時間的間隔で隔たっていれば，それが時間軸に平行になるような座標系を見出すことができる．

• 世界点を結ぶ線に沿う積分
∫
dsがまっすぐな線に対して最大になるということ (図 4参照)は，

最小作用原理 (§ 8)において見るように，まっすぐな世界線が自由粒子の軌道となることを意味する．

§ 4．ローレンツ変換

K 系から見て x軸方向に速度 V で推進するK ′ 系を考える (はじめ 2つの座標系の空間軸は一致しており，

この瞬間を時間 t, t′ の原点にとる)．同一の事象を K 系，K ′ 系で見た座標 (ct, x, y, z), (ct′, x′, y′, z′)の関係

は世界間隔 (ct)2 − x2 を不変に保つ tx平面内の“回転”として表されると考えると，tanhψ = V/cを満たす

“回転角”ψ をとれば良いことが分かる［本稿次節で補足］．こうして Lorentz変換の式

x′ =
x− V t√
1− V 2

c2

, y′ = y, z′ − z, ct′ =
ct− V

c x√
1− V 2

c2

(2)

を得る (導出は下記)．
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図 4 世界点を結ぶ線に沿う積分
∫
dsはまっすぐな線に対して最大になる．

• Lorentz変換において分母の根号内 1− (V/c)2 > 0

→ 慣性系に対する速度が V < cとなる慣性系しかとれない．

• Lorentz変換 → Lorentz短縮［収縮］．

Lorentz変換の式 (2) の第 1 式によれば，K ′ 系の x′1 ≤ x′ ≤ x′2 に固定された x′ 軸に沿う棒の両端

が，K 系で見て同時刻 tに位置 x = x1, x2(> x1)を占めるものとすると，

x′2 − x′1 =
x2 − V t√
1− V 2

c2

− x1 − V t√
1− V 2

c2

=
x2 − x1√
1− V 2

c2

, ∴ x2 − x1 = (x′2 − x′1)
√
1− V 2

c2
(< x′2 − x′1)

となる．このように K 系で測った運動する棒の長さ x2 − x1 は，棒の固定系 (K ′ 系)で測った棒の長

さ x′2 − x′1 に比べて縮む (Lorentz短縮)．［ただし Lorentz変換の式 (2)の第 4式より，K 系で見て

同時刻 tに，Lorentz短縮を起こした棒の両端が位置 x = x1, x2 を占めるという 2事象は，K ′ 系では

同時には起こらないことに注意する．］

• 一般に 2つの Lorentz変換 (“回転”)の合成は，

その順序によって異なる変換を与える［本稿次節で確認］．

§ 4，式の導出など

■Lorentz変換 (2)の導出 求める座標変換が (有限の)世界間隔 (ct)2 − x2 を不変に保つ tx平面内の“回転”

として
x′ = x coshψ + ct sinhψ, ct′ = x sinhψ + ct coshψ

と表されると考えると，

• これは線形変換であるため，逆変換も同じ形となり，相対性原理を満たす．
• この変換は確かに世界間隔 c2t2 − x2 を不変とするため，光速度一定の条件を満たす．

ここでK 系の原点 x′ = 0に注目すると，これをK ′ 系で見た座標は

x′ = ct sinhψ, ct′ = ct coshψ
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となる．x′/ct′ = tanhψ が K 系の座標で測った K ′ 系の速度 (を cで割った値)だから，tanhψ = −V/cを
満たす“回転角”ψ をとれば良いことが分かる．1− tanh2 ψ = 1/ cosh2 ψ および定義域 coshβ ≥ 1より

tanhψ = −β ⇒ coshψ = γ ⇒ sinhψ = −βγ

(ただし β ≡ V/c, γ ≡ 1/
√
1− β2)となるので，Lorentz変換の式 (2)を得る．

§ 4について

■4次元座標系の回転 (4.2)として Lorentz変換を導くこと

• 式 (4.2)は線形変換であるため，逆変換も同じ形となり，相対性原理を満たす．

• 式 (4.2)の変換は世界間隔 c2t2 − x− 2を不変とするため，光速度一定の条件を満たす．

なお tx面内の“回転”

x′ = x coshψ − ct sinhψ, ct′ = −x sinhψ + ct coshψ, tanhψ =
V

c

(ψ を再定義した)は，虚時間 x4 = ictを導入し，ψ ≡ iψ′ を代入すると，虚数角 ψ′ の回転の形

x′
1
= x1 cosψ′ − x4 sinψ′, x′

4
= x1 sinψ′ + x4 cosψ′

に書ける [2, pp.44–45]．いずれにせよ回転というのは解釈に過ぎず，それ以上のものではない．

■同時刻の相対性 (再論) Lorentz変換の式 (2)の第 4式によれば，K 系で見て同時刻 tに位置 x = x1, x2(>

x1)で起きる 2事象が，K ′ 系の座標時間で測って時刻 t′ = t′1 ≤ x′ ≤ t′2 に起こるとすると，

c(t′2 − t′1) =
ct− V

c x2√
1− V 2

c2

−
ct− V

c x1√
1− V 2

c2

=
V
c (x1 − x2)√

1− V 2

c2

̸= 0

となる．ここから同時刻の相対性 (§ 1)が改めて確認される [2, pp.17–18]．

■Lorentz 収縮について──棒と物置 (pole in the barn) の逆理 地面 (物置) に固定した座標系から見ると，

運動する棒は Lorentz収縮を起こすため，棒が物置に差し掛かったときに物置の入口と出口を閉めれば，棒を

その固有長さより短い奥行きの物置に閉じ込め得る．しかしながら棒に固定した座標系で考えれば，棒を自分

自身より狭い奥行きの物置に閉じ込めることはできないはずである．実際このとき，棒に固定した座標系の座

標時間で測ると，物置の入口と出口が閉まるのは同時ではないため，棒が物置に閉じ込められることはなく，

パラドックスは生じない．棒固定系では，棒の背後で物置の入口が閉められたときには，棒の先端では既に閉

じられた出口への衝突が始まっている (地面固定系では衝突は，棒を物置に閉じ込めてからしばらくすると起

こる)．

■最終段落について 2つの Lorentz変換の合成がその順序によって異なる変換になり得ることが述べられて

いる．実際，Lorentz変換はその特別な場合として通常の空間回転を含んでおり，「2つの回転 (異なる軸のま

わりの)の結果は，それを実施する順序に依存する」(p.14，l.4,5)．

非自明な場合として，2 つの等速推進を続けて行った結果が順序に依ることを確かめる．K 系での座標が

(ct, x, y, z)の事件を図 5で定義したK12,K21 系で見た座標をそれぞれ

(ct12, x12, y12, z12), (ct21, x21, y21, z21)

9



図 5 2つの Lorentz変換の合成

とするとct12x12
y12

 =

−β2γ2 0 γ2
0 1 0
γ2 0 −β2γ2

−β1γ1 0 γ1
0 1 0
γ1 0 −β1γ1

ctx
y

 =

β1β2γ1γ2 −β2γ1γ2 γ2
γ1 −β1γ1 0

−β1γ1γ2 γ1γ2 −β2γ2

ctx
y


である．(ct, x, y) → (ct21, x21, y21)の変換行列は行列の積を順序交換したものであり，最右辺で添字の 1と

2を入れ替えて得られる．それは (ct, x, y)→ (ct12, x12, y12)の変換行列と青字の部分が異なる．

■無限小 Lorentz変換の合成について 無限小 Lorentz変換の変換係数

Λ(β) = 1 + βX, X ≡


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


に対して

eβX =


coshβ − sinhβ 0 0
− sinhβ coshβ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


を作っても，有限の β に対する変換係数

γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


coshψ − sinhψ 0 0
− sinhψ coshψ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (β ≡ tanhψ)

は得られない．これは有限の速度 β が，無限小速度の単純な和によっては得られないという事情に関係して

いると考えられる (§ 5)．

§ 5．速度の変換

• 速度の合成法則
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相対性理論において速度 v′ と V の合成とは，系K に対して速度 V を持つ系K ′ から見て，

速度 v′ を持つ粒子を，系K から見た速度 v を得ることである．

x軸方向への等速推進 V に対して Lorentz変換の式から，そのような公式は

vx =
v′x + V

1 + v′x
V
c2

, vy =
v′y

√
1− V 2

c2

1 + v′x
V
c2

, vz =
v′z

√
1− V 2

c2

1 + v′x
V
c2

(5.1)

となる (導出は下記)．

– 非相対論的極限 (形式的に c→∞)で，通常の速度の合成法則

vx = v′x + V, vy = v′y, vz = v′z

を再現する．

– V/cの 1次までの近似では

v = v′ + V − 1

c2
(V · v′)v′ (5.3)

となる［本稿次節で補足］．

• xy 面内 (したがって x′y′ 面内)を運動する粒子の，K 系とK ′ 系で見た速度 v,v′ が

x, x′ 軸と成す角を θ, θ′ とする．速度の合成法則の式より，これらは

tan θ′ =
v′
√
1− V 2

c2 sin θ′

v′ cos θ′ + V
(5.4)

によって関係付けられる［本稿次節で補足］．

– 光に対して v = v′ = cであり，V/cの 1次までの近似で光行差の式

∆θ′ ≡ θ′ − θ = V

c
sin θ′ (5.7)

が得られる．(導出は下記．光の速度は大きさが変わらずに，向きが変わる．)

§ 5，式の導出など

■速度の合成法則 (5.1)の導出 Lorentz変換の式

x =
x′ + V t′√
1− V 2

c2

, y = y′, z = z′, t =
t′ + V

c2x
′√

1− V 2

c2

の微分をとると，

dx =
dx′ + V dt′√

1− V 2

c2

, dy = dy′, dz = dz′, dt =
dt′ + V

c2 dx
′√

1− V 2

c2

(3)

を得る［その意味は本稿次節］．はじめ 3つの式を第 4式で割り，速度 v = dr/dt,v′ = dr′/dt′ を導入する

と式 (5.1)を得る．

11



■光行差の式 (5.7)の導出 式 (5.1)の第 2式において

vy = c sin θ, v′x = c cos θ′, v′y = c sin θ′

とおくと，

sin θ =

√
1− V 2

c2

1 + V
c cos θ′

sin θ′

となる．ここから V/cの 1次までの近似で，公式 (5.7)が導かれる［本稿次節で補足］．

§ 5について

■Lorentz変換の式の微分をとること (本稿の式 (3)について) 粒子が K ′ 系で見て時間 dt′ のうちに dr′ 変

位するのを K 系で見ると，dtのうちに dr 変位するとき，これらの微小量の間には式 (3)(教科書§ 5，l.6の

式)の関係がある．また，このとき比 v = dr/dt,v′ = dr′/dt′ は，それぞれの系の座標で測った粒子の速度

を意味する．

■式 (5.3)の近似について β ≡ V/cとおくと，式 (5.1)より

vx =
vx

′ + cβ

1 + vx′β/c
= (vx

′ + cβ)

(
1− vx

′

c
β +O(β2)

)
= vx

′ + V

(
1− vx

′2

c2

)
+O(β2),

vy =
vy

′
√
1− β2

1 + vx′β/c
= vy

′(1 +O(β2))

(
1− vx

′

c
β +O(β2)

)
= vy

′ − vx′vy ′
V

c2
+O(β2).

■「ローレンツ変換の非可換性と関連している」(式 (5.3) の 4 行下) について K 系に対して速度 V を持

つ KV 系をとり，KV 系に対して速度 v′ を持つ KV v′ 系をとる．このとき K 系に対して速度 v を持つ粒子

はKV v′ 系で静止する．ここでもし Lorentz変換が可換ならば，K 系に対して速度 v′ を持つ Kv′ 系をとり，

Kv′ 系に対して速度 V を持つ Kv′V 系をとったとき，Kv′V 系でも粒子は静止しなければならない．これは

Kv′ 系に対して粒子が速度 V を持つことを意味するから，式 (5.3)において v′ と V を入れ替えた式も同時

に成立しなければならない．ところが実際には Lorentz変換の非可換性により，そのようにはなっていないと

いうこと．

■式 (5.4)について 式 (5.1)において

vx = v cos θ, vy = v sin θ, v′x = v′ cos θ′, v′y = v′ sin θ′

とおくと，

tan θ =
vy
vx

=
v′y

√
1− V 2

c2

v′x + V
=
v′
√

1− V 2

c2 sin θ′

v′ cos θ′ + V
: (5.4)

を得る．

非相対論的極限では

tan θ =
v′ sin θ′

v′ cos θ′ + V

となる．これは速度のベクトル和としての合成 (図 6)から期待される結果である．

12



図 6 非相対論における速度の合成

■光行差の式 (5.7)の近似について β ≡ V/cとおくと

sin θ − sin θ′ =

( √
1− (V/c)2

1 + (V/c) cos θ′
− 1

)
sin θ′

= {(1 +O(β2))(1− β cos θ′ +O(β2))− 1} sin θ′

= −β sin θ′ cos θ′ +O(β2)

となる．ところで図 6において v = v′ = c≫ V の場合を考えると，∆θ ≡ θ′ − θ は微小角となる．そこで最
左辺を

sin θ − sin θ′ = 2 cos
θ + θ′

2
sin

θ − θ′

2
≃ −(cos θ′)∆θ +O(∆θ2)

と書き換えると，上式は∆θ が β の 1次の微小量であることを意味する．よって β の 1次までの近似で

∆θ = β sin θ′ : (5.7)

として良い．

§ 6．4元ベクトル� �
本稿では後の曲線座標における議論 (§ 83)も踏まえ，テンソル解析を中心に§ 6の内容を少し一般化し

て付録 Bにまとめておく．付録に回したとは言え内容は極めて重要であり，以下のことが丁寧に確認さ

れる．

• テンソルは成分の座標変換則によって定義されること．
• 座標の微分 dxi と微分演算子 ∂i は数学的にあらかじめテンソルの種類が定まっていること．

• テンソルから新たなテンソルが作られること．その際テンソルを定義する変換則によれば，
テンソルに関する限り，その種類は上下の添字の付き方から期待されるものとなること．

• 両辺が同じ種類のテンソルから成る方程式は座標変換に対して共変的となること．

4 次元積分を変換するための定理 (6.15),(6.17),(6.19) については，付録 C において微分形式に対する

Stokesの定理から導出する．� �
以下では付録でカバーしきれていない主な内容を，いくらか書き留めておく．
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時空における無限に近い 2点の世界間隔 dsの定義式

ds2 = (cdt)2 − dx2 − dy2 − dz2

は，座標 xi = (ct, x, y, z)で測った 2点の座標の差 dxi の 2次形式である．それを

ds2 = gikdx
idxk

と書いて gik を定義すると，

(gik) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (4)

と同定される．［ところが座標の微分 dxi はベクトル成分として変換するのに対し，世界間隔 dsはスカラー

だから (§ 2)gik は 2階共変テンソルとして変換しなければならない (付録 B.1参照)．そこで］gik を計量テ

ンソルと呼ぶ．［特に全成分が式 (4)で与えられる計量テンソルをMinkowski計量と呼び，gik によって特徴

付けられる空間 (時空)をMinkowski空間と呼ぶ．こうして特殊相対性理論では，計量テンソルは座標変換に

よって成分が変わらないことになる．］

反変計量テンソル gik を計量テンソル gik の逆テンソルとして定義する (以下，gik も単に計量テンソルと呼

ぶ):
gilglk = δik.

(ここで δik は単位テンソルと見なされている．Kroneckerのデルタ δik は混合テンソルとして定義され，単位

行列は δik を (i, k)成分に持つ．) テンソルの添字を上げ下げした量は

Ai = gikAk, Ai = gikA
k (6.6)

のように計量テンソルとの縮約で定義する (pp.257–258)．［このとき計量テンソルとの縮約の結果得られた量

も添字の位置から期待される種類のテンソルとなる (付録 B.1参照)．また Aµ = gµνA
ν に逆行列 gλµ を縮約

すると Aλ に戻るため，添字の上げ下げは良く定義された操作となる．］Minkowski計量に対しては

(gik) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


であり，添字の上げ下げの規則は具体的には

A 1
0 = A01 = −A0

1 = −A01, etc.

を与える．

任意の 4元反変ベクトル Ai = (A0,A), Bi = (B0,B)の 4元内積を

A ·B ≡ gikAiBk = AiBi = AkB
k = A0B0 −A ·B

で定義する．特に自分自身との内積を A2 ≡ A · Aと表記する．［テンソルの一般論 (B.1節)から理解される

ように，これは相対論的不変量である］．
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§ 2では光 (円)錐による世界間隔の分類を行った．同様に 4元ベクトル Ai に対して

A2 > 0 ⇒ Aiは時間的ベクトル，

A2 < 0 ⇒ Aiは空間的ベクトル，

A2 = 0 ⇒ Aiは零 (ヌル)ベクトル

と定義する．粒子の速度は光速 cを超えられないため，粒子が時空に描く軌道 (世界線)に沿うベクトル dxi

は必ず時間的ベクトル (または零ベクトル)である．

§ 6について

■4元ベクトルの定義 「4次元座標系の変換によって 4元動径ベクトルの成分 xi と同じように変換される 4

つの量 A0, A1, A2, A3 の総体を 4元ベクトルとよぶ」(p.16)に注目．

■添字の上げ下げについて 特殊相対性理論における添字の上げ下げ A 1
0 = A01 = −A0

1 = −A01(p.18) は

計量テンソルとの縮約 (6.6)によって成され，それ故，添字の位置から期待される種類のテンソルが得られる．

計量テンソルの符号を逆にして世界間隔を定義する場合，A 1
0 = −A01 = −A0

1 = A01 等となるが，式 (6.6)

自体は正しい．

■Lorentz変換の条件 [2, pp.38–39] § 6の要約で言及したように，Minkowski計量を 2階共変テンソルの

変換則に従って変換しても，新しい座標系での値はもとと変わらない．

(a−1)il(a
−1)kmgik = glm.

(
(a−1)ik =

∂xi

∂x′k

)
このことは線形変換 x′

i
= aikx

k が Lorentz 変換であるための，係数 aik に対する条件である．上式は対称

な添字の独立な組 (l,m)が 10通りあるから，42 = 16個の成分 aik のうち 6個までを任意に選べる．これが

Lorentz変換の自由度である．(ただしここでは，座標原点の変更を伴う変換は除外している．)

より直観的には次のように考えても良い．Lorentz 変換は 4 次元時空における回転と見なせる．そこで

xixk 面内の回転を考えると，面 xixk の選び方は(
4
2

)
= 6通り

あるから，やはり Lorentz変換の自由度は 6である．

■用語 「テンソルの跡」(p.18，l.27)Aii は trace，「テンソルの積」(p.20，l.12)AikA∗
ik は productである．

「対偶」テンソル (p.20，l.12)はデュアルテンソルとも呼ばれる [2, pp.63–64]．

■式 (6.9):eiklmeiklm = −24の理由 eiklm の添字に関する反対称性より i, k, l,mが相異なる 4!個の項の和

のみを考えれば良い．これらは iklmが 0123の偶置換か奇置換のいずれかとなっており，

iklmが 0123の偶置換のとき eiklm = e0123, eiklm = e0123,

iklmが 0123の奇置換のとき eiklm = −e0123, eiklm = −e0123

となるので，4!個の項はすべて e0123e0123 に等しい．ここで

e0123 = g0ig1jg2kg3le
ijkl = g00g11g22g33e

0123 = 1× (−1)× (−1)× (−1)× 1 = −1
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となるので*2，eiklmeiklm = 4!e0123e0123 = −24:(6.9)を得る．

■eiklm が擬テンソルであることについて 例えば z 軸正の向きを入れ替える空間反転を考える．テンソルの

成分は ∂z′/∂z = −1がかかって符号を変えるのに対し，擬テンソルの成分 eiklm は (∂z′/∂z)(∂(x)/∂(x′)) =

(−1) · (−1) = 1がかかって符号を変えない．

一般に eiklm を擬テンソルとすれば，これは任意の座標系で同じ成分を持つことが次のように確かめられ

る．変換係数 aµν に対して行列式 |aµν | = eprsta0pa
1
ra

2
sa

3
t は行を入れ替えると符号が変わるので

eiklm|aµν | = eprstaipa
k
ra
l
sa
m
t (5)

となる．これを i, k, l,m については和をとらないものとして |aµν | = eiklmeprstaipa
k
ra
l
sa
m
t と書くのは誤

りである．実際，この左辺は一般に 0でないのに対し右辺は i = k 等に対し常に 0になる．一方，(5)は例え

ば i = k = 1に対しても (左辺) = 0かつ

(右辺) =
∑
p>r

{eprsta1pa1ralsamt + (p↔ r)} = 0

となって正しい．

さて，式 (5)を用いると

eiklm
′
=

∂(x)

∂(x′)

∂xi
′

∂xp
∂xk

′

∂xr
∂xl

′

∂xs
∂xm′

∂xt
eprst =

∂(x)

∂(x′)

∂(x′)

∂(x)
eiklm = eiklm

となる．

「積 eiklmeprst は，……真のテンソルをつくる」(p.20，l.3)のは変換則に (∂(x)/∂(x′))2 = 1がかかるから．

■軸性ベクトル 「軸性ベクトルは，ある反対称テンソルに対偶な擬ベクトルである」(p.21，l.6) について．

軸性ベクトル C = A×B の成分 Cα = eαβγAβBγ は

Cα = eαβγAβBγ =
1

2
eαβγ(AβBγ −AγBβ) =

1

2
eαβγCβγ

と書き換えられる．これは反対称テンソル Cβγ ≡ AβBγ −AγBβ に対偶なテンソルを作る操作に他ならない．
このとき逆に Cβγ を Cα で表すと

Cβγ = −eβγαCα.

■反対称 4元テンソル (6.10)について 変換則は A′ik = ΛipΛ
k
rA

pr であり，3次元空間内の回転では

Λ =

(
1 0
0 R

)
Rは 3× 3の回転行列，

∴Λ0
α = δ0α = 0, Λα0 = δα0 = 0

だから，3次元テンソルの変換則
A′αβ = ΛαµΛ

β
νA

µν

が得られる．これは擬ベクトルの成分 aµ ≡ 1
2eµαβA

αβ を用いて

Aαβ =
1

2
(Aαβ −Aβα) = −eµαβaµ

*2 符号系が (−,+,+,+)の場合も e0123 = g00g11g22g33e0123 = (−1)× 1× 1× 1× 1 = −1．

16



と表される．さらに 3次元ベクトルの変換則

A′0α = ΛαβA
0β

が得られるから，p = (A01, A02, A03)は 3次元極性ベクトルである．

■p.22脚注 1)について “共変座標”xi による微分演算子 ∂i は，添字の位置から期待されるように確かに

反変ベクトルになる．実際 xj = gjkxk より

∂i ≡ ∂

∂xi
=
∂xj

∂xi

∂

∂xj
= gji∂j .

ただし最後の等号では，計量が座標によらないことを仮定した．計量が座標による場合に最後の等号が成り立

たなくなることは，そのような一般の曲線座標では ∂j がベクトルにならないため，計量による添字の上げ下

げの規則が適用されないことと関係していると考えられる．これに対し共変微分は (· · · );k = gkl(· · · );l とで
きる (§ 86)．

■「3次元空間では，……対偶ベクトル……dfα = (1/2)eαβγdfβγ が用いられる」(p.22，l.14～16)について

dfα =
1

2
eαβγ(dxβdx

′
γ − dxγdx

′
β) = eαβγdxβdx

′
γ = (dr × dr′)α.

■式 (6.11) の 2 行下について 乱丁・誤記があるように見える．英語版を見ると df ikdf∗ik = 0 となってい

る．dxidxldxk
′
dxm′ ≡ (il, km)と略記してこれを示そう．

df ikdf∗ik =
1

2
eiklmdf ikdf lm

=
1

2
eiklm{(il, km)− (im, kl)− (kl, im) + (km, il)}

=
1

2
(eiklm − eikml − ekilm + ekiml)(il, km)

= 2eiklm(il, km)

= 2
∑
i>l

{eiklm(il, km) + (i↔ l)} = 0.

■対偶テンソルで元のテンソルを表すこと 体積要素 (6.12) の第 2 式について，p.20 脚注 1) の公式を用い

ると

enklmdSn =− 1

6
enklme

nprsdSprs =
1

6

∣∣∣∣∣∣
δpk δpl δpm
δrk δrl δrm
δsk δsl δsm

∣∣∣∣∣∣ dSprs
=
1

6
(dSklm − dSkml − dSlkm + dSmkl + dSlmk − dSmlk) (行列を 1列目で展開した)

=dSklm.

■p.20脚注 1)の公式について

eiklmeprst = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δir δis δit
δkp δkr δks δkt
δlp δlr δls δlt
δmp δmr δms δmt

∣∣∣∣∣∣∣∣
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の両辺は添字 i, k, l,mおよび p, r, s, tについて反対称であり，(i, k, l,m) = (p, r, s, t) = (0, 1, 2, 3)のとき左

辺は −1であり，右辺もまた単位行列の行列式の符号を入れ替えたものなので −1となり，両辺の値は一致す
る．よって任意の添字の組合せについて上式が成立する．

あるいは次のように説明することもできる．上式の右辺は負号を除けば，4次の単位行列 I の行や列を入れ

替えた行列の行列式である．ところが行列式は行や列を入れ替える度に符号が入れ替わるため，∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δir δis δit
δkp δkr δks δkt
δlp δlr δls δlt
δmp δmr δms δmt

∣∣∣∣∣∣∣∣ = eiklm(−eprst)|I| = −eiklmeprst.

同様に

eiklmeprsm = −

∣∣∣∣∣∣
δip δir δis
δkp δkr δks
δlp δlr δls

∣∣∣∣∣∣
の両辺は添字について同じ反対称性を持ち，(i, k, l) = (p, r, s) = (0, 1, 2)のとき左辺は e0123e0123 = −1，右
辺も −1であること等から，これは任意の添字の組合せについて成立する．
脚注 3)も同様である．残り 2つの公式は上の公式から導かれる．

行列式
A = eprstA0pA1rA2sA3t

の 0, 1, 2, 3行目に i, k, l,m行目が来るように入れ替えた行列式

A′ = eprstAipAkrAlsAmt

は Aの eiklm = −eiklm 倍であることから

eprstAipAkrAlsAmt = −Aeiklm

を得る．両辺を eiklm と縮約して
eiklmeprstAipAkrAlsAmt = 24A

を得る．

■e0123 = −e1023 = −e2130 = −e3120 = +e2310 等 図 7のように添字 an と an+m を入れ替えると，隣接す

る添字を 2m− 1回入れ替えることになる．ここから e0123 = −e1023 = −e2130 = −e3120 = +e2310 等が判断

できる．

§ 6，問題 (2階反変テンソルの Lorentz変換)

Lorentz変換の変換係数

(aik) ≡

(
∂x′

i

∂xk

)
=


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (β ≡ V/c, γ ≡ 1/
√
1− β2)

に対して，2階反変テンソル Aik の変換則 (付録 B.1)を書き下すと，例えば

A′01 =a0ia
1
kA

ik = γ2(−βA00 +A01 + β2A10 − βA11)

=

{
γ2{−βA00 + (1 + β2)A01 − βA11} (対称な Aikに対して)

A01 (反対称な Aikに対して)
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図 7 任意の 2つの添字 an と an+m の入れ替え

となる．

§ 7．4次元的な速度

粒子の固有時間 τ を用いて，粒子の 4元速度と 4元加速度をそれぞれ

ui =
1

c

dxi

dτ
=

(
1√

1− (v/c)2
,

v/c√
1− (v/c)2

)
, wi =

dui

ds
=

d2xi

ds2

を定義する．ここでは τ そのものではなく sによる微分を用いているため (ds = cdτ)，4元速度 ui は無次元

であり，4元加速度 wi も通常の加速度の次元を持たないことに注意する．

note 座標の微分 dxi は反変ベクトル成分であり固有時間 dτ は Lorentzスカラーだから，4元速度 ui は反

変ベクトル成分であり，それ故 4元加速度 wi も反変ベクトル成分となる．またこれらは非相対論的極

限 v ≪ cで dτ → dtよりそれぞれ座標時間 tで測った速度 1
c
dxα

dt と加速度
1
c2

d2xα

dt2 に移行する．これ

に対して座標時間 tで測った速度 dxα

dt や加速度
d2xα

dt2 は一般にベクトル成分ではない．

ds2 = c2dτ2 = dxidxi より 4元速度は
uiui = 1

と規格化されていることが分かる．さらに両辺を固有時間で微分すると，4元速度と 4元加速度の“直交性”

uiwi = 0

が見出される．

§ 7について

■4元速度，4元加速度
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ランダウ=リフシッツ『場の古典論』 文献 [2]

4元速度 ui = dxi/ds：無次元 ui = dxi/dτ

uiui = 1 uiui = −c2

符号の違いは計量の符号系の違いに由来

4元加速度 wi = d2xi/ds2 ai = d2xi/dτ2

τ そのものではなく sによる微分で 4元速度や 4元加速度を定義しているのには，あらかじめ c = 1とおい

た自然単位系の式との対応を見やすくする意味があると推察される．

■3次元的な量との関係

uα =
vα/c√
1− β2

: (7.2), gα =
fα√
1− β2

: (9.18), β ≡ v/c.

4元速度 uα はいくらでも大きな値をとり得るのに対し*3，β → 1とすると
√
1− β2 はゼロになるため，3

次元的な速度 vα = cuα
√

1− β2 は有限にとどまる．v が −c → c を動くとき u = v/c√
1−(v/c)2

は −∞ → ∞

を動く．一方，力の 4元ベクトル成分 gα と 3次元的な力 fα の範囲にはともに制限がない．

§ 7，問題 (相対論的な等加速度運動)

特殊相対性理論においては，空間に固定した慣性系で測って，粒子が常に一定の加速度 d2x/dt2 = w を持

つような直線運動は不可能である (速度 v ∼ wtが光速を超えるから)．そこで瞬間的に粒子と同じ速度で運動

する慣性系で測った粒子の加速度が，どの瞬間にも与えられた値

d2x′

dt′2
= w

をとるような直線運動を考える (t′ は粒子の固有時間に他ならない)．この共動座標系に関する 4元加速度の成

分は

wi =
d2xi

ds2
=
(
0,
w

c2
, 0, 0

)
なので，

wiwi = −
w2

c4

が成立する．ところがこの関係自体は，両辺が Lorentzスカラーなので任意の座標系で成立する (付録 B.1)．

そこで粒子が速度 v を持つような空間固定系に関する成分

wi =
1

c
√
1− v2

c2

d

dt

 1√
1− v2

c2

,
v

c
√
1− v2

c2

, 0, 0

 =
1

c2
(
1− v2

c2

)2 (vc dvdt , dvdt , 0, 0
)

を代入すると，

−w
2

c4
= (w0)2 − (w1)2 = −

(
dv
dt

)2
c4
(
1− v2

c2

)3 , ∴ dv

dt
= w

(
1− v2

c2

)3/2

*3 「v = cに対しては，運動量 pは無限大になる」(p.29，l.2)．
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となる．(速度が小さいうちは，加速度は近似的に wとなっている．また v → cで加速度→ 0．)

これを変数分離して積分すると，

v =
wt√

1 +
(
wt
c

)2 (u
c
= sin θと置換

)
を得る (t = 0で v = 0となるように時間の原点を選んだ)．t→ 0で v → wtであり，速度 v は非相対論的な

場合の v = wtの 1/
√
1 + (wt/c)2 倍に遅れて，t→∞で v → cとなることが読み取れる．

これをもう 1度積分すると，

x =

∫ t

0

vdt =
c2

w

√1 +

(
wt

c

)2

− 1

 (
wt

c
= tan θと置換

)

が得られる (t = 0で x = 0となるように座標原点を選んだ)．t→ 0を想定して平方根を展開すると，非相対

論的表式 x ≃ 1
2wt

2 が再現される．xt平面上の軌道は双曲線(
x

c2/w
+ 1

)2

−
(
wt

c

)2

= 1

で与えられ，t→∞で x ∼ ctに漸近する (光速での運動に対応)．

最後に粒子の固有時間は

τ =

∫ t

0

√
1− v2

c2
dt =

∫ t

0

dt√
1 +

(
wt
c

)2 =
c

w
sinh−1 wt

c

(
wt

c
= sinh θと置換

)

と計算される．τ →∞では

t =
c

w
sinh

wτ

c
≃ c

2w
ewτ/c, ∴ τ =

c

w
ln

2wt

c

であり，固有時間 τ は tに比べてゆっくりと増大する (宇宙船が亜光速飛行に至るには長い時間を要する)．
note 最後の積分は ∫

dx√
1 + x2

=
1

2
ln

1 + sin θ

1− sin θ
+ const. (x ≡ tan θ)∫

dx√
1 + x2

= ϕ+ const. (x ≡ sinhϕ)

の 2通りに解ける．

1

2
log

1 + sin θ

1− sin θ
=

1

2
ln

(1 + sin θ)2

cos2 θ
= ln

(
tan θ +

1

cos θ

)
= ln(x+

√
1 + x2),

ϕ = sinh−1 x = ln(x+
√
x2 + 1)

より，これらの結果は等価である．
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第 2章　相対論的力学

§ 8．最小作用の原理

自由粒子に対する作用は，粒子の世界線に沿う積分

S = −α
∫ b

a

ds =

∫ t2

t1

Ldt, L = −αc
√

1− v2

c2

の形をとる．これは Lorentz スカラーであり，ラグランジアン L は座標の 1 階の微分 v を含む．これが

粒子の現実の世界線に対して極小値をもつには α > 0 が必要であり，非相対論的極限でラグランジアンが

L = 1
2mv

2 + const. となることを要求すると，α = mc と定まる．こうして自由粒子の作用とラグランジア

ンは

S = −mc
∫ b

a

ds =

∫ t2

t1

Ldt, L = −mc2
√
1− v2

c2

となる．

§ 8について

■「積分記号の下にはいるのは 1階の微分でなければならない」(p.27，l.9)について これは次のことと関係

している．すなわち粒子の初期位置と初速度を与えれば未来の粒子の運動は完全に決定されるという古典的因

果律が満たされるためには，運動方程式は 2階の微分方程式でなければならない (『力学』§ 1，§ 2参照 [3,

pp.1–2])．

§ 9．エネルギーと運動量

ラグランジアン L = −mc2
√
1− v2

c2 によって記述される自由粒子に対して

• 運動量　 p ≡ ∂L

∂v
=

mv√
1− v2

c2

．

– 非相対論的極限　 p = mv．

• エネルギー　 E ≡ p · v − L =
mc2√
1− v2

c2

．

– 静止エネルギー　 E0 = mc2， 非相対論的極限　 E = mc2 + mv2

2 ．

これらの表式はたくさんの粒子からできている複合的な物体にも適用できる．

• 相対論的力学では自由な物体のエネルギーには付加定数の任意性がない (E0 = mc2)．

• 静止している物体mのエネルギーには

それを構成している粒子 (質量ma)の運動エネルギーと粒子間の相互作用のエネルギーも含まれ，

質量保存の法則は成立しない：mc2 ̸=
∑
amac

2.

• ハミルトニアン
運動量 pとエネルギー E の 2式から v を消去し，エネルギーを運動量で表すと

H =
√
m2c4 + p2c2 (9.7)
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を得る［本稿次節で補足］．これが粒子のハミルトニアンである．

– 非相対論的極限　H = mc2 + p2

2m．

• 運動量とエネルギーの関係　 p = E v
c2．

– 光速度で運動する質量ゼロの粒子に対して　 p = E /c．

– E ≫ mc2 ̸= 0の超相対論的粒子に対しても近似的に p = E /cが成り立つ．

• 最小作用原理：粒子の世界線の端点を固定した変分に対して　 δS = 0

; 粒子の運動方程式　
dui
ds

= 0 (4元加速度ゼロ，導出は下記)

• 作用の積分路を現実の世界線に限定し，作用を終点の関数と見たとき

H = −∂S
∂t
, p =

∂S

∂r
(『力学』§ 43) → pi = −∂iS.

• エネルギーと運動量は 4元ベクトル

pi = mcui =

(
E

c
,p

)
を作る → 4元反変ベクトルとして変換．

• 運動量とエネルギーの関係 E 2/c2 = p2 +m2c2 は

pipi = m2c2 (∵ uiui = 1)

に他ならない．

★ この結果は次のように理解される．

すなわち縮約 pipi は Lorentzスカラーであり，その値は座標系に依らない (B.1節参照)．

そこで pi = (mc,0)となる座標系でこれを評価すると pipi = m2c2 を得る．

• 4元力 gi を反変ベクトルとして導入して，粒子の相対論的な運動方程式を

dpi

ds
= gi (9.17)

と書く［と，これは相対論的に不変となることが保証される (B.1節)］．

このとき 4元力 gi と，f = dp/dtを満たす 3次元的な力 f との関係は

gi =

(
f · v

c2
√
1− (v/c)2

,
f

c
√
1− (v/c)2

)
(9.18)

となる［導出は本稿次節］．

• pipi = m2c2 に pi = −∂iS を代入すると，

作用に対する偏微分方程式 (∂iS)(∂iS) = m2c2 : Hamilton-Jacobi方程式． (9.19)

§ 9．式の導出など

■最小作用原理から運動方程式 dui/ds = 0の導出 ds =
√
dxidxi より

0 =δS = −mcδ
∫ b

a

ds = −mc
∫ b

a

dxiδdx
i

ds
= −mc

∫ b

a

uidδx
i

=������−mcuiδxi
∣∣b
a
+mc

∫ b

a

δxi
dui
ds

ds (9.10)

となるので［本稿次節で補足］，自由粒子の運動方程式 dui/ds = 0を得る．
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■相対論的自由粒子に対する Hamilton-Jacobi 方程式 (9.19) の極限移行 相対論的自由粒子に対する

Hamilton-Jacobi 方程式 (9.19):(∂iS)(∂iS) = (mc)2 が，非相対論的極限で適正な Hamilton-Jacobi 方程

式に移行することを確認する．

相対論的な自由粒子のエネルギーと作用をそれぞれ E , S と書くと，これらは非相対論的な場合の値 E ′, S′

と，

E = E ′ +mc2 ⇒ −∂S
∂t

= −∂S
′

∂t
+mc2 ⇒ S = S′ −mc2t

によって関係付けられる．これを式 (9.19):

1

c2

(
∂S

∂t

)2

−
(
∂S

∂x

)2

−
(
∂S

∂y

)2

−
(
∂S

∂z

)2

= (mc)2

に代入すると
1

2mc2

(
∂S′

∂t

)2

− ∂S′

∂t
− 1

2m

{(
∂S′

∂x

)2

+

(
∂S′

∂y

)2

+

(
∂S′

∂z

)2
}

= 0

を得る．非相対論的極限 (粒子の速度 v ≪ c)をとるには，形式的に c→∞とすれば良く，このとき上式の左
辺第 1項は消える．自由粒子に対する非相対論的なハミルトニアンは H(p) = p2/2mで与えられることを踏

まえると，これは自由粒子に対する Hamilton-Jacobi方程式

∂S′

∂t
+H

(
p =

∂S′

∂r

)
= 0

となっていることが分かる．

§ 9について

■dp/dtの式 (9.2),(9.3)について 一般に

dp

dt
=

mv̇√
1− (v/c)2

+ v

(
−1

2

− d
dt

(
v
c

)2
{1− (v/c)2}3/2

)
=

mv̇√
1− (v/c)2

+
mv(v · v̇/c2)
{1− (v/c)2}3/2

である．

v = const.のとき d
dtv

2 = 2v · v̇ に比例する最右辺第 2項が落ちるので式 (9.2)を得る．

v ∥ v̇ のときこれらの方向単位ベクトルを nとすると最右辺第 2項において

v(v · v̇) = (vn)vv̇ = v2(v̇n) = v2v̇

となるので式 (9.3)を得る．

■相対論では自由粒子のエネルギーに付加定数の任意性がないこと (pp.29–30)について これは自然なラグ

ランジアン Lが§ 8のように決まることに起因している．もちろん例えば定数 aを付け加えて，ラグランジ

アンを L′ = L+ aと再定義することを認めれば，エネルギー

E′ =
∂L′

∂v
· v − L′ = E − a

にも付加定数の任意性が導入される．
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■「しかしながら……質量ゼロの粒子が存在することができる」(p.30，l.22,23)について 式 (9.8)p = E v
c2

は m > 0(α = mc > 0)として得られたが (§ 8参照)，この式で v → cとした式 (9.9):p = E /cが質量ゼロ

の粒子に対して成り立つ．

■式 (9.7),(9.8)について エネルギーから vを消去してハミルトニアン (9.7)を得るには，粒子の力学的運動

量の表式
p ≡ mv√

1− (v/c)2

を粒子の速度について逆に解くと
(v
c

)2
=

p2

m2c2 + p2
となることを用いれば良い．

c = 1とおく自然単位系を採用すると，覚えやすい形

H =
√
m2 + p2, v =

p

E

になる．もとの単位系に戻るには，次元の正しい関係式になるように，

H =
√
(mc2)2 + (pc)2,

v

c
=

pc

E

と cを補えば良い．

■式 (9.9):p = E /cについて p = E /cと訂正する．

■作用の変分 (9.10)の導出について

−mcδ
∫ b

a

√
dxidxi = −mc

∫ b

a

∂

∂(dxk)

√
dxidxiδ(dx

k) = −mc
∫ b

a

dxkδdx
k

ds
.

ここで計量テンソルが変分されないため，以下のように通常の規則 AiBi = AiB
i(p.17)に従ってダミー添字

を上げ下げできることを用いた：

dxiδdxi = dxiδgijdx
j = gijdx

iδdxj = dxjδdx
j , ∴ dxkδdxk + dxkδdx

k = 2dxkδdx
k.

p.83の F ikδFik ≡ FikδF
ik も同様．最右辺の δdxk の意味は次のように考えられる．すなわち 4元ベクトル

dxi によって隔たった世界線上の 2点 A,Bについて，軌道の変分後の移動先 A′,B′ が定義されると考えると，

変化量
−−→
A′B′ −

−→
ABが 4元ベクトル δdxk によって与えられる．

部分積分 (9.10)について，A,B のどのような意味での微小変化 dA,dB に対しても d(AB) = BdA+AdB

だから，状態 1→ 2で両辺積分して ∫ 2

1

AdB = AB|21 −
∫ 2

1

BdA

のように部分積分できる．特に独立変数 xの微小変化 dxに伴う微小変化 dA = A′dx, dB = B′dxに対して

これは通常の部分積分の公式 ∫ x2

x1

AB′dx = [AB]
x2

x1
−
∫ x2

x1

BA′dx

を与える．

式 (9.10)の dui = (dui/ds)dsで導入された dsは勝手にとれず，粒子に沿った 2事象 xi, xi + dxi の間の

世界距離 dsと見なさなければならない．だからこそ dui/dsは粒子の 4元加速度になる．
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■pi = −∂iS:(9.12)について 式 (9.12)直後の「力学において示されているように」pi ≡ −∂iS = −mcui が
p ≡ ∂L/∂v = mv/

√
1− (v/c)2 の成分であるという言い方は問題ない．空間成分 xα, α = 1, 2, 3についての

み変分して式 (9.10)を

δS =
∂L

∂ẋα
δxα

∣∣∣∣b
a

+

∫ b

a

(
∂L

∂xα
− d

dt

∂L

∂ẋα

)
δxαdt

と書き直すと −∂αS = ∂L
∂ẋα となるからである．

なお，時間成分についての Lagrange方程式は d
dt

∂L
∂(cṫ)

= ∂L
∂(ct) で定数 cṫ = cによる微分が現れると考える

のは誤りである．ラグランジアンが ẋ0 = cを変数にもたないことと境界条件 δx0 = 0より積分区間が変わら

ないことを考えると，

δS =

∫ t2

t1

(
∂L

∂x0
δx0 +

∂L

∂xα
δxα +

∂L

∂ẋα
δẋα

)
dt =

∫ t2

t1

(
∂L

∂x0
δx0 +

(
∂L

∂xα
− d

dt

∂L

∂ẋα

)
δxα

)
dt

となるので (αは空間成分を動く)，正しくは ∂L/∂x0 = 0が導かれる．L = −
∑
mc
√
1− (v/c)2 は x0 を陽

に含まないから，これは自明な式 0 = 0を与えるだけだと考えられる．

非相対論的な場合と異なり ∂tS = −E は式 (9.12)の時間成分として得られている．その導き方から理解さ

れるように，他粒子系において時間座標 tはすべての粒子に共通であるけれど，ある粒子 aの座標の時間成分

x0a による作用の微分は，その粒子のエネルギー −Ea/cを与えることになる．

■4元運動量 (9.13)について 時間成分と空間成分の次元は等しい：[E /c] = [pα]．これにより座標変換則に

おけるこれらの線形結合が意味を成す．

■力の 4 元ベクトル (9.17),(9.18)について gi = dpi/dsは力の定義とされているけれど，これはあくまで

運動方程式であり，もちろん原因としての力 gi と結果としての運動量変化 dpi/ds は物理的に異なる概念で

ある．

時間成分 g0 の表式の導出は次のようにすれば良い．直交性

0 = muiw
i = uig

i = u0g0 − uαgα, ∴ u0g0 = uαgα

において

u0g0 =
1√

1− (v/c)2
g0, uαgα =

v

c
√
1− (v/c)2

· f

c
√
1− (v/c)2

なので

g0 =
f · v

c2
√
1− (v/c)2

を得る．

ds = cdτ = cdt
√
1− (v/c)2 に注意すると，運動方程式 (9.17):dpi/ds = gi の空間成分と時間成分はそれ

ぞれ 
dp

ds
=

f

c
√
1− (v/c)2

dp0

ds
=

f · v
c2
√

1− (v/c)2

∴


dp

dt
= f

dE

dt
= f · v

(6)

となる．ただし運動方程式の空間成分において p = mv/
√
1− (v/c)2 は 4元運動量成分であり，非相対論的

な極限 p = mv でこれはよく知られた Newtonの運動方程式

m
dv

dt
= f
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に移行する．また運動方程式の時間成分は仕事と運動エネルギーの関係を表していると解釈できる．

「相対論的質量」について 相対論的な運動方程式の 1つの説明に，非相対論的な運動方程式における質量を

「相対論的質量」
m(v) =

m0√
1− (v/c)2

に置き換えるというものがある [4, pp.218–220]．ここに m0 は v = 0のときの質量 m(0)だから静止

質量と呼べる．一方で式 (9.17)のように，非相対論的な運動方程式を 4元ベクトルの関係式へ修正す

れば，得られる運動方程式の座標変換に対する共変性が明白である．またこのような見方を採れば質量

は単に質量であって，「相対論的質量」「静止質量」の区別は必要ない．

§ 10．分布関数の変換

運動量空間の体積要素 d3pに含まれる粒子数は分布関数 f(p)によって f(p)d3pと表される (分布関数の定

義)．粒子数

f(p)d3p = f(p)E
d3p

E

は不変量である．また右辺において比
d3p

E
(10.1)

は不変量であることを説明できるので (下記)，分布関数の変換則は

f(p)E = f ′(p′)E ′, ∴ f ′(p′) =
f(p)E

E ′

によって与えられることになる (第 2式右辺の pと E は Lorentz変換の式によって p′ と E ′ で表されている

ものと見る)．

運動量空間の極座標 p ≡ |p|, etc.の微小変化 dp, etc.に伴う体積要素をとり，その立体角要素を do，変化

dpに伴う E =
√
m2c4 + p2c2 の変化を dE と書く．このとき d3p/E の不変性から，

pdE do (10.3)

もまた不変量であることが見出される (証明は下記)．

気体運動論では，位相空間の体積要素 dτ = dV d3pに含まれる粒子数は，位相空間における分布関数 f(r,p)

によって f(r,p)dτ と表される (分布関数の定義)．粒子数 f(r,p)dτ は不変量である．ところが空間要素 dV

の Lorentz短縮と d3p/E の不変性を考え合わせると，位相空間の体積要素 dτ もまた不変量となること

dτ = dτ ′ (10.4)

が示される (証明は下記)．よって位相空間における分布関数 f(r,p)は不変である：

f(r,p) = f ′(r′,p′).
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§ 10，式の導出など

■式 (10.1):d3p/E が不変量であることについて まず教科書本文 (p.33) にある直観的な説明を載せる．4

次元の運動量空間において，“位置ベクトル”pi の先端は超曲面 pipi = m2c2 上にある．そしてベクトル

pi = (E /c,p)は超曲面に直交するから［本稿次節で補足］，面の要素 (法線方向の 4元ベクトル)に一致する．

ところが面の要素の第 0成分は体積要素 d3pだから，pi の第 0成分との比 (の 1/c倍) d3p/E は不変量であ

る［本稿次節で補足］．

次に p.33の脚注に従った，より直接的な手堅い説明を載せる [5, p.150]．すなわち

d3p

2E /c
=

∫
d4pδ(pipi − (mc)2)θ(p0) (∵ pipi − (mc)2 = (p0)2 − (E /c)2,E =

√
m2c4 + p2c2)

と書けば，その不変性は明白である．ただし θ(p0)は階段関数であり，右辺の積分は p0 に関してのみ実行す

るものとする．実際，右辺の d4p およびデルタ関数の引数は相対論的な不変量であり，時間反転を含まない

Lorentz変換に対しては p0 の符号も不変である．

■式 (10.3)の不変性の証明 E 2/c2 = p2 +m2c2 を微分すると pdp = E dE /c2 が得られる．これを代入する

と，不変量 (10.1)は
d3p

E
=
p2dpdo

E
=
pdE do

c2

と書き換えられる．最右辺は式 (10.3)の 1/c2 倍だから，式 (10.3)もまた不変量である．

■位相体積の不変性 (10.4):dτ = dτ ′ の証明 2つの基準系 K,K ′ の座標に対して，対応する位相空間の体積

要素
dτ = d3pdV, dτ ′ = d3p′dV ′

を考える．考えている要素に含まれる粒子の静止系 K0 をとり，K0 における要素の空間体積を dV0 と書こ

う．すると系K,K ′ に対するK0 の速度は，注目している粒子のK,K ′ で見た速度 v, v′ に他ならないから，

dV = dV0

√
1− v2

c2
, dV ′ = dV0

√
1− v′2

c2
, ∴ dV

dV ′ =
E ′

E
.

ところが式 (10.1)の不変性より
E ′

E
=

d3p′

d3p

であり，これを上式に代入して式 (10.4)を得る．

§ 10について

■「法線の方向は明らかに 4元ベクトル pi の方向に一致する」(§ 10，l.12,13)について

pipi = m2c2, ∴ pidpi = 0

であり，この意味で超曲面 (上の線要素 dpi)と 4元ベクトル pi は直交する (図 8参照)．

■「2つの平行な 4元ベクトルの同一成分の比であり，したがって不変量である」(§ 10，l.15)について 面要

素のベクトル (d3p, · · · )と 4元ベクトル pi = (E /c,p)の比 d3p
E/c は座標系に依らない幾何学的な意味を持つ．
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図 8 面要素のベクトル (d3p, · · · )と 4元ベクトル pi = (E /c,p)は平行

§ 11．粒子の崩壊

§ 11～13では c = 1とおく．

質量M の物体が自発的に［外場の介入なしに (『力学』§ 16)］質量m1,m2 の 2つの部分に崩壊する過程

を，質量M の静止系で考える．この基準系に対する破片m1,m2 のエネルギーを E10,E20，運動量を p10,p20

と書く．このとき

• エネルギー保存則　M = E10 + E20

– E10 > m1,E20 > m2 より自発的な崩壊が可能な条件はM > m1 +m2．

• 運動量保存則　 p10 + p20 = 0, ∴ E 2
10 −m 2

1 = E 2
20 −m 2

2

であり，これらを連立すると破片のエネルギーは

E10 =
M2 +m 2

1 −m 2
2

2M
, E20 =

M2 −m 2
1 +m 2

2

2M

と定まる．

次に L系 (実験室系)において質量 m1，エネルギー E1，運動量 p1 の粒子が質量 m2 の静止粒子に衝突す

る過程を考える．このとき 2粒子のエネルギーの和は E = E1 +m2，運動量の和は p = p1 である．2粒子を

1個の複合粒子のように考えたときの，その全体としての速度は

V =
p

E
=

p1

E1 +m2

であり，これは C 系の L系に対する速度でもある．また 2粒子の C 系におけるエネルギーの総和M は，簡

単には複合粒子の質量
M2 = E 2 − p2 = m 2

1 +m 2
2 + 2m2E1

として求められる．衝突により粒子の状態変化や“創成”が起きるためには，“反応生成物”の質量の和がこ

のM を超えてはならない．
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図 9 § 11の小問 3について

§ 11について

『力学』§ 16における粒子の崩壊の議論と比べると，非相対論的力学では粒子のエネルギーをE = E内部+
p2

2m

のように書けた．これに対し相対論では，粒子のエネルギーの表式

E =
√
m2c4 + p2c2 = mc2 +

p2

2m
+ · · ·

において運動エネルギーを単一の項として分離できないという点で，事情が異なっている．

§ 11，問題

1 　 (崩壊粒子の飛行方向とエネルギーの関係) 非相対論的な結果 (『力学』§ 16) との対応は，教科書

の図 3 (p.37) のダイヤグラムにおいて見易い．この極限で楕円は長半軸，短半軸がともに p0 の円になり，

OA→ E0V となる．また

sin θ1max →
p0/m

V
≃ v0
V

となって，『力学』§ 16の式 (16.4)を再現する．

2　 (L系における崩壊粒子のエネルギー分布) 得られた結果は非相対論的極限で，『力学』§ 16の式 (16.8)

を再現する．

3 　 (2 個の同種粒子への崩壊において，崩壊粒子の間の角度 (飛散角) が L 系でとり得る値の範囲)

cot θ1, cot θ2 の式は非相対論的極限で，『力学』§ 16の式 (16.5)に移行する．

cot θ1, cot θ2 の式を

cotΘ = cot(θ1 + θ2) =
cot θ1 cot θ2 − 1

cot θ1 + cot θ2

に代入すると，

cotΘ = f(sin θ0), f(s) ≡ V 2 − v 2
0 + V 2v 2

0 s
2

2V v0
√
1− V 2s

=
1

2V v0
√
1− V 2

(
V 2 − v 2

0

s
+ V 2v 2

0 s

)
を得る．s ≡ sin θ0 は 0から 1までの値をとり，cotΘと f(s)のグラフの概形は図 9のようである．

V ≤ v0 のとき，f(s) = 0となる sの値は

s∗ =

√
v 2
0 − V 2

V v0
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である．ここで s∗ > 1を仮定すると
v 2
0 (1− V 2) < V 2

となるが，V < v0 の下で左辺は v 2
0 (1− V 2) < V 2(1− V 2) < V 2 となるので (V は光速 1を超えないことに

も注意)，実際には s∗ ≤ 1であることが分かる．すると図 9より

cotΘ ≤ f(1) = V 2 − v 2
0 + V 2v 2

0

2V v0
√
1− V 2

であり，等号が成立する場合の Θの値を Θ∗ として

Θ∗ ≤ Θ < π

となる．ここで具体的には Θ∗ = 2 tan−1
(
v0
V

√
1− V 2

)
と書ける．実際，

Θ∗ = 2 tan−1
(v0
V

√
1− V 2

)
⇒ tan

Θ∗

2
=
v0
V

√
1− V 2

⇒ tanΘ =
2 tan Θ∗

2

1− tan2 Θ∗

2

=
2V v0

√
1− V 2

V 2 − v 2
0 + V 2v 2

0

⇒ cotΘ = f(1).

以上より
V ≤ v0 ならば， 2 tan−1

(v0
V

√
1− V 2

)
≤ Θ < π.

次に V > v0 の場合を考えると，図 9のように f(s)は極小値を持つ．f(s)の極小を与える s = s∗(> 0)は，

f ′(s) =
1

2V v0
√
1− V 2

(
−V

2 − v 2
0

s2
+ V 2v 2

0

)
より

s∗ =

√
V 2 − v 2

0

V v0

と求まる．

s∗ < 1であれば

cotΘ ≥ f(s∗) =
√
V 2 − v 2

0√
1− V 2

(> 0)

であり，1 + cot2 Θ = 1
sin2 Θ

に注意すると

sinΘ ≤

1 +

(√
V 2 − v 2

0√
1− V 2

)2


−1/2

=

√
1− V 2√
1− v 2

0

を得る．ところで s∗ < 1の条件は V < v0√
1−v 2

0

と書き換えられるので，

v0 < V <
v0√

1− v 2
0

ならば， 0 < Θ < sin−1

√
1− V 2√
1− v 2

0

<
π

2

である (図 9における cotΘのグラフの概形も考慮した)．

s∗ ≥ 1のときには cotΘ ≥ f(1)なので，cotΘの図 9とより

0 < Θ ≤ Θ∗ ≤ π

2
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である (ここに再び Θ∗ = 2 tan−1
(
v0
V

√
1− V 2

)
)．ところが s∗ ≥ 1の条件は V ≥ v0√

1−v 2
0

と書き換えられる

ので，
V ≥ v0√

1− v 2
0

ならば， 0 < Θ ≤ 2 tan−1
(v0
V

√
1− V 2

)
≤ π

2
.

ここで得られた結果は非相対論的極限で，『力学』§ 16の問題 3の結果 (ただし同種の崩壊粒子を考えてい

るので，v10 = v20 ≡ v0) に移行することが見て取れる．確認の際には，特に

tan
Θ∗

2
→ v0

V
, ∴ sinΘ∗ =

2 tan Θ∗

2

1 + tan2 Θ∗

2

→ 2v0V

V 2 + v 2
0

, ∴ Θ∗ → θm

に注意すれば良い．

6　 (静止している粒子M の，3個の粒子 m1,m2,m3 への崩壊) より多くの粒子 m1,m2, · · · ,mN がある

場合には，この結果は直ちに

E1max =
M2 +m 2

1 − (m2 + · · ·+mN )2

2M

と一般化できる．

§ 12．不変な断面積

2種類の粒子のビームの衝突を考え，

• 粒子 1　 (質量m1，速度 v1，運動量 p1 = (E1,p1)，数密度 n1)

• 粒子 2　 (質量m2，速度 v2，運動量 p2 = (E2,p2)，数密度 n2)

とする［任意の基準系で同じ記号を用いるが，質量を除きこれらの量は変換する］．粒子 2の静止系では，こ

の基準系に対する粒子 1の速度として定義される相対速度を vr と書くと［この流儀では vr は不変量であり変

換しない］*4，断面積 σ は
dν = σvrn1n2dV dt

によって定義される［本稿次節で補足］．ここに dν は体積 dV の内部で時間 dtのうちに生じる衝突の回数で

ある．また断面積 σ は必ず一方の粒子の静止系に関して定義されるものとし，その定義により不変量と考え

る．任意の基準系において
dν = An1n2dV dt (12.1)

と書ける．実際，これが粒子 2の静止系において上式を再現することを要求すると

A = σvr
p1 · p2
E1E2

= σ

√
(p1 · p2)2 −m 2

1 m
2

2

E1E2
= σ

√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2 (7)

と定まる．(証明は下記．本稿では 4元内積 p1ip
i

2 を p1 · p2 のように書く (以下同じ)．)

*4 vr の式 (12.6)から，vr は一方の粒子の静止系でのもう一方の粒子の速度というとき，どちらの粒子の静止系を選ぶかによらない
ことが見て取れる．
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§ 12，式の導出など

■Aの式 (7)の導出 式 (12.1)において左辺の衝突回数 dν は不変量であり，また右辺における dV dtは不変

量なので［本稿次節で補足］，An1n2 もまた不変量でなければならない．

そこで一般に速度 v，対応する運動量 p = (E ,p)を持つ粒子 (質量 m)の数密度 nの変換則を調べておく．

与えられた体積要素 dV の中の粒子数は不変量なので，静止系での量を添字のゼロで表すと

ndV = n0dV0

が成り立つ．ところが体積は Lorentz収縮を受けて dV = dV0
√
1− v2 となるので，数密度は

n =
n0√
1− v2

(
=
n0E

m

)
(12.2)

に従って変換しなければならない．

すると An1n2 の不変性は，AE1E2 の不変性を意味することになる．その条件は，今一つの不変量 p1 · p2 と
の比を作って

A
E1E2

p1 · p2
= A

E1E2

E1E2 − p1 · p2
= inv (12.3)

と書く方が便利である［inv は invariant (不変量) の略］．これを粒子 2 の静止系で評価すると，A = σvr，

E2 = m2，p2 = 0なので，不変量 (12.3)の値は σvr と定まる．よって

A = σvr
p1 · p2
E1E2

. (12.4)

次に vr を任意の基準系における粒子の運動量あるいは速度で表す．はじめに粒子 2 の静止系では p1 =(
m1√
1−v 2

r

,p1

)
, p2 = (m2,0)より，

p1 · p2 =
m1√
1− v 2

r

m2

となることに注意する．これを vr について解くと

vr =

√
1− m 2

1 m
2

2

(p1 · p2)2
. (12.5)

あるいは 4元運動量の内積を速度で表すと

p1 · p2 =
m1√
1− v 2

1

m2√
1− v 2

2

− m1v1√
1− v 2

1

· m2v2√
1− v 2

2

= m1m2
1− v1 · v2√

(1− v 2
1 )(1− v 2

2 )
(8)

となるので，上式 (12.5)は

vr =

√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2

1− v1 · v2
(12.6)

と書き換えられる［本稿次節で補足］．これは v1 と v2 に関して対称なので，相対速度はどちらの粒子の静止

系に対して定義するかによらないことが分かる．

式 (12.5)または式 (12.6)を Aの式 (12.4)に代入すると

A = σ

√
(p1 · p2)2 −m 2

1 m
2

2

E1E2
, A = σ

√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2
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図 10 標的粒子 2は断面積 σ を持ち，ここに粒子 1が達すると衝突が起きると考える

が得られ，こられに応じて式 (12.1)は

dν =σ

√
(p1 · p2)2 −m 2

1 m
2

2

E1E2
n1n2dV dt, (12.7)

dν =σ
√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2n1n2dV dt (12.8)

となる［第 2式の導出を本稿次節で補足］．

§ 12について

■「断面積 σ の定義によって，……dν = σvrn1n2dV dtである」(p.39，l.4～7)について 図 10のように標

的粒子 2が断面積 σ を持ち，ここに粒子 1が達すると衝突が起きると考える．このとき

• 体積 dV 中の粒子 2の個数は n2dV

• 1つの粒子 2に時間 dtのうちに達する粒子 1の個数は，図 10の円筒に含まれる粒子 1の個数 n1×σvrdt

だから，衝突回数は
dν = σvrn1n2dV dt

で与えられる．

■「積 dV dt は不変量である」(p.39，l.15) について 時空の体積要素 dV dt = d4x の変換に現れる Jacobi

行列

a−1 = ((a−1)ik) =

(
∂xi

∂x′k

)
の行列式を J = |a−1|と書く．Minkowski計量の 2階共変テンソルとしての変換則

(a−1)il(a
−1)kmgik = glm i.e. (a−1)T (gik)a

−1 = (glm)

の行列式をとり，|gik| = 1 · (−1)3 = −1に注意すると

J = ±1

を得る (J = −1は座標変換が空間反転を含む場合に対応)．よって

d4x = |J |d4x′ = d4x′
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となる．この結果は直観的には，単なる時空内の回転に際して体積は不変であると解釈できる．曲線座標を含

めた一般的な座標変換に対する体積の変換則も，同様に調べられる (付録 B.1.1)．

■粒子数密度の変換則 (12.2)について 同じ結果は数密度 nが，粒子数流束の 4元ベクトル

ji = (cn, j0)

(cを明示した)の第 0成分であることに注目しても得られる．実際，ji は反変ベクトルの変換則に従い［電流

密度に関する§ 28のノートを参照］，また静止系 (座標 xi(0))での値は

ji(0) = (cn0,0)

だから，

cn = j0 =
∂x0

∂xi(0)
ji(0) =

∂x0

∂x0(0)
j0(0) = γcn0. (γ ≡ 1/

√
1− (v/c)2)

これは式 (12.2)に他ならない．

■vr の式 (12.6)の確認 式 (8):p1 · p2 = m1m2
1−v1·v2√

(1−v 2
1 )(1−v 2

2 )
を vr の式 (12.5)に代入すると

vr =

√
1− (1− v 2

1 )(1− v 2
2 )

(1− v1 · v2)2

=

√
(v 2

1 − 2v1 · v2 + v 2
2 )− {v 2

1 v
2

2 − (v1 · v2)2}
1− v1 · v2

=

√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2

1− v1 · v2
: (12.6)

を得る．

■結論 (12.7),(12.8) とその解釈 式 (12.8) を得るには，式 (8) により p1·p2
E1E2

= 1 − v1 · v2 となることと式

(12.6)を用いて

vr
p1 · p2
E1E2

=
√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2

とすれば良い．

結論 (12.7),(12.8)は次のように述べることもできる．すなわち

dν = An1n2dV dt : (12.1), A = σvr
p1 · p2
E1E2

: (12.4)

は，任意の基準系における“相対速度”を
vr ≡

p1 · p2
E1E2

によって導入すれば，これを粒子 2の静止系における式 (p.39，l.6)と同じ形

dν = σvrn1n2dV dt

に書くことができる．つまり Aは静止系では円筒の体積 σvr であり，任意の座標系ではこれが σvr に置き換

わると見る．このとき式 (12.7)，式 (12.8)は，この“相対速度”が

vr =

√
(p1 · p2)2 −m 2

1 m
2

2

E1E2
, vr =

√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2
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と表されることを意味している．

第 2式がある種の相対速度を表していることは，式 (12.9)の箇所で見たように，v1 と v2 が平行 (反平行を

含む)のときこれが vr = |v1 − v2|を与えることから頷ける．根号内の第 2項 (v1 × v2)
2 を無視できる別の状

況として，非相対論的極限を考えても良い．実際，見やすいように cを復元すれば

vr =

√
(v1 − v2)2 −

(
v1 × v2

c

)2

なので，この極限で vr → |v1 − v2|．

§ 12，問題 (相対論的な“速度空間”における“線要素”)

2つの速度 v,v +dv の相対速度として，相対論的な“速度空間”における“線要素”dlv を定義すると，相

対速度の式 (12.6)より

dl 2
v =

(dv)2 − (v × dv)2

(1− v2)2

となる．ただし分子がすでに 2 次の無限小なので，分母における無限小を無視した，ここで v の極座標

(v, θ, ϕ)を導入し，その方向単位ベクトルを ev, eθ, eϕ と書くと，

v = vev, dv = dvev + vdθeθ + v sin θdϕeϕ

より
v × dv = v2(dθeϕ − sin θdϕeϕ), ∴ (v × dv)2 = v4(dθ2 + sin2 θdϕ2)

となる．これを上式に代入すると，

dl 2
v =

dv2

(1− v2)2
−
(

v2

1− v2

)2

(dθ2 + sin2 θdϕ2) (9)

が得られる．v = tanhχによって新たな変数 χを導入すると，

dv =
dχ

cosh2 χ
, 1− v2 =

1

cosh2 χ
,

v2

1− v2
= sinh2 χ

より
dl 2
v = dχ2 − sinh4 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2) (10)

と書ける．

本稿の計算結果 (9),(10)は教科書と比べて第 2項の係数が異なっている．あらかじめ c = 1とおいている

ため，次元のチェックによる検算ができないが，基になる式 (12.6)に cを補って計算をやり直せば，

dl 2
v =

dv2

(1− (v/c)2)2
−
(

v2/c

1− (v/c)2

)2

(dθ2 + sin2 θdϕ2)

=c2[dχ2 − sinh4 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2)] (v = c tanhχ)

となる．
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図 11 散乱角 θ1, θ2 の定義

§ 13．弾性衝突

粒子 1,2の衝突を考え，

• 衝突前の 2粒子の運動量を　 p1 = (E1,p1), p2 = (E2,p2)

• 衝突後の 2粒子の運動量を　 p′1 = (E ′
1,p

′
1), p

′
2 = (E ′

2,p
′
2)

とする．弾性衝突を考えると，エネルギー・運動量保存則

p1 + p2 = p′1 + p′2 (13.1)

が成り立つ．

衝突の前に粒子 2が静止しているような基準系 (L系)をとり，この系で p′
1,p

′
2 の p1 の成す角をそれぞれ

θ1, θ2 とすると (図 11参照)，保存則 (13.1)により散乱角 θ1, θ2 は

cos θ1 =
E ′

1(E1 +m2)− E1m2 −m 2
1

p1p′1
, cos θ2 =

(E1 +m2)(E ′
2 −m2)

p1p′2
(13.5–6)

と求まる (導出は下記，ただしここでは p1 ≡ |p1|, etc.と再定義)．

次に保存則を考慮した上でまだ残る唯一つのパラメーターとして，C 系における散乱角 (粒子 1の衝突前後

の運動量 p10,p
′
10 の成す角) χを用いると，L系における 2粒子の衝突後のエネルギーは

E ′
1 = E1 −

m2(E 2
1 −m 2

1 )

m 2
1 +m 2

2 + 2m2E1
(1− cosχ), E ′

2 = m2 +
m2(E 2

1 −m 2
1 )

m 2
1 +m 2

2 + 2m2E1
(1− cosχ) (13.11–12)

と表される (導出は下記，これらは保存則の帰結である)．2式の右辺第 2項は粒子 1が失い，粒子 2が受け

取ったエネルギーを表し，これは χ = π のときに最大となる．

§ 13，式の導出など

■式 (13.5),(13.6)の導出 保存則 (13.1)を移項して

p1 + p2 − p′1 = p′2, p1 + p2 − p′2 = p′1
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と書き，それぞれ両辺を 2乗する (自分自身との 4元内積を作る)と，

m 2
1 + p1 · p2 − p1 · p′1 − p2 · p′1 = 0, (13.2)

m 2
2 + p1 · p2 − p2 · p′2 − p1 · p′2 = 0, (13.3)

を得る．これらの関係は任意の基準系で成立する．

ここではじめに粒子 m2 が静止しているような基準系 (L系)をとると，p2 = (m2,0)であり，上式 (13.2)

において

p1 · p2 = E1m2, p2 · p′1 = m2E
′
1, p1 · p′1 = E1E

′
1 − p1 · p′

1 = E1E
′
1 − p1p′1 cos θ1 (13.4)

(ただし第 3式の最右辺では p1 ≡ |p1|, etc.と再定義) となるので，式 (13.5)を得る．同様に式 (13.3)から式

(13.6)が得られる［本稿次節で確認］．

■式 (13.11),(13.12)の導出

この系［C 系］での諸量の値に添字 0を加えて表［わ］すと，ここで p10 = −p20 ≡ p0 となる．運

動量保存のために，2つの粒子の運動量は衝突によってただ回転するだけで，大きさは相等しく，方向

は逆のままである．またエネルギー保存則のおかげで，各々の運動量の絶対値も［したがって各々のエ

ネルギーも］変化しない．(p.42，l.13–16)

式 (13.2)における不変量 p1 · p′1 を C 系で評価すると

p1 · p′1 = E10E
′
10 − p10 · p′

10 = E 2
10 − p 2

0 cosχ = p 2
0 (1− cosχ) +m 2

1

となる．残りの不変量 p1 · p2，p2 · p′1 には L系で評価した値 (13.4)を代入すると，

E ′
1 − E1 = −p

2
0

m2
(1− cosχ)

が得られる．あとは，p 2
0 を L系に関する量で表せば十分である．それには，不変量 p1 · p2 の C 系および L

系で評価した値を等置して

E10E20−p10·p20 = E1m2, ∴
√
(p 2

0 +m 2
1 )(p 2

0 +m 2
2 ) = E1m2−p 2

0 , ∴ p 2
0 =

m 2
2 (E 2

1 −m 2
1 )

m 2
1 +m 2

2 + 2m2E1

とすれば良い．こうして E ′
1 の式 (13.11)を得る．E ′

2 の式 (13.12)は，式 (13.11)を保存則

E1 +m2 = E ′
1 + E ′

2

に代入して得られる．

§ 13について

■cos θ2 の式 (13.6)の確認 p1 · p2 の式 (13.4)と

p2 · p′2 = E ′
2m2, p1 · p′2 = E1E

′
2 − p1p′2 cos θ2

(ただし第 2式の右辺では p1 ≡ |p1|, etc.)を式 (13.3)に代入すると

m 2
2 + E1m2 − E ′

2m2 − (E1E
′
2 − p1p′2 cos θ2) = 0

となる．これを cos θ2 について解くと式 (13.6)を得る．
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■E ′
2 を θ2 で表した式 (13.7)の確認 「(13.6)に p1 =

√
E 2
1 −m 2

1 , p
′
2 =

√
E ′ 2

2 −m 2
2 を代入し，両辺の

2乗をと」(p.41下から 3行目)ると，E ′
2 についての 2次方程式

{(E1 +m2)
2 − (E 2

1 −m 2
1 ) cos2 θ2}E ′ 2

2 − 2m2(E1 +m2)
2E ′

2 +m 2
2 {(E1 +m2)

2 + (E 2
1 −m 2

1 ) cos2 θ2}

を得る．これは A ≡ (E1 +m2)
2, B ≡ (E 2

1 −m 2
1 ) cos2 と略記すると

(A−B)E ′ 2
2 − 2m2AE ′

2 +m 2
2 (A+B) = 0, ∴ (E ′

2 −m2)

(
E ′

2 −m2
A+B

A−B

)
= 0

となるので，E ′
2 > m2 を満たす解として

E ′
2 = m2

A+B

A−B
: (13.7)

を得る．

■散乱角 θ1 の最大値を与える式 (13.8)について L系において速度 V で運動している粒子が 2個の粒子に

崩壊した場合を考え，崩壊粒子 1の質量をm1，L系で見た散乱角を θ1，C 系で見た速度と運動量をそれぞれ

v10, p0 とする．このとき V > v10 ならば，θ1 の最大値は

sin θ1max =
p0
√
1− V 2

m1V

によって与えられる (§ 11，問題 1)．これを 2粒子の弾性衝突に適用するには，崩壊する粒子を衝突前の 2粒

子の複合物体と見なせばよい．C 系では衝突後の粒子 1の運動量 p0 は，弾性衝突の場合，衝突前の粒子 2の

運動量に等しいから，これを

p0 =
m2V√
1− V 2

と評価できる．よって V > v10 のとき式 (13.8):

sin θ1max =
m2

m1

を得る．

条件 V > v10 がm1 > m2(p.42，l.3)と等価であることは次のように確かめられる．p0 の式を V について

逆に解くと
V =

p0√
m 2

2 + p 2
0

であり，また
v10 =

p0
E10

=
p0√

m 2
1 + p 2

0

なので
V > v10 ⇔ m2 < m1.

「小教程」の巻末注では次のように説明されている [1, pp.383–384]．式 (13.5):

cos θ1 =
E ′

1(E1 +m2)− E1m2 −m 2
1

p1p′1

39



に E ′
1 =

√
p′ 2

1 +m 2
1 を代入する：√

p′ 2
1 +m 2

1 (E1 +m2)− E1m2 −m 2
1 = p1p

′
1 cos θ1.

これより p′1 についての 2次方程式

{(E1 +m2)
2 − p 2

1 cos2 θ1}p′
2

1 − 2{(E1m2 +m 2
1 )p1 cos θ1}p′1 + {(E1 +m2)

2m 2
1 − (E1m2 +m 2

1 )2} = 0

が得られる．この第 3項は
(E 2

1 −m 2
1 )(m 2

1 −m 2
2 ) = p 2

1 (m 2
1 −m 2

2 )

と書き直される．p′1 が実数であるためには

(判別式)

4p 2
1

=(E1m2 +m 2
1 )2 cos2 θ1 − {(E1 +m2)

2 − p 2
1 cos2 θ1}(m 2

1 −m 2
2 )

=(E1 +m2)
2(m 2

2 −m 2
1 sin2 θ1) ≥ 0.

したがってm1 > m2 であれば
sin θ1 ≤ m2

m1
= sin θ1max.

なお，「これは古典力学［非相対論的力学］の結果と完全に一致する」(p.42，l.7)ことについては『力学』の

式 (17.8)を参照 [3, p.57]．

■式 (13.14)の確認 A ≡ m 2
1 +m 2

2 + 2m2E1 と略記すると

E ′
1min −m1 = E1 −m1 −

2m2(E 2
1 −m 2

1 )

A
=

E1 −m1

A
{A− 2m2(E1 +m1)} =

E1 −m1

A
(m1 −m2)

2.

■E1 の大きい極限での式 (13.14)の値 (p.43，l.18)について

E ′
1min =

E1(m
2

1 +m 2
2 ) + 2m2m

2
1

m 2
1 +m 2

2 + 2m2E1
≃ m 2

1 +m 2
2

2m2
. (E1 ≫ m1,m2)

■「この場合，軽い粒子から重い粒子へ移ることのできるエネルギーは，……とるにたりないものである (第

1巻『力学』§ 17をみよ)」(p.43，l.21,22)について 『力学』の式 (17.7)により，はじめ静止していた粒子

が獲得できる最大のエネルギーは

E′
2max =

4m1m2

(m1 +m2)2

である (E1 は入射粒子がはじめに持っていたエネルギー) [3, p.57]．m2 ≫ m1 のとき，これは

E′
2max ≃

4m1

m2
E1 ≪ E1

となる．

■「エネルギーが E1 ∼ m2 の程度であることが必要である」(p.43，.26～28)について m2 ≫ m1 のとき式

(13.14)は
E ′

1min −m1

E1 −m1
≃ m 2

2

m 2
2 + 2m2E1

=
1

1 + E1

m2

となる．よって移動するエネルギーの割合が 1程度になる，すなわち 1

1+
E1
m2

≪ 1となるには E1 ≳ m2 が必要

である．
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■「このときにも，……，ほとんど無視しうるエネルギーの移動しか起こらない」(p.44，l.2)について 上記

の移動しうる最大のエネルギーの表式 E′
2max = 4m1m2

(m1+m2)2
において，右辺の E1 の係数は m1 と m2 に関し

て対称であることに注意する．このためm2 ≪ m1 の場合にも

E′
2max ≃

4m2

m1
E1 ≪ E1

となる．

■「エネルギーが E1 ∼ m 2
1

m2
の程度になってはじめて，……」(p.44，l.3～5)について m2 ≪ m1 のとき式

(13.14)は
E ′

1min −m1

E1 −m1
≃ m 2

1

m 2
1 + 2m2E1

=
1

1 + 2 m2

m 2
1

E1

となる．よって「移動するエネルギーの割合がめだつようになる」(p.44，l.5)，すなわち 1
1+2

m2
m 2

1
E1
≪ 1とな

るには E1 ≳ m 2
1

m2
が必要である．

§ 14．角運動量

閉じた系の持つ 4次元時空における回転対称性

↔ 4次元時空内の無限小回転　 xi → x′
i
= xi + δxi, δxi = xkδΩ

ikにおける

δΩik(= −δΩki)は循環座標

; 角運動量 4元テンソル M ik ≡
∑

(xipk − xkpi) = −Mki,

M0α =

[
c
∑(

tp− E r

c2

)]α
, Mαβ = eαβγMγ , Mγ =

[∑
r × p

]
γ

が保存 (一連の導出過程は下記)．

M0α の保存
∑(

tp− Er
c2

)
= const. を一定の全エネルギー

∑
E で割ると，相対論的な慣性中心 R ≡

∑
Er∑
E

は一様な運動をすることが分かる：

R = V t+ const., V =

∑
c2p∑
E
.

非相対論的極限では E ≃ mc2 なので

R ≃
∑
mr∑
m
, V ≃

∑
mv∑
m
.

§ 14，式の導出など

■時空内の回転対称性から角運動量 4元テンソルの保存の導出 無限小の座標変換

xi → x′
i
= xi + δxi, δxi = xkδΩ

ik (14.1)

が Lorentz変換であるためには，4元動径ベクトルの長さの不変性 x′ix
′i = xix

i が無限小パラメーター δΩik

の 1次までの近似で成り立たねばならない．この条件は

xixkδΩik = 0 (任意の xiに対して) (11)
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を与える［本稿次節で確認］．ここで xixk は対称テンソルなので，δΩik は反対称テンソルでなければならな

い［本稿次節で補足］．

さて，各粒子の座標 xi の関数としての作用 S(x)を考えると，無限小 Lorentz変換 (14.1)に伴って作用は

δS =
∑

(∂iS)δx
i = −

∑
piδxi = −δΩik

∑
pixk

だけ変化する (和は全ての粒子にわたってとる)．［変換 (14.1) を能動的な変換と見れば (それは可能で

ある)，異なる時空点 xi, x′
i での作用の差 δS はゼロでない．］δΩik は反対称なので，係数の反対称部分

1
2

∑
(pixk − pkxi) ≡ 1

2M
ik だけを用いて，等価的に

δS = −1

2
M ikδΩik (14.3)

と書ける［本稿次節で補足］．

ここで閉じた系の持つ，4次元時空内の回転対称性として，ラグランジアンの不変性を要求しよう．すなわ

ち回転のパラメーター δΩik は循環座標であり，それに共役な一般化運動量は ∂S/∂Ωik で与えられる．上式

(14.3)から
∂S

∂Ωik
= −M ik

が読み取れるので［δΩik と δΩki が独立に選べないことを踏まえ，式 (14.3)を δS =
∑
i>kM

ikδΩik と書き

直しておけば良い］，角運動量 4元テンソルM ik が保存することになる．

§ 14について

■p.46，l.3の式 xixkδΩik = 0 (本稿の式 (11))について

x′ix
′i =gijx

′jx′
i

=gij(x
i + xkδΩ

ik)(xj + xlδΩ
jl)

≃xixi + gijx
ixlδΩ

jl + gijx
jxkδΩ

ik

=xix
i + xjxlδΩ

jl + xixkδΩ
ik

=xix
i + 2xixkδΩ

ik

とすれば良い．

■「δΩik は反対称テンソルでなければならない」(p.46，l.4)について 「対称テンソルと反対称テンソルとの

積は，明らかに，恒等的にゼロである」(p.46，l.5,6) ことの説明から始めよう．一般に 2 つの添字を持つ量

Aik(テンソルでなくても良い)の対称部分と反対称部分への分解は

Aik =
Aik +Aki

2
+
Aik −Aki

2

によって行われる．また添字に関して対称な量 Aik と反対称な量 Bik について AikBik(テンソルに対してこ

れは縮約)は，

AikBik =
∑
i>k

(AikBik +AkiBki) =
∑
i>k

Aik(Bik −Bik) = 0

となって消える．ここで i = k に対して Bik = 0となることも考慮した．
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これを踏まえて δΩik が反対称であることを丁寧に説明すると以下のようである．p.46，l.3の式

xixkδΩik = 0

において，δΩik の反対称部分は左辺に寄与を持たないので，δΩik の対称部分 δΩ
(S)
ik に対して

0 = xixkδΩ
(S)
ik = 2

∑
i>k

xixkδΩ
(S)
ik + xixiδΩ

(S)
ii

が課される (最右辺では繰り返された添字 iについて和をとらない)．これにより対称部分 δΩ
(S)
ik はゼロになる

から，δΩik は添字に関して反対称でなければならない．

■「反対称部分をとる」(式 (14.3)の 1行上)だけで良い理由 対称部分
∑

(pixk + pkxi)/2が反対称テンソ

ル δΩik と縮約されて消えるから．

■「この一般化運動量は ∂S/∂Ωik で与えられる」(式 (14.3)の 4行下)について 式 (9.12):pi = −∂iS から
分かる．

あるいは Lagrange方程式より，

(δΩikに共役な運動量) ≡ ∂L

∂Ω̇ik
=

∫ t ∂L

∂Ωik
dt =

∂S

∂Ωik
.

■M ik の式 (14.4)の係数 1/2について {δΩik}のうちある成分 δΩik, δΩki = −δΩik のみがゼロでない値を
持つような無限小回転に伴う S の変化は

δS =
1

2
δΩik

∑
{(xipk − xkpi) + (i↔ k)} = δΩik

∑
(xipk − xkpi) (i, k について和をとらない)

なので ∂S/∂Ωik =
∑

(xipk − xkpi)となる．よって式 (14.4)に反しこれをMik と定義すれば，式 (14.5)の

ように右辺に 1/2が現れない．

■ラグランジアンの不変性，循環座標 δΩik と作用の変化について 系の回転対称性は回転のパラメーター

δΩik が循環座標であることとして表されている (実際，式 (14.1):x′
i − xi = xkδΩ

ik において，δΩik はある

種の角度変数のように見える)．すなわちラグランジアン Lは δΩik に陽に依らない．

ただし Lの不変性は同一の点での座標の受動的変換に関して言われていると考えられる．これに対して変

換 (14.1)を能動的な変換と見れば (それは可能である)，異なる時空点 xi, x′
i での作用の差

δS = −δΩik
∑

pixk

はゼロでない．式 (14.1)を受動的変換と見なして δS をゼロと考えてしまうと，反対称な量 δΩik の係数の反

対称部分がゼロでなければならないため，M ik = 0となってしまうことに注意する．

■M ik の保存の別証 [6, p.170] 簡単のために 1粒子系を考える (粒子番号の添字は不要となる)．

ラグランジアンを不変に保つ対称変換 xi → xi + δxi を考える．時間座標 x0 を力学変数として扱う代わり

に，時間の役割を果たす粒子の軌道に沿ったパラメーター τ を導入し，τ による微分をプライムで表す．他方

tによる微分はドットで表す．また作用の積分変数を t, τ としたときのラグランジアンをそれぞれ L, L̃と書

くと， ∫
L̃dτ =

∫
Ldt → L̃ = L

dt

dτ
= Lt′.
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時間 τ とラグランジアン L̃に対しても Lagrange方程式が成り立つから，変換に伴うラグランジアンの変化

量は

0 = δL̃ =
∂L̃

∂xi
δxi +

∂L̃

∂x′i
δx′

i
=

(
d

dτ

∂L̃

∂x′i

)
δxi +

∂L̃

∂x′i
δx′

i
=

d

dτ

(
∂L̃

∂x′i
δxi

)

と計算できる．ここから保存量 ∂L̃
∂x′i δx

i が見出される．

無限小 Lorentz変換:δxi = xkδΩ
ik に関する対称性に付随する保存量は

∂L̃

∂x′i
δxi = δΩik

∂L̃

∂x′i
xk = −δΩikp̃ixk = −

∑
i>k

δΩik(xip̃k − xkp̃i), p̃i ≡ −
∂L̃

∂x′i

となる (最後の等号では δΩik の反対称性を用いた)．i > k の各成分 δΩik は独立にとれることに注意すると，

M̃ik = xip̃k − xkp̃i

の保存が導かれる．

最後に p̃i ≡ − ∂L̃
∂x′i と 4 元運動量 pi の関係を調べれば充分である*5．それには次のようにすれば良い [22,

p.170]．まず空間成分 i = α = 1, 2, 3について，

x′
α
=

dxα

dτ
=

dxα

dt

dt

dτ
= ẋαt′

に注意すると

p̃α = − ∂L̃

∂x′α
= −

∑
β

∂(Lt′)

∂ẋβ
∂ẋβ

∂x′α
= −

∑
β

∂(Lt′)

∂ẋβ
∂

∂x′α

(
x′
β

t′

)
= − ∂L

∂ẋα

となる．最右辺は通常の正準運動量に負号を付けたもの −pα = pα になっていることが見て取れる．次に時

間成分 i = 0について，同様に

cp̃0 = −∂L̃
∂t′

= − ∂

∂t′
(Lt′) = −L−

∑
α

∂L

∂ẋα
∂ẋα

∂t′
t′ = −L−

∑
α

∂L

∂ẋα
∂

∂t′

(
x′
α

t′

)
t′ = −L+

∑
α

∂L

∂ẋα
x′
α

t′
= −L+

∑
α

∂L

∂ẋα
ẋα

となる．最右辺は粒子のエネルギー E なので，p̃0 = E /cである．以上をまとめると p̃i = (E /c,−p)なので，
これは運動量の 4元共変ベクトルに一致する．

p̃i = pi.

よって角運動量テンソル
Mik = M̃ik = xipk − xkpi

が保存する．

以上を多粒子系に対して一般化するには，

• τ を拡大配位空間の軌道のパラメーターと見なす方法
• τ を個々の粒子ごとに定義されるパラメーター (例えば粒子の固有時間)と見なす方法

*5 はじめから τ を tそのものにとったならば，ẋ0 = 1による微分 p̃0 = −∂L/∂ẋ0 はよく定義されなくなることに注意する．
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の 2通りの戦略が考えられる．いずれにせよ個々の粒子の力学変数 x0 が単一のパラメーター tでもあるとい

う点について，注意深い取り扱いが必要となる．関連して p̃0 は個々の粒子のエネルギー (粒子間相互作用が

あれば曖昧になる)ではなく，系全体のエネルギーに対応し得る．

これに対し場の理論では時刻 tが単なるパラメーターであることは明白であり，系の Lorentz変換に関する

対称性から，場の 4元角運動量

M ik =

∫
(xidP k − xkdP i) = 1

c

∫
(xiT k0 − xkT i0)dV

が保存することを証明できる (付録 E 参照)．ここに T ik は場のエネルギー・運動量テンソルであり，

dP i = T i0

c dV は体積要素 dV に含まれる場の運動量である (§ 32)．またスピン角運動量の項は捨てた．そこ

で自由粒子系に対する表式

T ik =
∑
a

mac
2u i
a u

k
a

√
1−

(va
c

)2
δ(r−ra(t)), ∴ T i0 =

∑
a

mac
2u i
a δ(r−ra(t)) = c

∑
a

p i
a δ(r−ra(t))

(§ 33のノート参照)を代入すると，4元角運動量

M ik =
∑
a

(x i
a p

k
a − x k

a p
i
a )

が得られる．もっともこのように粒子間相互作用がない自由粒子系に対しては，個別に保存する各粒子の 4元

角運動量の和が保存することは自明である．

■「ベクトル (14.6)の成分はどんな 4元ベクトルの空間成分にもならない」(p.47，l.16)について その成分

が (2階反変テンソル)/(反変ベクトル)の変換則に従うため．
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第 3章　場のなかの電荷

§ 15．相対性理論における素粒子

• 場の物理的実在性
場は粒子の相互作用を記述するための単なる概念ではない．

実に相対性理論において相互作用の伝播速度が有限であることは，場それ自体が物理的実在であり，

相互作用が空間の隣接した点の間でしかおこなわれないからである*6．

• 相対性理論は剛体の存在を不可能にすること
– 回転している剛体円盤について

∗ 半径に沿う線要素は Lorentz短縮を受けないから，

半径は円盤が静止しているときと変わらない．

∗ 円盤のふちの線要素は Lorentz短縮を受けるから，

円周は円盤が静止しているときより短くなる．

よって円周と半径の比は 2π とならないことが結論される．しかし，これは不条理である．

ここでは円盤が剛体であるため，線要素の共動座標系で測った長さは，静止している場合と

変わらないことを仮定しており，これは剛体の仮定が誤りであったことを意味する．

– 剛体の両端は同時に運動 ← 相互作用の伝播速度が有限であることに矛盾．

• 素粒子は点であること
素粒子が広がりをもつとすると，素粒子は剛体でなければならない．

ところが相対性理論では剛体は不可能だから，素粒子は点と見なさなければならない．

§ 15について

■剛体円盤の回転の思考実験について ここでは背理的に剛体が不可能であることを示すのに用いたが，§

82では非慣性基準系へ移ると空間が非 Euclid的になることの簡単な例として再登場する．

■素粒子の定義について 素粒子が変形可能ならその「部分が独立に動きうる」，すなわち内部構造をもつこ

とになり，素粒子の定義に矛盾することが p.50，l.22～24で述べられている．ここから理解されるように，素

粒子の定義 (p.50，l.18～20)は素粒子が内部構造を持たないことを意味していると考えれば良い．

なお，素粒子の力学的状態が「3つの座標と全体としての運動の 3つの速度成分」(p.50，l.19)の他に回転

の角速度も与えないと定まらないならば，そのとき素粒子の内部の異なる点が区別されることになり，内部構

造を認めることになると考え得る．

§ 16．場の 4元ポテンシャル

与えられた電磁場のなかで運動する粒子に対する作用 S は，電磁場を特徴付ける量

Ai = (ϕ,A)：4元ポテンシャル, ϕ：スカラー・ポテンシャル, A：ベクトル・ポテンシャル

*6 『ファインマン物理学 I』においても同様の趣旨のことが述べられている [4, pp.173–174]．
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を導入すると

S =Sm + Smf ,

Sm =−
∑

mc

∫ b

a

ds：自由粒子の作用， (§ 8)

Smf =−
∑ e

c

∫ b

a

Aidx
i：粒子と場の相互作用項 ［Lorentzスカラー］

によって与えられる (e は粒子の電荷，場 Ai は時空における粒子の位置で評価)*7．ここからラグランジア

ンは

L = −
∑

mc2
√

1− v2

c2
+
∑ e

c
A · v −

∑
eϕ (16.4)

と同定される (確認は下記)．

粒子の通常の［力学的］運動量を p ≡ mv/
√
1− (v/c)2 とすると，一般化運動量［正準運動量］は

P ≡ ∂L

∂v
= p+

e

c
A

と表される．

対応するハミルトニアンは

H =
∑(

mc2√
1− (v/c)2

+ eϕ

)
=
∑(√

m2c4 + p2c2 + eϕ
)

(16.6)

と計算される (導出は下記)．ここに

E ≡ mc2√
1− (v/c)2

=
√
m2c4 + p2c2

は粒子のエネルギーと解釈される．したがって簡単のために 1粒子系を考えると，電磁場と相互作用する粒子

の力学的運動量 pとエネルギー E は，電磁場がない場合と比べて

p = P → p = P − e

c
A,

E = H → E = H − eϕ

と変化する．またエネルギーと運動量の関係は

H =
√
m2c4 + p2c2 + eϕ

⇔ (H − eϕ)2 − c2p2 = (mc2)2 (16.7)

とまとめられる．ここで P = ∂S/∂r,H = −∂S/∂tにより［§ 23も参照］，これを作用 S に対する偏微分

方程式に読み替えると，Hamilton-Jacobi方程式(
∇S − e

c
A
)2
− 1

c2

(
∂S

∂t
+ eϕ

)2

+ (mc)2 = 0 (16.11)

を得る［場をゼロとおくと式 (9.20)に戻る］．

*7 ここでは粒子が複数ある場合を想定した式を書いた．和の記号の下に入る表式は粒子ごとに定義される量であり，
∑
はその全て

の粒子に対する和を表す： ∑
(· · · ) →

∑
粒子

(粒子ごとに異なる量).
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§ 16，式の導出など

■ラグランジアン (16.4)の確認 作用を

S =

∫ b

a

∑(
−mcds− e

c
Aidx

i
)
=

∫ b

a

∑(
−mcds+ e

c
A · dr − eϕdt

)
=

∫ t2

t1

∑(
−mc2

√
1− v2

c2
+
e

c
A · v − eϕ

)
dt

と書き換えれば良い．

■ハミルトニアン (16.6)の導出 求めるハミルトニアンをひとまず速度 v によって表すと，

H =
∑

P · v − L

=
∑(

mv√
1− (v/c)2

+
e

c
A

)
· v +

∑
mc2

√
1−

(v
c

)2
−
∑(e

c
A · v − eϕ

)
=
∑(

mc2√
1− (v/c)2

+ eϕ

)

となる．ここで粒子の力学的運動量の表式

p ≡ mv√
1− (v/c)2

を粒子の速度について逆に解くと
(v
c

)2
=

p2

m2c2 + p2
となるので，ハミルトニアンは運動量 pを用いて

H =
∑(√

m2c4 + p2c2 + eϕ
)

と書き換えられる (§ 9と同様)．

§ 16について

■「与えられた電磁場のなかで運動する粒子」(§ 16，l.1)について 一般に粒子と場は相互作用しながら，そ

れぞれが時間発展する．第 3章では粒子の場に及ぼす影響を無視し，近似的に場は与えられたものとして，そ

のなかでの粒子の運動を考える (§ 17第 1段落参照)．

■作用の表式と符号系 作用 (16.3):

S =

∫ b

a

{
−mc2

√
1−

(v
c

)2
−
(
eϕ− e

c
A · v

)}
dt

は (±,∓,∓,∓)の符号系を持つ計量を採用すると

S =

∫ b

a

(
−mcds∓ e

c
Aidx

i
)

と表される．
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■正準運動量 (16.5)について 場の寄与を表す付加的な項は，場それ自体が持つ運動量 (§ 33)とは概念的に

異なる．

§ 17．場のなかの粒子の運動方程式

• 与えられた電磁場のなかで運動する粒子系のラグランジアン

L = −
∑

mc2
√

1− v2

c2
+
∑ e

c
A · v −

∑
eϕ

に対して，Lagrange方程式 d
dt
∂L
∂ṙ = ∂L

∂r は粒子の運動方程式

dp

dt
= e

(
E +

v

c
×H

)
, E ≡ −1

c

∂A

∂t
−∇ϕ：電場， H ≡∇×A：磁場 (17.5)

を与える．

• 場と相互作用する (個々の)粒子の運動エネルギーを Ekin = mc2√
1−( v

c )
2
と定義すると

(このときH =
∑

(Ekin + eϕ))，運動方程式 (17.5)より

dEkin

dt
= eE · v (17.7)

を得る．これは磁場が電荷の速度に垂直な力 evc ×H を及ぼすため，

電場のみが仕事をすることを意味している．

• 置き換え t→ −t,E → E,H → −H によって運動方程式は変化しない．

§ 17，式の導出など

■運動方程式 (17.5)の導出 与えられた電磁場のなかで運動する粒子系のラグランジアンは

L = −
∑

mc2
√

1− v2

c2
+
∑ e

c
A · v −

∑
eϕ

である．Lagrange方程式 d
dt
∂L
∂v = ∂L

∂r の左辺における

∂L

∂v
= p+

e

c
A

は粒子の正準 (一般化)運動量である (式 (16.5))．場の値A(r(t), t)は粒子の位置 r(t)で評価されているので，

d

dt

∂L

∂v
=

dp

dt
+
e

c

{
∂A

∂t
+ (v ·∇)A

}
と書ける (∇ = ∂/∂r)．一方，Lagrange方程式の右辺の微分 ∂L

∂r は v を固定して行われることに注意して，

ラグランジアンの中で粒子の位置 r に依る項のみの微分を書くと，

∂L

∂r
=
e

c
∇(A · v)− e∇ϕ

となる．これらを等置すると

dp

dt
= −e

c

∂A

∂t
− e∇ϕ+

e

c
{∇(A · v)− (v ·∇)A}
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を得る．ここで右辺の {· · · }部分は

∇(A · v)− (v ·∇)A = v × (∇×A)

と書き換えられるので［本稿次節で補足］，運動方程式 (17.5):

dp

dt
=e

(
−1

c

∂A

∂t
−∇ϕ

)
+ e

v

c
× (∇×A)

=e
(
E +

v

c
×H

)
を得る．

■運動方程式 (17.5)から仕事とエネルギーの関係 (17.7)を導出 粒子の運動エネルギー Ekin = mc2√
1−( v

c )
2
を

定義すると，
dEkin

dt
= v · dp

dt
.

が直接確かめられる［本稿次節で確認*8］．上式の右辺に運動方程式 (17.5):dpdt = e
(
E + v

c ×H
)
を代入して

(v ×H) · v = 0を考慮すると，式 (17.5):

dEkin

dt
= eE · v

が得られる．

§ 17について

■Lagrange 方程式 (17.1) について 「§ 9 について」で考えたように，粒子の空間座標だけ変分をとれば

Lagrange方程式 (17.1)が得られる．

■∂L/∂r の計算 (p.53)について ∇の公式∇(a · b) = · · · (p.53，l.14)を忘れても，その証明に当たる計算

[∇(A · v)− (v ·∇)A]α =vβ(∂αAβ − ∂βAα) = (δαρδβσ − δασδβρ)vβ∂ρAσ = eαβγvβeγρσ∂ρAσ

=[v × (∇×A)]α = [v ×H]α

を行えば良い (これなら右辺から逆算できる)．

■磁場の強さ (17.4)について Gauss単位系では磁場H と磁束密度 B は等しいため，運動方程式における

H はB に置き換えても構わない．実際，国際単位系における磁場と磁束密度をそれぞれHSI,BSI とすると，

Gauss単位系における磁場HG と磁束密度BG は

BG =

√
4π

µ0
BSI =

√
4πµ0HSI = HG

によって関係付けられる．

ランダウ=リフシッツ『連続媒質の電気力学』では，真空中の磁場 hの空間的平均 h̄ = B が磁場の強さH

とB = H + 4πM で関係付けられている (M は磁化ベクトル)．これを踏まえると，ここで hと記されてい

るものは実のところ微視的な (真空中の)磁束密度 bを意味しており，『場の古典論』のH はむしろB に読み

替えるのが理に適っていると，『小教程』末尾の解説で説明されている [1, pp.412–413,pp.423–424]．詳しく

は本稿の付録 Hを参照．

*8 非相対論的極限 Ekin → mc2 + 1
2
mv2,p → mv ではこの関係はほぼ自明である．

50



■運動方程式 (17.5) について 左辺 dp/dt は固有時間ではなく座標時間 t による微分であるのに対し，

p = mdr/dτ は 4元運動量成分であり，これは固有時間 τ による微分となっていることに注意する．運動量

を非相対論的表式 p = mv に置き換えると，非相対論的な運動方程式 (17.6)になる．

一般式 (6):dpdt = f(§ 9)と比較すると，Lorentz力を 3次元的な力に同定できることが分かる．

f = e
(
E +

v

c
×H

)
なお，運動方程式 (17.5)において Gauss単位系では電場と磁場が同じ次元を持つことが見て取れる：

[E] = [H].

さらに Gauss単位系においてポテンシャル (16.1):Ai = (ϕ,A)の時間成分と空間成分は等しい次元を持つ：

[ϕ] = [Aα].

■運動方程式からラグランジアンへ 良く知られているように，非相対論的な荷電粒子の運動方程式は

mr̈ = e
(
E +

v

c
×B

)
と書ける．そこで運動方程式 (17.5)の導出過程を逆にたどると，右辺の力は

e
(
E +

v

c
×B

)
=− e∇ϕ− e

c

∂A

∂t
+
e

c
v × (∇×A)

=− e∇ϕ− e

c

∂A

∂t
+
e

c
{∇(v ·A)− (v ·∇)A}

=− e∇
{
ϕ− 1

c
(v ·A)

}
− e

c

{
(v ·∇)A+

∂A

∂t

}
=− e ∂

∂r

{
ϕ− 1

c
(v ·A)

}
− e

c

dA

dt

=−
{
∂

∂r
− d

dt

(
∂

∂v

)}
e

{
ϕ− 1

c
(v ·A)

}
と書き換えられるので，一般化ポテンシャル (速度に依存するポテンシャル)

U = e

{
ϕ− 1

c
(v ·A)

}
を用いて非相対論的なラグランジアンを

L =
1

2
mv2 − U

とすれば，Lagrange 方程式
{
∂
∂r −

d
dt

(
∂
∂v

)}
L = 0 から正しい運動方程式を再現できることが分かる [22,

pp.110–111]．

■式 (17.7)の直前の式について

dEkin

dt
=

mv · v̇
(1− (v/c)2)3/2

, v · dp
dt

= v ·

(
mv̇√

1− (v/c)2
+

m(v · v̇)v/c2

(1− (v/c)2)3/2

)
=

mv · v̇
(1− (v/c)2)3/2

よりこれらは一致する．
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図 12 一様不変な磁場の中のらせん運動において，t→ t′ = −t,H → H ′ = −H とした運動も実現可能

■エネルギーの関係 (17.7)について 一般式 (6):dEkin

dt = f · v(§ 9)に Lorentz力 f = e
(
E + v

c ×B
)
を代

入すれば式 (17.7)は直ちに得られ，改めて導くには及ばない．

■式 (17.8)の入れ替えに対する運動方程式の不変性について t→ −tのとき dt→ −dt, dp→ −dpなので，
dp/dtは不変である．さらに t→ −tのとき v → −v なので，H →H ′ = −H とすると (v/c)×H は不変

となる．よって E → E のとき運動方程式 (17.5)は変化しない．これはある運動が運動方程式に従って実現

されるとき，その時間を逆向きにたどる運動も逆向きの磁場の下では運動方程式に従うことを意味する．この

ことが一様不変な磁場の中のらせん運動 (21.5)に対して成り立っていることは図 12から読み取れる．

§ 17，問題

運動方程式 (17.5)の右辺 ṗを速度 v で表すことを考える．

p =
mv√
1− v2

c2

=
vEkin

c2

および Ėkin の式 (17.7)より ṗ = 1
c2 {v̇Ekin + v(eE · v)} であり，これを式 (17.5)に代入すると

v̇ =
e

m

√
1− v2

c2

{
E +

1

c
v ×H − 1

c2
v(v ·E)

}
が得られる．v/cの 2次の項を無視すると，非相対論的な運動方程式に移行することが見て取れる．

§ 18．ゲージ不変性

f を座標と時刻の任意関数とすると，新しいポテンシャル A′
k = Ak − ∂kf はもとのポテンシャル Ak と

同じ電磁場 E,H を与える (確認は下記)．また運動方程式も変わらない (理由は下記)．全ての方程式はこの
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変換
Ak → A′

k = Ak − ∂kf (18.1)

に対して不変でなければならない (ゲージ不変性またはグラジエント不変性)．ゲージ関数 f の自由度に対応

するポテンシャルの任意性を利用して，都合の良い条件を 1つだけポテンシャルに課すことができる (同じ電

磁場を導くポテンシャルのうち，そのような条件を満たすポテンシャルを考えれば良い)．

§ 18，式の導出など

■ゲージ変換 (18.1)に対する電磁場の不変性の確認 ゲージ変換 (18.1)は

A′ = A+∇f, ϕ′ = ϕ− 1

c

∂f

∂t

を意味する．よって§ 17で定義した電磁場は，この変換によって変化しない：

E′ =− 1

c

∂

∂t
(A���+∇f)−∇

(
ϕ
�

�
��−1

c

∂f

∂t

)
= E,

H ′ =∇× (A+∇f) = ∇×A = H.

note 場の強度 E,H は電磁場テンソル Fik の成分として与えられるので (§ 23)，等価的に

F ′
ik = ∂i(Ak���−∂kf)− ∂k(Ai���−∂if) = Fik

と確認できる．

■ゲージ変換 (18.1)に対する運動方程式の不変性の確認 ゲージ変換 (18.1)に伴う作用積分 (§ 16)の付加

的な項 ∑ e

c

∫ b

a

(∂kf)dx
k =

∫ b

a

d
(∑ e

c
f
)
=
[∑ e

c
f
]b
a

は，最小作用原理の境界条件より，変分をとると落ちる．よって作用が停留値をとる条件に他ならない運動方

程式は，ゲージ変換 (18.1)に対して不変である (この論法は『力学』§ 2)．

実際，運動方程式に現れるのはポテンシャルでなく場の強さ E,H であり，ゲージ変換に対してそれらが不

変であることからも，運動方程式は不変であることが分かる．

§ 18について

■p.56脚注 1)について 例えば粒子の電荷 eが時間の関数 e(t)であることは，電荷が保存しないことを意味

する．このとき運動方程式のゲージ不変性を示す議論 (p.56)は無効となる．ゲージ不変性と電荷保存則の関

係については§ 29で再論される．

量子論においてもゲージ不変性から電荷保存則が導かれる [5, pp.82–84]．

§ 19．不変な電磁場

不変な (すなわち時間的に一定の)場に対して

E = −∇ϕ (ϕだけで決まる)， H = ∇×A (Aだけで決まる)

であり，
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図 13 一様磁場H のベクトル・ポテンシャルA = H × r/2の渦を緑色で表している．

• ϕ：任意の定数を加えることができ，不定性を持つ．
• A：座標の任意の関数のグラジエントを加えることができ，不定性を持つ．

不変な場の中では，ラグランジアンが時間に陽によらないので，粒子のエネルギー

E =
mc2√

1− (v/c)2
+ eϕ (19.2)

が保存する (式 (16.6))．電荷の位置エネルギーがスカラー・ポテンシャルのみに依存し，ベクトル・ポテン

シャルに依らないのは，磁場が仕事をしないことと関係している．

さらに場が一様な (すなわち空間的に一定の)場合を考えると，ポテンシャルとして

ϕ = −E · r, A =
1

2
H × r

をとれる［第 2式を本稿次節で補足］．

§ 19について

■「われわれが知っているように，……，ハミルトニアンに一致する」(§ 19，l.17,18)について ハミルトニ

アンの定義と Lagrange方程式は相対論か非相対論かに関わらず共通なので，ラグランジアンが時間を陽に含

まないことを用いて dH/dt = 0を示す過程も非相対論的力学と全く同じになる．

■一様な場のポテンシャル (19.3),(19.4)について 電場がスカラー・ポテンシャル (19.3)で与えられるには，

電場は一様なだけでなく，不変でもなければならない．一方，磁場は一様でありさえすれば，それが時間変化

する場合にもベクトル・ポテンシャル (19.4)から導かれる．

■式 (19.5):A = (−Hy, 0, 0)について A = (Ax, 0, 0)と仮定し，∇×A = (0, 0, H)と付加条件 ∂xAx = 0

から逆算できる．これが一様磁場H = (0, 0, H)を作る様子を図 13のように視覚的にイメージできる．

実際にベクトル・ポテンシャルA = 1
2H × r が一様な磁場H を導くことは，[

∇×
(
1

2
H × r

)]
λ

=
1

2
eλµν∂j(eνρσHρxσ) =

1

2
(δλρδµσ − δλσδµρ)Hµδµσ =

1

2
(3Hλ −Hλ) = Hλ
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と確かめられる．

§ 19，問題 (Maupertuisの原理)

不変な電磁場中の粒子の運動ではエネルギーが保存するので，空間における軌跡を決定するのにMaupertuis

の原理 (『力学』§ 44)

0 = δ

∫
P · dr = δ

∫ (
pdl +

e

c
A · dr

)
を適用できる (dl =

√
dr2 は軌跡の線要素)．ただし第 2の等号では p, dr［∝ v］が平行であることを考慮し

た．ここでも運動量を座標で表すには，エネルギー保存則 p2 +m2c2 =
(

E−eϕ
c

)2
(§ 16)を用いれば良く，

δ

∫ 
√(

E − eϕ
c

)2

−m2c2dl +
e

c
A · dr

 = 0

を得る．

■考察 『力学』§ 44の問題で行ったように，ここから軌跡の方程式を調べよう．上式の根号を
√
· · ·(= p)と

略記する．

dl2 = dr2, ∴ δ(dl) =
dr

dl
· d(δr), および δϕ = −E · δr

に注意して変分を実行すると

0 =

∫ {
e(E − eϕ)E · δr√

· · ·
dl +

√
· · ·dr

dl
· d(δr) + e

c
(δA · dr +A · d(δr))

}
=

∫ {
e(E − eϕ)E√

· · ·
− d

dl

(√
· · ·dr

dl

)}
· (δr)dl +

∫
e

c
(δA · dr − dA · δr)

となる．ただし第 2の等号では d(δr)の項を部分積分した．ここでベクトル・ポテンシャルの項は

δA · dr − dA · δr = (∂αAβ)δxαdxβ − (∂βAα)dxβδxα = eαβγHγδxα
dxβ
dl

dl =

(
dr

dl
×H

)
· δr

とまとめられるので， ∫ {
e(E − eϕ)E√

· · ·
− d

dl

(√
· · ·dr

dl

)
+
e

c

dr

dl
×H

}
· (δr)dl = 0

を得る．δr の係数 {· · · }をゼロとおくと軌跡の方程式が得られる．

dr

dl
= t :接単位ベクトル,

d2r

dl2
=

n

R
(R :曲率半径，n :主法線方向の単位ベクトル)

とおいて整理すると

{(E − eϕ)2 −m2c4}︸ ︷︷ ︸
c2p2

n

R
= e (E − eϕ)︸ ︷︷ ︸√

m2c4+p2c2

En + ec
√
· · ·︸︷︷︸
p

t×H

となる．ここに En ≡ E − (E · t)tは電場の軌跡に垂直な成分であり，磁場の項 t ×H もまた軌跡の方向 t

に垂直である．この非相対論的極限

m2v2c2
n

R
= emc2En + emcvt×H, ∴ mv2

R
n = e

(
En +

v

c
×H

)
は理に適っている．
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§ 20．一様な不変の電場のなかの運動

一様な不変の電場 E の中を運動する粒子を考えよう．粒子は 1つの平面の中を運動する［ṗ = eE より粒

子の速度は常に初速と E の張る平面内にあるから］．そこで電場の方向に x軸をとり，粒子の運動が起こる面

を xy 平面に選ぶ．運動方程式 ṗ = eE を，

v =
pc2

Ekin
, Ekin =

√
m2c4 + p2c2

に注意して積分すると，粒子の運動が

x =
1

eE

√
E 2
0 + (ceEt)2, y =

p0c

eE
sinh−1

(
ceEt

E0

)
(20.3–4)

と定まる (導出は下記)．ただし座標原点を適当に選び，時刻 t = 0における Ekin, |p|の値をそれぞれ E0, p0と
した．

(p.59脚注を引用)この結果（p0 = 0のとき）は，一定の“固有加速度”w0 = eE/mをもつ相対論的な運動につ

いての問題の解と一致する（§ 7の問題をみよ）．いまの場合，この加速度が一定であるということは，電場の方

向を向いた速度 V でもってローレンツ変換をおこなっても電場が変化しないことに関係している（§ 24をみよ）．

ここから tを消去すると，粒子の軌道として懸垂線

x =
E0

eE
cosh

(
eEy

p0c

)
が得られる．これは非相対論的極限で，放物線 x = eE

2mv 2
0
y2 + constに移行する (等加速度運動に対するよく

知られた結果)［本稿次節で補足］．

§ 20，式の導出など

■粒子の位置と時間の関係 (20.3),(20.4)の導出 運動方程式

ṗx = eE, ṗy = 0

より，時間の原点を適当にとると
px = eEt, py = p0

とおける．ここで p0 は t = 0における粒子の運動量に他ならない．すると粒子の運動エネルギーは

Ekin =
√
m2c4 + p2c2 =

√
E 2
0 + (ceEt)2 (20.2)

となる．ここに E0 =
√
m2c4 + p 2

0 c
2 は t = 0での Ekin の値である．以上を粒子の速度の表式 v = pc2/Ekin

に代入すると，微分方程式

dx

dt
=

c2eEt√
E 2
0 + (ceEt)2

,
dy

dt
=

p 2
0√

E 2
0 + (ceEt)2

が得られる．これらを積分して，x(t), y(t)の式 (20.3–4)を得る (座標原点を適当に選び，積分定数をゼロと

する)［y(t)の計算について本稿次節で補足］．

note このように運動方程式 ṗ = eE を積分する方が，

v̇ で表した運動方程式 (§ 17の問題)から出発するよりも容易である．

56



§ 20について

■一様不変な場について それはMaxwell方程式 (§ 26，§ 30)を満たすため，実現可能である．

■「場の方向を z軸にとる」(p.58一番下の行)について 正しくは「場の方向を x軸にとる」だと考えられる．

ここでは座標軸の回転と座標・時間の原点の変更 (互いに相対速度を持たない座標系の間の変換) の際には，

与えられた場を単なるベクトル場と見なせると暗に仮定している．この措置を正当化する議論を§ 24のノー

トで行う．

■dy/dtの式の積分 (p.59)について 問題の積分は∫
dx√
1 + x2

=
1

2
log

1 + sin θ

1− sin θ
+ const. (x ≡ tan θ)∫

dx√
1 + x2

= ϕ+ const. (x ≡ sinhϕ)

の 2通りに解ける (§ 7問題のノート参照)．y の式 (20.4)を導くには第 2式を用いるのが便利である．

■エネルギー保存の確認 不変な場の下で，粒子のエネルギー (19.2):E = Ekin + eϕは一定でなければならな

い (§ 19)．実際 x(t)の式 (20.3)より

eϕ = −eEx = −
√

E 2
0 + (ceEt)2

であり，これは式 (20.2)の Ekin と逆符号なので，E = 0 (一定)となっている．

■非相対論的な軌道 (p.60，l.1)について これは β ≡ v/cとすると，O(β2)を落とす近似になっている：

x =
mc2(1 +O(β2))

eE

{
1 +

1

2!

(
yeE

mcv0
(1 +O(β2))

)2

+
1

4!

(
yeE

mcv0
(1 +O(β2))

)4

+ · · ·

}

=
mc2

eE
+

eE

2mv 2
0

y2 +O(β2).

§ 21．一様な不変の磁場のなかの運動

［不変な磁場の下では*9］粒子のエネルギー E が保存し，運動方程式 ṗ = e
cv ×H は pc2 = vE を用いて

E

c2
v̇ =

e

c
v ×H (21.1)

と書き換えられる［等価的に§ 17の問題の結果を利用しても良い］．ここから磁場が一様であれば，粒子は磁

場の方向 (z 軸に選ぶ)へのらせん運動

x = x0 + r sin(ωt+ α), y = y0 + r cos(ωt+ α), (21.5)

z = z0 + v0zt (21.7)

*9 § 21のタイトルには書いてあるように，磁場は不変である (時間変化しない)．そうでないと§ 21の結果は成り立たない．
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を行うことが分かる (導出は下記)．ただし

ω =
ecH

E
, r =

cpt
eH

である (pt =
v0tE
c2 は運動量の磁場に垂直な成分)［添字 t は tangential の頭文字か］．非相対論的極限では

ω → eH
mc．

■ゆっくり時間変化する一様な磁場 磁場が一様なままゆっくり時間変化する場合を考えると，断熱不変量

(『力学』§ 49)は

I =
1

2π

∮
Pt · dr = · · · = p 2

t c

2eH
(21.9)

と計算されるので (導出は下記)，
pt ∝

√
H

が見出される．ただし Pt,pt はそれぞれ磁場に垂直な面への P ,pの射影である．

■準一様な一定の磁場 準一様な場を考えると，軌道に沿って場は一様なまま時間変化するように見える．

よって C を定数として pt =
√
CH と書ける．運動量の磁場に平行な成分を pl と書くと

p2 = p 2
t + p 2

l = CH + p 2
l = const.

なので，粒子は磁場の弱い範囲 p 2
l = p2 − CH ≥ 0内で近似的にらせん運動をする．

§ 21，式の導出など

■粒子の等速らせん運動 (21.5),(21.7)の導出 H = (0, 0,H)として粒子の運動方程式 (21.1)を成分ごとに

書くと
v̇x = ωvy, v̇y = −ωvx, v̇z = 0 (21.2)

となる (ω ≡ ecH
E )．はじめの 2式は速度空間における円運動

vx = v0t cos(ωt+ α), vy = −v0t sin(ωt+ α)

を意味する*10．これを積分して x(t), y(t)の式 (21.5)を得る．ただし

r =
v0t
ω

=
v0tE

ecH
=
cpt
eH

(
pt =

v0tE

c2

)
である．また式 (21.2)の第 3式から，直ちに z(t)の式 (21.7)が得られる．

*10 実際，
d

dt
(vx + ivy) = −iω(vx + ivy), ∴ vx + ivy = ae−iωt (a : 複素定数)

とできる．［あるいは代入により単振動の式 v̈x = −ω2vx, v̈y = −ω2vy を作っても良い．もとの微分方程式 (21.2) から，v̇ が
円運動の接線方向を向いていることが見て取れる．］
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図 14 「H にそって見たとき」電荷は「時計の針と反対方向に動く」(p.62脚注)

■断熱不変量の式 (21.9)の導出

I =
1

2π

∮
Pt · dr =

1

2π

∮ (
pt +

e

c
A
)
· dr.

最右辺の第 1項において，pt は大きさが一定で dr と同じ向きであることに注意し，第 2項には Stokesの定

理を適用すると，
I = rpt −

e

2c
Hr2

と書き換えられる［第 2項について本稿次節で補足］．ここに r = cpt
eH を代入して式 (21.9)を得る．

§ 21について

■非相対論的極限 非相対論的極限では，単に運動方程式 (21.1)左辺の E = mc2√
1−(v/c)2

= const.が mc2 に

置き換わり，やはりらせん運動 (21.5)が得られる．

■p.62の脚注について 図 14参照．

この計算で分かるように，一般に与えられた閉曲線 Cを貫く磁束
∫
H · df は，ベクトル・ポテンシャルの

周回積分
∮
C
A · dr で表される．

■「pl がゼロになる限界に達すると，粒子はそこから反射する」(p.62，l.18,19)について 図 15参照．図 15

のように運動量の磁場方向成分 pl は反射後も反射前と向きを変えないと考えられる．pl の符号が変わったと

すると反射前の運動を時間について巻き戻した運動をすることになり，それは磁場の向きを入れ替えないと不

可能だから．

§ 21，問題 (電荷をもつ振動子の一様不変な磁場中での強制振動)

強制振動の方程式

ẍ+ ω 2
0 x =

eH

mc
ẏ, ÿ + ω 2

0 y = −eH
mc

ẋ, z̈ + ω 2
0 z = 0

は，非相対論的な運動方程式
mr̈ = −mω 2

0 r +
e

c
v̇ ×H
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図 15 磁場の増大する方向へ運動する粒子の限界での反射

を成分ごとに書き下したものである (H = (0, 0,H))．xy 面内の運動方程式は Foucault振子の運動方程式

ẍ+ ω2x = 2Ωz ẏ, ÿ + ω2y = −2Ωzẋ

(『力学』§ 39問題 3)と同じ形をしているので，そこでの解析結果をそのまま流用できる．ここでは Coriolis

力の役割を，Lorentz力が演じていることが見て取れる (いずれも速度に依存する力の代表例である)．

§ 22．一様な不変の電場および磁場のなかの電荷の運動

空間的に一様で時間的に一定の電磁場中の粒子の運動を調べよう*11．電場は十分弱いため粒子の速度はし

ばらくの間，非相対論的な範囲 v/c≪ 1に留まる場合を考えて p = mv と近似し，運動方程式

mv̇ = e
(
E +

v

c
×H

)
を用いる．磁場方向を z 軸にとると Lorentz力 evc ×H は磁場H に垂直なので，粒子は z 方向には一定の力

eEz を受けて等加速度運動をする:

z = z0 + v0zt+
1

2

eEz
m

t2. (12)

そこで磁場に垂直な xy 平面に投影した粒子の運動に興味が持たれる．電場が yz 面内に含まれるように y 軸

の方向を選び，さらに時間と空間座標の原点を適当に選ぶと，粒子の xy 面内の位置は(
x
y

)
= a

(
ωt
1

)
− b

(
sinωt
cosωt

)
, ω ≡ eH

mc
, a ≡ eEy

mω2
=
cEy
ωH

(13)

の形に書ける (bは積分定数，導出は下記)．これは図 16のように x軸上を半径 aの円盤が角速度 ω で転がる

ときの，円盤上の中心から距離 bの位置に固定された点の運動に他ならない．このような動点の描く軌跡はト

ロコイドと呼ばれる．

粒子は E,H の張る平面に垂直な方向に平均速度

v̄ =
cE ×H

H2
(22.4)

*11 ただしこれまでと同様，電荷は近似的に，与えられた場をかき乱さないものとする．
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図 16 トロコイド 図 17 一様で不変な電磁場中の粒子の運動

(「電気的な移動速度」という，導出は下記)で運動する．粒子の［xy 面内での］速度が非相対論的であるた

めの［必要］条件［|v̄| ≪ c］は
|Ey|
H
≪ 1

を与える (Ey と H の各々の絶対値は任意)．

§ 22，式の導出など

■トロコイドの式 (13)の導出 運動方程式mv̇ = e
(
E + v

c ×H
)
を解き，磁場に垂直な面内で粒子が描くト

ロコイドの式 (13)を導く．電磁場成分が E = (0, Ey, Ez),H = (0, 0, H)となる座標系を設定することがで

き［この点について§ 24のノートで補足］，このとき運動方程式は

mẍ =
ẏ

c
H, (14)

mÿ =eEy −
ẋ

c
H (15)

となる．{(14) + i(15)}/mを作ると V ≡ ẋ+ iẏ に対する式

V̇ + iωV = i
eEy
m

, ω ≡ eH

mc

を得る．一般解は特殊解 V =
eEy

mω =
cEy

H と V̇ + iωV = 0の解 V = Ae−iωt の和 V = Ae−iωt +
cEy

H である．

実数 α, δ を用いて積分定数 Aを αeiδ と書くと

ẋ+ iẏ ≡ V = αe−i(ωt−δ) +
cEy
H

であり，δ = π となるように時間の原点を選ぶとẋ = −α cosωt+
cEy
H

ẏ = α sinωt
∴

x = −α
ω
sinωt+

cEy
H

t+ const

y = −α
ω
cosωt+ const

となる．よって α
ω ≡ bと改め，座標軸の原点を適当に選べばこれは式 (13)になる．
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■平均速度 (22.4)の導出 上で求めた速度 ẋ, ẏ を，その周期にわたって平均すると

¯̇x =
cEy
H

, ¯̇y = 0

となる．これは式 (22.4)のようにまとめられる．

§ 22について

■ζ = x+ iy に対する微分方程式の解法

ζ̈ + iωζ̇ =
ieEy
m

(
= icω

Ey
H

)
の解 ζ̇ は，p.63のように同次方程式の一般解と特殊解 (ζ̇ = Bt + C の形)の和として得られる．もし変数 ζ

が実数ならば ∫
dζ̇

ζ̇ − (cEy/H)
= −iω

∫
dt, ζ̇ = ae−iωt +

cEy
H

と変数分離して解くことができるけれど，複素変数 ζ̇ に対して左辺の積分の意味は必ずしも明確でない (複素

積分に対して不定積分は定義されない)．

■粒子の速度が光速度にくらべて小さいための条件 ¯̇x/c = Ey/H ≪ 1:(22.5)について これに加えて

ż

c
=

1

c

(
eEzt

m
+ v0z

)
≪ 1

の条件も要求されると考えられる．これは |Ez| が小さく，また Ez に加速される時間が短いときに満たさ

れる．

■教科書の図 6(p.64)について (
x
y

)
= A

(
ωt
1

)
+B

(
− sinωt
− cosωt

)
の表すトロコイドが原点を通るように y 軸方向に平行移動したのが教科書の図 6(p.64) であり，これは式

(22.6)で a < 0として描いた図となっている．

■トロコイド運動 (22.7)の定性的な解釈 結果は定性的には次のように解釈できる．時刻 t = 0を過ぎてか

らしばらくの間，粒子は電場の方向に加速する．すると粒子は磁場に進行方向を曲げられ，いずれ電場と逆向

きに運動するようになるため電場に減速させられる．こうして図 17のように 1周期分のトロコイドが描かれ

る [7, pp.135–136]．(ただし図 17では磁場 H の代わりに磁束密度 B を書いている．)

■E = 0のとき 特に E = 0のとき，粒子の位置の時間発展 (12),(13)は磁場方向への等速らせん運動

x = −b sinωt, y = −b cosωt, z = z0 + v0zt

に帰着する．
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§ 22，問題

3　 (準一様な磁場中の案内中心の移動) 不変な磁場中の荷電粒子の非相対論的な運動 (§ 21)を再考する．

磁場が準一様であれば，粒子はらせん運動を行い，その案内中心がゆっくり横方向 (磁場に垂直な方向)に移動

(drift)する．まず粒子が縦方向 (磁場の方向)の速度を持たない場合を考え，粒子の位置を r = R(t) + ζ(t)

と表す．ここにR(t)は案内中心の位置であり，ζ(t)はその周りの素早い回転を記述する．運動方程式を

mr̈ =
e

v
ṙ ×H(r),

∴m(R̈+ ζ̈) =
e

c
(Ṙ+ ζ̇)× {H(R) + (ζ ·∇)H(R)}

(
∇ ≡ ∂

∂R

)
(16)

と書き，円運動の 1周期にわたって両辺の時間平均をとると，ζ の 1次の項はゼロになり，

mR̈ =
e

c
Ṙ×H(R) + f

が得られる．ここに現れる ζ の 2次の項

f ≡ e

c
ζ̇ × (ζ ·∇)H

が，案内中心Rの移動をもたらす力を与える (『力学』§ 30)．(式 (16)の右辺第 1項 e
c Ṙ×H(R)も最後に

考慮する．)

これに続く，円運動に対する式

ζ̇ = ωζ × n, ζ =
v⊥
ω

(nはH 方向の単位ベクトル)

(p.66，下から 4行目) については，図 18を参照．p.66一番下の行の式

ζαζβ =
1

2
ζ2δαβ

については，円運動の式 ζα ∼ |ζ| cos(ωt)から直接確認できる．あるいは次のように考えても良い．すなわち円運
動における等方性より，

α ̸= βのとき ζαζβ = ζα · ζβ = 0,

α = βのとき ζαζβ = C (α = 1, 2に共通の値)

であり，これらは ζαζβ = Cδαβ とまとめられる．両辺の添字 α, β を縮約すると ζ2 = 2C より，C = ζ2/2と定まる (式

(50.7) の箇所や pp.211–212 の脚注と同じ論法)．

すると

fλ =
e

c
ωeλµν(eµαβζαnβ)ζγ∂γHν (∵ ζ̇ = ωζ × n)

=
eωζ2

2c
eλµν(eµαβnβ∂α)Hν

(
∵ ζαζγ =

1

2
ζ2δαγ

)
=− mv 2

⊥
2H

[(n×∇)×H]λ

(
∵ ζ =

v⊥
ω
, ω =

eH

mc

)
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図 18 案内中心R周りの粒子の円運動と，Rを通る曲がった磁力線

と書き換えられるので，p.67，l.2の式 f = −mv
2

⊥
2H (n×∇)×H を得る．ベクトル 3重積を再び成分計算の

形に戻すと，

[(n×∇)×H]λ =eλµν(eµαβnα∂β)Hν

=(−δλαδνβ + δλβδνα)nα∂βHν

=− nλ∂βHβ + nα∂λHα

=nα∂λHα (∵ ∇ ·H = 0 (§ 26))

=nα∂αHλ + nα(∂λHα − ∂αnλ)
=nα∂αHλ (∵ ∇×H = 0 (§ 30))

=[(n ·∇)H]λ

と変形できる．さらにH = Hnを代入すると，f において

(n×∇)×H = H(n ·∇)n+ n(n ·∇)H

となるので (p.67，l.4の式)，

f = −mv
2

⊥
2

(n ·∇)n+ · · ·

を得る．ただし「· · ·」は力の n方向成分であり，すぐ後で見るように案内中心の移動に寄与しない．ここで

nは注目している点Rにおける磁力線の接単位ベクトルに他ならず，n ·∇ = d
ds は磁力線に沿う方向微分な

ので (sは磁力線に沿う弧長)，Frenet-Serretの公式を適用して

(n ·∇)n = −1

ρ
ν

とできる．ここに ρは磁力線の曲率半径，ν は曲率中心から点Rに向かう方向単位ベクトルである (図 18を

参照)．すると，

f =
mv 2

⊥
2ρ

ν + · · · .

次に粒子が縦方向 (n方向)の速度成分 v∥ を持つ場合を考える．このとき各瞬間に力線の曲率中心まわりに
角速度 v∥/ρで回転する基準系に移れば，ここまで調べてきた円運動の場合に帰着する．

64



場の変換 このことを納得するには，回転系で見た電磁場 E′,H ′ を調べておかなければならない．瞬間的に座標原点が

位置 Rと一致する慣性基準系 K,K′ を考え，K 系に対する K′ 系の相対速度を V ≡ v∥nとすれば，K
′ 系は回

転系の瞬間的な共動座標系となる．よって慣性系 K′ で回転系を代用できると考えられる．そこで V/c ≪ 1の場

合の変換則 (24.4)を適用すると，

E′ =E − V

c
×H = 0, (∵ E = 0, V ∥ H)

H ′ =H +
V

c
×E = H (∵ E = 0)

となるので，電磁場はもとの座標系と変わらない．

文献 [8, p.643]には v∥ ≪ cだから，Lorentz変換に伴う場の変化は無視できるとある．

回転系では遠心力 νmv 2
∥ /ρが現れるので*12，合力は

f = ν
m

ρ

(
v 2
∥ +

v 2
⊥
2

)
+ · · ·

となる．これは不変な電場 E = f/eと等価である．その磁場方向成分 (· · · )/eはRの磁場方向への加速をも

たらすだけであり，案内中心の移動速度 (22.4):

vd =
cE ×H

H2
=

1

ωρ

(
v 2
∥ +

v 2
⊥
2

)
ν × n

には寄与しない．この速度 vd の向きは電荷の符号に依存する (ω = eH/mcだから)．

案内中心の移動は，磁場が非一様であっても磁力線が真っ直ぐであれば起こらないことになる．これは§

21で調べた，領域 p2 < CH の境界での粒子の“反射”(図 15)とは対照的である．

冒頭の式 (16)の右辺第 1項 e
cṘ×H(R)について 移動速度の公式 (22.4)を適用した際，“電場”からの力

f だけでなく，冒頭の式 (16) の右辺第 1 項における磁場からの力 e
cṘ ×H(R) も考慮したことにな

る．(Ṙ を上で得た移動速度 vd ∼ v2

ωρ の程度として見積もると，第 1 項 e
c Ṙ ×H(R) は mv2

ρ のオー

ダーとなる．これは f と同程度なので，f に比べて無視することはできない．)

§ 23．電磁場テンソル

§ 16の作用 S = Sm + Smf に対して最小作用原理を適用し，粒子の座標の変分に対して δS = 0を要求す

ると，運動方程式として

mc
dui

ds
=
e

c
F ikuk (23.4)

が得られる (導出は下記)．ここに Fik ≡ ∂iAk − ∂kAi(= −Fki)は電磁場テンソルであり，その成分

(Fik) =


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0

 , (F ik) =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Hz Hy

Ey Hz 0 −Hx

Ez −Hy Hx 0

 (23.5)

は電磁場の強度を与える［本稿次節で確認］．

*12 一定の角速度を持つRの共動座標系を考えているので，見かけの力としては遠心力のみを考慮すれば十分である．
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運動方程式 (23.4)は§ 17で得た方程式

dp

dt
= e

(
E +

v

c
×H

)
,

dEkin

dt
= eE · v

と等価である［本稿次節で確認］．ところで第 2 式 (エネルギーの式) は第 1 式 (運動方程式) から導かれる (§ 17)．

よって 4 つの式 (23.4) のうち 3 つだけが独立である．実際このことは式 (23.4) の両辺を ui と縮約すると，左辺は ui と

dui/ds の直交性からゼロになり，右辺は反対称テンソル F ik と対称テンソル uiuk の縮約となってゼロになることから

理解できる．

積分路を現実の軌道に限定し作用を終点の座標の関数と見たとき，終点の座標による微分は

− ∂iS = pi +
e

c
Ai (23.7)

となる (式 (23.4) の導出時に得た，作用の変分の式 (17) を見よ)．ところで全エネルギー (を c で割った値)

H /cと正準運動量 P は，運動量 4元ベクトル

P i =

(
H

c
,P

)
=
(
Ekin +

e

c
ϕ,p+

e

c
A
)
=

(
mc√

1− (v/c)2
+
e

c
ϕ,

mv√
1− (v/c)2

+
e

c
A

)
= mcui +

e

c
Ai

を作る (§ 16)［最右辺より，これは本当にベクトルである］．よって期待されるように，式 (23.7)は一般化運

動量 Pi に一致している (∂iS = −Pi)．

§ 23，式の導出など

■運動方程式 (23.4)の導出 粒子の軌道の変化に伴う粒子の作用 Sm = −mc
∫
dsの変分は式 (9.10):

δSm = −
∑

mcuiδx
i
∣∣∣+∑mc

∫
δxi

dui
ds

ds

で与えられる．一方，粒子と場の相互作用項 Smf = −
∑

e
c

∫
Aidx

i の変分は次のように計算できる．

δSmf =−
∑ e

c

∫
{Aiδ(dxi) + (δAi)dx

i}

= −
∑ e

c
Aiδx

i
∣∣∣−∑ e

c

∫
{(−dAi)δxi + (δAk)dx

k} (部分積分した)

= −
∑ e

c
Aiδx

i
∣∣∣−∑ e

c

∫
{(−∂kAi)dxkδxi + (∂iAk)δx

idxk}

(場 Aiの値は時空における粒子の位置で評価されるから)

= −
∑ e

c
Aiδx

i
∣∣∣−∑ e

c

∫
Fiku

kδxids.

以上より作用の変分は

δS = δ(Sm + Smf) = −
∑(

mcui +
e

c
Ai

)
δxi
∣∣∣+∑∫ (

mc
dui
ds
− e

c
Fiku

k

)
δxids (17)

と表される．最小作用原理では端点で δxi = 0が課されるので，境界項は消える．よって δS = 0を要求する

と，粒子の運動方程式 (23.4):mcdui

ds = e
cFiku

k が導かれる．［本稿の付録 Dでは以上の議論を，一般相対性

理論の場合へと一般化する．］
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§ 23について

■dui = (dui/ds)ds, dx
i = uids(p.68，l.4)で導入した dsについて これは粒子が xi にいることと xi +dxi

にいることの 2事件の間の世界距離である．だからこそ dui/ds, u
i がそれぞれ粒子の 4元加速度，4元速度の

意味になる．

■4 次元的な形の運動方程式 (23.4) について 作用の積分パラメータを粒子の固有時にとれば Euler 方程式

としても導ける [2, pp.102–103]．

■電磁場テンソルの成分 (23.5)の確認

F0α =∂0Aα − ∂αA0 = −∂0Aα − ∂αA0 =

[
−1

c

∂A

∂t
−∇ϕ

]
α

= Eα,

Fαβ =∂αAβ − ∂βAα = −(∂αAβ − ∂βAα) = −eαβγHγ (ただし e123 = +1)

および F 0α = −F0α, F
αβ = Fαβ による．場の強度 Eα,Hα の添字はもはやテンソルとしての変換則を正し

く表さないから，添字の位置にこだわらず，ここでは下付きに統一して E1 = Ex, etc.と約束する．

■電磁場と相互作用する粒子の運動方程式 (23.4) の空間成分と時間成分 運動方程式 (23.4):mcdu
i

ds =
e
cF

ikuk が§ 17 でラグランジアンから導いた式と「同じ方程式」(§ 23，l.2) であることを確かめよう．式

(23.4)の両辺はそれぞれ

mc
dui

ds
=

dpi

ds
=

1

c

dpi

dτ
,

e

c
F ikuk =

e

c2
F ik

dxk
dτ

と書き換えられるので (τ は固有時間)，これらに dτ/dtを掛けて等置すると

dpi

dt
=
e

c
F ik

dxk
dt

が得られる．

空間成分をとると

dpα

dt
=
e

c
Fαi

dxi
dt

= eFα0 − e

c
Fαβ

dxβ

dt

=eEα +
e

c
eγαβBγ

dxβ

dt
(∵ Fα0 = Eα, Fαβ = −eγαβBγ)

=e
(
E +

v

c
×B

)α
となるので，運動方程式 (17.5):

dp

dt
= e

(
E +

v

c
×B

)
を得る．

また上式の両辺の時間成分はそれぞれ

dp0

dt
=

1

c

dEkin

dt
,

e

c
F 0α dxα

dt
=
e

c
(−Eα)

(
−dxα

dt

)
=
e

c
E · v

67



と書き換えられるので，これらを等置すると仕事とエネルギーの関係 (17.7):

dEkin

dt
= eE · v

が導かれる．

■式 (23.7):∂iS = −Pi について 成分の関係 (P0, P1, P2, P3) = (H/c,−Px,−Py,−Pz)よりこれは

∂S

∂r
= P ,

∂S

∂t
= −H

となり，符号も含めて『力学』における関係

∂S

∂q
= p,

∂S

∂t
= −H

に対応している [3, pp.175–176]．

§ 24．場のローレンツ変換

電場と磁場は電磁場テンソルの成分として変換する．特にK 系の x軸方向にK ′ 系が一定速度 V で運動し

ているとき，変換則は具体的には

Ex = E′
x, Ey =

E′
y +

V
c H

′
z√

1− V 2

c2

, Ez =
E′

z − V
c H

′
y√

1− V 2

c2

, (24.2)

Hx = H ′
x, Hy =

H ′
y − V

c E
′
z√

1− V 2

c2

, Hz =
H ′

z +
V
c E

′
y√

1− V 2

c2

(24.3)

であり［本稿次節で確認 (§ 6の問題と同様)］，

• O((V/c)2)を落とす近似では

E = E′ +H ′ × V

c
, H = H ′ −E′ × V

c
(24.4)

• K 系で E,H,V が直交 ⇔ K ′ 系で E′ = 0 または H ′ = 0.

このように電場または磁場がある基準系ではゼロであっても，他の系ではゼロでないということが起こり

得る．

§ 24について

■電磁場の変換則 (24.2),(24.3) について 電場と磁場が電磁場テンソル (23.5) の成分として変換するとき，

例えば粒子の運動方程式 (23.4)は両辺が同じ種類のテンソル (今の場合，反変ベクトル)となり，このことが

運動方程式の Lorentz変換に対する共変性を保証する．

• 注意点 1
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計量の符号系により Fik, F
ik の成分が異なる．

符号系 (−,+,+,+)に対して F01 =∂0A1 − ∂1A0 =
1

c
∂tAx + ∂xϕ = −Ex,

F23 =∂2A3 − ∂3A2 = ∂yAz − ∂zAy = Hx,

符号系 (+,−,−,−)に対して F01 =∂0A1 − ∂1A0 = −1

c
∂tAx − ∂xϕ = Ex,

F23 =∂2A3 − ∂3A2 = −∂yAz + ∂zAy = −Hx.

F01, F23 だけ計算すれば (Fik)の全成分を推測できる．

計量がいずれの符号系をもつ場合でも Fik と F ik は電場成分だけ符号が異なる．

• 注意点 2

– K → K ′,K ′ → K のどちらの変換を考えているか．

– 共変テンソル Fik，反変テンソル F ik のどちらの変換則を考えているか．

これらは変換係数をあからさまに ∂x′
i
/∂xj , ∂xi/∂x′

j と書けば意識が行き届く．

K ′ → K の変換則

E∥ = E′
∥, H∥ = H ′

∥, E⊥ =
E′

⊥ +H ′
⊥ × (V /c)√

1− β2
, H⊥ =

H ′
⊥ −E′

⊥ × (V /c)√
1− β2

は計量の符号系や Fik, F
ik のどちらで計算するかに依らない．そこで符号系 (+,−,−,−)を持つ計量を採用

し，上記に注意して Fik の成分の変換則を調べると

Ey =F02 =
∂x′

i

∂x0
∂x′

k

∂x2
F ′

ik = a00a
2
2F

′
02 + a10a

2
2F

′
12 = γ{E′

y − β(−H ′
z)}, etc.

(
∂x′

i

∂xk

)
≡(aik) =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


を得る (β ≡ V/c, γ ≡ 1/

√
1− β2)．

■互いに相対速度を持たない慣性系の間の電磁場の変換 単に原点の位置と座標軸の方向が異なるだけで，互

いの位置関係が時間変化しない慣性系 (座標 xi, x′
i
)の間の座標変換に対しては，Rを 3 × 3の適当な回転行

列 (直交行列，RT = R−1)として (
∂x′

i

∂xk

)
=

(
1 0
0 R

)
となる．よって電場の変換則は

E′
α = F ′

0α =
∂xi

∂x′0
∂xk

∂x′α
Fik = δi0(R

−1)kαFik = (R−1)kαF0k = RαkF0k = RαβEβ

となる．磁場の変換則については，§ 25の補足で証明するように磁場が対偶テンソルの成分 F ∗
0α = Hα とし

て与えられることに注目すると便利である．このとき電場と同様の変換則

H ′
α = RαβHβ
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が導かれることは明白である．以上より電磁場は一般にはテンソル成分として変換し，その際に電場と磁場は

“混ざる”けれど，互いに相対速度を持たない慣性系の間では電場と磁場の各々は，単に 3次元空間における

ベクトル成分として変換されることになる．このことは例えば§ 22で一様不変な場における電荷の運動を調

べた際に，暗黙のうちに仮定した，あるいは自明と考えたことである．

空間座標と時間の原点の変更 x′
i
= xi + const.に対しても，∂x′i/∂xk = δik より電磁場成分は不変である．

§ 25．場の不変量

電磁場の強度から 2つの不変量

H2 − E2 =
1

2
F ikFik = inv., E ·H =

1

8
eiklmFikFlm = inv.

を作ることができる (第 2式は擬スカラー)．［第 1の等号を本稿次節で確認．inv.は不変量 invariantの略．］

すると

H2 − E2 =
1

2
F ikFik ⋛ 0 ⇔ H ⋛ E,

E ·H =
1

8
eiklmFikFlm ⋛ 0 ⇔ (E とH の成す角) ⋚ π

2

であり (複号同順)，この不等式はすべての基準系で成り立つことになる．

x軸方向への Lorentzブーストで F = E + iH の成分が虚数角の回転 (25.6)を被ることから予想されるよ

うに，一般の Lorentz変換に対して不変量は F 2 = (E2 −H2) + 2iE ·H で上の 2つに限られる．

§ 25について

■p.71脚注について まず第 2の不変量が，p.71脚注の式

eiklmFikFlm = 4∂i(e
iklmAk∂lAm) (18)

のように書き換えられることを確かめる．上式 (18)左辺において

eiklmFik =eiklm(∂iAk − ∂kAi)

=(eiklm − ekilm)∂iAk (第 2項でダミー添字の入れ替え i↔ k)

=2eiklm∂iAk (eiklmの反対称性)

であり，同様の手続きを繰り返すと

eiklmFikFlm = 4eiklm(∂iAk)(∂lAm)

を得る．これを式 (18)の右辺に置き換えたときのおつりの項 4eiklmAk∂i∂lAm は，添字 i, l について対称な

量と反対称な量の縮約となっているのでゼロである．よって上式 (18)が成立する．

不変量 eiklmFikFlm が式 (18)のように場の 4元発散の形に書き換えられることは，その定数倍をラグラン

ジアン密度 (§ 32)に付け加えても，運動方程式が変わらないことを意味している (作用の付加的な項は変分

をとると落ちる表面積分を与えるから (§ 32のノート参照))．p.77の脚注も参照．
とは言え，不変量 eiklmFikFlm を非自明な (非線形な)形で理論に取り込むことは可能である．例えば Born-Infeld理

論は真空の電磁気学を修正する試みであり，ゲージ不変な場の強度 Fik から作られる Lorentz不変量

s ≡ −1

4
F ikFik =

1

2
(E2 −B2), p ≡ −1

4
F ∗ikFik = −1

8
eiklmFikFlm = −E ·B
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を用いてラグランジアン密度

L = −b2
√

1− 2s

b2
− p2

b4
+ b2 = −b2

√
1− E2 −B2

b2
+

(E ·B)2

b4
+ b2

を構築する*13．平方根の中身が正でなければならないことから，B = 0のときに E ≤ bでなければならず，理論には電

場の最大値が導入されている．また場の強度 E,B が弱い s ∼ p≪ b2 のとき

L = −b2
[
1− s

b2
+O

(
s2

b4
,
p2

b4

)]
+ b2 = s+O

(
s2

b2

)
となって，Maxwell 理論のラグランジアン密度 s (§ 27) に移行する．Born-Infeld 理論では点粒子の静電的な自己エネ

ルギーは有限になる [9, pp.435–440]．

■FikFik = inv. : (25.1)⇔ H2 − E2 = inv. : (25.3)の確認

F 0α = −Eα, Fαβ = −eαβγHγ

により，

FαβF
αβ = eαβγeαβδHγHδ = 2δγδHγHδ = 2H2, FikF

ik = 2F0αF
0α + FαβF

αβ = 2(H2 − E2)

となる．

■eiklmFikFlm = inv. : (25.2)⇔ E ·H = inv. : (25.4)の確認 eiklmFikFlm(添字について和をとらない)の

うち i < k かつ l < mのものは以下の 6つのみであり，それらの和は −2E ·H なので

eiklmFikFlm = −4× 2E ·H.

i k l m eiklmFikFlm(和とらず)

0 1 2 3 1× Ex × (−Hx)

0 2 1 3 (−1)× Ey ×Hy

0 3 1 2 1× Ez × (−Hz)

1 2 0 3 1× (−Hz)× Ez
1 3 0 2 (−1)×Hy × Ey
2 3 0 1 1× (−Hx)× Ex

より教育的な確認の仕方は，eiklmFikFlm を対偶テンソル F ∗ik ≡ 1
2e
iklmFlm との縮約 2F ∗ikFik と見るこ

とである (p.71，l.7) [9, p.435]．対偶テンソルの全成分は

F ∗0α =
1

2
e0αikFik =

1

2
e0αβγFβγ =

1

2
eαβγFβγ , ∴ F ∗01 = −Hx, etc.

F ∗αβ =
1

2
eαβikFik = eαβ0γF0γ = eαβγF0γ , ∴ F ∗12 = Ez, etc.

のようにして見出される．なるほど，もとのテンソル Fik と比べると，(符号の違いを除けば)電場と磁場が入

*13 ここでは Heaviside単位系を採用しており，bは場の強度の次元を持つパラメーターである．また磁場はH = −∂L/∂B で定義
され，真空においてもD,H はE,B と非自明な関係をもつ．Born-Infeld理論をはじめとする非線形電磁気学では，真空自体が
ある種の媒質のように振舞う．

71



れ替わっている．すると
F ∗ikFik = 2F ∗0αF0α + F ∗αβFαβ

において右辺第 1項は F ∗0αF0α = (−H) ·E となり，右辺第 2項は

F ∗αβFαβ = 2(F ∗12F12 + F ∗23F23 + F ∗31F31) = −2E ·H

となる．同じ結果は

F ∗αβFαβ = (eαβγEγ)(−eαβδHδ) = −2δγδEγHδ = −2E ·H

としても得られる (ただしここでは 3 次元テンソルの反変成分と共変成分を区別せず，単に Eα =

(Ex, Ey, Ez), e123 = +1などとした)．以上をまとめると

eiklmFikFlm = 2F ∗ikFik = −8E ·H.

■「E とH の値を見いだすことができる」(p.71下から 2行目)について 大きさ E,H のことを言っている

ものと考えられる．

■「与えられた点で電場と磁場が平行になるような慣性系をつねに見いだすことができる」(p.71下から 6行

目)について その後の 2式はそのような慣性系が見つかると仮定したとき成り立つ関係である．

■p.72，l.3～l.5について E = 0となる慣性系が見つかれば E ·H = 0,H2 − E2 = inv. > 0である．
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第 4章　場の方程式

§ 26．マクスウェル方程式の第 1の組

電場と磁場がポテンシャルから導かれること (ポテンシャルを用いて定義されること)

E = −1

c

∂A

∂t
−∇ϕ, H = ∇×A

は，Maxwell方程式の第 1の組

∇×E = −1

c

∂H

∂t
, ∇ ·H = 0 (26.1–2)

を含んでいる［逆にこれはポテンシャルを導入できる根拠となる］．実際，これらは恒等式

∂iFkl + ∂kFli + ∂lFik = 0 (26.5)

にすぎない［本稿次節で確認］．これは電磁場テンソルの対偶テンソル F ∗ik ≡ 1
2!e

iklmFlm に対する式

∂kF
∗ik = 0 (26.6′)

として表すこともできる［本稿次節で補足］．

∇ ·H = 0 ⇔
∮

H · df = 0

［各点の周りの単位体積からの磁場のわき出しはゼロ

⇔ 任意の閉曲面からの磁場のわき出し (磁束)はゼロ］,

∇×E = −1

c

∂H

∂t
⇔

∮
E · dl = −1

c

d

dt

∫
H · df

［各点の磁場の時間変化が周りに電場の渦を作る

⇔ 任意の閉曲線を貫く磁束の変化が，その閉曲線に電場の循環 (起電力)をもたらす］.

§ 26について

■「磁場 (ないし電場)のわき出し」という表現について 実際には電場に沿って物質が流れているわけでは

ないので，「電場のわき出し」と言ってもそれが何を意味するのか本来は不明瞭である．しかしながら電場ベ

クトルを流体の速度ベクトルに読み替えれば，面積積分
∫
S
E · df は表面 Sを通過して単位時間に流出する流

体の体積を表す．そこで慣例に従い，本稿ではこの量を「電場のわき出し」と呼ぶことにする．

■積分形のMaxwell方程式 (26.4)について 右辺の磁束
∫
H · df は積分により位置依存性が失われ，時間だ

けの関数となっているから，前の ∂/∂tは d/dtと書いて良い．

Maxwell方程式の積分形の表現は微分形の表現と数学的には等価であるけれど，物理的にはMaxwell方程

式を微分形に書けることは，それが場 (物質場を含む)の近接作用であることを表している．
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■式 (26.5)の確認

∂iFkl + ∂kFli + ∂lFik = ∂i(HHH∂kAl����−∂lAk) + ∂k(���HHH∂lAi
XXX−∂iAl) + ∂l(���∂iAk����XXXX−∂kAi) = 0.

式 (26.5)の左辺は 3つの添字に関して完全反対称なので，ゼロでない独立な成分は

(i, k, l) = (0, 1, 2), (0, 1, 3), (0, 2, 3), (1, 2, 3)

の 4通りに限られる．電磁場テンソルの成分を代入すれば，上の 4成分に対して式 (26.5)がMaxwell方程式

(26.1),(26.2)を再現することを確かめられる．

「i ̸= k ̸= l のとき」(式 (26.5) の 2 行下) について これは i, k, l が相異なることを表しており，正確には

i ̸= k かつ k ̸= lかつ l ̸= iである．

■式 (26.6)について 式 (26.6):eiklm∂kFlm = 0は電磁場テンソルの対偶テンソル F ∗ik ≡ 1
2!e

iklmFlm に対

する式 ∂kF
∗ik = 0となっている．実際に式 (26.5):∂iFkl + ∂kFli + ∂lFik = 0をこのように書き換えられる

ことは次のように確かめられる．

0 =
1

3!
eiklm(∂kFlm + ∂lFmk + ∂mFkl)

=
1

3!
(eiklm + eimkl + eilmk)∂kFlm

=
1

2!
eiklm∂kFlm (⇔ 式 (26.6))

=∂kF
∗ik.

§ 25のノートで調べたように，

F ∗0α = −Hα, F ∗αβ = eαβγEγ (e123 = +1)

なので，式 (26.6)′ : ∂kF
∗ik = 0から改めてMaxwell方程式

i = 0 : 0 = ∂kF
∗0k = −∇ ·H, i = α : 0 = ∂kF

∗αk =

[
1

c

∂H

∂t
+∇×E

]
α

が得られる．

§ 27．電磁場の作用関数

電荷だけでなく場のダイナミクスも決定するには，電荷がないときの場に対する作用 Sf を考えて系全体の

作用を
S = Sm + Smf + Sf

としなければならない．場の作用は

Sf = a

∫
FikF

ikdV dt

という形を持つ．このとき場のラグランジアン (密度)は

• 場の 2次の量

→ 場の方程式は線形微分方程式 → 重ね合せの原理が成立．
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• ポテンシャルと違って一義的に決まる量 Fik から成る．

• Lorentzスカラーである．

• 場の時間に関する 1階導関数だけを含む

→ 場の方程式は時間に関して 2階の微分方程式 → 古典的因果律が満たされる．

Sf が極小値をとるには a < 0が必要であり，Gauss単位系で a = −1/16π である．こうして電磁場と粒子の
系に対する完全な作用は� �

S = −
∑

mc

∫
ds−

∑ e

c

∫
Akdx

k − 1

16πc

∫
FikF

ikd4x� �
となる．

(p.78脚注 1を引用)ガウスの単位系に加えて，いわゆるヘヴィサイド単位系が使われることもある．そのとき

には a = −1/4となる．この単位系では，場の方程式［Maxwell方程式］はより便利な形になるけれども (4π が

現れない)，他方クーロンの法則［や Biot-Savartの法則，遅延ポテンシャルの式］に 4π が現れる．逆に，ガウス

の系では場の方程式が π［4π］を含み，クーロンの法則は簡単な形になる．

§ 27について

■粒子が場に与える影響 (最終段落)について 粒子の座標についての変分で δSf = 0となるので Sf を作用に

加えても運動方程式は変わらず，「粒子の運動に影響をおよぼすことはできない」(p.76，l.15)．本来 Smf の中

に粒子と場の双方向への影響が含まれており，特に Smf の中の Ai を与えられたものと見ると粒子から場への

反作用が無視されることになるにすぎない．粒子から場への反作用があろうとも，場に対する作用 Sf を導入

しなければ場のダイナミクスを記述することはできない．

■「Smf においては，一義的でないことは重要でない」(p.77，l.6)について 実際，電荷保存則によれば Smf

におけるポテンシャルの不定性は運動方程式に影響しないことが§ 29最終段落にて証明される．

§ 28．4次元電流ベクトル

点電荷の系の電荷密度は
ρ(r, t) =

∑
a

eaδ(r − ra(t))

である．実際これは

• 点電荷が存在している点を除いてはゼロになり，
•
∫
ρdV は積分領域に含まれる電荷の和を与える．

一般に電荷密度 ρは不変量ではなく，積 ρdV が不変量となる*14．

電流密度の 4元ベクトル ji = (cρ, j)を導入すると，作用の相互作用項は，場を基調とした表現

Smf = −
∑ e

c

∫
Aidx

i = − 1

c2

∫
Aij

id4x

に書き換えられる［本稿次節で確認］．

*14 dV の値は座標系ごとに変わっても，これが指定する空間内の領域は座標系に依らずに定義され，そこに含まれる電荷 ρdV はど
の座標系で見ても変わらない．
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図 19 電流密度ベクトル (電荷の流れの密度・流束) j

§ 28について

■電荷密度 (28.1)の引数 (t, r)依存性 式 (28.1)の引数を明示すると

ρ(r, t) =
∑
a

eaδ(r − ra(t))

となる．ここで位置 r は場の値を評価する観測点の位置であるのに対し，ra は粒子の位置であり，その引数

tが場 ρ(r, t)の時間依存性となっている．これは荷電粒子の運動が電荷分布の時間変化を引き起こすという，

当然の事実を表している．

■流れの密度 (流束) j について 電流密度 j とは電荷の流れの方向を向き，大きさが自身に垂直な単位面積

を単位時間に通過する電荷の総量に一致するようなベクトルである．ここから面積素ベクトル df を持つ面積

素を単位時間に通過する電気量は j · df で与えられることが分かる．実際，図 19より電流密度 j と角度 θを

成す面要素を単位時間に通過する電荷の総量は

j × (df cos θ) = j · df

となっている．

■電流密度 (28.2):ji = ρdxi/dtの再定義 p.79，l.6で明確な意味を与えられずに導入された dxi は，電荷が

空間に連続的に分布している描像の下で点 xi にある流体粒子の dt中の変位 (の第 i成分)を意味すると考え

られる．式 (28.2):ji = ρdxi/dtはこの解釈と整合している．次に電荷が離散的な点粒子から成る描像に移る

には，

ji =
∑
a

ea
dxi

dt
δ(r − ra) → ji =

∑
a

ea
dx i

a

dt
δ(r − ra),

dx i
a

dt
は a番目の粒子の速度

と再定義すれば良いと考えられる．連続体近似における表式は r = ra では dxi/dt = dx i
a /dt，r ̸= ra では

δ(r − ra) = 0だから粒子系に対する表式に一致する．一方，粒子が希薄なとき，連続体に対する表式はもは

や有効でない (r ̸= ra の位置では電荷の速度 dxi/dtはもはや定義されないから)．流体の速度 dxi/dtは
∑
a

の外に出せるのに対し，粒子の速度 dx i
a /dtは

∑
a の外に出せない．

次元解析 電流密度 (28.4):ji = (cρ, j)の時間成分と空間成分は等しい次元を持つ：

[cρ] = [jα].
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ji が 4元反変ベクトルであること ji がベクトルとして変換することを確かめる p.79の議論を，粒子系に関

して再定義した

ji =
∑
a

ea
dx i

a

dt
δ(r − ra)

に対してやり直そう．

dt

∫
dV ji = dt

∑
a

ea
dx i

a

dt
=
∑
a

eadx
i
a

の最右辺において ea はスカラー，dx i
a は 4元反変ベクトルだから，最右辺全体は 4元反変ベクトルである．

よって最左辺も 4元反変ベクトルでなければならない．ところが dV dtはスカラーだから，ji は 4元反変ベ

クトルである．

あるいは ji を反変ベクトルであることが明白な形に書き換えるのも教育的である [2, p.164]．a番目の粒子

の固有時間を τa と書くと，電流密度の 4元ベクトルは

ji(x) =
∑
a

eacδ(r − ra(t))
dx i

a

dx0

=
∑
a

eac

∫
δ(x− xa)

dx i
a

dx 0
a

dx 0
a

=
∑
a

eac

∫
δ(x− xa)

dx i
a

dτa
dτa (19)

と書き換えられる．最右辺において dτa はスカラーであり，dx i
a /dτa は 4元反変ベクトルである．また座標

変換 x→ x′ に伴うデルタ関数の変換則を調べると，

1 =

∫
δ4(x′)d4x′ =

∫
δ4(x)d4x =

∫
δ4(x)

∂(x)

∂(x′)
d4x′, ∴ δ4(x′) =

∂(x)

∂(x′)
δ4(x)

となるので，デルタ関数は一般にはスカラー密度である．ところが (空間反転を含まない)Lorentz 変換では
∂(x)
∂(x′) = +1だから，上式の最右辺は全体として反変ベクトルになっていることが分かる．

Smf の ji を用いた書き換え 作用の相互作用項が ji を用いて p.80のように書き換えられることを，粒子系

に関して再定義した

ji =
∑
a

ea
dx i

a

dt
δ(r − ra)

に対して確かめる．

− 1

c2

∫
Aij

id4x =− 1

c

∫
Ai

{∑
a

ea
dx i

a

dt
δ(r − ra)

}
dV dt = −

∑
a

ea
c

∫
Ai(ra, t)

dx i
a

dt
dt

=−
∑
a

ea
c

∫
Ai(ra, t)dx

i
a .

式 (31.3)の 3行下の式について 同様に∫
V

j ·EdV =

∫
V

∑
a

eavaδ(r − ra) ·E(r)dV =
∑
a

eava ·E(ra)

と考えれば良い．これは単位体積中の電荷が電場からされる仕事率 (Joule熱)が j ·E と表されることを意味
する．共通の電荷 eを持つ粒子が数密度 nの連続体として分布しているときには，その局所的な速度を v と

すると
j ·E = n(v · eE)
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なので，そのことは見やすい．

式 (34.1)の 1つ前の式から式 (34.1)への書き換えについて ここで v → va と書き換えられているのも同様．

§ 29．連続の方程式

電荷保存則は連続の式
∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (20)

によって表されることを説明する．まず，電荷保存則は次のように言い表せる：

空間に固定した領域内部の電荷が増加したならば，それは領域内部で電荷が無から生じたからではなく，

領域の表面を通って電荷が内部に流入したからである． (21)

特に空間の各位置の周りに無限小領域 d3xを考えれば，単位時間当たりの内部の電荷 ρd3xの増加量は ∂ρ
∂t d

3x

である．一方，電流密度 j は名前の通り電荷の流れの密度を表すので，電荷の流入量は −∇ · jd3x である．
これらを等置して連続の式 (20)を得る．さらに各体積要素 d3xで

∂ρ

∂t
d3x = −∇ · jd3x

が成り立てば，任意の有限な領域 V に対しても保存則の主張 (21)が成り立つ．実際，領域 V を構成する全て

の体積要素 d3xについて電荷の流入量 −∇ · jd3xを足し合わせると体積要素間の電荷の出入りが相殺され，
表面 S からの流入量 −

∫
S
j · df になる*15．こうして領域 V 内部の電荷

∫
V
ρd3xは，単位時間に表面 S から

流入した分だけ増加することになる：

d

dt

∫
V

ρd3x = −
∫
S

j · df .

ここで総電荷
∫
V
ρd3xは時間 tだけの関数であることに注意して，常微分の記号 d/dtを用いた．df は表面

S の外向き法単位ベクトルである．

連続の式は
∂ij

i = 0

とも表される．［このように書けば左辺はスカラーなので，共変性が明白である (付録 B参照)．これは時空に

おいて電流がわき出さず，滞りなく流れることを意味する．］

■粒子系 粒子系に関する表式

ρ(r, t) =
∑
a

eaδ(r − ra(t)), j(r, t) =
∑
a

eava(t)δ(r − ra(t))

に対して連続の式は自動的に満たされる［本稿次節で確認］．

*15 このことは体積要素 dV が直方体 d3xに限らず無限小の四面体の場合にも成り立ち，数学的には発散定理と呼ばれ，
∫
V ∇ ·jdV =∫

S j · df と書かれる
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■ゲージ不変性と電荷保存則 最後にゲージ不変性と電荷保存則の関係性について，§ 18(p.56の脚注)の説

明と併せて論じる．作用のゲージ不変性が非自明な項は粒子と場の相互作用項であり，その 2通りの表現

Smf = −
∑ e

c

∫
Aidx

i, Smf = −
1

c2

∫
Aij

id4x

に応じてゲージ不変性と電荷保存則の関係を 2 通りに見ることができる．相互作用項 Smf のゲージ変換

δAi = −∂if に伴う変化
δSmf =

∑ e

c

∫
df, δSmf =

1

c2

∫
(∂if)j

id4x

は電荷保存則により eが時間に依らない定数であれば，あるいは連続の式 ∂ij
i = 0が成り立てば，それぞれ

δSmf =
∑∫

d
(e
c
f
)
, δSmf =

1

c2

∫
∂i(fj

i)d4x

となる．これらは与えられた境界の値で決まるような，変分をとると落ちる量となっているから，運動方程式

は不変に保たれる．(ここでの δはゲージ変換に伴う変化量を表し，変分の意味ではないことに注意する．) こ

のようにゲージ不変性と電荷保存則は密接に関係している．

§ 29について

■粒子系に対する密度の表式が連続の式を自動的に満たすこと § 28の補足にて修正した電流密度の表式

j(r, t) =
∑
a

eava(t)δ(r − ra(t))

を用いて，粒子系に対する密度の表式が連続の式を自動的に満たすことの証明 pp.81–82を多粒子系の場合に

拡張する．電荷密度・電流密度の式

ρ(r, t) =
∑
a

eaδ(r − ra(t)), j(r, t) =
∑
a

eava(t)δ(r − ra(t))

に対して ∂ρ
∂t +∇ · j = 0を自動的に満たすことは，

∂

∂t
ρ(r, t) =

∑
a

ea
∂

∂t
δ(r − ra(t)) =

∑
a

eava(t) ·
∂

∂ra(t)
δ(r − ra(t))

=−
∑
a

eava(t) ·∇δ(r − ra(t)),

∇ · j(r, t) =∂iji(r, t) =
∑
a

eav
i
a (t)∂iδ(r − ra(t))

=
∑
a

eava(t) ·∇δ(r − ra(t))

となるので，これらを辺々足すと連続の式が得られる [7, p.195]．これは系が生成消滅しない点電荷で構成さ

れていることを電荷密度・電流密度の式が適切に表現しているため，電荷保存則すなわち連続の式が満たされ

るものと解釈できる．

一方で電荷密度・電流密度の具体的な表式とは無関係に，Maxwell方程式 (30.2): ∂kF
ik = − 4π

c j
i の中に

連続の式が含まれていることが次のように分かる (§ 30参照)．

∂ρ

∂t
+∇ · j = ∂ij

i = − 1

4π/c
∂i∂kF

ik = 0.

最後の等号では添字 i, k について ∂i∂k は対称，F ik は反対称なので ∂i∂kF
ik = 0となることを用いた．
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図 20 全 3次元空間を含む無限超曲面と，面を通過する電荷

■全電荷の表式 (p.82，l.9)について
∫
ρdV = 1

c

∫
j0dS0 = 1

c

∫
jidSi の 2番目の等号は，x0 軸に垂直な超

平面内のベクトルに対して dx0 = 0より dS1,dS2,dS3 = 0となるから．これは xy 平面に平行な領域の面積

分で df が x, y 成分を持たない，あるいは領域の yz, zx面への正射影が面積を持たないのに似ている．

■全電荷の保存 「x0 =一定というどの超平面についておこなっても積分
∫
jidSi は同じである」(p.82，l.13)

ことを示すのに，単位時間だけ隔たる 2枚の x0 = (一定)の超平面における総電荷の差を考えれば，Gaussの

定理 (6.15)を用いる必要はない：

d

dt

∫
j0dV =−

∫
∂αj

αdV (連続の式∂ij
i = 0)

=0. (空間の無限遠で jα = 0)

■「全 3次元空間を含む 2つの任意の無限超曲面」(式 (29.5)の 2行下)について 図 20参照．

■§ 29最終段落について ポテンシャルの不定性が運動方程式に影響しないことの電荷保存則を用いた確認

では次のように部分積分を用いる．Smf をゲージ変換すると

Smf → Smf +
1

c2

∫
(∂if)j

idΩ = Smf +
1

c2

∫
∂i(fj

i)dΩ− 1

c2

∫
f ∂ij

i︸︷︷︸
=0

dΩ = Smf +

∫
fjidSi.

最後の第 2項の積分領域である「境界の超曲面」(p.83，l.4)とは図 21のような“円柱”の表面である．その

“側面”すなわち 3次元空間の無限遠では ji = 0なので x0 = ctA, ctB での積分が残る．ここでは変分をとる

際，粒子の座標が変化しないからこの積分は変分によって落ちる．

§ 30．マクスウェル方程式の第 2の組

場と粒子の完全な作用 S = Sm + Smf + Sf (§ 27，§ 28)に最小作用原理を適用し，与えられた粒子の運

動に対して，場 Ai だけを変化させたとき作用の変分が δS = 0となることを要求すると，場の方程式

∂kF
ik = −4π

c
ji (30.2)

が導かれる (導出は下記)．これはMaxwell方程式の第 2の組

∇×H =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j, ∇ ·E = 4πρ (30.3–4)
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図 21 超平面 x0 = ctA, ctB によって切り取られた時空の領域

を与える (導出は下記)．［このようにMaxwell方程式の非自明な組は源 (物質)の項を含む．］

∇ ·E = 4πρ ⇔
∮

E · df = 4π

∫
ρdV

［電荷はその周りにわき出すような電場を作る］,

∇×H =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j ⇔

∮
H · dl = 4π

c

∫ (
j +

1

4π

∂E

∂t

)
· df[

電流 (密度)と変位電流
1

4π

∂E

∂t
が周りに磁場の渦を作る

]
.

Maxwell 方程式 ∂kF
ik = −4π

c j
i は連続の式 ∂ij

i = 0 を含んでいる．［本稿では§ 29 のノートで確認済

み*16．逆にMaxwell方程式が変位電流の項を欠いていたら，電荷保存則・ゲージ不変性・Lorentz不変性が

破れる］．

§ 30，式の導出など

■場の方程式 (30.2)の導出 完全な作用

S = Sm −
1

c

∫ (
1

c
Aij

i +
1

16π
FikF

ik

)
d4x

の場 Ai に関する変分をとると，

δS =− 1

c

∫ (
1

c
jiδAi +

1

8π
F ikδFik

)
d4x

(∵ δSm = 0, F ikδFik = FikδF
ik［計量は変分されないため］)

=− 1

c

∫ {
1

c
jiδAi +

1

8π
F ik(∂iδAk − ∂kδAi)

}
d4x

=− 1

c

∫ (
1

c
jiδAi −

1

4π
F ik∂kδAi

)
d4x

*16 等価的に
∂ρ

∂t
+∇ · j =�����1

4π

∂

∂t
∇ ·E +∇ ·

1

4π

(
c∇×H

�
��−
∂E

∂t

)
= 0 (∵ ∇ · (∇×H = 0))

としても良い．
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(第 2項でダミー添字の入れ替え i↔ k を行い，反対称性 F ki = −F ikを利用)

=− 1

c

∫ (
1

c
ji +

1

4π
∂kF

ik

)
δAid

4x+
1

4πc

∫
F ikδAidSk

∣∣∣∣ . (部分積分した) (30.1)

となる．最右辺の境界項は空間の無限遠と時間の限界から成り［§ 29のノートの図 21参照］，3次元空間の

無限遠では場はゼロであり，時間の限界では変分 δAi = 0である．よって境界項はゼロであり，そこで任意の

変分 δAi = 0に対して δS = 0となることを要求すると，場の方程式 (30.2)が得られる．［本稿の付録 Dでは

以上の議論を，一般相対性理論の場合へと一般化する．］

■Mawxell方程式 (30.2)の，式 (30.3),(30.4)への書き換え 電磁場を用いてMaxwell方程式 (30.2):∂kF
ik =

−4π
c j

k を具体的に書き下すと，

−4πρ = −4π

c
j0 = ∂kF

0k = ∂αF
0α = −∂αEα ⇔ ∇ ·E = 4πρ : (30.4),

−4π

c
jα = ∂kF

αk = ∂0F
α0 + ∂βF

αβ = ∂0Eα − εαβγ∂βHγ ⇔ ∇×H =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
: (30.3)

となる．

§ 30について

■δS の式 (30.1)について 右辺第 2項の符号は +と考えられる［本稿では修正済み］．これは以降の議論に

は影響しない．

■Hamilton 主関数 作用を現実の場の時間発展に対して評価し，終状態における力学変数の関数と見なす．

このとき，終状態の変化に伴う作用の変化は，式 (30.1)より

δS =
1

4πc

∫
F i0δAidV

で与えられる．この結果は次のように解釈できる．空間を体積 ∆V の胞 (セル)に分割し，その中心に位置す

る格子点 rでの場の値 Ai(r, t)を力学変数 q(t)と見なす．(ここでは Lorentz添字 iと位置 rが力学変数 q の

種類を指定するラベルである．) また

πi =
∂L
∂Ȧi

=
1

c

∂L
∂(∂0Ai)

= − 1

4πc
F 0i

(ただし L はラグランジアン密度，最後の等号は教科書 p.91(§ 33 の式 (27)) を参照) は場の運動量密度，

πi∆V ≡ pi は胞が持つ，力学変数 Ai(r, t)に共役な運動量と見なせる．このとき上式は

δS =
∑
胞

piδAi,
∂S

∂Ai
= pi

を意味する．

なお，我々のラグランジアン密度 Lの選択では π0 = 0である．Fermiによって提案されたラグランジアン

密度 L = − 1
2 (∂iAk)(∂

iAk) は我々の L と場の 4 元発散だけ異なるため，等価なラグランジアン密度であり

(§ 32のノート参照)，これを用いた場合 πi = − 1
c2 Ȧ

i となる [5, p.89]．
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図 22 Maxwell方程式まとめ (MKSA単位系を採用)

■Gaussの法則 (30.5)について 任意の閉曲面 Sからの電場のわき出しが，Sの外部の電荷分布とは無関係に

Sの内部の総電荷 Q =
∫
V
ρdV で決まることを意味している．曲面の外部の電荷が作る電気力線 (電場ベクト

ルをなめらかに繋いだ積分曲線)は，表面に入射した後，再び表面の外へ出るため，電場のわき出しに寄与し

ない．また表面が入り組んでいる場合，内部の電荷が作る電気力線は表面において出入りを繰り返し得る．し

かし表面を複雑に変形しても，内部の電荷の総量が変わらない限り，電荷の正味のわき出しは不変である．

■変位電流の定義について 教科書では変位電流を，電流密度 j にならぶ量として 1
4π

∂E
∂t で定義している

(p.85)．これに対し積分形の Ampère-Maxwellの法則 (30.8):∫
C

H · dr =
4π

c

∫
S

(
j +

1

4π

∂E

∂t

)
· df

において，曲面 Sを貫く全電流 I =
∫
S
j · df と同様に磁場の循環 (周回積分)

∫
C
H · drをもたらす量として，

電場の束の時間変化
1

4π

d

dt

∫
S

E · df

を 1種の電流と見て変位電流と定義することもある．

■Maxwell方程式 (まとめ) § 26と§ 30で得たMaxwell方程式を，電場と磁場に対する渦とわき出しの式

として改めて図 22にまとめておこう．各式の定性的な意味合いは以下の通りである．
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� �
• Gaussの法則　∇ ·E = 4πρ

電荷の周りに電場がわき出すように分布する．

– 例えば静電場に対する Coulombの法則はここから導かれる (§ 36)．

• Faradayの電磁誘導の法則　∇×E = −1

c

∂H

∂t
磁場の時間変化は周りに渦を巻くような電場分布を作る．

– 仮に空間にコイルが置かれていれば，導体内部の電荷がこの電場から力を受けて電流が流れる

(電場そのものは導体の有無に関わらず存在する)．これに対して一定の磁場の中を導体が動く

ときに生じる起電力は，Lorentz力によるものである．

• 磁場はわき出さないこと　∇ ·H = 0

– これにより磁気モノポール (N極，S極が単独で存在すること)が禁止される．実際，磁石の N

極だけを単離できたとすると，それを取り囲む閉曲面からは磁場が“わき出す”ことになる．

• Ampère-Maxwellの法則　∇×H =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j

「電流」と「電場の時間変化」は周りに渦を巻くような磁場分布を作る．

– 直線電流や円形電流の作る静磁場の公式の基になる Biot-Savart の法則はここから導かれる

(§ 43)．電場の時間変化が磁場を作ることは，磁場の時間変化が電場を作ること (電磁誘導の

法則)と対称的な関係にあり，電磁波においては時間変化する電場と磁場がお互いを生み出し

ながら空間を伝播する (第 6章)．� �
次にいくつか詳細を補足する．

積分形のMaxwell方程式の無矛盾性 まず積分形の電磁誘導の法則∫
C

E · dr = −1

c

d

dt

∫
S

B · df

を考える (C は曲面 S の縁を成す閉曲線，dr はその線要素ベクトル)．Maxwell 方程式 ∇ · B = 0 によれ

ば磁場はわき出さない．ここから磁束
∫
S
B · df の値は閉曲線 C を縁として共有する全ての曲面 S に共通

であることが保証される．実際そのような 2つの異なる曲面 S1, S2 をとると，S1 と S2 から作られる閉曲面

S = S2 − S1 からの磁場のわき出しはゼロになるため

0 =

∮
S

=

∫
S2

−
∫
S1

, ∴
∫
S1

=

∫
S2

.

またMaxwell方程式により電荷保存則

∂ρ

∂t
+∇ · j = ∇ ·

(
j +

1

4π

∂E

∂t

)
= 0

が自動的に満たされる．これは第 2辺を見ると分かるように，変位電流も含めた電流の密度がわき出さないこ

とを意味している．ここから積分形の Ampère-Maxwellの法則∫
C

H · dr =
4π

c

∫
S

(
j +

1

4π

∂E

∂t

)
· df

の右辺における面積積分の値が，閉曲線 Cを縁として共有する全ての曲面 Sに共通であることが保証される．
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図 23 コイル Cが単位時間に C′ まで移動して作られる側面の要素 v × dr

運動する導体内に発生する起電力 導線コイル C (閉じた導線) が磁場の中を動くとき，導体内部の電荷が

Lorentz力を受けるため実効的に起電力 Vemf が生じる (emfは electromotive forceの略)．しかしこれは上記

の電磁誘導とは異なる現象であり，このときの起電力は磁場が時間変化しない場合にも生じ得る．ところが奇

しくも，この場合の起電力も電磁誘導の場合と全く同じ形

Vemf = −
1

c

dΦ

dt
(22)

に表される (Φ =
∫
B · df はコイルを貫く磁束，導出は下記)．これは「現在のところ偶然のいたずらとしか

考えようがない」 [7, pp.209–212]．
起電力の式 (22)の導出 一般にはコイル Cを貫く磁束の変化への寄与は，コイルの運動だけでなく磁場自身の変化から

も来る．しかしそれらは Leibniz則により，個別に扱うことができるので，以下では磁束密度 B が時間変化しな

い場合に話を限定する．速度 v で運動する導線の素片 dr 内の電荷 eに働く Lorentz力は，その位置での磁束密度

B を用いて ev
c
×B と表される．そこで実効的な電場を E = v

c
×B と同定し，コイル Cの起電力を

Vemf =

∫
C

(v
c
×B

)
· dr = −1

c

∫
C

B · (v × dr)

と考えると，最右辺のB · (v×dr)は図 23のように Cが単位時間のうちに移動して作られる側面の要素 v×drを

貫く磁束になっている．ところで単位時間後のコイルの位置を C′ とすると，磁場はわき出さないから (∇ ·B = 0)

C′ を貫く磁束を計算するのに C′ を縁とする任意の曲面を選んで良い．そこで

(C′を貫く磁束) = (Cを貫く磁束) + (側面を貫く磁束)

とすると，(側面を貫く磁束) =
∫
C
B · (v × dr)は単位時間当たりの磁束の変化 dΦ/dtに一致していることが分

かる．以上より起電力の式 (22)を得る．

磁場のわき出し 磁場がわき出さないことは，磁石の N極または S極が単独で存在できないこと (磁気モノ

ポールが禁止されること)を含意する．実際，磁石の N極だけを単離できたとすると，それを取り囲む閉曲面

からは磁場が“わき出す”ことになる．現実には図 24のように磁石の N極と S極は必ずペアで現れ，磁石を

囲う閉曲面からの N極側での磁場の“流出”と S極側での“流入”は相殺するため，わき出しはゼロになる．

実は棒磁石内部には S極から N極に向かう磁場が分布しているため，図 25のように N極だけを囲う閉曲面

をとってもやはり磁場のわき出しはゼロになる．
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図 24 磁石全体を取り囲む閉曲面 図 25 N極だけを取り囲む閉曲面

§ 31．エネルギーの密度と流れ

Maxwell方程式から

− ∂

∂t

(
E2 +H2

8π

)
= ∇ · S + j ·E, S ≡ c

4π
E ×H：Poyntingベクトル (23)

が導かれる (導出は下記)．

一方，粒子の運動方程式より，静止エネルギーを含めた運動エネルギー Ekin =
∑

mc2√
1−(v/c)2

(§ 17)に対し

て電場のする仕事と粒子系の運動エネルギーの関係∫
j ·EdV =

∑
ev ·E =

d

dt
Ekin (24)

が成り立つ (導出は下記，
∑
は積分範囲内の全粒子にわたる和)．よって式 (23)の両辺を空間全体にわたって

体積積分すると
d

dt

(∫
E2 +H2

8π
dV +

∑
Ekin

)
= 0

となる (無限遠で場はゼロになるから，S の表面積分は落ちる)．空間全体の電磁場と粒子から成る閉じた系に

対して全エネルギーは保存することを要求すると，

W ≡ E2 +H2

8π

は電磁場のエネルギー密度と解釈できる．

次に空間の有限領域にわたる体積積分を考えると

d

dt

(∫
E2 +H2

8π
dV +

∑
Ekin

)
= −

∮
S · df (25)

となるので (df は表面の面要素ベクトル)，S は場のエネルギーの流れの密度と解釈できる．実際このとき上

式 (25)は単位時間に流出する場のエネルギーだけ内部の場と粒子のエネルギーが減少することを表すことに

なる．［ここでは粒子が注目している空間領域から逃げる場合は考えていない．］

［以上を踏まえて最初の式 (23)を振り返ると，これは単位時間において単位体積の場のエネルギーの減少量

− ∂
∂t

(
E2+H2

8π

)
が，場のエネルギーの流出∇ · S と電場の粒子に対する仕事 j ·E によってもたらされること

を意味している．］
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§ 31，式の導出など

■式 (23)の導出 Maxwell方程式 (26.1)，(30.3):

∇×E = −1

c

∂H

∂t
, ∇×H =

1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j

を用いると，

∂

∂t

(
E2 +H2

8π

)
=

1

4π

(
E · ∂E

∂t
+H · ∂H

∂t

)
=− j ·E − c

4π
{H · (∇×E)−E · (∇×H)}

=− j ·E −∇ · S, S ≡ c

4π
E ×H : (23)

を得る．最後の等号はベクトル解析の公式∇ · (a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b)による．

■式 (24)の導出

• 第 1の等号について

荷電粒子系の電流密度の表式
j(r, t) =

∑
a

eava(t)δ(r − ra(t))

による (本稿の§ 28，§ 29の補足を参照)．

• 第 2の等号について，式 (17.7)を参照．粒子が多数ある場合への一般化は直接的である．

§ 31について

■エネルギー密度の表式 (31.5)について コンデンサーやソレノイドコイルに蓄えられるエネルギーの計算

から，静電場または静磁場の一方のみが存在する場合のエネルギー密度がそれぞれ，国際 (MKSA)単位系に

おいて 1
2ε0E

2, 12µ0H
2 = B2

2µ0
となることが分かっている．国際単位系から Gauss単位系に移るには

√
4πε0E → E,

√
4πµ0H →H (

√
4π/µ0B → B)

とすれば良い．よって Gauss単位系における表式はそれぞれ E2/8π,H2/8π となる．エネルギー密度の表式

(31.5):W = E2+H2

8π はその自然な一般化となっている．

なお，同様に Poyntingベクトルの表式を国際単位系から Gauss単位系に移すと

S = E ×H → S =
4π

c
E ×H : (31.2)

となる．

§ 32．エネルギー・運動量テンソル

電磁場・重力場を想定し，場 q = {q(l)}から成る系の作用を

S =

∫
Ldt =

∫
ΛdV dt, Λ(q, q,i) : Lagrangian密度

87



と書く (q,i ≡ {q(l),i }, q
(l)
,i ≡ ∂iq(l))*17．系が閉じていることを反映して，Λは xi に依存しない．このとき最小

作用原理から，運動方程式

∂i
∂Λ

∂q
(l)
,i

− ∂Λ

∂q(l)
= 0 (32.2)

が導かれる (導出は下記)．ここから保存則

∂kT
k
i = 0, T k

i =
∑
l

q
(l)
,i

∂Λ

∂q
(l)
,k

− δ ki Λ：エネルギー・運動量テンソル (32.4–5)

が得られる (導出は下記)．これは

P i = const

∫
T i0dV

が保存することを意味する．［この保存則は系が閉じており，Λが xi に依存しないことに由来しているから，］

これは系の運動量の 4元ベクトルと見なされる．ところが

T 00 =
∑
l

q̇(l)
∂Λ

∂q̇(l)
− Λ

はエネルギー密度［ハミルトニアン密度］だから，そのためには const = 1/cとおけば良い．

T ik → T ′ik = T ik + ∂lψ
ikl, ψikl = −ψilk (32.7)

とすると T ′ik もまた保存則 ∂kT
′ik = 0を満たす (∵ ∂k∂lψ

ikl = 0)．しかも T ik と T ′ik は同じ全 4元運動量

P i を与える (確認は下記)．ところで運動量密度 T i0/cを用いて角運動量密度を表せる，すなわち角運動量が

M ik =
1

c

∫
(xiT k0 − xkT i0)dV

によって与えられることを要求すると，角運動量の保存則 ∂l(x
iT kl − xkT il) = 0は T ik が対称であること

T ik = T ki (32.10)

を要請する (確認は下記)．前述の T ik の任意性を利用して T ik を対称に選ぶことができる．

以上より

T 00 =W：エネルギー密度，
1

c
Tα0：運動量密度

である．このとき

∂iT
0i = 0 → cT 0α = Sα：エネルギー流束，

∂iT
αi = 0 → Tαβ = σαβ：応力テンソル (α :力の向き，β : 面)

となる．よって

T 0α = c× (運動量密度)α =
1

c
× (エネルギーの流れの密度)α.

*17 場に対しては記号 ϕ，ラグランジアン密度に対しては記号 Lを充てる方が一般的である．
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§ 32，式の導出など

■Euler-Lagrange方程式 (32.2)の導出 場 q(l) の変分に対して作用 S =
∫
ΛdV dtが停留値をとる条件は

0 = δS =

∫ {
∂Λ

∂q(l)
δq(l) +

∂Λ

∂(∂iq(l))
δ(∂iq

(l))

}
dV dt =

∫ {
∂Λ

∂q(l)
− ∂i

∂Λ

∂(∂iq(l))

}
δq(l)dV dt

と書ける (ただし場の種類 l についても和をとる)．ただし最後の等号では δ(∂iq
(l)) = ∂i(δq

(l))に注意して被

積分関数の第 2項を部分積分した．その際，作用の積分が行われる時空領域の境界は空間の無限遠の“側面”

と，場の値が指定された“平面”t = t1, t2 から成り，ここでは場または変分 δq(l) がゼロになることを用いた．

上式最右辺において場の種類ごとに変分 {δq(l)}を独立にとれることから，Euler-Lagrange方程式 (32.2):

∂i
∂Λ

∂(∂iq(l))
− ∂Λ

∂q(l)
= 0

を得る．

■保存則 (32.4–5)の導出

∂iΛ =
∂Λ

∂q(l)
∂iq

(l) +
∂Λ

∂(∂kq(l))
∂i(∂kq

(l)) ［ここでΛが xに陽によらないことを用いた］

=

(
∂k

∂Λ

∂(∂kq(l))

)
∂iq

(l) +
∂Λ

∂(∂kq(l))
∂i∂kq

(l)

(∵ Euler-Lagrange方程式 (32.2)［これも対称性の帰結］)

=∂k

(
∂Λ

∂(∂kq(l))
∂iq

(l)

)
より，式 (32.4–5)を得る．

■T ik と式 (32.7)の T ′ik が同じ全 4元運動量 P i を与える理由 再定義されたエネルギー・運動量テンソル

(32.7) における付加的な項 ∂lψ
ikl の，運動量 P i = 1

c

∫
T i0dV への寄与は

1

c

∫
∂lψ

i0ldV =
1

2c

∫
∂l(ψ

i0l − ψil0)dV =
1

2c

∫
∂α(ψ

i0α − ψiα0)dV

である．最右辺は 3次元空間の無限遠の表面積分に変換されてゼロになるので，エネルギー・運動量テンソル

の再定義に伴って全 4元運動量 P i は変化を受けない．

■軌道角運動量が保存する条件としてエネルギー・運動量テンソルの対称性 (32.10) を導出 角運動量保存

則は

0 = ∂l(x
iT ki − xkT il) =δilT ki + xi∂lT

kl − δkl T il − xk∂lT il

=T ki − T ik (∵ ∂lT
il = 0)

と書き換えられる．これはエネルギー・運動量テンソルの対称性を意味する．

§ 32について

■ラグランジアン密度の任意性 粒子系の理論では，ラグランジアンにはゲージ変換 L→ L+ df/dtを施す

自由度がある (『力学』§ 2)．場の理論に関しても，ここで同様の考察を行っておくのが適切であろう．
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ラグランジアン密度を
Λ → Λ′ = Λ+ ∂µf

µ

と変更しても運動方程式は不変である．実際，作用は時空のある領域 Ωにわたるラグランジアン密度の積分

であることを思い出すと，一般に場の関数 fµ の 4元発散 ∂µf
µ だけ異なる 2つのラグランジアン密度は，領

域 Ωの表面にわたる fµ の積分だけ異なる 2つの作用を与える．ところで最小作用原理において領域 Ωの表

面は空間の無限遠の“側面”と，場の値が指定された“平面”t = t1, t2 から成り，ここでは場またはその変分

がゼロになるため，2つの作用の差は変分をとると落ちる．よって作用が停留値をとる条件に他ならない場の

方程式は，2つのラグランジアン密度に対して共通となる．

■「力学でエネルギー保存を導きだす手続きと同じ」(p.87一番下)について 『力学』§ 6参照 [3, p.16]．

■いくつかの量 q(l) があるときの T k
i が式 (32.5)になることの確認 導出過程で q → q(l) の置き換えをし，l

について Einsteinの縮約記法を適用するだけで良い．

■式 (32.3)の T ki について ∂kT
k
i = 0:(32.4)と ∂kT

ik = 0:(32.12)を見比べると，あるいは p.92の上 2式を

見比べると，T ki は T k
i のことであり，g

mi と縮約すると (T km でなく)Tmk になると考えられる．式 (32.3)

の段階ではこれは対称テンソルでないから，この区別は重要である．

■「このベクトルは系の運動量の 4元ベクトルと同一のものとみなさなければならない」(p.88下から 9行目)

について Λ が xi に依らないこと (時空並進対称性) に付随する保存量だから．電磁場に対してこれが妥当

だったことは§ 33で裏付けられる．

■角運動量 (32.8)について dP i を 3次元空間の体積 dV がもつ運動量または (エネルギー)/cとする，すな

わち dP i ≡ T i0

c dV = T i0

c dS0 とすると，3次元空間全体にわたる積分∫
(xidP k − xkdP i) = 1

c

∫
(xiT k0 − xkT i0)dS0

は系の全角運動量となる．これが保存することは考えている系が閉じているため，時空における回転対称性を

持つことから要求される (直接的な証明は付録 E)．これに対し§ 14の角運動量保存則は粒子系に対する議論

であった．

式 (32.8)の 4元角運動量が保存する条件として，エネルギー・運動量テンソル T ik の対称性を導いた．T ik

の対称性を仮定せず，場の系の時空における回転対称性から導かれる保存量M ik には，スピン角運動量に対

応する付加的な項が現れる [5, pp.39–41]．

■応力 σαβ の定義について 保存則 (32.14) から分かるように，応力 σαβ は xβ 軸に垂直な単位面積を介し

て，xβ 座標の小さい側から大きい側へ及ぼす力の第 α成分である．このとき圧力は σαβ = pδαβ であり (§

35)，右辺に負号は現れない．有限の領域 Vに働く力は，発散定理∫
V

(−∂βσαβ)dV =

∫
S

(−σαβnβ)df

が意味するように，Vの表面 Sに働く応力によってもたらされる．

90



§ 33．電磁場のエネルギー・運動量テンソル

■電磁場のエネルギー・運動量テンソル 電荷のない系の電磁場のラグランジアン密度 Λ = − 1
16πFklF

kl に

対して，エネルギー・運動量テンソルを一般公式 (32.5)に基づいて計算すると

T (f)ik = − 1

4π
∂iAlF kl +

1

16π
gikFlmF

lm (26)

となる (導出は下記)．ここで［今考えている自由な電磁場に対して］Maxwell方程式 ∂lF
kl = 0が成り立つ

ことを踏まえると，
1

4π
(∂lAi)F kl =

1

4π
∂l(A

iF kl)

となるので，これをエネルギー・運動量テンソルに付け加えることが許される (§ 32)．すると電磁場のエネ

ルギー・運動量テンソルとして，対称テンソル

T (f)ik =
1

4π

(
−F ilF kl +

1

4
gikFlmF

lm

)
(33.1)

が得られる．これは［再び，§ 31のエネルギーの密度と流束］

T (f)00 =
E2 +H2

8π
, cT (f)0α =

c

4π
(E ×H)α

を与える［本稿次節で確認］．空間成分はMaxwellの応力テンソル

σαβ =
1

4π

(
−EαEβ −HαHβ +

1

2
δαβ(E

2 +H2)

)
(33.3)

になる［本稿次節で確認］*18．

■T ik の対角化 一般にはある瞬間に，空間の 1点で T ik が対角形となるような基準系をとることが可能であ

ることが分かる (下記参照)．

■電荷がある場合 粒子のエネルギー・運動量テンソルを

T (p)ik = µcuiuk
ds

dt
, µ =

∑
a

maδ(r − ra) : 質量密度 (33.5)

とする［ui は連続体近似の下での流体粒子の 4元速度 (本稿次節で補足)］．これは正しいエネルギー密度・運

動量密度の表式

T (p)00 =
∑
a

mac
2√

1− (v/c)2
δ(r − ra),

T (p)α0

c
=
∑
a

mav
α√

1− (v/c)2
δ(r − ra)

を与える［v は流体の速度］．このとき系の全エネルギー・運動量が保存すること，すなわち

∂k

(
T

(f) k
i + T

(p) k
i

)
= 0 (33.6)

となることが，粒子の運動方程式とMaxwell方程式を用いて示される［本稿次節で連続体を仮定せずに導出］．

*18 もはや添字 α, β の位置はテンソルの種類を正しく表さないと考えられる．
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§ 33，式の導出など

■電磁場のエネルギー・運動量テンソル (26) の導出 自由電磁場 Ai とそのラグランジアン密度 Λ =

− 1
16πFikF

ik にエネルギー・運動量テンソルの公式 (32.5)を適用すると，

T (f) k

i = (∂iAl)
∂Λ

∂(∂kAl)
− δ ki Λ

と書ける．ここで第 1項の導関数 ∂Λ
∂(∂kAl)

は

∂Λ

∂(∂kAl)
=− 1

16π

∂

∂(∂kAl)
FmnFmn = − 1

8π
Fmn

∂

∂(∂kAl)
Fmn = − 1

8π
Fmn(∂kmδ

l
n − ∂knδlm)

=− 1

4π
F kl (27)

と計算できる*19．［特に電磁場の運動量密度は πi ≡ ∂Λ
∂Ȧi

= − 1
4πcF

0i．］よってエネルギー・運動量テンソル

T (f) k

i = − 1

4π
(∂iAl)F

kl +
1

16π
δ ki FlmF

lm, ∴ T (f)ik = − 1

4π
∂iAlF kl +

1

16π
gikFlmF

lm : (26)

を得る．

■与えられた時空点で T ik を対角形にする方法

テンソル T ik を対角形にするためには，ベクトル E およびH が (与えられた空間の点および与えら

れた瞬間において)たがいに平行になるか，あるいはそれらのうちの 1つがゼロとなるような基準系に

変換しなければならない［理由は本稿次節］：すでに知っているように (§ 25)，このような変換は，E

とH がたがいに垂直でしかも大きさが等しい場合を除いて，いつでも可能である．たやすくわかるよ

うに，この変換ののち
T 00 = −T 11 = T 22 = T 33 =W

(x軸を場の方向にとった)が唯一のゼロと異なる T ik の成分となる．(pp.92–93)

§ 33について

■§ 33，l.6の T k
i の式について δ ki の前の符号は，式 (32.5)によればマイナスと考えられる［本稿では訂

正済み］．そうであれば p.92，l.2の式が得られる．またここで q(l) として 4元ポテンシャルの共変成分 Al の

代わりに反変成分 Al を用いても T k
i は変わらない．実際，

∂

∂Al,k
=
∂Ap,r
∂Al,k

∂

∂Ap,r
= gpsδ

s
lδ

k
r

∂

∂Ap,r
= gpl

∂

∂Ap,k
,

∴ Al,i
∂Λ

∂Al,k
= Al,igpl

∂Λ

∂Ap,k
= Ap,i

∂Λ

∂Ap,k
.

*19 教科書では変分 (全微分)

δΛ = −
1

8π
FklδFkl = −

1

8π
Fklδ(∂kAl − ∂lAk) = −

1

4π
Fklδ(∂kAl)

を計算して，この結果を得ている (p.91)．
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■「電荷のない場所でのマクスウェル方程式」(p.92，l.7)を用いることについて これは「電荷のない電磁場

を考察」(§ 32，l.3)しているためである．

■エネルギー・運動量テンソル (33.1)が電磁場の正しいエネルギー・運動量密度を与えること

F 0α = −Eα, Fαβ = eαβγHγ , FikF
ik = 2(H2 − E2)

の関係を思い出しておく．

すると
−F 0

lF
0l = F 0lF 0l = E2

より，式 (33.1)のエネルギー・運動量テンソル T ik に対して

T 00 =
1

4π
(−F 0

lF
0l) +

1

8π
(H2 − E2) =

1

8π
(E2 +H2)

となる．また，

T 0α = − 1

4π
F 0iFαi =

1

4π
F 0βFαβ =

1

4π
EβeαβγHγ =

1

4π
(E ×H)α

である．これらはそれぞれ電磁場のエネルギー密度，(エネルギーの流れの密度)α/c となっているので (§

31)，エネルギー・運動量テンソルの各成分の意味付け (32.15)が正当化される．

一方，対称な形に直す前のエネルギー・運動量テンソル (p.92，l.4)に対して，例えば T 00 を考えると，こ

れはエネルギー密度 (31.5):

W =
E2 +H2

8π

には一致しない．実際，このときの T 00 はW から

1

4π
(∂lA0)F 0

l =
1

4π
(∂lA

0)F 0l =
1

4π
(∇ϕ) · (−E) =

1

4π

(
E +

1

c

∂A

∂t

)
·E

を除いたものである．このように全エネルギー P 0 は一義的であっても，エネルギー密度 (と解釈される

量)T 00 は一義的に定まらないことを，§ 32で一般論として見た．

■Maxwellの応力テンソル (33.3)の導出 エネルギー・運動量テンソル (33.1)の空間成分は

Tαβ =
1

4π

(
−FαiF βi +

1

4
gαβFikF

ik

)
=

1

4π

{
−Fα0F β0 + FαγF βγ − 1

2
δαβ(H

2 − E2)

}
となる．ここに

Fα0F β0 = EαEβ , FαγF βγ = eαγµeβγνHµHν = (δαβδµν − δανδµβ)HµHν = δαβH
2 −HαHβ

を代入すると，

Tαβ =
1

4π

{
−EαEβ −HαHβ +

1

2
δαβ(H

2 − E2)

}
と書き換えられる．これはMaxwellの応力テンソル (33.3)に一致している．

93



■静電場における Maxwellの応力 電荷がなくとも，電磁場を持つ空間の体積要素の間には応力 (33.3)が作

用している．特に静電場を考え，与えられた点において電気力線に沿う方向に x軸をとると，

E = (E, 0, 0), H = 0, ∴ (σαβ) =
1

8π

−E2 0 0
0 E2 0
0 0 E2


となる．これは電気力線 (あるいは太さを持つ電力管)の断面には張力が，側面には応力が作用していること

を意味する [7, pp.80–83]．

■式 (33.3)の直後の，T ik が対角形となる条件について

(cT 01, cT 02, cT 03) = S =
c

4π
E ×H = 0,

すなわち
E ∥H または E = 0 または H = 0

が必要である．逆にこのとき，E,H = 0の場合も含めて E = (E, 0, 0),H = (H, 0, 0)となるように x軸を

とることができ，σαβ = 0, α ̸= β となる．

■p.93，l.7の式について 詳しく書くと E = (E, 0, 0),H = (0, E, 0)より

T 00 =
E2 + E2

8π
=
E2

4π
, (cT 01, cT 02, cT 03) =

c

4π
(E, 0, 0)× (0, E, 0) =

(
0, 0,

E2

4π

)
σαβ =0 (α ̸= β),

σαα =


1

4π

(
−E 2

α −H 2
α +

1

2
δαα(E

2 +H2)

)
= 0 (α = 1, 2)

E2

4π
(α = 3)

となる．

■「全系のエネルギー・運動量テンソルは，……和である」(p.93，l.9～11)について 電荷がある場合にも場

のエネルギー・運動量テンソルは，電荷が存在しないことを仮定して導かれた式 (33.1)で与えられると考え

られている．実際，一般相対性理論の文脈でエネルギー・運動量テンソルを計算する規則 (94.4)を，場と粒子

のラグランジアン密度

Λ(x)
√
−g(x) =

∫ {
−
∑
a

(
mac

2
√
gik(x)ẋi(a)ẋk(a) + eaAi(x)ẋ

i(a)

)
δ4(x− x(a))

}
dτa

− 1

16π
Fik(x)Flm(x)gil(x)gkm(x)

√
−g(x)

に適用すると，平坦な時空における物質と電磁場の相互作用系のエネルギー・運動量テンソルが和 T (p)ik +

T (f)ik で与えられることを正当化できる (付録 D.1.5を参照)．

和 T (f)ik + T (p)ik の (0, 0)成分は

∑
a

mac
2√

1− (va/c)2
δ(r − ra) +

E2 +H2

8π
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であり，見かけ上，位置エネルギー
∑
eϕ の密度が含まれない．これは静電場に対して§ 37 で見るように，

位置エネルギー
∑
eϕ が場のエネルギー 1

8π

∫
E2dV に含まれているからである．この点を理解するために，

実際に全ラグランジアン L = Lm + Lmf + Lf を Legendre変換して得られるハミルトニアンが (見かけ上)位

置エネルギー
∑
eϕを含まないことを確かめる．Lm + Lmf の Legendre変換によって得られるハミルトニア

ンは式 (16.6):

Hm + Hmf =
∑(

mc2√
1− (v/c)2

+ eϕ

)

である (このように位置エネルギー
∑
eϕは相互作用ラグランジアン密度 Λmf = −1

cAij
i にも関係している)．

全ハミルトニアンH には付加的な項

Hf =

∫
dV πiȦi − Lf

=
1

4π

∫
dV

(
F i0∂0Ai +

1

4
F ikFik

) (
∵ πi ≡ ∂Λ

∂Ȧi
= · · · = 1

4πc
F i0
)

=
1

4π

∫
dV

(
E2 +H2

2
+E ·∇ϕ

)
(
∵ F i0∂0Ai = Eα(−∂0Aα) = E · (E +∇ϕ), F ikFik = 2(H2 − E2)

)
=

∫
dV

E2 +H2

8π
−
∑

eϕ (∵ 部分積分により E ·∇ϕ→ −(∇ ·E)ϕ = −4πρϕ)

が現れる．よって
∑
eϕは相殺し

H = Hm + Hmf + Hf =
∑ mc2√

1− (v/c)2
+

∫
dV

E2 +H2

8π

となる．

■「粒子は相互に作用していないものとみなす」(p.93，l.11)について これは電磁気力以外の粒子に働く力

を考慮しないことを断っている．p.94で運動方程式 (23.4)を用いるから，電磁場を介した粒子の相互作用は

考慮されている．

■粒子の系のエネルギー・運動量テンソルの表式 (33.5) について これを得る際，c = dx0/dt を用い

T 0α = µc2uα を µc(dx0/dt)uα = µcu0uα(ds/dt)と書き換えた．この変形は電荷密度 ρ = j0/cに対応する

反変ベクトル成分 µ = µ(dx0/dt)/cを作り，T 0α が 2階反変テンソルであることをあからさまにしている．

連続体近似を仮定しない場合の表式は下記．

■系全体の保存則 (33.6)の導出 付録 D.1.1で説明するように，重力の存在下では物質と電磁場の系に対する

近似的なエネルギー・運動量保存則 T ik;k = 0が成立する．平坦な時空では，これは正確な保存則 ∂kT
ik = 0

になる．他方，特殊相対性理論を背景としたエネルギー・運動量保存則 (32.4–5):∂kT
ik = 0は粒子が存在し

ないことを前提としている．そこで以下では，系全体の保存則 (33.6):

∂k

(
T (f)ik + T (p)ik

)
= 0
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が成り立つことを改めて確かめる (その際，物質を連続体と仮定しない)．具体的には粒子の運動方程式と

Maxwell方程式を用いて，

∂kT
(f)ik =− 1

c
F ikjk, (33.7)

∂kT
(p)ik =+

1

c
F ikjk (33.9)

を導く (これらを辺々足すと系全体の保存則 (36.6)が得られる)．この導出過程の中にも，物理的な意味を見

て取ることができる．すなわち式 (33.7)の時間成分 (i = 0)は，§ 31のエネルギー方程式 (31.3):

∂

∂t

(
E2 +H2

8π

)
= −j ·E −∇ · S

を再現する．これは単位時間において単位体積中の場のエネルギーが，粒子の場にした仕事 (−j ·E)と，流

入した場のエネルギー (−∇ · S)の分だけ増大することを表している．式 (33.7)の空間成分 (i = α)は

∂t
1

4πc
(E ×H)α = −∂βσαβ −

(
ρE +

1

c
j ×H

)
α

を与える*20*21．これは単位時間において単位体積中の場の運動量が，空間の隣接する領域から受ける場の応

力と，単位体積中の電荷に場の及ぼす力 (力積)の反作用だけ増大することを表している．そして式 (33.9)は

場の得たエネルギー・運動量と正確に等しいエネルギー・運動量を粒子が失うことを意味している．

式 (33.7)の導出 まずMaxwell方程式を用いて，式 (33.7):∂kT
(f)ik = −1

cF
ikjk を示そう．T (f)ik の式 (33.1)

を微分すると，

∂kT
(f) k
i =

1

4π
gij∂k

(
1

4
gjkF lmFlm − F jlF kl

)
=

1

4π

(
1

2
δ ki F

lm∂kFlm − F kl∂kF l
i − F l

i ∂kF
k
l

)
=

1

4π

(
1

2
F lm∂iFlm − F kl∂kFil − Fil∂kF kl

)
. (p.94，l.1の式)

ここにMaxwell方程式 (26.5),(30.2):

∂iFlm = −∂lFmi − ∂mFil, ∂kF
kl =

4π

c
jl

を代入すると，

∂kT
(f) k
i =

1

4π

(
−1

2
F lm∂lFmi −

1

2
F lm∂mFil − F kl∂kFil −

4π

c
Filj

l

)
が得られる．右辺の括弧内で，第 1項に対しm→ l, l→ k，第 2項に対しm→ kと添字を書き直せば，最初

の 3項は打ち消し合うことが分かる．こうして式 (33.7)に到達する．

★ すぐ後で，準備として粒子系の T (p)ik の表式に関する補足説明を済ませてから，式 (33.9) を導出し，

保存則 (33.6)の証明を完成させる．

*20 国際 (MKSA)単位系から Gauss単位系に移るには
√
4πε0E → E,

√
4π/µ0B → B = H とし，電流密度・電荷密度を電荷の

置き換え e/
√
4πε0 → eと同様に処理すれば良いから ρE + j ×B → ρE + (1/c)j ×H.

*21 右辺第 2項が粒子からの反作用と分かっているので空間全体および有限の領域で体積分すれば，エネルギー・運動量テンソルの残
りの成分の意味付け (32.15)が再び正当化される．
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■p.94，l.11の式について T (p)ik = µcui dx
k

dt = (式 (33.5)中央)を用いる．右辺第 1項の ui は正しくは ui

と考えられる．

■「µ/m = ρ/e」(p.94下から 4,5行目)におけるm, eの定義について 各粒子が共通の質量m，電荷 eを持

つとは限らない．

■連続体近似を仮定しない場合 電流密度に対して§ 28において考察したのと同様に，粒子系のエネルギー・

運動量テンソル (33.5)を粒子が希薄な場合にも適用できる式

T (p)ik =
∑
a

macu
i
a

dx k
a

dt
δ(r − ra) =

∑
a

mac
2u i
a u

k
a

√
1−

(va
c

)2
δ(r − ra) (28)

によって再定義した場合を考える (付録 D.1.5)．この表式には明瞭な解釈を与えることができる．実際，自由

粒子のエネルギーと運動量の表式

Ea =
mac

2√
1− (va/c)2

, p α
a =

mav
α
a√

1− (va/c)2

を想起すると，まず時間-時間成分

T (p)00(x) =
∑
a

mac
2√

1− (va/c)2
δ(r − ra(t))

は期待されるように (§ 32)，粒子系のエネルギー密度となっていることが明白である．また時間-空間成分

T (p)0α =
∑
a

macv
α
a√

1− (va/c)2
δ(r − ra(t))

は確かに，エネルギー流束の第 α成分の 1/c倍とも，運動量密度の第 α成分の c倍とも解釈できる．このよ

うに，エネルギー・運動量テンソルを意味付ける関係 (§ 32)

T 0α = c× (運動量密度)α =
1

c
× (エネルギーの流れの密度)α

は，粒子系に対しては見易い*22．最後に空間-空間成分

T (p)αβ =
∑
a

mav
α
a v β

a√
1− (va/c)2

δ(r − ra(t))

が応力と見なせることは，次のように納得できる．まず，この T (p)αβ は運動量の流束となっている．ところ

が単位時間における単位体積への運動量の流入は，巨視的には応力による運動量変化として捉えられるから，

T (p)αβ は応力テンソルを与える．(これが§ 32の一般論で (暗に)用いた論法である．)

上式 (28)は粒子 aの座標を xi(a)，固有時間を τa，ẋi(a) =
dxi(a)
dτa

と表記すると，

T (p)ik =
∑
a

mac

∫
ẋi(a)ẋk(a)δ4(x− x(a))dτa (29)

*22 同じ関係が場に対しても一般に成り立つことは，場が粒子から構成されていることを示唆していると言うこともできる．
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と書き換えられる．実際，

T (p)µν(x) =
∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ4(x− x(a))dτa

=
∑
a

mac

∫
ẋµ(a)

dxν(a)

dx0(a)
δ4(x− x(a))dx0(a)

=
∑
a

maẋ
µ(a)

dxν(a)

dt
δ(r − ra)

=
∑
a

maẋ
µ(a)ẋν(a)

√
1−

(va
c

)2
δ(r − ra).

4 元電流密度が反変ベクトルになっていることの証明 (§ 28 に関する本稿の補足) と同様に考えると，上式

(29)右辺は確かに 2階共変テンソルとなっていることが分かる．

逆にエネルギー・運動量テンソル (33.5)が，式 (29)において特に連続体を想定した場合にあたることを次

のように説明できる [2, pp.107–110]．まず粒子が狭い範囲に局在しているとき，各粒子の 4元速度 ẋi(a)を

共通の流体要素の 4元速度 ẋi に置き換え，粒子の和の外に出すことができる．

T (p)ik(x) = ẋiẋkϱ(x), ϱ(x) ≡
∑
a

mac

∫
δ4(x− x(a))dτa. (30)

再び 4 元電流密度が反変ベクトルになっていることの証明 (§ 28 に関する本稿の補足) と同様に考える

と，ここで定義した ϱ(x) はスカラーである．流体とともに運動する座標系 (va = 0,dτa = dx0(a)/c) では，

ẋi = (c,0)より

T (p)ik =

{
ϱc2 : i = k = 0

0 : その他の成分
, ϱ(x) =

∑
a

maδ(r − ra(t))

となる．したがって ϱ(x)はスカラー量であって，xにおける流体の静止系を採用したとき，xにおける質量密

度を与える*23．粒子系が流体要素として振舞ういくつかの部分集団に分かれている場合には，その各集団ご

とに上式 (30)が成り立つことになる．4元速度 ẋµ は部分集団ごとに異なることを踏まえると，系全体のエネ

ルギー・運動量密度を得るには，単に式 (30)の ẋµ を空間の各位置で定義された速度場と読み替えれば良い．

式 (33.9)の導出 最後にエネルギー・運動量テンソルの表式 (29)に対して式 (33.9):∂kT
(p) k

i = 0を改めて

導き，粒子と電磁場の系全体の保存則 (33.6)が成り立つことを確かめよう (式 (33.7):∂kT
(f) k

i = 0は影響を

受けない) [2, pp.106–108]．式 (29)を微分すると

∂kT
(p)ik =

∑
a

mac

∫
ẋi(a)ẋk(a){∂kδ4(x− x(a))}dτa

=−
∑
a

mac

∫
ẋi(a)ẋk(a)

∂

∂xk(a)
δ4(x− x(a))dτa

=−
∑
a

mac

∫
ẋi(a)

d

dτa
δ4(x− x(a))dτa

=
∑
a

mac

∫
ẍi(a)δ4(x− x(a))dτa

*23 この“質量密度”ϱ(x)の定義はやや特殊である．空間の与えられた体積に含まれる質量は不変量であるけれど，座標で測った空間
の体積は，したがって質量密度は本来，不変量ではない．
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となる．最右辺に粒子の運動方程式 (23.4):

maẍ
i(a) =

ea
c
F ik(x(a))ẋk(a)

を代入し，被積分関数にデルタ関数 δ4(x − x(a))があることに注意して場の強度を F ik(x(a)) → F ik(x)と

置き換え，粒子の和の外に出すと，

∂kT
(p)ik =

1

c
F ik

[∑
a

ea

∫
ẋk(a)δ

4(x− x(a))dτa

]
=

1

c
F ikjk : (33.9)

を得る (最後の等号は§ 28に関する本稿の補足に書いた，4元電流密度の表式 (19)による)．

§ 34．ヴィリアル定理

荷電粒子の座標，運動量が有限の値に留まり，電磁場も無限遠で消えるような閉じた系を考える．(長)時間

平均をバーによって表すと，この条件の下で保存則 ∂iT
αi = 0から

E =

∫
T
i

idV (31)

が導かれる (E ≡
∫
T 0

0dV は系の全エネルギー，導出は下記)．ここでエネルギー・運動量テンソルの対角成

分の和は
T ii =

∑
a

mac
2
√
1− (va/c)2δ(r − ra) (34.1)

となるから (電磁場のエネルギー・運動量テンソル (33.1)はトレースレスなので寄与しない (T
(f)i

i = 0))，相

対論的なヴィリアル定理

E =
∑
a

mac
2
√
1− (va/c)2 (34.4)

が得られる．［本稿次節で非相対論的極限を調べる．］

§ 34，式の導出など

■式 (31)の導出 運動量保存則は
0 = ∂iT

i
α = ∂0T

0
α + ∂βT

β
α

と書ける［本稿では Tαi をあらかじめ混合テンソルに書き換えた］．次いで時間平均をとる．右辺第 1項につ

いて，仮定により T 0
α は有限であり，一般に有限な量の時間微分の時間平均はゼロである*24．［また右辺第 2

項では ∂βT
β
α = ∂βT

β

α とする．］すると

∂βT
β

α = 0

*24 有界な (すなわち［絶対値が］無限に大きな値をとることがない) 時間の関数 F (t)に対して，その導関数 f(t) =
dF (t)
dt

の時間平
均 f̄ はゼロである．実際，

f̄ ≡ lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
f(t)dt = lim

τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dF (t)

dt
dt = lim

τ→∞

F (τ)− F (0)

τ
= 0.

［最後の等号で F (t)が有界であることを用いた．我々はこの定理を『力学』§ 10で学んでいる．］
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が得られる．この式に xα をかけて空間全体で積分しよう．無限遠で［十分素早く］T βα → 0となることに注

意して部分積分を行うと

0 =

∫
xα∂βT

β

αdV = −
∫
δαβT

β

αdV = −
∫
T
α

αdV

となる．よって ∫
T
i

idV =

∫
T

0

0dV = E : (31)

が成立する．

§ 34について

■トレース T ii の式 (34.1)について T (p)ik の式 (33.5)の代わりに

T (p)ik =
∑
a

mac
2u i
a u

k
a

√
1− (va/c)2δ(r − ra) (§ 33のノート参照)

を用いても式 (34.1):T ii =
∑
amac

2
√

1− (va/c)2δ(r − ra)が得られる．

■ヴィリアル定理 (34.4)について 左辺の E は場と粒子の持つ全エネルギーであるのに対し，右辺は粒子に

関係する量のみから成る．

■「これは，……古典的［非相対論的］なヴィリアル定理が与える結果と一致している」(p.96，l.17,18) に

ついて 「静止エネルギーを除いた全エネルギー」(p.96，l.16)を，場のエネルギーを除いた粒子の全エネル

ギー E と見なし，運動エネルギーとポテンシャル・エネルギーをそれぞれ T,U と書くと，非相対論的極限の

式 (p.96，l.15)は
E = −T̄ , ∴ 2T̄ = −Ū

を意味する．これは Coulomb場の下での非相対論的なヴィリアル定理

2T̄ = kŪ , k = −1

に他ならない．ここで相対論的なヴィリアル定理においては電磁場を介した粒子間相互作用が考えられている

のに対し，非相対論的なヴィリアル定理では粒子間相互作用を表すポテンシャル・エネルギー U の形が，

• 粒子の座標だけの関数である (→磁場から受ける力 evc ×H のような，速度に依存する力を考えない)

• 座標の同次関数である

という条件を除けば，指定されていないことに注意する [3, pp.27–28]．

§ 35．巨視的物体のエネルギー・運動量テンソル

連続的と見なされる巨視的物体を考える．物体の要素が静止している基準系では

• 応力は等方的な圧力 σαβ = pδαβ となる．

• T 00 は物体のエネルギー密度 εであり，ε/c2 は物体の質量密度を与える．

– ここで密度とは，要素の静止系における体積 (固有体積)に関する単位体積あたりの量である．
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よってこの系での要素のエネルギー・運動量テンソル T ik は

(T ik) =


ε 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p


という形をとる．

T ik = (p+ ε)uiuk − pgik

とするとこれは ui = (1, 0)となる静止系において正しいエネルギー・運動量テンソルの成分を与え［，両辺

が同じ種類のテンソルから成］るから任意の基準系で成立する．

• 物体の要素の全体的な運動速度 v が光速に比べて小さいとき，エネルギーの流れの密度は

Sα = cTα =
(p+ ε)vα
1− v2/c2

≃ (p+ ε)vα

となる．

– 運動量密度 Sα/c
2 において，質量密度に相当する (p+ ε)/c2 には圧力 pも寄与する．

• 要素のなかの微視的粒子の速度が光速に比べて小さいとき，
要素の単位の固有体積中にある粒子の質量の和を µ0 とすると ε ≃ µ0c

2(≫ pとして良い)なので

T ik = µ0c
2uiuk.

［式 (33.5)と比較される．］

– 要素の全体としての速度は任意であって良い．

• p ≤ ε
3 .

– 一般のエネルギー・運動量テンソルに対して

T ii =
∑
a

mac
2
√

1− (va/c)2δ(r − ra) ≥ 0 (32)

なので (式 (34.1))，巨視的物体のエネルギー・運動量テンソルに対して

0 ≤ T ii = ε− 3p (33)

だから．

• 微視的粒子の速度が va → cとなる超相対論的極限で　 p = ε
3 .

［具体的に光子ガスや電子ガス (va → c)に対して，

それぞれ B-E分布と F-D分布から状態方程式 p = ε
3 を導ける．］

– 式 (32)の単位体積にわたる平均を式 (33)と等置すると

ε− 3p =
∑
a

mac
2
√
1− (va/c)2

だから (右辺の和は単位体積中の粒子についてとる)．

• 質量mの同種粒子から成る，粒子数密度 nの相対論的な理想気体に対し，

気体中に巨視的運動がないとき

ε = nm

(
c2√

1− (v/c)2

)
, p =

nm

3

(
v2√

1− (v/c)2

)
となる (横線は全ての粒子に関する平均)．
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– 理想気体に対しては，粒子系のエネルギー・運動量テンソル (33.5):T ik = nmcdx
i

dt
dxk

ds を

用いることができる．これを T 00 = ε, Tαα = 3pと比較して得られる．

– 非相対論的極限で p = nmv2/3を再現する．

§ 35について

■「物体の面要素を通る運動量の流れは，この要素に働く力にほかならない」(§ 35，l.3)について 微視的

な粒子の移流に伴う運動量変化が巨視的には応力による運動量変化と見なされる．なお，与えられた要素の静

止系では巨視的な流れはないから
T 0α = 0, Tα0 = 0.

■「一般の場合には，µ0 は物体の実際の質量密度 ε/c2 と異なっていなければならない……(……含んでい

る)．」(p.97，1番下～p.98，l.2)について ε/c2 は要素の静止系においてはその質量密度になるけれど，静止

系に対しても要素のなかの微視的粒子は一般に運動しているから，ε/c2 は µ0 は一致しない．

■「この公式を，……あてはめてみよう」(p.98，l.20)について 「この公式」とは巨視的物体の静止系におけ

るエネルギー・運動量テンソルの表式 (35.1)のことと考えられる．

■「理想気体の粒子はたがいに作用しあわないから，……使うことができる」(p.98，l.20～22)について 場

を介した相互作用があれば，エネルギー・運動量テンソルとして T (p)ik + T (f)ik を用いなければならないと考

えられる．

■理想気体の T ik の式 (p.98，l.23)について 公式 (33.5)の代わりに

T (p)ik =
∑
a

macu
i
a

dx k
a

dt
δ(r − ra)

を用いた場合にも，平均をとると同じ式になる．

■理想気体の εの式 (35.9)について その導き方から明らかなように，εは単位体積中の全粒子のエネルギー

∑ mc2√
1− (v/c)2

=
nmc2√

1− (v/c)2
(左辺の和は単位体積中の粒子についてとる)

の，全粒子に関する平均となっている．
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第 5章　不変な場

§ 36．クーロンの法則

• 静電場
∇ ·E = 4πρ, E = −∇ϕ ⇒ ∆ϕ = −4πρ : Poisson方程式．

– 真空中 (ρ = 0)では

∆ϕ = 0 ⇒ ∂xxϕ, ∂yyϕ, ∂zzϕのすべてを同符号にできない ⇒ ϕは極値をもたない*25．

• Maxwell方程式
∮
E · df = 4π

∫
ρdV より，原点の点電荷 eが位置Rに作る電場とポテンシャルは

E =
e

R2

R

R
: Coulombの法則, ∴ ϕ =

e

R
(36.6–7)

で与えられる (電場の導出は下記)［球座標による微分公式∇ϕ(R) = R
R

dϕ(R)
dR ］．

– 複数の電荷がある場合，［場の方程式の線形性より］重ね合せの原理を利用でき，

ϕ =
∑
a

ea
Ra

=

∫
ρdV

R
. (36.8)

以上より

∆
( e
R

)
= ∆ϕ = −4πρ = −4πeδ(R), ∴ ∆

(
1

R

)
= −4πδ(R). (36.9)

［これは物理的な意味付けを除けば，∆G(R) = −4πδ(R)を満たす Poisson方程式の Green関数が G(R) =

1/Rで与えられることの証明になっている．付録 Fでは Poisson方程式の Green関数を改めて導き，解を求

める．］

§ 36，式の導出など

■Coulombの法則 (36.6)の導出 系の球対称性より求める電場もまた球対称であり，E(R) = E(R)R̂と表

される (R̂ ≡ R/Rは動径方向の単位ベクトル)．実際このとき原点を中心として空間を回転しても電場分布は

不変であり，球対称性が満たされている．ここで原点を中心とする半径 Rの球面に対して Gaussの法則を適

用すると 4πR2E(R) = 4πe となるので，

E(R) =
e

R2
, ∴ E(R) =

e

R2
· R
R

: (36.6)

を得る［Gauss単位系では係数が簡単である (p.78脚注)］．これは Coulombの法則と呼ばれ，電場の強さは

電荷 eに比例し，電荷からの距離 Rとともに 1/E2 に従って弱まることを意味している．

注意 以上の議論は場の球対称性を仮定しているため，点電荷が運動する場合には適用できない．実際，運動

する点電荷が作る電場は Coulombの法則に従う静電場とは異なったものになる (§ 38，§ 67)．実は

荷電粒子間の相互作用を Coulomb相互作用によって記述するのは (したがって磁場を無視し，相互作

用を瞬時に伝わるものと仮定するのは)，粒子の速度が光速に比べて非常に小さい非相対論的な極限で

成り立つ近似である (§ 65)．

*25 「電場はいかなる……」(式 (36.5)の 2行下)は正しくはポテンシャルのことである．
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§ 36について

■式 (36.8)の 1行下について ”観測点”→“観測点”と訂正する．

■国際単位系への移行 電場 (36.6) とポテンシャル (36.7) を電荷の再定義 e → e/
√
4πε0 によって国際

(MKSA)単位系の表式に書き換えるには，次のようにする．

E =
e

R2
=
e× (単位電荷)

R2
→ e

4πε0R2
, ϕ =

e

R
=
e× (単位電荷)

R
→ e

4πε0R
.

§ 37．電荷の静電エネルギー

電荷の作る静電場のエネルギーは

U =
1

8π

∫
E2dV = · · · = 1

2

∫
ρϕdV =

1

2

∑
a

eaϕa (37.1–2)

と書き換えられる (導出は下記)．

よって 1個の電荷 eは，自身の作るポテンシャルの，電荷の位置での値を ϕとすると，自己エネルギー eϕ/2

を持つことになる．これは

|ϕ| = lim
R→0

|e|
R

=∞

より発散する．この困難は粒子を点として扱っていることに関係しており，電磁気学の基礎原理が，その適用

限界をも示していることを意味する．すなわち粒子が実際には半径 R0 を持つと考えると，自己エネルギーは

e2/R0 の程度であり，これが静止エネルギーmc2 と同程度になることを要求すると

R0 ∼
e2

mc2

を得る．これより小さな距離は古典電磁気学で扱えない．

また場のエネルギーは

U =
1

2

∑
a

ea
∑
b

eb
Rab

=
1

2

∑
a

e 2
a

Raa︸ ︷︷ ︸
無限大の定数

+
1

2

∑
a

ea

ϕa
′︷ ︸︸ ︷∑

b(̸=a)

eb
Rab︸ ︷︷ ︸

U ′, 物理的に意味がある

のように 2つの部分から成る．

§ 37，式の導出など

■式 (37.1–2)の導出

U =
1

8π

∫
E2dV =

1

8π

∫
(∇ϕ)2dV =

1

8π

∫
{∇ · (ϕ∇ϕ)− ϕ∆ϕ}dV

=
1

2

∫
ρϕdV (第 1項に発散定理を適用，第 2項に∆ϕ = −4πρを代入)

による．
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§ 37について

■エネルギーを持つのは粒子か場か 場のエネルギーは一般に空間全体に広がっていたと考えていたのが，実

は粒子の位置に点在していると式 (37.2)では考えられている：

U =

∫
(−∇ϕ)2

8π
dV︸ ︷︷ ︸

場のエネルギー

=
1

2

∑
a

eaϕ(ra)︸ ︷︷ ︸
粒子のエネルギー

.

するとエネルギーは電荷が持っているようにも見えるが，あくまでエネルギーは空間が持っていると見ること

も可能である．このように場のエネルギーと粒子の位置エネルギーは概念的に異なり，一見すると一方とは別

に他方があるように考えられるけれど，実はこれらは同一のエネルギーを別の角度から見たときに現れる 2つ

の異なる側面であることをこの計算は示している．(この点については§ 33の考察も参照．)

半径 aの球に分布する一様な電荷 Qの場合は球の外でも場はエネルギーを持ち，a → 0で球の内外のエネ

ルギーがそれぞれ無限大に発散する．このため一見すると点電荷の場合と事情が異なるように思われる．実

際，点電荷の場合と同様の変形∫
(−∇ϕ)2

8π
dV =

1

8π

∫
∇ · (ϕ∇ϕ)dV +

1

2

∫
ρϕdV (34)

において*26，各項は球の外部で∫
球外

(−∇ϕ)2

8π
dV =

Q2

8π

∫ ∞

a

1

r4
4πr2dr =

Q2

2a
,

1

8π

∫
球外

∇ · (ϕ∇ϕ)dV =
1

8π

∫
球外

∇ ·
(
Q

r

(
−Qr

r3

))
dV

=
Q2

8π

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞

a

1

r4
r2 sin θdrdθdϕ =

Q2

2a
, (35)

1

2

∫
球外

ρϕdV =0 (∵ ρ = 0)

となる (式 (35)は場の消える無限遠に加え球面上の面積分に置き換えられるため，この項が 0になるという

点電荷に対する議論は適用できない)．また球の内部で電場 E = Qr/a3 が持つエネルギーは

1

8π

∫ a

0

(
Qr

a3

)2

4πr2dr =
1

5
· Q

2

2a

となる．しかしながらこの場合も球の内部に含まれる場のエネルギーだけでなく，球の外部と合わせた空間全

体での場のエネルギー 3
5
Q2

a が点電荷の持つエネルギーと解釈される．

■「自己エネルギーは e2/R0 程度になる」(p.102下から 4行目)について これは次元解析から期待される

ことである．

一見すると仮に電子に半径 R0 の拡がりを与えたとしても，電荷がその中心を避けるように分布していなけ

れば結局自己エネルギーは無限大になるように思われるかもしれない．しかしながらどのような有限の拡がり

*26 この変形はまた，容器に閉じ込められた非圧縮性完全流体の渦なし場が容器を振っても静止流体であることを確かめる計算と (消
える項が異なるのを除けば)同じである [10, p.59]．

105



を持つ電荷分布も，その各位置を点電荷と見なせば再び自己エネルギーが発散する懸念が生じる．実際には上

で言及したように，半径 R0 の球内部に一様に分布した電荷 eが持つエネルギーは 3
5
e2

R0
である．これは確か

に有限であって，また e2/R0 程度である．

なお電子では電荷が球面に (面密度 σ で) 一様に分布しているという J.J.Thomson の仮定に従うと [11,

p.33]，表面の電荷が球の表面に作るポテンシャルは，全電荷 eが球の中心に集中している場合と同じく e/R0

となるので，自己エネルギーは

1

2

∫ π

0

σπR0 sinϕ×R0dϕ×
e

R0
=

e2

2R0
∼ e2

R0

と見積もられる．

■「e2/R0 ∼ mc2」(p.102，下から 2行目)について これは

(観測される電子の質量) = (電磁場のエネルギー) + (電子固有の質量)

の右辺の 2項が同程度という要求である [11, p.35]．

古典的な電荷の半径 R0 = e2/mc2 は自己エネルギーを有限にするために電荷に拡がりを与える不鮮明化の

パラメーターであって，大まかには電荷の自己エネルギーが静止エネルギーに等しくなるような電荷の半径と

して導入される [9, p.440]．

■U ′ の表式 (37.7) について 元の式 (37.2) に由来する係数 1/2 があるため，これは粒子対についての和に

なっている． ∑
粒子対

=
∑
a>b

=
∑
a<b

=
1

2

∑
a̸=b

.

ここで粒子についての和が現れることは次のように解釈できる [4, p.189]．(ただし以下では相互作用ポテン

シャルを Uab(rab)(= Uba(rba)) = eaeb/Rab と書く (Rab(= Rba)は粒子間距離)．) 全相互作用ポテンシャル

は全粒子が互いに無限に離れており力を及ぼしあっていない状態から，各粒子間距離が {Rab}で与えられる
配置まで全ての粒子を運ぶ際にする仕事である．初めに粒子 1を無限遠から持ち運び，次に粒子 2を無限遠か

ら持ち運び，……という具合に，この作業を段階的に行うことを考えると，

1. 粒子 1を運ぶときには他の粒子は無限に離れていて力を及ぼさないから，仕事を必要としない．

2. 次に粒子 2を運ぶときには，

すでに配置されている粒子 1との相互作用に逆らって U12 の仕事をしなければならない．

3. 続いて粒子 3を運ぶときには，同様に U12 + U13 の仕事をしなければならない．

(ある粒子を運んでいる間，他の粒子を固定している力は仕事をしないことに注意する．) こうして全体の仕事

は粒子対にわたる和
∑
b>a Uab となる (図 26参照)．

実際これが相互作用ポテンシャルになっていることは，

− ∂

∂rc

1

2

∑
a̸=b

Uab =−
1

2

∑
a( ̸=c)

∂Uac
∂rc

+
∑
b( ̸=c)

∂Ucb
∂rc


=−

∑
a( ̸=c)

∂Uca
∂rc
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図 26 相互作用ポテンシャルの全粒子対にわたる和

=−
∑
a( ̸=c)

∂Uca
∂Rca

R̂ca

(
∂Rca
∂rc

=
rc − ra
|rc − ra|

≡ R̂ca : 方向単位ベクトル

)

=
∑
a(̸=c)

fca

(
fca = −∂Uca

∂Rca
R̂ca :粒子 cが粒子 a( ̸= c)から受ける中心力

)

が粒子 cに働く力を正しく与えていることから確かめられる．

§ 38．一様な運動をしている電荷の場

実験室系 K に対し電荷 eとともに K ′ 系が一様な速度 V で運動するとき*27，K 系において電荷の作る場

を考える (図 27のようにR,R′ を定義する)．座標の Lorentz変換により

R′2 ≡ x′2 + y′
2
+ z′

2
=

R∗2

1− (V/c)2
, R∗2 ≡ (x− V t)2 +

(
1− V 2

c2

)
(y2 + z2)

となる．そこでK ′ 系におけるポテンシャル

ϕ′ =
e

R′ , A′ = 0

を Lorentz変換すると，K 系のポテンシャル

ϕ =
ϕ′√

1− (V/c)2
=

e

R∗ , A =

(
V
c ϕ

′√
1− (V/c)2

, 0, 0

)
= ϕ

V

c
=

eV

cR∗

を得る．またK ′ 系における電磁場

E′ =
eR′

R′3
, H = 0

*27 はじめ 2つの座標系の原点と空間軸は一致しており，この瞬間をそれぞれの座標系の時間 t, t′ の原点にとる．
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図 27 一様な運動をする電荷の作る電場は運動方向に“収縮する”．E∥ =
e

R2

(
1− V 2

c2

)
, E⊥ =

e

R2

1√
1− V 2

c2

．

を変換すると (§ 24)，θをK 系における電荷から観測点への動径ベクトルRと運動方向の成す角として，K

系の電磁場

E =
eR

R3︸︷︷︸
くくりだす

1− (V/c)2

{1− (V/c)2 sin2 θ}3/2
, H =

1

c
V ×E

を得る (導出は下記，式 (63.8–9)も参照)．よって K 系において電荷から等距離の球面上に分布する電場は，

運動方向 θ = 0, π よりも運動に垂直な方向 θ = π/2の方が大きい (図 27参照)．［この意味で電場は電荷の運

動方向に“収縮する”これは定性的には物体の Lorentz収縮 (§ 4)に類似しているけれど，定量的には収縮の

因子は異なっている．］

§ 38，式の導出など

■K 系で見た電磁場の表式の導出 電場の変換則 (24.2)を適用すると

Ex = E′
x =

ex′

R′3
, Ey =

E′
y√

1− (V/c)2
=

ey′

R′3
√

1− (V/c)2
, Ez =

E′
z√

1− (V/c)2
=

ez′

R′3
√
1− (V/c)2

であり，R′, x′, y′, z′ を x, y, z で表すと

E =

(
1− V 2

c2

)
eR

R∗3
, R ≡ (x− V t, y, z)

とまとめられる．ここで関係式

R∗2 ≡ (x− V t)2 +
(
1− V 2

c2

)
(y2 + z2) = R2 cos2 θ +

(
1− V 2

c2

)
R2 sin2 θ = R2

(
1− V 2

c2
sin2 θ

)
を利用すると，

E =
eR

R3

1− V 2

c2(
1− V 2

c2 sin2 θ
)3/2 (38.8)
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と書き換えられる．また式 (24.2),(24.3)より，H ′ = 0のときK 系の電場と磁場の間には

H =
1

c
V ×E (38.9)

の関係がある (§ 24)．

§ 38について

■K 系の電場 (38.6)と磁場 (38.9)について K 系のポテンシャル (38.3),(38.5)から

E = −∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
, H = ∇×A

によっても導かれる．

■「この区間の“幅”」(p.105，l.17)について その定義を 2通りに考えて ∆θ を見積もる．以下，β ≡ V/c

とおく．

まず θ = π/2±∆θ に対し ∆θ の 2次の範囲で (式 (38.8)の分母) = 0となる ∆θ の範囲を「この区間」と

考えると

1− β2 sin2 θ =1− β2 cos2∆θ = 1− β2(1−∆θ2 +O(∆θ4)) = 0,

∆θ =

√
1− β2

β
. (36)

次に θ = π/2±∆θ に対し E = E⊥/2となる ∆θ の範囲を「この区間」と考えると

1

(1− β2 sin2 θ)3/2
=

1

2(1− β2)3/2
,

{1− β2(1−∆θ2 +O(∆θ4))}3 =(1− β2)3 + 3(1− β2)β2∆θ2 +O(∆θ4) = 4(1− β2)3,

∆θ =

√
1− β2

β
. (37)

式 (36)，式 (37)において分母の β のみ 1とおくと ∆θ ∼
√
1− (V/c)2(p.105，l.18)を得る．これは微小量

α ≡ 1− β について O(α3/2)を落とす近似になっている：√
1− β2

β
=

√
2α− α2

1− α
=
√

2α− α2(1 + α+ α2 + · · · ) ≃
√
2α− α2 =

√
1− β2.

「小教程」の巻末注では次のように説明されている [1, p.385]．
√

1− V 2

c2
= ϵ, θ = π

2
±∆θ とおくと，式 (38.8)より

E =
e

R2

ϵ2

(sin2∆θ + ϵ2 cos2∆θ)3/2
≃ e

R2

ϵ2

(∆θ2 + ϵ2)3/2
.

これより，E が十分大きい範囲は |∆θ| ≲ ϵ =
√

1− V 2

c2
．

■「近似的に E = eR/R3 が得られ」(p.105下から 4行目)について E = (eR/R3)(1 +O(β2))である．
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§ 39．クーロン場のなかの運動

質量m,電荷 eの粒子が，固定された重い電荷 e′のつくる引力の場のなかで運動する場合を考える．α = ee′

とおき，eの e′ 周りの保存する角運動量をM とする．

相対論的力学ではエネルギー

E = c
√
p2 +m2c2 +

α

r
= c

√
p 2
r +

M2

r2
+m2c2 +

α

r
(39.1)

が保存するので (pr は運動量の動径成分)［第 2の等号を本稿次節で補足］，α < 0 (引力)であってもMc < |α|
ならば，eは e′ に落ち込む (e′ との距離 r → 0となる)ことが可能である［本稿次節で補足］．これは非相対

論的力学とは対照的である［『力学』§ 15参照 [3, p.43]］．

次に［角運動量保存則より，電荷 eの運動は電荷 e′ を含む平面内に限定される．そこで］運動平面に極座

標 r, ϕを導入すると，Hamilton-Jacobiの方法から粒子の軌道は

Mc > |α|のとき (c2M2 − α2)
1

r
= c
√

(ME )2 −m2c2(M2c2 − α2) cos

(
ϕ

√
1− α2

c2M2

)
− Eα, (39.4)

Mc < |α|のとき (α2 − c2M2)
1

r
= ±c

√
(ME )2 +m2c2(α2 −M2c2) cosh

(
ϕ

√
α2

c2M2
− 1

)
+ Eα,

(39.5)

Mc = |α|のとき 2Eα

r
= E 2 −m2c4 − ϕ2

(
Eα

cM

)2

(39.6)

と定まる (詳細は下記)．ただし式 (39.5)の複号は α < 0に対して正号を，α > 0に対して負号を選ぶ*28．

引力 (α < 0)に対して，

• Mc > |α|の場合，式 (39.4)より

– E < mc2 であれば粒子は閉じない有限運動をする．

∗ 非相対論的力学において対応する楕円軌道が，閉じているのとは対照的である．
– E > mc2 であれば粒子は r が無限大となる運動をする．

［本稿次節で確認．］

• Mc ≤ |α|の場合，式 (39.5–6)より再び ϕ→∞で r → 0となることが確かめられる．

r = 0への落下時間は有限である［本稿次節で確認］．

§ 39，式の導出など

■軌道の方程式 (39.4–6)の導出手順 Hamilton-Jacobi方程式 (16.11)は

− 1

c2

(
∂S

∂t
+
α

r

)2

+

(
∂S

∂r

)2

+
1

r2

(
∂S

∂ϕ

)2

+m2c2 = 0

となる．ここから作用を決定するのに，変数分離の方法 (『力学』§ 48)を適用することができ［理由は本稿

次節］，
S = −E t+Mϕ+ f(r)

*28 符号の逆の選び方は式 (39.1)の根の符号を逆転することにあたる．
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とおいて上式に代入すると，

S = −E t+Mϕ+

∫ √
1

c2

(
E − α

r

)2
− M2

r2
−m2c2dr (39.3)

が得られる．次いで［Hamilton-Jacobiの方法の一般的な手順 (『力学』§ 47，本稿次節で相対論への応用を

議論)に従って］∂S/∂M = constとおくと，軌道の方程式 (39.4–6)が得られる［本稿次節で導出］．

§ 39について

■エネルギー (39.1)における p2 の表式について 角運動量はM = r × pで定義されるので，運動量 pの r

に垂直な成分 p⊥ を用いてM = rp⊥ と表される．よって

p2 =
M2

r2
+ p 2

r (p.106, l.8の式)

と書けることは，相対論的力学においても正しい．

■「さらに引力の場合……(……了解する)．」(p.106，l.14～19)について 式 (39.1)を

c2p 2
r =

(
E − α

r

)2
− M2c2

r2
−m2c4

と書き換える．r → 0のとき，これは条件

0 ≤ c2p 2
r ≃

α2 −M2c2

r2

を与える．これはMc > |α|に対しては満たされない．

■Hamilton-Jacobiの方法 (p.107)について Hamilton-Jacobi方程式を解くとき，「M は粒子の一定の角運

動量であ」(§ 39，l.9,10)り，「E (中略)は運動する粒子の一定のエネルギー」(p.107，l.11)であることを用

いている．実際には粒子 eは加速運動をすると電磁波を放射してエネルギーと角運動量を失うけれど (§ 75)，

非相対論的極限では粒子間相互作用を単なる Coulomb相互作用として扱える (§ 65)．こうして e′ の作る与

えられた Coulomb 場だけを考える近似の下では放射は無視され，E = const とできると考えられる．この

点については§ 17第 1段落を参照 (そこにあるように，放射を無視できる条件は§ 75で調べる)．また，興

味あるのが eの運動だけなら p.107，l.7のように 1粒子に対する Hamilton-Jacobi方程式を書けば十分であ

る*29．

■Hamilton-Jacobiの方法により軌道の式 (39.4–6)を得ること Hamilton-Jacobi方程式

− 1

c2

(
∂S

∂t
− α

r

)2

+

(
∂S

∂r

)2

+
1

r2

(
∂S

∂ϕ

)2

+ (mc)2 = 0 (38)

に基づく軌道の式 (39.4–6)の導出について補足する．p.107，l.8の Hamilton-Jacobi方程式と式 (39.3)では

αの符号は誤りであり，以下で見るように式 (39.4–6)では符号は正しいと考えられる．

*29 なお粒子ごとに∇S = P が成り立つことに注意しH =
∑

{
√

m2c4 + p2c2 + eϕ}を書き換えると，系全体に対しては自己エ
ネルギーを除き第 2の電荷の質量をm′ として

−
1

c2

(
∂S

∂t
+

2α

r

)2

+

(
∂S

∂r

)2

+
1

r2

(
∂S

∂ϕ

)2

+m2c4 +m′2c4 = 0

となると考えられる．
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相対性理論でも『力学』の解法を用いることができること [3, pp.186–190] 『力学』の式 (48.7)のように循環

座標 q は αq の形に分離される．ここで α = ∂S/∂q は (同著式 (43.3)より)q に共役な一般座標である．以上

の議論は系が非相対論的であることを用いていないので，相対性理論でもそのまま成り立つ．式 (38)では ϕ

が循環座標なので，作用においてMϕが分離される．ここにM は原点周りの角運動量である．

保存系で時間が S = S(q)− E t(q は空間座標)と変数分離されることは，∂µS = −pµ が相対性理論でも成
り立つから正しい．これは式 (38)において ∂S/∂tが「他の座標 (あるいは時間)や導関数を含まないそれらだ

けの組み合わせでのみ，ハミルトン=ヤコービの方程式のなかに入ってい」(『力学』p.189下から 11～9行)

なくても言える．ここで考えている Coulomb場の中の電荷は，上記のように一定のエネルギー V を持つた

め，作用において −E tを分離できる．

また以下の理由により，相対性理論においても解 S に対して ∂S/∂α = β と置けば良い．すなわち相対性理

論においても ∂µS = −pµ より S を母関数とする正準変換公式が『力学』(非相対論)の場合と同じであり，ま

たハミルトニアンがラグランジアンの Legendre変換で定義されることに変わりないため，『力学』§ 47の議

論がそのまま成り立つから．よって ∂S/∂M = constである．

軌道の方程式 (39.4–6)の導出過程の補足 軌道の方程式を求める際，前もって作用の式 (39.3)における積分

を実行するのは得策でない (これは Hamilton-Jacobiの方法により軌道を求める他の問題にも一般に言える)．

式 (39.3)の平方根の前の符号を念のため ±とし，角度 ϕの基準線の任意性から const = 0とおくと

0 =
∂S

∂M
= ϕ∓

∫
(Mc/r2)dr√

(α2 −M2c2)
(

1
r +

Eα
α2−M2c2

)2
− (Eα)2

α2−M2c2 + E 2 −m2c4
(39)

となる．最右辺を書き換えるには分子の 1/r2 を分母の根号内に含めず，1/r を塊と見て根号内を平方完成す

ることにだけ注意すれば良い．Mc ̸= |α|の場合には

(式 (39)右辺) = ϕ∓
∫

(Mc/r2)dr√
1

M2c2−α2

[
c2{(ME )2 − (mc)2(M2c2 − α2)} −

(
M2c2−α2

r + Eα
)2] (40)

である．

Mc > |α|のとき M2c2−α2

r + Eα ≡ c
√

(ME )2 − (mc)2(M2c2 − α2) cosX と置換すると

(式 (40)右辺) = ϕ∓ 1√
1− (α/cM)2

X

となるから式 (39.4)を得る．その際，複号は消える．

Mc < |α|のとき α2−M2c2

r + Eα ≡ c
√

(ME )2 + (mc)2(α2 −M2c2) coshX と置換すると

(式 (40)右辺) = ϕ± 1√
(α/cM)2 − 1

X

となる．ここから軌道の方程式を求めると，式 (39.5)は
√
(α2/c2M2)− 1→

√
(α2/c2M2)− 1と訂正され

るものと考えられる (本稿では訂正済み)．

Mc = |α|のとき式 (39)右辺において根号内を X と置換して積分を実行すると式 (39.6)を得る．その際，

複号は消える．
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図 28 「開いたバラの花形の軌道」(p.107の 1番下)

■「もし E < mc2……できる (無限運動)」(p.107下から 6,5行目)について Mc > |α|を用いると式 (39.4)

右辺の cosの係数が√
(mc2α)2 − (Mc)2{(mc2)2 − E 2} ≤ − Eα (E > mc2のとき),√
(Mc)2{E 2 − (mc2)2} − (mc2α)2 ≥− Eα (E < mc2のとき)

となるので，E > mc2 の場合に限って式 (39.4)右辺は 0になり得るから．

■「開いたバラの花形 (open“rosettes”)の軌道」(p.107の 1番下)について 軌道の式 (39.4)は，変数 rと

各パラメーターを適当に無次元化し，引力の条件 α < 0およびMc > |α|を満たすように

c = 1, M = 2, α = −1, E = −1, m =

√
3.5

3

ととると
3

r
=

1√
2
cos

(√
3

2
ϕ

)
+ 1

となる．この式で表される軌道は図 28のようである．

■「電荷が原点に“落ち込む”ために必要な時間は有限である」(p.108，l.6)ことの確認 作用 (39.3)に対し

て ∂S/∂E = constとおくと，動径が r = r0 から r = 0まで変化するのに要する時間は

∆t =
1

c2

∫ 0

r0

(
E − α

r

)
dr√

1
c2

(
E − α

r

)2 − M2

r2 −m2c2
=

1

c2

∫ 0

r0

(
E + |α|

r

)
dr√

1
c2

{
E 2 + 2 |α|

r E + |α|2−M2c2

r2

}
−m2c2

と表される (α < 0を考慮した)．最右辺における分母の 1/r2 の係数は，Mc ≤ |α|の仮定により非負である．
分子の第 1項 E の寄与は明らかに有限である．また発散の恐れのある第 2項 |α|/rの積分に関しても，r → 0

のとき
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• Mc < |α|に対して分母の主要項は 1/r2 の項なので，被積分関数は定数のように振舞う．

• Mc = |α|に対して分母の主要項は 1/rの項なので，被積分関数は 1/
√
r のように振舞う．

よっていずれの場合にも積分は有限の結果を与える．

§ 39，問題

1　 (斥力 (α > 0)での電荷の散乱角) 既に得られている軌道の方程式から，散乱角を求められる．Mc ≤ |α|
の場合の軌道 (39.5–6)は r → 0に到達するので，斥力 (α > 0)の場合には不適である．よってMc > |α|で
なければならないことが見出される．そこで軌道の式 (39.4)を考えると，これは非相対論における双曲線軌

道の方程式と同じ形
p

r
= −1 + e cosϕ′ (『力学』の式 (15.14))

を持つ．ここに p ≡ c2M2−α2

Eα は通径，ϕ′ ≡ ϕ
√
1− α2

c2M2 は尺度変更した方位角であり，離心率は

e =
c
√
(ME )2 −m2c2(M2c2 − α2)

Eα

と同定される．このとき実際に e > 1 であること (上式が双曲線を表すこと) は次のように確かめられる．

e > 1を両辺平方して移項すると，

c2{(ME )2 −m2c2(M2c2 − α2)} > E 2α2, ∴ (E 2 −m2c4)(M2c2 − α2) > 0

となる．ここで仮定よりM2c2 − α2 > 0であり，またエネルギーの表式 (39.1)より α > 0では E > mc2 が

満たされるので，この不等式は成り立っている．

以上を踏まえ，散乱角 χを求めよう．「φ0 を軌道 (39.4)の 2つの漸近線のあいだの角度としたとき」とあ

るが，正確には始線と漸近線のなす角が ±ϕ0 であり，2つの漸近線のなす角は 2ϕ0 である．(このとき散乱角

が χ = π − 2ϕ0 となることは正しい．) そこで軌道の式 (39.4)に r = ±∞，ϕ = ±ϕ0 を代入すると

ϕ0 =
cM√

c2M2 − α2
ψ, ψ ≡ cos−1

(
Eα

c
√
(ME )2 −m2c2(M2c2 − α2)

)
(41)

が得られる．これを電荷の無限遠での速度 v で書き換えるには，エネルギーの表式 (39.1)に

r =∞, p =
mv√

1− (v/c)2

を代入し，v について解いた式

v = c

√
E 2 −m2c4

E

を用いれば良い．このとき教科書の答のように，

ψ = tan−1

(
v
√
c2M2 − α2

cα

)
(42)

と書き換えられる．実際，式 (42)の ψ に対して

cos2 ψ =(1 + tan2 ψ)−1 =

(
c2α2 + v2(c2M2 − α2)

c2α2

)−1

=

(
E 2c2α2 + c2(E 2 −m2c4)(c2M2 − α2)

c2α2E 2

)−1

=
α2E 2

c2{(ME )2 −m2c2(M2c2 − α2)}
となるので，もとの ψ の式 (41)に戻ることができる．
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図 29 Coulomb場による微小角散乱の近似的な取り扱い

2　 (Coulomb場による微小角散乱の断面積) 相対論的力学では，無限遠での運動量 p∞ = mv√
1−(v/c)2

を用

いて
M = ρp∞ = ρ

mv√
1− (v/c)2

である．α > 0を想定し，小問 1の結果にこれを代入して得られる ρと χの関係は，一般には複雑である．そ

こで微小角散乱を考える (このとき Rutherfordの公式との関係を議論できる)．散乱角の評価は『力学』§ 20

と同様の手順で行われており，粒子は近似的に衝突パラメーター ρの 1直線上を，入射速度 v (対応する運動

量 p = mv√
1−(v/c)2

)のまま走っていると見なすと，力の運動方向に垂直な成分は，図 29より

Fy =
α

r2
ρ

r

と表される．また運動方程式 ṗy = Fy が成立するので，

χ =
1

p

∫ ∞

−∞
Fydt =

1

p

∫ ∞

−∞

αρdt

(ρ2 + v2t2)3/2

と立式できる．

§ 40．双極モーメント

電荷が原点付近に集中しているとき，遠方Rに作られる［静電場の］ポテンシャルは*30

ϕ =

∑
e

R
+

d ·R
R3

と近似される［導出は本稿次節］．

ここに d ≡
∑
er は双極モーメントと呼ばれ，

•
∑
e = 0の系で，原点のとり方に依らない．

• 正電荷 e+a (位置 r+a )と負電荷 −e−a (位置 r−a )を区別し，それぞれの電荷中心

R+ =

∑
e+a r

+
a∑

e+a
, R− =

∑
e−a r

−
a∑

e−a

*30 教科書の記号はR0 だが，本稿では添字 0を省く．第 9章では電荷から観測点へ向かうベクトルRと区別するために，原点を始
点とする位置ベクトルをR0 と書く措置が有用となる．
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図 30 d = eR+−:(40.6)の解釈．正電荷群と負電荷群をそれぞれ 1つの粒子と見なす．

図 31 ϕ(1) と対応する電場

を定義すると
d = R+

∑
e+a −R−

∑
e−a

と書ける．

– 特に
∑
e+a =

∑
e−a = eであれば

d = e(R+ −R−)

と書ける (図 30参照)．

全電荷がゼロの系のポテンシャルは (近似的に)1次の項

ϕ(1) =
d ·R
R3

で表される．ϕ(1) から導かれる電場は R3 に逆比例する強さを持ち，dの方向の周りに軸対称性を持つ (図 31

参照［計算は本稿次節］)．
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§ 40について

■展開 (40.2)について § 41における 2次の項 (41.2)の確認も兼ねて導出を補足する．

ϕ =
∑ e

|R− r|

=
∑∑

n

1

n!

(
r · ∂

∂r

)n
e

|R− r|

∣∣∣∣
r=0

r = 0の周りに展開

=
∑∑

n

1

n!

(
−r · ∂

∂R

)n
e

|R− r|

∣∣∣∣
r=0

Rの微分に書き換えれば

=
∑∑

n

1

n!

(
−r · ∂

∂R

)n
e

R
先に r = 0を代入できる

=
∑ e

R
+

d ·R
R3

+
Dαβ

6

∂2

∂Xα∂Xβ

(
1

R

)
+ · · · .

■ϕ(1) の式 (40.7)と電場の式 (40.8),(40.9)について まず式 (40.7)について，

ϕ =
∑

(−er ·∇)
1

R
=
(∑

−er
)
·
(
∇ 1

R

)
とできることが，r ·∇ = xα∂α と書き換えると分かる (∂α ≡ ∂/∂Xα はRの成分による微分)．次に「(40.9)

という形に書けることを示しておくのは有用」(p.110，l.11) について，式 (40.9) は −∇ϕ(1) を考えると図

31 のように −∇ と d ·∇ が交換できることから直ちに分かる．それに比べると遠回りだが，式 (40.9) が式

(40.8)に一致することを次のように確かめられる．

E = (d ·∇)∇ 1

R
=− (d ·∇)

R

R3
= − 1

R3
dα∂αR−Rdα∂α

1

R3

=− 1

R3
dαeα + 3dα

Xα

R

1

R3

R

R
=

3(n · d)n− d

R3
.

■Eθ の式 (40.11) について θ 方向が図 32 のように定義されるなら，場 (40.8) のうち θ 成分を持つのは

−d/R3 の部分のみで，その成分は

Eθ = −
−d sin θ
R3

=
d sin θ

R3

となる．よって式 (40.11)の Eθ の符号は逆と考えられる．Ex, Ez を分解しても同じ結果

Eθ = Ex cos θ − Ez sin θ =
d sin θ

R3

を得る．

§ 41．多重極モーメント

ポテンシャルの展開における 2次の項は 4重極ポテンシャルと呼ばれ，

ϕ(2) =
1

2

(
∂2

∂Xα∂Xβ

1

R

)∑
exαxβ , Xα : Rの成分 (41.2)
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図 32 電場の分解

と表される (§ 40のノート参照)．これは

ϕ(2) =
Dαβ

6

∂2

∂Xα∂Xβ

1

R
=
Dαβnαnβ

2R3
, nα : R/Rの成分 (41.5–6)

と書くこともできる (導出は下記)．ここに

Dαβ =
∑

e(3xαxβ − r2δαβ) (41.3)

は 4重極モーメントであり，トレースレスの条件 Dαα = 0を満たす．

また球関数の理論を用いれば，展開 ϕ =
∑∞
l=0 ϕ

(l) の l次の項の表式

ϕ(l) =
1

Rl+1

l∑
m=−l

√
4π

2l + 1
Q(l)
m Y

∗
lm(Θ,Φ), Q(l)

m =
∑
a

ear
l
a

√
4π

2l + 1
Ylm(θa, ϕa)

が見出される (Θ,Φおよび θa, ϕa はそれぞれ，Rおよび ra の座標軸となす角)．{Q(l)
m }は 2l 重極モーメント

と呼ばれる，対称な l階の既約テンソルに対応する．既約テンソルとは，添字の任意の 1対について縮約する

とゼロになるテンソルのことである．

§ 41，式の導出など

■式 (41.5–6)の導出 一見すると，式 (41.2)の ϕ(2) は 6つの量
∑
exαxβ で特徴付けられる．しかしながら

1/Rが Laplace方程式

0 = ∆

(
1

R

)
= δαβ

∂2

∂Xα∂Xβ

(
1

R

)
を満たすことに注意すると，

ϕ(2) =
1

2

{∑
e

(
xαxβ −

1

3
r2δαβ

)}
∂2

∂Xα∂Xβ

(
1

R

)
=
Dαβ

6

∂2

∂Xα∂Xβ

(
1

R

)
: (41.5)

と書き換えられる．これは 5つの独立成分を持つ，トレースレスの対称テンソル Dαβ で表されている．微分

を実行すると，

ϕ(2) =
Dαβ

6

(
3XαXβ

R5
− δαβ
R3

)
=
Dαβnαnβ

2R3
: (41.6) (∵ Dαβδαβ = Dαα = 0)

が得られる．
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図 33 4重極モーメント

§ 41について

■「しかしながら，……，5 個だけに依存する……このことは……ラプラス方程式……から結論される」

(p.111，l.6～10) について 1/R0 が Laplace 方程式を満たすため，ϕ(2) を p.111，l.11 のように書き換え

られ，ここに現れる Dαβ(式 (41.3)) はトレースレスの条件 (41.4) のために 5 個の独立な成分を持つ．式

(41.6):ϕ(2) = Dαβnαnβ/2R
3 の右辺に付加的な項が現れないのは式 (41.4):Dαα = 0のおかげであり，p.111，

l.11の ϕ(2) の式への書き換えのおかげである．

■4重極モーメント (41.3)の意味 2種類の電荷 e = ±qから成る図 33①の電荷分布に対して，4重極モーメ

ント (41.3)は

Dαβ =
∑

e(3xαxβ − r2δαβ),(
3
∑

exαxβ

)
=3

q
a′2 a′

2
0

a′
2

a′
2

0
0 0 0

− q
 a′

2 −a′2 0

−a′2 a′
2

0
0 0 0

+ q

a′2 a′
2

0

a′
2

a′
2

0
0 0 0

− q
 a′

2 −a′2 0

−a′2 a′
2

0
0 0 0


=3 · qa2

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , (a′ ≡ a/2)

(∑
er2
)
δαβ =0

と計算される．xy, yz, zx面内で図 33①の形の電荷分布を考え，各々に対して積 qa2 を独立に選べば，3つの

非対角成分 Dxy(= Dyx), Dyz(= Dzy), Dzx(= Dxz)を指定できる．逆に言えば，Dαβ の非対角成分は図 33

①の形の電荷分布からの寄与として理解できる．

次に図 33②の電荷分布に対して，4重極モーメント (41.3)は

Dαβ =
∑

e(3xαxβ − r2δαβ),(
3
∑

exαxβ

)
=3

q
a′′2 0 0

0 0 0
0 0 0

− q
0 0 0

0 a′′
2

0
0 0 0

+ q

a′′2 0 0
0 0 0
0 0 0

− q
0 0 0

0 a′′
2

0
0 0 0
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=3 · qa2
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , (a′′ ≡ a/
√
2)

(∑
er2
)
δαβ =0

と計算される．よって Dαβ の対角成分は，xy, yz, zx面内における図 33②の形の電荷分布からの寄与に分解

できる．

図 33の電荷分布はいずれも電気双極子モーメントが d = 0となっており，4重極モーメントDαβ を用いて

初めて捉えられる．

■Dαβ の主値の関係 (41.7) について 対称性により Dxx = Dyy ≡ D′ となるとき，トレースレスの条件

(41.4)により Dzz = −2D′:(41.7)でなければならない．

系が z 軸周りの回転対称性を持つ場合 (対称性の次数 n =∞)に，式 (41.7)を確かめる．電荷 eを各位置で

の体積要素中の電荷 ρr2 sin θdrdθdϕに置き換え，また電荷密度 ρが方位角 ϕに依らないことを考慮し ϕに

関する積分だけ実行すると

Dxx =
∑

e{3(r sin θ cosϕ)2 − r2} =
∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθρr2 sin θ(3 sin2 θ − 2)πr2,

Dyy =
∑

e{3(r sin θ sinϕ)2 − r2} =
∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθρr2 sin θ(3 sin2 θ − 2)πr2,

Dzz =
∑

e{3(r cos θ)2 − r2} =
∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθρr2 sin θ(3 cos2 θ − 1)2πr2

=− 2

∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθρr2 sin θ(3 sin2 θ − 2)πr2

となる．よって式 (41.7):Dxx = Dyy = −1
2Dzz が成り立っている．

■「四重双極モーメントは座標原点の……証明される」(p.112，l.7)について 系の全電荷と双極モーメント

がゼロのとき，原点の移動により同一の点の位置ベクトルが r → r′ = r + aとなるとすると，

Dαβ
′ = Dαβ +

(∑
e
)
(3aαaβ − δαβa2) + 3

(∑
exα

)
aβ + 3

(∑
exβ

)
aα − δαβa ·

(∑
er
)
= Dαβ .

■軸対称な系の ϕ(2) の式 (41.8)について ϕ(2) の式 (41.6)において

Dαβnαnβ =D

(
−1

2
n 2
x −

1

2
n 2
y + n 2

z

)
=
D

2
(−1 + 3n 2

z ) (∵ n 2
x + n 2

y + n 2
z = 1)

=
D

2
(3 cos2 θ − 1) = DP2(cos θ)

であることによる．

■球関数の理論について 展開 (41.9)は Legendre多項式 Pl を母関数によって定義する式である [12, p.78]．

ランダウ=リフシッツ『場の古典論』 文献 [12]

式 (41.9) 式 (5.38)

式 (41.10) 式 (5.115)

式 (41.11) 式 (5.141)
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■Q(1)
m と双極モーメントの関係 (41.14)について

Y10(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1(θ, ϕ) = ∓

√
3

8π
sin θe±iϕ

に注意すると，式 (41.13)より

Q
(1)
0 =

∑
a

eara cos θa = dz, Q
(1)
±1 = ∓ 1√

2

∑
a

eara sin θae
±iϕa = ∓ 1√

2
(dx ± idy).

ただし式 (41.14)では Q
(1)
0 = idz となっている．

§ 41，問題 (一様に帯電した楕円体の，その中心に関する 4重極モーメント)

途中計算を簡単に補足する．∫
x′

2
dx′dy′dz′ =

∫ 1

−1

x′
2 · π(1− x′2)︸ ︷︷ ︸

円の面積

dx′ =
4π

15
, etc.

より，4重極モーメントの主値は

Dxx = (ρabc)

∫
(2a2x′

2 − b2y′2 − c2z′2)dx′dy′dz′ = 4π

15
(ρabc)(2a2 − b2 − c2) = e

5
(2a2 − b2 − c2), etc.

球状の電荷分布 (a = b = c)に対しては Dxx = Dyy = Dzz = 0となる．電荷分布の形状が球と比べて多少な

りとも歪まないことには，4重極モーメントは (ゼロでない)値を持たない．

楕円体の軸が主軸であることは，直接的には次のように確かめられる．z′ = (一定) の x′y′ 面内に極座標

(r, ϕ)を導入すると，Dαβ の非対角成分は

Dxy = 3ρ

∫
xydxdydz = 3ρa2b2c

∫
x′y′dx′dy′dz′ = 3ρa2b2c

∫ 1

−1

dz′
∫ √1−z′2

0

drr3
∫ 2π

0

dϕ sinϕ cosϕ

などと計算でき，最右辺において ϕに関する積分は確かにゼロである．

§ 42．外場のなかの電荷の系

ポテンシャル ϕの外場のなかにおかれた電荷の系を考え，その内部に座標原点をとり，系のエネルギー

U =
∑
a

eaϕ(ra) (42.1)

を ra のベキに展開する：
U = U (0) + U (1) + U (2) + · · · .

このとき ϕ, ∂ϕ∂xα
, ∂2ϕ
∂xα∂xβ

の原点における値をそれぞれ ϕ0,
(
∂ϕ
∂xα

)
0
= −E0α,

∂2ϕ0

∂xα∂xβ
と書き，再び電荷の系の

モーメント
d =

∑
er, Dαβ =

∑
e(3xαxβ − δαβr2)

を導入すると，

U (0) = ϕ0
∑

e, U (1) = −d ·E0, U (2) =
Dαβ

6

∂2ϕ0
∂xα∂xβ

(43)
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となる (導出は下記)．

U (1) までの近似では，系に働く合力は

Fα = E0α

∑
e+ [∂α(dβEβ)]0, または Fα = E0α

∑
e+ [dβ∂βEα]0 (44)

で与えられ［本稿次節で補足］，全電荷がゼロであれば，力は原点における場の導関数で特徴付けられる．こ

れに対し力のモーメント
K =

∑
a

ra × eaE0 = d×E0 (42.6)

は場の強さ自体で表される．

各々の電荷がゼロで，双極モーメント d1,d2 を持つ 2つの系が，長距離 (電荷の広がりに比べて)Rを隔て

て存在するとき，それらの間の相互作用エネルギーは

U = −d2 ·E1 =
(d1 · d2)R

2 − 3(d1 ·R)(d2 ·R)

R5
(∵ E1の表式 (40.8)) (42.7)

と表される［本稿次節で補足］．一方の系がゼロでない電荷 eを持つ場合には，同様にして

U = e
d ·R
R3

(42.8)

が得られる［本稿次節で補足］．

§ 42，式の導出など

■U (n) の式 (43)の導出 位置エネルギーのベキ展開

U =
∑

eϕ(r) =

∞∑
n=0

U (n), U (n) =
1

n!

(∑
exα1 · · ·xαn

)
(∂α1 · · · ∂αnϕ)0

における n = 0, 1, 2の項は

U (0) =
(∑

e
)
ϕ0, (42.3)

U (1) =
(∑

er
)
· (∇ϕ)0 = −d ·E0, ［本稿次節で補足］ (42.4)

U (2) =
1

2

(∑
exαxβ

) ∂2ϕ0
∂xα∂xβ

=
1

2

{∑
e

(
xαxβ −

1

3
δαβr

2

)}
∂2ϕ0

∂xα∂xβ

(
∵ Laplace方程式 δαβ

∂2ϕ0
∂xα∂xβ

= 0

)
=
Dαβ

6

∂2ϕ0
∂xα∂xβ

(42.9)

と計算される．

§ 42について

■外場のなかの電荷の位置エネルギー (42.1)について エネルギーの式 (16.6)による．

あるいは次のように考えることもできる．電荷の相互作用エネルギーの式 (37.7)において，外場のなかの

電荷 (添字 a, b, · · · で表す)と外場を作っている電荷 (添字 a′, b′, · · · で表す)を区別すると

U ′ =
1

2

∑
a,b(̸=a)

eaeb
Rab

+
∑
a,b′

eaeb′

Rab′
+

1

2

∑
a′,b′( ̸=a′)

ea′eb′

Ra′b′
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となる．今，興味のある右辺第 2項には係数 1/2が現れず，これは式 (42.1):∑
a

eaϕa, ϕa =
∑
b′

eb′

Rab′

に他ならない．

■「U を ra のベキに展開することができる」(p.114，l.6～l.8)について 場が空間的に「ゆるやかに変化す

る」(p.114，l.6)とき ra による展開 (42.2)における展開係数 ∂αϕ(0), ∂α∂βϕ(0), · · · が小さくなる．

■U (1) の式 (42.4)について

U (1) =
∑

e

(
r · ∂

∂r
ϕ

)∣∣∣∣
r=0

= −d ·E0 (42.4)

とできるのは ∂ϕ(ra)
∂ra

∣∣∣
ra=0

= (gradϕ)0 = −E0 が全ての粒子に共通で，粒子の和の外に出せるからである．

■F = E0

∑
e + (grad d · E)0(式 (42.4) の 3 行下，本稿の式 (44)) について r = 0 を代入済みの U =

U (0) + U (1) に対して
∑

(−grad) を作用させても (すなわち −
∑
a
∂U
∂ra
を計算しても) 上手くいかない．そ

こで

F = −
∑
a

∂U

∂ra
= −

∑
a,b

ea
∂ϕ(rb)

∂ra
= −

∑
a

ea
∂ϕ(ra)

∂ra

としてからこれを ra のベキに展開すると，

Fα = −
∑

e
∂ϕ(r)

∂xα

∣∣∣∣
r=0

−
∑

e
∂2ϕ(r)

∂xα∂xβ

∣∣∣∣
r=0

xβ

となる．ここで ∂ϕ(r)
∂xα

, ∂
2ϕ(r)

∂xα∂xβ
における r, xα, xβ は粒子の位置であるけれど，ポテンシャル ϕと電場 E は各

位置で定義されていることに注意すると，これらを単なる空間の位置と見なすことができる．このとき

−∂ϕ(r)
∂xα

∣∣∣∣
r=0

= E0α, − ∂2ϕ(r)

∂xα∂xβ

∣∣∣∣
r=0

= (∂αEβ)0 = (∂βEα)0

となり，これらを粒子の和の外に出すと，式 (44):

Fα = E0α

∑
e+ [∂α(dβEβ)]0, または Fα = E0α

∑
e+ [dβ∂βEα]0

を得る．

「小教程」の巻末注では，「grad(d ·E) = (d ·∇)E+d× rotE として rotE = 0を使う」とある [1, p.385]．

■式 (42.7)について これは丁寧に言えば，第 1の系が作る外場 E1 の中で第 2の系が持つポテンシャルで

ある．これは添字 1と 2の入れ替えについて対称である．

■式 (42.8)について 電荷 e( ̸= 0)を持つのは第 2の系である．第 1の系の双極モーメントを dとし，Rは

系 1から系 2へ向かうものとすると，

ϕ0 ≡(系 1が系 2の中心に作るポテンシャル) =
d ·R
R3

, (∵ 式 (40.7))

E1 =−∇(式 (40.2)) = 0,

∵
∑
系 1

e = 0


U =ϕ0

∑
系 2

e− d ·E1 = e
d ·R
R3

: (42.8).
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§ 43．不変な磁場

静電場の法則 (§ 37)との対応を補足しつつ§ 43の内容をまとめる．電荷の有限な運動を考えると，それ

は定常的な性格を持つ［本稿次節で補足］．そこで電荷の作る磁場の時間平均 H̄ を考えると (以下，時間平均

をバーで表す)，

静電場 Maxwell方程式 ∇ ·E = 4πρ : (36.1)

→ Poisson方程式 ∆ϕ = −4πρ : (36.4)

→ ϕ =

∫
ρdV

R
: (36.8)

→ E =

∫
ρR

R3
dV : Coulombの法則，

(静)磁場 Maxwell方程式 ∇× H̄ =
4π

c
j̄ : (43.2)

(
∵ ∂E

∂t
= 0 (§ 34［『力学』§ 10］)

)
→ Poisson方程式 ∆Ā = −4π

c
j̄ : (43.4) (ただしAに条件∇ ·A = 0を課す (§ 18))

→ Ā =
1

c

∫
j̄dV

R
: (43.5)

→ H̄ =
1

c

∫
j̄ ×R

R3
dV : Biot-Savartの法則．［rotの計算は本稿次節］

［源と場が完全に時間的に一定であれば (静磁場)，以上の結果からバーを省いた関係が成り立つ．］

荷電粒子系に対して，上式 (43.5)は

Ā(r) =
1

c

∫
j(r′, t)

|r − r′|
d3x′ =

1

c

∫
j(r′, t)

|r − r′|
d3x′

=
1

c

∑
a

eava(t)

|r − ra(t)|

(
∵ j(r′, t) =

∑
a

eava(t)δ(r
′ − ra(t))

)
(43.6)

と書き換えられる［このように第 3辺を経由すれば，最右辺において分母も時間平均の対象となることが自然

に理解される］．

§ 43について

■静電場・静磁場 このように場が時間変化しないときには，場の方程式は静電場を決定する式 (36.8)と静磁

場を決定する式 (43.7)に分離され [7, pp.220–223]，電場は電荷分布から，磁場は電流分布から決定されるこ

とになる．

Coulombの法則 (36.8):

E(r) =

∫
ρ(r′)(r − r′)d3x′

|r − r′|3
=
∑
a

ea(r − ra)

|r − ra|3

は，電荷素片 ρ(r′)d3x′ または点電荷 ea が位置 r に電場 ρ(r′)(r−r′)d3x′

|r−r′|3 または ea(r−ra)
|r−ra|3 を作ることを表して

いる．これは基となるMaxwell方程式 (30.4):∇ ·E = 4πρが意味するように，電荷は周りにわき出すような

電場を作ることに対応する．
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一方，Biot-Savartの法則 (43.7):

H(r) =
1

c

∫
j(r′)× (r − r′)d3x′

|r − r′|3
(45)

は，仮に j(r′)d3x′ を電流素片と呼ぶことが許されるならば，これは電流素片 j(r′)d3x′ が位置 r に磁場
1
c
j(r′)×(r−r′)d3x′

|r−r′|3 を作ることを表している．これは基となるMaxwell方程式 (30.3):∇×H = 4π
c j が意味す

るように (∂E∂t = 0)，電流は周りに渦を巻くような磁場を作ることに対応する．

■電荷の有限な運動 § 43では有限な運動を行う電荷が作る磁場を考えて Biot-Savartの法則を導いている．

Biot-Savartの法則を無限に長い直線電流などに対しても適用できるのは，電荷の運動が有限か否かに関わら

ず，単に定常的な場の仮定だけを用いて Biot-Savartの法則を導けるからだと考えられる．

■「このような運動は定常的な性格をもっており」(p.116，l.2)について 例えば電気回路の電荷・電流分布

の変化は通常，準定常的と見なせる．実際，電荷・電流分布の変化の影響は光速で伝わる．そして

• 変化が回路 (典型的な長さ a ∼ 0.1m)を伝わる時間　 τ ∼ a/c ∼ 10−9s

• 交流 (代表的な周波数 f ∼ 10Hz)の周期　 T = 1/f ∼ 0.1s

を比べると τ ≪ T であり，この意味で回路の電荷・電流分布の変化はゆっくりした「準定常的」な変化と見

なせる．電流分布が時間変化する場合にも，静磁場に対する Biot-Savartの法則 (§ 43)が各瞬間ごとに成り

立つと仮定して，ソレノイド・コイルのインダクタンス Lを求めることができるのはこのためである．

このことは§ 62の遅延ポテンシャル

ϕ(r, t) =

∫
ρ(r′, t− |r − r′|/c)d3x′

|r − r′|
, A(r, t) =

1

c

∫
j(r′, t− |r − r′|/c)d3x′

|r − r′|

からも説明・裏付けできる．電気回路の近くの観測位置 r に興味がある場合，回路の位置 x′ における電荷・

電流の影響が位置 r に伝わるのに要する時間 (遅延時間) τ = |r − r′|/cは (電荷・電流分布の変化を特徴付け

る時間スケール T に比べて)小さいとして無視することができ，このとき遅延ポテンシャルは静電場・静磁場

のポテンシャル (36.8)，(43.5)に帰す．

■式 (43.7)2行上の式について 「+」は正しくは「=」である．

式 (43.7)4行上の rotaに対応するのはこの場合 ∂
∂r × j(r′) = 0である．[

∇× j̄(r′)

|r − r′|

]
α

= eαβγ∂β
j̄γ(r

′)

|r − r′|
= −eαβγ

j̄γ(r
′)(xβ − x′β)
|r − r′|3

=

[
j̄(r′)× (r − r′)

|r − r′|3

]
α

.

■国際単位系との関係 国際 (MKSA)単位系から Gauss単位系に移ると係数は，Maxwell方程式において

∇×B = µ0j + · · · → ∇×H =
4π

c
j + · · ·

と変化したのに対応して，Biot-Savartの法則において

B =
µ0

4π

∫
dV (· · · ) → H =

1

c

∫
dV (· · · )

と変化する．すると直線電流 I が r 隔たった位置に作る磁場 (磁束密度) の強さは B = µ0I/2πr → H =

2I/cr と変化すると結論できる．
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■電流が導線を流れる場合の Biot-Savartの法則 電流が導線を流れる場合，電流密度 j は導線の外ではゼロ

になるから，式 (45)における空間積分の範囲は導線の占める領域に限定できる．そこで導線上の任意の点 r′

における直断面を σ とし導線に沿う長さ lを導入して体積要素を

d3x → σdl

と置き換えると，導線方向の長さ dlに関する積分を行えば良い．よって

jd3x′ → jσdl = Idl, I ≡ jσ :電流

と置き換わるから，Biot-Savartの法則 (45)は導線に沿う積分

H(r) =
1

c

∫
I(r′)dl × (r − r′)

|r − r′|3

に書き換えられる．

参考 なお導線方向の単位ベクトル eをとると，電流 I は導線と同じ方向を向くから，さらに

Idl = (Ie)dl = Idl, dl ≡ edl : 線要素ベクトル

と書き換えることもできる．

■Biot-Savartの法則の簡単な応用 Biot-Savartの法則

B(r) =
µ0

4π

∫
I × (r − r′)

|r − r′|3
dl (国際単位系を採用)

を用いると，以下のように具体的な定常電流の作る静磁場を求めることができる．

• 無限に長い直線電流 I が，電流から垂直距離 r の位置に作る磁束密度 (図 34参照)

– 大きさ：　 B(r) =
µ0I

2πr
– 向き：　「電流に対して右回り」

– 導出

B = (0, B, 0), B =
µ0I

4π

∫ ∞

−∞

rdz

(z2 + r2)3/2
=
µ0I

4πr

∫ π/2

−π/2
cosϕdϕ =

µ0I

2πr
.

★ あらかじめ電流に対して右回りの軸対称な場 B(r)を仮定すれば，

この結果は Ampère-Maxwellの法則 B × 2πr = µ0I に立ち返って直ちに導ける．

• 半径 aの円電流 I がその中心に作る磁束密度 (図 35参照)

– 大きさ：　 B =
µ0I

2a
– 向き：　「電流に対して右ねじの向き」

– 導出

B = (0, 0, B), B =
µ0

4π

I

a2

∫
dl =

µ0I

2a
.

(
∵
∫

dl = 2πa

)
• 無限に長いソレノイド・コイル (単位長さあたりの巻き数 n)に電流 I を流したとき，

内部に作られる磁束密度 (図 36参照)

– 大きさ：　 B = µ0nI
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図 34 直線電流 図 35 円形電流

図 36 ソレノイド 図 37 ソレノイドと Ampèreの法則

– 向き：　ソレノイドの軸に平行で電流に対して右ねじの向き

– 実際，ソレノイドの中心軸上での磁束密度は，Biot-Savartの法則を用いて

dB =
µ0

4π
nIa

(−z cosϕ,−z sinϕ, a)dϕdz
(a2 + z2)3/2

,

∴ B =(0, 0, B), B =
µ0nIa

2

2

∫ ∞

−∞

dz

(a2 + z2)3/2
=
µ0nIa

2

2

1

a2

∫ π/2

−π/2
cos θdθ = µ0nI

と計算できる．

実はソレノイドの中心軸から外れた点における磁束密度も中心軸上の値と同じであり，ソレノイド内の磁場は一様であ

る．このことの証明は，Biot-Savartの法則 Biot-Savartの法則に従って磁場またはベクトル・ポテンシャルを求める計

算がこの場合，楕円積分に帰着するため，難しい [7, pp.146–148]．

しかしそれにも関わらず，Ampèreの法則を上手に用いればソレノイド内の任意の位置における磁束密度を調べること

ができる．実際，図 37において磁束密度は ρだけの関数となり，また ϕ方向成分を持たないと考えられる．対称性の議

論だけからは，磁束密度が ρ方向成分を持つことは許容されると考えられるけれど，Biot-Savartの法則を用いれば実際

には磁束密度は z 成分のみを持つことを確かめられる．まとめると，z 方向単位ベクトルを ẑ として磁束密度は

B(ρ) = B(ρ)ẑ

と表される．

これを踏まえて，図 37 のように電流に垂直な矩形 ABCD に対して Ampère の法則を適用する．辺 AB，CD は z 軸

と平行で長さは ∆z であり，辺 AB はソレノイドの内部 ρ(< a) にある．まず辺 CD が無限遠にある場合を考えると，

Biot-Savartの法則からも理解されるように CDでの磁場はゼロになる．よって Ampèreの法則は

B(ρ)∆z = µ0nI∆z, ∴ B(ρ) = µ0nI

127



図 38 定常運動している電荷の系が遠方に作る場

を与える．次いで辺 CDがソレノイドの外部 ρ′(> a)の有限の距離にある場合を考えると，再び Ampèreの法則より

{B(ρ)−B(ρ′)}∆z = µ0nI∆z, ∴ B(ρ′) = 0

を得る．

以上よりソレノイドの内部には一様な磁束密度 B = µ0nIẑ が実現されており，ソレノイドの外部では磁束密度はゼロ

である．

§ 44．磁気モーメント

定常運動している電荷の系が十分離れた点に作る場を考えて，ベクトル・ポテンシャル (43.6):

Ā =
1

c

∑
a

eava
|R− ra|

を ra のベキに展開すると，1次の項までの近似で図 38の Āと H̄ を得る (導出は下記，Āの展開における 0

次の項は時間平均をとると落ちる)．ここに

m =
1

2c

∑
er × v

は磁気モーメントである［係数 1/2cを除けば，これは電流のモーメントと見なせる］．磁場の式 (44.4)は電

場を双極モーメントで表した式 (40.8)と比較される．

全粒子の比電荷 e/mが等しいとき，磁気モーメントは非相対論的極限 p = mv で

m =
e

2mc

∑
r ×mv =

e

2mc
M (44.5)

のように，角運動量M に関係付けられる［和の外の比 e/mは全粒子に共通の値と了解し，e,mの各々がど

の粒子に関する値なのかを問題にしない］．

§ 44，式の導出など

■図 38における Ā, H̄ の表式の導出

Ā =
1

c

∑ ev

|R− r|
=

1

cR

∑
ev̄ − 1

c

∑
ev

(
r ·∇ 1

R

)
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において，最右辺の第 1項の因子 ∑
ev̄ =

d

dt

∑
er

は有限な量
∑
er の時間微分の時間平均だから，ゼロになる［§ 34または『力学』§ 10］．よって r の 1次

の項

Ā = −1

c

∑
(r ·∇)

ev

R
= −1

c

∑
r ·
(
− R

R3

)
ev =

1

cR3

∑
ev(r ·R). (46)

が残る［p.118，l.8の式を訂正した］．これが

Ā =
m̄×R

R3
= ∇ 1

R
× m̄ (44.3)

(ただしm ≡ 1
2c

∑
er × v) に等しいことの確認は，本稿次節を参照．

磁場はポテンシャル (44.3)の第 2辺の回転

H̄ = ∇×
(
m̄×R

R3

)
として求められる．ここで[

∇×
(
m̄×R

R3

)]
α

=eαβγ∂β

(
eγδϵm̄δ

Xε

R3

)
=(δαδδβδ − δαεδβδ)m̄δ∂β

Xε

R3
［mは観測位置Rによらない］

=m̄α∂β
Xβ

R3
− m̄β∂β

Xα

R3
=

[
m̄

(
∇ · R

R3

)
− (m̄ ·∇)

R

R3

]
α

であり，最右辺第 1項において

∇ · R
R3

= Xα∂α
1

R3
+

1

R3
∂αXα

[
= Xα

(
− 3

R4

Xα

R

)
+

3

R3

]
= 0

となる［このことは静電場 E ∼ R/R3 が無発散場であることとして既に知っている］．また第 2項は

(m̄ ·∇)
R

R3
=

1

R3
(m̄ ·∇)R+R(m̄ ·∇)

1

R3
=

m̄− 3(n · m̄)n

R3
(47)

と書き換えられる［第 2の等号は本稿次節で確認］．以上より磁場の式

H̄ =
3(n · m̄)n− m̄

R3
(44.4)

を得る．

参考 図 38に載せたように，磁場は電気双極子の作る電場の表式 (40.9)と似た形

H̄ = (m̄ ·∇)∇ 1

R

に書くこともできる (教科書には載っていない)．これを得るには，ポテンシャル (44.3) の最右辺の回転を

とって [
∇×

(
∇ 1

R
× m̄

)]
α

=eαβγ∂βeγδϵ

(
∂δ

1

R

)
m̄ε

=(δαδδβδ − δαεδβδ)m̄ε∂β
(
∂δ

1

R

)
(mは観測位置Rによらない)

=m̄β∂β

(
∂α

1

R

) (
∵ Laplace方程式 ∂β∂β

1

R
= 0

)
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図 39 電気双極子モーメントの作る電場 (§ 40) 図 40 磁気モーメントの作る磁場 (§ 44)

とすれば良い．

§ 44について

■式 (44.3)の導出について 結論 (44.3)から

∇ 1

R
× m̄ =

1

2cR3

∑
e[v(r ·R)− r(v ·R)] (48)

と逆算すれば，

Ā =(式 (46)) =
1

2
(式 (46)) +

1

2
(式 (46)) =

1

2
(式 (46)) +

1

2

d

dt

1

cR3

∑
er(r ·R)︸ ︷︷ ︸

0

−1

2

1

cR3

∑
er(v ·R)

=(式 (48))

を確かめられる (以上は p.118，l.11の式の補足にあたる)．

■式 (44.4)の導出について m̄はRに依らないので p.118下から 3番目の式で (R/R3)·∇m̄−(R/R3)∇·m̄
は消えている．p.118の 1番下の式 (本稿の式 (47))について，第 2の等号は[

1

R3
(m̄ ·∇)R+R(m̄ ·∇)

1

R3

]
α

=
1

R3
m̄β∂βXα +Xαm̄β∂β

1

R3
=

1

R3
m̄α +Xαm̄β

(
−3R2

R6

Xβ

R

)
=

[
m̄− 3(n · m̄)n

R3

]
α

による．

■磁気モーメントの作る磁場について 式の類似性より，電気双極子モーメントの作る電場 (§ 40)と同じベ

クトル場の (従って力線の)概形を持つ (図 39,40参照)．そこで磁気モーメントmを dと同様，“磁荷”±qm
の構成する双極子と見ることが動機付けられる．実際には N極と S極を持つ棒磁石では，スピン磁気モーメ

ントmが磁場を作っている．すると逆にスピン磁気モーメントの起源を，通常の磁気モーメントmと同様，

円形電流としてイメージしたくなる．しかしながら粒子のスピンは量子力学的な内部自由度であって，古典的

な対応物を持たない [7, pp.172–174] [13, p.196]．
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§ 44，問題 (非相対論での 2粒子系の磁気モーメントmと力学的モーメントM の関係)

相対位置ベクトル r = r1 − r2 を導入し，運動量は非相対論的表式 p1 = m1v1, etc.を用いる．2粒子の重

心を座標原点に選ぶと

r1 =
m2

m1 +m2
r, r2 = − m1

m1 +m2
r, p1 = −p2 ≡ p

が成り立ち，角運動量は

M = r1 × p1 + r2 × p2 = (r1 − r2)× p = r × p

と表される (最右辺はシンプルな結果になっている)．すると磁気モーメントは

m =
1

2c
(e1r1 × v1 + e2r2 × v2) =

1

2c

(
e1r1
m1
− e2r2

m2

)
× p =

1

2c

{
e1m2

m1(m1 +m2)
+

e2m1

m2(m1 +m2)

}
(r × p)

=
1

2c

(
e1
m 2

1

+
e2
m 2

2

)
m1m2

m1 +m2
M (換算質量をくくり出した)

のように，M を用いて表される．m1 ≪ m2 とすると，式 (44.5)から期待される値

m =
e1

2m1c
M

に移行する．

§ 45．ラーマ―の定理

• 不変な磁場のなかの電荷の系に働く力とモーメントの時間平均はそれぞれ

F̄ =
∑ e

c
v ×H = 0, (49)

K̄ =
∑ e

c
r × (v ×H) = m̄×H (45.1)

となる (導出は下記)*31．

– これは電場から受ける力のモーメントの式 (42.6):K = d×E0 と比較される．

• 一様な磁場と粒子の相互作用を表すラグランジアンの項は

LH =
∑ e

c
A · v = m ·H (45.3)

となる (導出は下記，ポテンシャルをA = 1
2H × r:(19.4)にとった)*32．

– これは一様な電場のなかに置かれた，

全電荷ゼロの電荷の系のラグランジアン (42.4):LE = d ·E と比較される．
［磁気モーメントmは磁場と向きがそろった方が，エネルギー (−LH)が低下する．］

ある 1つの固定された電荷が作る球対称な電場，および一様不変な磁場H のなかを非相対論的な速度で運

動する電荷の系を考える．すべての電荷は共通の比電荷 e/mを持つとする．

*31 磁場が一様である必要はない．なお電場はゼロとしている．
*32 磁場が不変である必要はない．
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Lamorの定理 磁場が弱いとき H2 を無視する近似で系の運動は，電荷の中心を通る磁場方向の軸の周りに

Lamorの振動数
Ω = − e

2mc
H (45.4′)

で回転する基準系において，もとの基準系と同じ電場および粒子間相互作用のみの下での運動 (磁場が

ない場合の運動)として与えられる (証明は下記)．［回転系の Coriolis力が磁場による Lorentz力を打

ち消す (導出過程を見よ) [22, p.113]．］

★ Ωを教科書の式 (45.4)と逆符号で定義した．

Lamorの歳差運動 電場はゼロとする．角運動量 M̄ は，上式 (45.4′)の角速度で磁場の周りに歳差運動する：

dM̄

dt
= Ω× M̄ . (導出は下記) (45.5′)

§ 45，式の導出など

■F̄ の式 (49)，K̄ の式 (45.1)の導出

F̄ =
∑ e

c
v ×H =

d

dt

∑ e

c
r ×H

であり，最右辺において粒子の位置 rは有限の領域内にある．よって最右辺は有限な量の時間微分の時間平均

なので，ゼロになる［§ 34，『力学』§ 10］．

また力のモーメントの平均については

K̄ =
∑ e

c
r × (v ×H) =

∑ e

c
v(r ·H)−H(v · r) =

∑ e

c
v(r ·H)− 1

2
H

d

dt
r2

と書き換えられる．最右辺の第 2項は再びゼロであり，第 1項を式 (44.3)の導出時と同様に変形すると，

K̄ =
∑ e

c
v(r ·H) =

1

2c

∑
e{v(r ·H)− r(v ·H)} = m̄×H : (45.1)

を得る．

■式 (45.3)の導出 一様な磁場のポテンシャル (19.4):A = 1
2H × r を用いると，

LH =
∑ e

c
A · v =

∑ e

2c
(H × r) · v =

∑ e

2c
(r × v) ·H = m ·H : (45.3).

■Lamorの定理の証明 磁場H を持つもとの座標系に関する粒子の位置 rと速度 v を用いて，非相対論的な

ラグランジアンは

L =
∑ mv2

2
+m ·H − U =

∑ mv2

2
+

1

2c

∑
e(H × r) · v − U

と表される．ここに U は電荷間の相互作用 (固定された電荷の作る位置エネルギーを含む)を記述するポテン

シャルである．これに対して角速度
Ω = − e

2mc
H

で回転する基準系で見た粒子の速度 v′ は，v と

v = v′ +Ω× r
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で関係付けられる (2つの基準系の原点は共通で，r = r′)．ラグランジアンの不変性とより，回転系でのラグ

ランジアンは

L =
∑ m

2
(v′ +Ω× r)2 −Ω ·

∑
mr × (v′ +Ω× r)− U

≃
∑ mv′

2

2
− U

となる (第 2項では比電荷 e/mが全粒子に共通であることを考慮し，第 2の等号では Ω ∼ H の 2次の項を

無視した)．最右辺はもとのポテンシャル U の下での粒子のラグランジアンだから，示された

■Lamorの歳差運動 (45.5′)の導出 角運動量とトルクの関係は，式 (45.1)より

dM̄

dt
= K̄ = m̄×H

と書ける．比電荷 e/mが等しい粒子の非相対論的な運動に対する磁気モーメントの式 (44.5)，およびΩの定

義式 (45.4′)を用いて，これを式 (45.5′)へと書き換えられる．

§ 45について

■p.121下から 2行目の誤植 「わまり」→「まわり」と訂正する．

■Lamorの定理の前提条件──非相対論的な多粒子系 全粒子の比電荷が等しいのは，多粒子でも Lamorの

振動数がとれる条件になっている．また，p.120で v ≪ cとしたため非相対論的ラグランジアン (p.121，l.6)

を用いている．

新しい座標系の回転軸まわりに古い座標系の静電場 (外場)が回転対称性をもたないと，新しい座標系では

電場が時間変化して U が変化し得ると考えられる．それで p.120下から 10～14行目では回転軸上に固定され

た電荷の作る外場を考えると断ったものと考えられる．

■Lamor の歳差運動について 「この振動数」(p.121，l.14) とは Ω のこと．「電荷の系の有限運動」(p.121，

l.15)は例えば原子中の電子を念頭に置いた等方性調和振動子が挙げられる．「この系に関する量を平均したも

の」(p.121，l.16)の例はすぐ下の M̄ のことであり，それゆえ Lamorの歳差運動が結論されるのは磁場が弱

いときである．また最終段落で考えているのは dM/dtではなく短時間の平均 dM̄/dtゆえ 0にならない．
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第 6章　電磁波

§ 46．波動方程式

Maxwell方程式によれば，電荷がない場合にも電磁場は存在できる．そのような電磁場は必然的に時間変化

するものであり*33，電磁波と呼ばれる．

条件
ϕ = 0, ∇ ·A = 0 (50)

を満たすポテンシャルを選ぶことが可能であり［本稿次節で補足］，このときMaxwell方程式はポテンシャル

に対する波動方程式 (d’Alembert方程式) (
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
A = 0 (46.7)

を与える (導出は下記)．電磁場 E = − 1
c
∂A
∂t ,H = ∇×Aも波動方程式を満たす．

あるいは Lorenz条件

∂kA
k = 0 i.e.

1

c

∂ϕ

∂t
+∇ ·A = 0 (46.9)

を満たすポテンシャル Ak を採用することも，常に可能である［理由は本稿次節］．このときMaxwell方程式

は，再び Ak に対する波動方程式に書き換えられる：

0 = ∂kF
ik = ∂k(∂

iAk − ∂kAi) ⇒ ∂k∂
kAi = 0.

ここで条件 (50)は特定の基準系でしか成り立たないのに対し，Lorenz条件 (46.9)は Lorentz変換に対して

共変的であることに注意する．

§ 46，式の導出など

■輻射ゲージ (50)での場の方程式 (46.7)の導出

∇×H = ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∆A = −∆A, (∵ ∇ ·A = 0)

1

c

∂E

∂t
= − 1

c2
∂2

∂t2
A (∵ ϕ = 0)

であり，電荷のない空間でのMaxwell方程式によりこれらを等置して式 (46.7)を得る．

§ 46について

■輻射ゲージ (50) について これを満たすポテンシャルをとるには§ 46 にあるように 2 回ゲージ変換を行

い，1回目で ϕ = 0，2回目で∇ ·A = 0となるようにすれば良い (この順でないと上手くいかないだろう)．

具体的には 1回目のゲージ変換 Ai → Ai
′ = Ai − ∂if で

0 = ϕ′ = ϕ− 1

c
∂tf

*33 第 5章で見た一定の場に対する Poisson方程式の［特殊］解は，電荷がない場合 (ρ = 0, j = 0)にはゼロになるから．［しかし一
様不変な電磁場は，電荷のない場合のMaxwell方程式を満足できる．］
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の解 f をとり，2回目のゲージ変換 Ai
′ → Ai

′′ = Ai
′ − ∂ig で

0 = ∇ ·A′′ = ∇ ·A′ +∆g

の解 g をとれば良い．このとき ϕ′′ = ϕ′ − 1
c∂tg = ϕ′ +∇ ·E = ϕ′ = 0を言うのに真空中より ρ = 0である

ことを用いる．

第 2式∇ ·A = 0は平面波解 A = A0e
i(k·r−ωt) (§ 48)に対して k ·A = 0となる．これは振動方向が波

の進行方向 kに直交することを意味しており，横波条件と呼ばれる (§ 47も参照)．Lorenz条件 ∂iA
i = 0に

対してこれは kiA
i = 0と一般化される．

■d’Alembert演算子

□ = ∂2 = ∂k∂
k = gik∂i∂k = gik∂

i∂k =
1

c2
∂2

∂t2
−∆

などと書ける (教科書 p.123脚注ではこの逆符号を □としている)．これはベクトルの 4元内積となっている

ので，Lorentzスカラーとして変換する．

■Lorenz条件 (46.9)をとれる理由 与えられたAkに対し§ 18のゲージ関数 f を適当に選べば，新しいポテン

シャルA′k = Ak+∂kf が Lorenz条件を満たすようにできる．実際そのためには 0 = ∂kA
′k = ∂kA

k−∂k∂kf
より f を非斉次の波動方程式

∂k∂
kf = ∂kA

k

の解にとれば良い．これを満たす f はなお無数に存在するため，ポテンシャルは Lorenz条件の下でも一義的

には決まらない (p.124脚注)．

■電磁場に対する波動方程式 ここで電磁場に対する波動方程式を，場の強度 E,H で表したMaxwell方程

式から直接導けることを示しておくのが教育的だろう：

∆E =−∇× (∇×E) = ∇× 1

c

∂H

∂t
=

1

c2
∂2E

∂t2
,

∆H =−∇× (∇×H) = −1

c
∇× ∂E

∂t
=

1

c2
∂2H

∂t2
.

それぞれ第 1の等号ではベクトル 3重積の公式を用い，∇ ·E = 0,∇ ·H = 0を考慮した．

§ 47．平面波

場 E,H がただ 1つの座標 x (および時間)にだけ依存する場合を考え，その任意の成分を f とする．場の

方程式 (
∂2

∂x2
− 1

c2
∂2

∂t2

)
f = 0

は，f1, f2 を任意関数として，x方向に光速度 ±cで伝播する平面波解

f = f1

(
t− x

c

)
+ f2

(
t+

x

c

)
(47.2)

を持つ［本稿次節で補足］．
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■x方向の進行波 特に x軸正の向き (方向単位ベクトル n)に進行する平面波を考えると，

H = n×E (47.4)

が見出される (導出は下記)．これは電場と磁場が等しい絶対値を持ち，E,H,n がこの順に右手直交系を成

し，それ故，電磁波は横波であることを意味する．

Poyntingベクトル［§ 31］は
S = cWn (47.5)

となる (導出は下記)．これは密度W = 1
8π (E

2 +H2)のエネルギーが n方向に光速度 cで伝播するという事

実に合致している．ここで運動量密度 Sx/c
2 = W/c［§ 32］のエネルギー密度W との関係が，光速度で運

動する粒子に対する運動量とエネルギーの関係 (9.9):p = E /cと同じであることに注意する［光子を想起］．

Maxwellの応力テンソルの唯一ゼロでない成分は σxx =W である［本稿次節で補足］．

■平面電磁波のエネルギー密度の変換則 平面電磁波［伝播方向は x軸方向でなくても良い］の K 系におけ

るエネルギー密度をW，K 系の x軸方向に速度 V で運動するK ′ 系におけるエネルギー密度をW ′，伝播方

向の x′ 軸との成す角を α′ とすると，エネルギー・運動量テンソルの変換則は

W =W ′
(
1 + V

c cosα′)2
1− V 2

c2

(47.7)

を与える (導出は下記)．波の場の強さの絶対値は
√
W のように変換する．

§ 47，式の導出など

■式 (47.4)の導出 § 46のゲージ条件 ϕ = 0, ∇ ·A = 0を課すと，場A(x, t)に対して第 2の条件は

∂Ax
∂x

= 0

を含意する．すると波動方程式より

∂2Ax
∂t2

= 0, ∴ ∂Ax
∂t

= const

となる．よって縦方向の電場成分 Ex = − 1
c
∂Ax

∂t は［時間的にも空間的にも］一定である．このような場は電

磁波と関係がなく，興味を惹かない．そこで Ax = 0とおき，横方向の場A = (0, Ay, Az)のみを考える［本

稿次節で補足］．

x軸正の向きに進行する平面波A(t− x/c)を考えると，

E = −1

c

∂A

∂t
= −1

c
A′, H = ∇×A = ∇(t− x/c)×A′ = −1

c
n×A′ (47.3)

となる (プライムは t−x/cによる微分)［本稿次節で補足］．第 1式を第 2式に代入して，式 (47.4):H = n×E
を得る．

■式 (47.5)の導出 平面波における関係式 (47.4)より E · n = 0，|E| = |H|であることに注意すると，

S ≡ c

4π
E ×H =

c

4π
E × (n×E) =

c

4π
E2n =

c

4π
H2n.

これはエネルギー密度

W =
1

8π
(E2 +H2) =

E2

4π

を用いて S = cWn:(47.5)と書ける．
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■式 (47.7)の導出 エネルギー密度W はエネルギー・運動量テンソルの時間-時間成分であり，Lorentzブー

ストに対して 2階テンソルの変換則 (§ 6問題 1)を書き下すと

W =
1

1− V 2

c2

(
W ′ + 2

V

c2
S′
x +

V 2

c2
σ′
xx

)

=W ′
(
1 + V

c cosα′)2
1− V 2

c2

: (47.7) (∵ S′
x = vW ′ cosα′, σ′

xx =W ′ cos2 α′)

が得られる．

§ 47について

■波動方程式の一般解 (47.2)について

X± = t± x

c
, ∂± =

∂

∂X±

と書くと (教科書の表記との対応は ξ = X−, η = X+)

1

c
∂t =

1

c
(∂+ + ∂−), ∂x =

1

c
(∂+ − ∂−)

であり，

0 =

(
∂2

∂x2
− 1

c2
∂2

∂t2

)
f =

1

c2
{(∂+ − ∂−)2 − (∂+ + ∂−)

2}f = − 4

c2
∂+∂−f.

これを積分して

∂+f = f0(X+), ∴ f =

∫
f0(X+)dX+ + f1(X−) ≡ f1(X−) + f2(X+)

を得る (f0(X+)は X− に依らない X+ の任意関数)．

逆に f(x∓ ct)という形の関数が波動方程式を満たすことを，波動方程式への代入により直接確かめること
は容易である．実際，ξ ≡ x∓ ctとおくと

∂

∂x
f(ξ) = f ′(ξ),

∂2

∂x2
f(ξ) = f ′′(ξ),

∂

∂t
f(ξ) = ∓cf ′(ξ), ∂2

∂t2
f(ξ) = (∓c)2f ′′(ξ)

なので， (
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
f(ξ) = 0.

なお一般解
f(x, t) = f1(x+ ct) + f2(x− ct)

に対して，与えられた初期条件

f(x, t = 0) = f1(x) + f2(x) = u(x),
∂f(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= c(f1
′(x)− f2′(x)) = v(x)

から f1, f2 の関数形を定めることも容易である．結果は

f(x, t) =
1

2
u(x− ct) + 1

2
u(x+ ct) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
v(x′)dx′
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図 41 電磁場の平面波
図 42 磁場の時間変化が作る電

場の渦

図 43 電場の時間変化が作る磁

場の渦

となる (d’Alembertの式)．従って場 f(x, t)として例えば x軸に沿った弦の y 方向への変位を考え，初期分

布 f(x, t = 0) = u(x) を与えて弦を静かに離したとすると (v(x) = 0)，u(x) は 1/2 ずつに分かれて一方は

+x方向に速度 cで進行し，他方は −x方向に速度 cで後退する．

■「一定な縦方向の電場」(p.125，l.22,23)について § 46では時間変化のない電磁場を考えると，真空中の

Maxwell方程式の解 E,H はゼロになると論じられている (p.122，l.9～14)．しかし§ 46のノートにも書い

たように，正確には一様不変な場は真空中のMaxwell方程式を満たす．これは「公式 (36.8)および (43.5)で

与えられるこれらの方程式［Poisson方程式］の解」(p.122，l.13)が最も一般的な解ではないという事情によ

る．ただし「電荷がない真空に現 (わ)れる電磁場は電磁波とよばれる」(p.122，l.7)とあるけれど，一様不変

な場は「電磁波となんの関係もない」(p.125，l.23)として排除される．

■横波 pp.125–126 で A(r, t) = 1
(2π)3/2

∫
d3kÃ(k, t)eik·r や A = A0e

ik·r といった表現を用いずとも，

∇ · A = 0 が横波条件になっているのを確認できていることや，進行波の関数形 A = A(t − x/c) だけで
k,E,H の直交性 (47.4)を確認できていることに注目する．

■式 (47.3)について
∂

∂xi
=

∂ξ

∂xi
∂

∂ξ
⇔ ∇ = (∇ξ)∂ξ

を用いる．

■平面波に対する直観 § 47では電磁波が典型的には図 41のような横波であることが示された．(ただし図

41および図 42，図 43では磁場H の代わりに磁束密度 B を書いている．またここでは単色平面波として特

に直線偏光を考えており，k は波動 (波数)ベクトルである (§ 48)．) この結果は次のように解釈できる．す

なわち各時刻に各位置で図 42のように式 (26.1):∇×E = − 1
c
∂H
∂t に従って磁場の時間変化から電場の渦が作

られ，図 43のように式 (30.3):∇×H = 1
c
∂E
∂t (j = 0)に従って電場の時間変化から磁場の渦が作られる [14]．

これは第 4 章において静電場と静磁場がそれぞれ独立に電荷分布と電流分布から生み出されたのとは対照的

に，物質が存在しない場合にも電場と磁場はお互いを生み出しながら波 (電磁波)として空間を伝播すること

を意味する [7, pp.272–273]．

■平面波の Poyningベクトル (47.5)について 力学的波動を想定して述べると，媒質は各位置の周りに振動

しているだけであって，波の伝播方向に移動しているわけではない．同様に電磁波も，空間の各点で電磁場ベ

クトルが振動する現象である．ところが (力学的波動と電磁波の双方において)，波のエネルギーは実際に伝播

方向に伝えられている．
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■Maxwellの応力テンソルの成分 (47.6)について σαβ の式 (33.3)を見ると

σxx =W, σxα = σαx = 0 (α ̸= x)

であることが容易に分かる．残りの成分が

σyy = 0, σzz = 0, σyz = σzy = 0

となることも，E = (0, E cos θ, E sin θ),H = (0,−E sin θ, E cos θ)とおいて式 (33.3)に代入すれば確かめら

れる．

式 (47.6):σxx = W の解釈に移ろう．まず応力とエネルギー密度は等しい次元を持つことが次のように分

かる．

[応力] =

[
力
面積

]
=

[
(エネルギー)/L

(体積)/L

]
=

[
エネルギー
体積

]
= [エネルギー密度].

次に応力は隣接する空間領域の運動量変化をもたらすので，「場の運動量の流れはマクスウェルの応力テンソ

ルの成分 σαβ(33.3)で定められる」(p.126，l.21)．場の運動量密度は x成分 Sx/c
2 =W/cを持つので，運動

量 (の x成分)の流れの密度は，これに波の伝播速度 cをかけたW になると考えられる．式 (47.6):σxx = W

はここから期待される通りの結果となっている．

§ 47，問題

1　 (入射する平面波を (反射率 Rで)反射する壁の受ける力) 図 44において，“内向き”法単位ベクトルN

を持つ壁面の単位面積に働く力の α成分は，

fα = −(σαβ + σ′
αβ)(−Nβ)

と表される (§ 32 のノート参照，反射波も力に寄与することに注意)．入射波 (または反射波) の進行方向 n

(または n′)を x軸正の向きに選ぶと，ベクトル成分は

σαβNβ = (Wδαxδβx)Nβ =WδαxNx =Wnα(N · n), σ′
αβNβ =W ′n′α(N · n′)

と計算できるので，
f =Wn(N · n) +W ′n′(N · n′) = (Wn−W ′n′) cos θ.

ここで壁面の接単位ベクトル tを図 44のように導入すると，

n = N cos θ + t sin θ, n′ = −N cos θ + t sin θ

である．また反射率 R は［エネルギー流束の比として定義され，光に対しては］エネルギー密度の比が

W ′ = RW であることを意味する．よって

f = fNN + ftt, fN =W (1 +R) cos2 θ, ft =W (1−R) sin θ cos θ

と分解できる．反射率 R = 1に対して垂直成分 (光圧)は fN = 2W cos2 θ である．力 f が既に cos θ に比例

しているため，N 成分は cos2 θ に比例することになる．fN は θ = 0 に対して最大となる．水平成分 ft は

θ = π/4に対して最大であり，R = 1のときにはゼロになる．
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図 44 平面波の反射 (§ 47問題 1)

2 　 (平面波の中の電荷の運動) Hamilton-Jacobi (以下 H-J) の方法にて解析する．平面波の 4 元波数ベク

トル (§ 48) を ki とすると，場 Ai は変数 ξ = kix
i の関数である．Lorenz 条件 ∂iA

i = 0 を採用すると，

Aiki = 0が課される．f i = (f0,f)を自由粒子の 4元運動量として，H-J方程式の解を

S = −fixi + F (ξ)

という形に求める (第 1項は自由粒子に対する H-J方程式の解)．

∂iS = −fi + ki
dF

dξ

であり，条件
kik

i = 0, fif
i = m2c2, kiA

i = 0

に注意して H-J方程式を書き下すと

m2c2 =
(
∂iS +

e

c
Ai

)(
∂iS +

e

c
Ai
)
=

(
−fi + ki

dF

dξ
+
e

c
Ai

)(
−f i + ki

dF

dξ
+
e

c
Ai
)

=m2c2 +
e2

c2
AiA

i − 2γ
dF

dξ
− 2e

c
fiA

i,

あるいは
e2

c2
AiA

i − 2γ
dF

dξ
− 2e

c
fiA

i = 0

となる (定数 γ ≡ kif i を導入した)．ここから F を決めると，

S = −fixi −
e

cγ

∫ ξ

fiA
idξ +

e2

2γc2

∫ ξ

AiA
idξ (51)

が得られる．

ここでゲージ条件
ϕ = 0, ∇ ·A = 0

をとる．これは Lorenzゲージの特別な場合だから，上で求めた作用の式 (51)を以降も用いることができる．

波の伝播方向を x軸に選ぶと，横波条件∇ ·A = 0はAが yz面内にあることを意味する．また教科書の式は

ξ ≡ kixi = ct− x → ξ =
ω

c
(ct− x),

γ ≡ kif i = f0 − f1 → γ =
ω

c
(f0 − f1)
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と訂正される (このとき初めて以下のように次元の正しい関係式が得られる)．また 2 次元のベクトル

κ ≡ (fy, fz)を導入して
f i = (f0, f1,κ)

と表すと，

m2c2 = fif
i = (f0)2 − (f1)2 − κ2 =

cγ

ω
(f0 + f1)− κ2, ∴ f0 + f1 =

ω

cγ
(m2c2 + κ2).

さらに ct + x, ξ(∼ ct − x)に独立な変数として，2次元のベクトル r = (y, z)を定義する．すると作用 (51)

の第 1項
−fixi = −f0(ct) + f1x+ κ · r

は，

f0 =
f0 + f1

2
+
f0 − f1

2
=

ω

2cγ
(m2c2 +κ2)+

cγ

2ω
, f1 =

f0 + f1

2
− f0 − f1

2
=

ω

2cγ
(m2c2 +κ2)− cγ

2ω

を代入して

−fixi =
ω

2cγ
(m2c2 + κ2)(−ct+ x)− cγ

2ω
(ct+ x) + κ · r

=− m2c2 + κ2

2γ
ξ − cγ

2ω
(ct+ x) + κ · r

と書き換えられる．またAを 2次元のベクトルA = (Ay, Az)として再定義すると，作用の式 (51)全体は

S = κ · r − cγ

2ω
(ct+ x)− m2c2 + κ2

2γ
ξ +

e

cγ

∫ ξ

κ ·Adξ − e2

2γc2

∫ ξ

A2dξ

となる．

さて，我々の座標系とゲージの選択では，γ = ω
c (f

0 − f1)は κと独立なパラメターである．そこで H-Jの

一般的な手順 (『力学』§ 47)にしたがって導関数 ∂S/∂κ, ∂S/∂γ を新しい定数に等しいとおくと，

const =
∂S

∂κ
= r − κ

γ
ξ +

e

cγ

∫ ξ

Adξ,

const =
∂S

∂γ
= − c

2ω
(ct+ x) +

m2c2 + κ2

2γ2
ξ − e

cγ2

∫ ξ

κ ·Adξ +
e2

2γ2c2

∫ ξ

A2dξ

となる．これらの結果から分かるように，座標と時間の原点を適当に選べば，左辺の constはいずれもゼロと

おくことができる．第 2式に ct = c
ω ξ + xを代入し，第 1式を r について，第 2式を xについて解くと，

y =
1

γ
κyξ −

e

cγ

∫ ξ

Aydξ, z =
1

γ
κzξ −

e

cγ

∫ ξ

Azdξ,

x =
1

2

(
ω

c

m2c2 + κ2

γ2
− c

ω

)
ξ − ω

c

e

cγ2

∫ ξ

κ ·Adξ +
ω

c

e2

2γ2c2

∫ ξ

A2dξ, ct =
c

ω
ξ + x

が得られる．これらは粒子の運動の ξ によるパラメター表示を与えている．
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粒子の力学的運動量 pは，正準運動量が Px = ∂S/∂x, etc.で与えられるので，

py = Py −
e

c
Ay =

∂S

∂y
− e

c
Ay = κy −

e

c
Ay, pz = κz −

e

c
Az,

px = Px =
∂S

∂x
= − cγ

2ω
+
ω

c

m2c2 + κ2

2γ
− ω

c

e

cγ
κ ·A(ξ) +

ω

c

e2

2γc2
A2(ξ)︸ ︷︷ ︸

ω

c

∂S

∂ξ

と計算される．また ϕ = 0なので，粒子のエネルギーは

E = −∂S
∂t

=
c2γ

2ω
+ ω

∂S

∂ξ
=
c2γ

2ω
+

(
cpx +

c2γ

2ω

)
= c

(
px +

cγ

ω

)
と表される．

運動量の時間平均 p̄がゼロになる基準系を選ぶことができる．そこで周期関数 A(ξ)の時間平均が Ā = 0

となることに注意して，p̄ = 0を要求すると

κ = 0,

0 = − cγ
2ω

+
ω

c

m2c2

2γ
+
ω

c

e2

2γc2
A2, ∴

( c
ω

)2
γ2 = m2c2 +

e2

c2
A2

となる．このとき，

x =
1

2

(
ω

c

m2c2

γ2
− c

ω

)
ξ +

ω

c

e2

2γ2c2

∫ ξ

A2dξ =
ω

c

e2

2γ2c2

∫ ξ

(A2 −A2)dξ,

y =− e

cγ

∫ ξ

Aydξ, z = − e

cγ

∫ ξ

Azdξ,

ct =
c

ω
ξ + x =

c

ω
ξ +

ω

c

e2

2γ2c2

∫ ξ

(A2 −A2)dξ,

px =− cγ

2ω
+
ω

c

m2c2

2γ
+
ω

c

e2

2γc2
A2 =

ω

c

e2

2γc2
(A2 −A2),

py =− e

c
Ay, pz = −

e

c
Az,

E =c
(
px +

cγ

ω

)
=
c2γ

ω
+ ω

e2

2γc2
(A2 −A2).

§ 48の問題 2,3では，ここで得られた公式を直線偏光や円偏光に適用する．

§ 48．単色平面波

場が時間の単周期関数 (f ∼ eiωt)である波は単色と呼ばれ，波動方程式は単色波に対しては［Helmholtz方

程式］

∆f +
ω2

c2
f = 0

になる．単位ベクトル nの向きに伝播する単色平面波は

A = Re{A0e
i(k·r−ωt)}, (48.5)

A0 : 複素定ベクトル， ω : (角)振動数， k =
ω

c
n :波動［波数］ベクトル
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という形をとる［本稿次節で補足］．［ポテンシャルの付加条件 (50)の下で］電磁場

E = −1

c

∂A

∂t
= ikA, H = ∇×A = ik ×A (48.6)

［本稿次節で補足］も同様の形をとる．これらは波長 λ = 2π/k を持つ．

単色平面波の表式
E = Re{E0e

i(k·r−ωt)}

は一般に，波の伝播方向 kを x軸にとると

Ey = b1 cos(ωt− kx+ α), Ez = ±b2 sin(ωt− kx+ α)

となり，これは楕円偏光を意味する (円偏光，直線偏光を含む)．［任意の点における電磁場の方向は，各瞬間ご

とに式 (47.4):H = n×Eを満たしながら時間変化する．］ただしここで複素振幅E0の 2乗E 2
0 = |E 2

0 |e−2iα

によって定義される E 2
0 の偏角 −2αに対して E0 = be−iα となる複素ベクトル

b = b1 + ib2 (b1, b2は実数ベクトル)

を導入した*34．このとき b1と b2は直交することに注意して*35，b1の方向を y軸にとり，b1 = |b1|, b2 = |b2|
と書いた．よって今

E0 = be−iα, b = b1 + ib2 = (0, b1,±ib2)

となっていることに注意すると，円偏光が現れる条件 b1 = b2 は

E0z

E0y
= ±i

と書ける．

波動 4元ベクトル
ki =

(ω
c
,k
)

を導入［し，これを反変ベクトルと］すると，位相 kix
i = ωt− k · rがスカラーとなることが保証される．平

面波A = A0e
−ikixi

が波動方程式を満たす条件

kiki = 0

は分散関係 |k| = ω/cに他ならない．

単色平面波のエネルギー・運動量テンソルは

T ik =
Wc2

ω2
kikk

と書ける．実際これは波の伝播方向が x軸に一致する基準系で，ki = (ω/c, ω/c, 0, 0)より正しい成分

T 00 = T 01 = T 10 =W, その他の T ik = 0

*34 複素ベクトルの 2乗 E 2
0 は内積であり，実数ベクトル a, bに対して

(a+ ib)2 = a2 − b2 + 2ia · b

のように計算する (E ∗
0 ·E0 ではない)．

*35 |E 2
0 | = b2 = |b1|2 − |b2|2 + 2ib1 · b2 は実数でなければならないから，b1 · b2 = 0．
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を与え (§ 47)，両辺が同じ種類のテンソルから成るから任意の基準系で成立する．

Doppler効果は波動 4元ベクトルの変換則として得られる．すなわち光源の静止系での振動数を ω0，光源

が速度 V で運動している基準系 K での振動数を ω，K 系で見た波の方向と光源の運動の方向 (x軸)の成す

角を αとすると

ω0

c
=

ω
c −

V
c (k cosα)√
1− V 2

c2

=
ω

c

1− V
c cosα√

1− V 2

c2

, ∴ ω = ω0

√
1− V 2

c2

1− V
c cosα

である．［これは音の Doppler効果の公式と異なるが (本稿次節で考察)，］αが π/2にあまり近くないときに

は，非相対論的極限は

ω ≃ ω0

(
1 +

V

c
cosα

)
であ［り，音のななめ Doppler効果の公式と一致す］る．

§ 48について

■単色平面波の表式 (48.5)について 3次元空間を波数ベクトル k の向きに位相速度 c = ω/k で伝播する平

面波
f(r, t) = F (k · r ∓ ωt+ δ)

は波動方程式 □f = 0を満たす．実際このことは ξ = k · r − ωt+ δ とおくと(
1

c

∂2

∂t2
−∆

)
f =

(
ω2

c2
− k2

)
d2F

dξ2
= 0

となることから確かめられる．この結果は平面波 F (k · r ∓ ωt+ δ)が波動方程式を満たすためには分散関係

(ω と kの関係) c = ω/k が満たされなければならないことを意味している．

■「線形の演算だけを……複素数の量自体について演算をおこなうことができる」(p.129，1番下～p.130，l.1)

について 線形の演算を Lによって表すと

L(A) = L(Re[A]) + iL(Im[A])

なので，実部 Re[A]は複素表示の量Aが満たす式 L(A) = 0と同じ関係式 L(Re[A]) = 0を満たす．

■平面波の式の微分 (48.6)について 一般に平面波の式 f ≡ ae−ikix
i

,f ≡ aei(k·r−ωt) を微分した結果は以

下のようになる．

∂i(−ikkxk) = −ikkδki = −ki, ∴ ∂if = −ikif, ∴ ∂if = −ikif.

∂α(a
αei(k·r−ωt)) = ikαaαei(k·r−ωt)), ∴ ∇ · f = ik · f .

eαβγ∂β(a
γei(k·r−ωt)) = eαβγ(ikβ)(aγei(k·r−ωt)), ∴ ∇× f = ik × f .

■楕円偏光の式 (48.9) の導出について この部分は 2 種類の単振動が共通の振動数を持つような Lissajous

曲線が楕円となることのエレガントな証明となっている．初等的な証明は『力学』§ 23 の問題 3 に見られ

る [3, p.87]．

波動方程式からの流れを文献 [15, pp.137–146,pp.161–164](寺沢徳雄『振動と波動』)と比較しながらまと

めると図 45のようになる．
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図 45 波動方程式から楕円偏光までの流れ

図 46 偏光の回転方向の呼び方

■「右まき」「左まき」(p.131，l.9) について 偏光の回転方向の呼び方には図 46 のようなものがある [15,

p.163] [16, pp.88-89]．

■円偏光と床屋のサインポールの類似性 円偏光において電場 E と磁束密度H は，座標系 (時間の原点を含

めて)を適当に選ぶと

E = a

cos (kz − ωt)
sin (kz − ωt)

0

 , H = a

cos
(
kz − ωt+ π

2

)
sin
(
kz − ωt+ π

2

)
0

 (52)

という形に表される．よって z 軸上の各点に分布する電磁場ベクトル E,H の先端は図 47 のように常螺旋

を描く．そしてベクトル E,H は z = const の水平面内で回転する．この様子は床屋のサインポールに似て

いる．

床屋のサインポールでは赤と青の螺旋が中心軸の周りに回転しており，その結果として赤と青の縞模様が上

昇していくように見える．x軸正の方向をサインポールの正面とすると，より正確には図 47に示した正面の
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図 47 円偏光と床屋のサインポール

中心線と，螺旋との交点が上昇する．すなわち正面方向の方位角は ϕ = 0であり，常螺旋の式 (52)において

ベクトルの指す方向の方位角が

kz − ωt = const(= 0), kz − ωt+ π

2
= const(= 0)

を満たすような座標 (高さ)z が時間とともに増大する．ここで上昇速度は

ż =
ω

k

であり，これは式 (52)の位相が一定となる条件から得られたものだから，位相速度と呼ばれるのはもっとも

である．

特に円偏光に対してはその時間発展 (52)がMaxwell方程式に従うことから，上昇速度は

ω

k
= c

でなければならない．すなわち電磁波の位相速度は光速 cである．

■Doppler効果，光と音の違い 光源が速度 V で運動する場合と観測者が速度 −V で運動する場合とで観測
される振動数が同じになるのは，音と違って光にはエーテルのような媒質がないからである．音の場合は音源

と観測者の他に空気を合わせた 3体問題となり，波源と観測者の間のこのような対称性は失われる．光の場合

も波源と観測点が近づくと振動数が増加することは音と変わらないから，これを光の Doppler効果と呼べる．

§ 48，問題

1　 (偏光の楕円の軸の大きさと向き (任意にとった y, z 軸に対する)を複素振幅 E0 で表す) 解の l.5では，

適当な位相因子 eiφ を用いて

E0 = eiφ(0, A,Beiδ), A ≡ |E0y|, B ≡ |E0z|

とおいたとき，
E0 ·E ∗

0 = A2 +B2, E0 ×E ∗
0 = −2iAB sin δ(1, 0, 0)

となることを用いれば良い．解の l.5の式より

b1 + b2 =
√
A2 +B2 + 2AB sin δ, b1 − b2 = ±

√
A2 +B2 − 2AB sin δ
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となるので，p.133，l.1における b1,2 の式を得る．

式 (48.7):E0 = (b1 + ib2)e
−iα より

E0 · b1 = b 2
1 e

−iα, E ∗
0 · b2 = −ib 2

2 e
iα

なので，積 (E0 · b1)(E ∗
0 · b2)は純虚数である．そこで b1 の y 軸との成す角を θ として，

E0 · b1 = eiφb1(A cos θ +B sin θeiδ), E ∗
0 · b2 = ±e−iφb2(−A sin θ +B cos θe−iδ)

を Re{(E0 · b1)(E ∗
0 · b2)} = 0に代入すると，

0 = Re{(A cos θ +B sin θeiδ)(−A sin θ +B cos θe−iδ)} = −1

2
(A2 −B2) sin 2θ +AB cos δ cos 2θ,

∴ tan 2θ =
2AB cos δ

A2 −B2
.

「場の回転の方向はベクトル b1 × b2 の x 成分の符号で与えられる」(p.133，l.7) について，楕円偏光の

右巻きと左巻きを区別する式 (48.9) の複号 ± は，b2 の b1 との成す角 ±π/2 に応じていたことを思い出す
(b1 × b2 は ±x向きであることにも注意)．

2　 (直線偏光の場における粒子の運動) § 47の問題 2で最終的に得た結果を利用する (本稿では係数を訂

正した)．電場が

E = (0, Ey, 0), Ey = E0 cos ξ, ξ ≡ ω

c
(ct− x)

で与えられる直線偏光の場を考えると，我々のゲージ (ϕ = 0)では E = − 1
c
∂A
∂t より，ポテンシャルは

A = (0, Ay, 0), Ay = −cE0

ω
sin ξ

とできる．すると

A2 −A2 =

(
eE0

ω

)2(
sin2 ξ − 1

2

)
= −1

2

(
eE0

ω

)2

cos 2ξ

より，粒子の位置は，積分定数がゼロとなるように原点を選べば，

x =
ω

c

e2

2γ2c2

∫ ξ

(A2 −A2)dξ = −ω
c

e2E 2
0

8γ2ω2
sin 2ξ,

y = − e

cγ

∫ ξ

Aydξ = −
eE0

γω
cos ξ, z = − e

cγ

∫ ξ

Azdξ = 0

と計算される (これらは確かに長さの次元を持っている*36)．これは図 48のような xy 面内の 8字型の軌道に

沿う運動を表し (1周期は範囲 0 ≤ ξ ≤ 2π に対応)，パラメター γ は関係式( c
ω

)2
γ2 = m2c2 +

e2

c2
A2 = m2c2 +

e2E 2
0

2ω2

から決まる．運動量は

px =
ω

c

e2

2γc2
(A2 −A2) = −1

4

e2E 2
0

cγω
cos 2ξ, py = −e

c
Ay =

eE0

ω
sin η, pz = −

e

c
Az = 0

と求まる (いずれも確かに運動量の次元を持つ)．

*36 特に [eE0] = MLT−2，[γ] = [kif
i] = L−1 · (MLT−1)に注意すれば良い．
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図 48 直線偏光の場における粒子の運動 図 49 円偏光の場における粒子の運動

3　 (円偏光の場における粒子の運動) 同様に円偏光の場

E = E0(0, cos ξ, sin ξ), A =
cE0

ω
(0,− sin ξ, cos ξ), ξ ≡ ω

c
(ct− x)

における粒子の運動は

x = 0, y = −eE0

γω
cos ξ, z = −eE0

γω
sin ξ,

px = 0, py =
eE0

ω
sin ξ, pz = −

eE0

ω
cos ξ

と求まる．これは図 49のような yz 面内の 8字型の軌道に沿う運動を表し，パラメター γ は関係式

( c
ω

)2
γ2 = m2c2 +

e2

c2
A2 = m2c2 +

(
eE0

ω

)2

から決まる．

§ 49．スペクトル分解

この節は数学的な準備に充てられている．

• 離散的な振動数の列を含む場 f(t)，周期 T をもつ

→ Fourier級数へ展開

f =
∞∑

n=−∞
fne

−iω0nt (ω0 = 2π/T )

– f(t)が実である条件　 f−n = f ∗
n

– 波の平均強度

f2 =

∞∑
n=1

|fn|2 (∵ f−n = fn
∗, f0 = f̄ =

仮定
0)

• 連続的な振動数の列を含む場 f(t)，ふつう f(±∞) = 0 (展開の条件)

→ Fourier積分へ展開

f(t) =

∫ ∞

−∞
fωe

−iωt dω

2π

– f(t)が実である条件　 f−ω = fω
∗
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– 波の全強度 (次式左辺で定義［§ 66も参照］)∫ ∞

−∞
f2dt = 2

∫ ∞

0

|fω|2
dω

2π
(∵ f−ω = fω

∗, 導出は下記) (49.8)

§ 49，式の導出など

■式 (49.8)の導出∫ ∞

−∞
f2dt =

∫ ∞

−∞

{
f

∫ ∞

−∞
fωe

−iωt dω

2π

}
dt =

∫ ∞

−∞

{
fω

∫ ∞

−∞
fe−iωtdt

}
dω

2π
=

∫ ∞

−∞
fωf−ω

dω

2π
(53)

=

∫ ∞

−∞
|fω|2

dω

2π
= 2

∫ ∞

0

|fω|2
dω

2π
: (49.8). (54)

［最後の等号を本稿次節で補足．］

§ 49について

■基本振動数が複数ある場合 (p.134，l.13,14) について 展開に含まれる振動数の列が ω0, 2ω0, 3ω0, · · ·，
ω0

′, 2ω0
′, 3ω0

′, · · · で，nω0
′/mω0 が無理数となる場合のこと．

■f(t) が実となる条件 (49.3):f−n = f ∗
n について 遠回りだが，三角関数による Fourier 展開における

sin, cosを指数関数に書き換えると，Fourier係数 fn のもとの係数との対応関係から式 (49.3):f−n = f ∗
n を

確かめられる．

■Fourier積分 (49.5)について dω/2πは dω/
√
2πと書く流儀もある．この場合には Fourier成分の式 (49.6)

において dt→ dt/
√
2π となる．

Fourier積分 (49.5)の展開係数 fω は Fourier級数 (49.1)の展開係数 fn と異なり，(場)× (時間)の次元を

持つことを指摘しておく：

[fn] = [f ], [fω] =
[f ]

[ω]
= [f ]× T.

これは次の事情による．時間周期 T を持つ場 f(t)の Fourier展開 (49.1)は，T → ∞の極限で展開係数 fn

から dω がくくり出されて
f(t) =

∑
n

fn e−inω0t

↓ ↓ ↓

f(t) =

∫
dω

2π
fω e−iωt

と Fourier積分 (49.5)に移行する．実際このことは，展開係数の式

fn =
1

T

∫ T/2

−T/2
f(t)eiωntdt : (49.2)

(
ωn ≡ n

2π

T

)
fω = lim

T→∞

∫ T/2

−T/2
f(t)eiωtdt ≡ lim

T→∞
f (T )
ω : (49.6)

を比較すると，

fn =
1

T
f (T )
ω =

∆ω

2π
f (T )
ω (∆ω ≡ ωn+1 − ωn)

→dω

2π
fω
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となることから分かる．こうして Fourier積分 (49.5)は「平面波 fωe
−iωt の重ね合せ」ではなく，正確には

「平面波 dω
2π fωe

−iωt の重ね合せ」である．

■波の全強度の計算 (p.135，l.1～4) について 波の全強度，すなわち f2 の全時間についての積分は時間に

依らない量であり，これを ω に関する積分としても表すことができる．そのためには f2 の f を (1 つだけ)

Fourier 展開し，次いで時間についての積分を実行すれば良い (教科書 p.135，l.2 の式，あるいは本稿の式

(53))．

式 (49.8)(本稿ではその導出過程 (54))の最後の等号は，ω′ = −ω と変数変換すると∫ 0

−∞
fωf−ωdω =

∫ ∞

0

f−ω′fω′dω′

となることから分かる．

§ 50．部分偏光

実際の波は完全には単色でなく，平均の振動数 ω の周りの小さな区間 ∆ω 内の，いろいろな振動数を含ん

でいる．そのような波に対して空間の定まった点における場を

E = E0e
−iωt

という形に書くと，偏光を決定する複素振幅 E0 は時間のゆるやかに変化する関数 E0(t)となる (一定の偏光

状態を持つ単色波に対して E0 は定数である (§ 48))［本稿次節で補足］．このように各点での偏りが時間と

ともに変化する波を部分偏光しているという．

光の偏りの性質は量 Jαβ = E0αE ∗
0β (バーは時間平均を表す)，あるいはこれを用いて

ραβ =
Jαβ
J
, J = Jαα

のように定義される偏光テンソル ραβ によって決定される．ただし波の伝播方向を x軸にとり，添字 α, β は

これに垂直な 2方向の成分 α, β = 1, 2をとるものとする．偏光テンソル ραβ はその定義により

ραβ = ρ ∗
βα : Hermite性， ραα = 1

の条件を満たす．

• 完全に偏光している光に対して

E0α = const. ⇒ Jαβ = E0αE
∗

0β ⇒ |ραβ | = 0

• 偏光していない光 (自然光)に対して

ραβ ∝ δαβ ⇒ ραβ =
1

2
δαβ ⇒ |ραβ | =

1

4

であり［本稿次節で補足］，行列式 |ραβ |は 0と 1/4との間の値をとる．そこで偏光していない光に対する 0

から偏光している光に対する 1までの値をとる正の量として，

|ραβ | =
1

4
(1− P 2)
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によって定義される偏光度 P を用いることができる．

偏光テンソルを対称部分と反対称部分に分けると，Sαβ を実数の対称テンソル，A を実数の擬スカラーと

して

ραβ = Sαβ −
i

2
eαβA (50.9)

という形になることが分かる (導出は下記)．ここで Aは右回りの円偏光に対して +1，直線偏光に対して 0，

左回りの円偏光に対して −1をとることが確かめられるため (下記参照)，これは円偏光の程度と呼ぶことがで

きる．

実対称テンソル Sαβ の主軸 n(1),n(2) に関する成分は

(Sαβ) =

(
λ1 0
0 λ2

)
という形に書ける．ここで主値 λ1, λ2 は正で，0から 1までの値をとり，λ1 + λ2 = 1を満たす［理由は本稿

次節］．簡単のために ραβ = Sαβ となる場合 (A = 0)を考えると，ραβ の非対角成分はゼロである．これは主

軸方向の波 E
(1)

α , E
(2)

β が非干渉である場合

E
(1)

α E
(2)

β = E
(1)

α · E (2)
β = 0

を意味する．よって A = 0のときには部分偏光している波は，互いに垂直な方向に直線偏光している 2つの

非干渉性の波の重ね合せとして表すことができる．

ραα = 1を満たす Hermiteテンソル ραβ は 3つの実数パラメターで表される［本稿次節で補足］．それを円

偏光度 A，「最大直線偏光度」l ≡ λ1 − λ2［本稿次節で補足］，n(1) と y 軸の成す角 ϕに選ぶことができる．

これらの代わりに Stokesのパラメター

ξ1 = l sin 2ϕ, ξ2 = A, ξ3 = l cos 2ϕ

を用いると，任意の軸 y, z に関する偏光テンソルの成分は

(ραβ) =
1

2

(
1 + ξ3 ξ1 − iξ2
ξ1 + iξ2 1− ξ3

)
(50.13)

と表される［本稿次節で補足］．3つのパラメターはすべて −1と 1の間の値をとる．

• ξ3 は y 軸および z 軸方向の直線偏光を特徴付ける．

– ξ3 = 1は y 軸方向に，ξ3 = −1は z 軸方向に直線偏光していることを表す．

• ξ1 は y 軸，z 軸に対して傾き 45度を持つ方向の直線偏光を特徴付ける．

– ξ1 = ±1は y 軸との成す角 ϕ = ±π/4の方向に直線偏光していることを表す．

|ραβ | =
1

4
(1− ξ 2

1 − ξ 2
2 − ξ 2

3 ), ∴ P =
√
ξ 2
1 + ξ 2

2 + ξ 2
3

であり［本稿次節で補足］，同じ偏光度 P を持つ偏光も ξ1, ξ2, ξ3 の値は異なり得る．

§ 50，式の導出など

■式 (50.9)の導出 ραβ の Hermite性より，その対称部分

Sαβ =
1

2
(ραβ + ρβα)
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は実数，反対称部分 1
2 (ραβ − ρβα)は純拠数である．ここで p.20脚注 2で (天下りに)示されている，次の定

理を思い出す．

完全反対称テンソルのうち，それが定義されている空間の次元数に等しい階数のものは，この空間内

での座標系の回転に対して不変である．

すると Aを実数の擬スカラー，eαβ を反対称な単位テンソル (ただし e12 = +1)として，反対称部分は

1

2
(ραβ − ρβα) = −

i

2
eαβA

と表されるので［本稿次節で補足］，式 (50.9)を得る．

■円偏光，直線偏光に対する Aの値

円偏光の波に対してはベクトル E0 = constで，

E02 = ±iE01

である．このとき，Sαβ = 1
2δαβ , A = ±1であることはすぐわかる［本稿次節で確認］．それに反して，

直線偏光の波に対しては定数ベクトル E0 を実数にとることができるから，A = 0である．(p.137)

§ 50について

■部分偏光している波の場E = E0(t)e
−iωt(§ 50，l.5)について 場をE = E0(t)e

−iωt の形に書くこと自体

は常に可能である (この式で E0(t)を定義したと考えれば良い)．場の含む振動数の幅 ∆ω が狭いとき，E0(t)

が時間のゆるやかに変化する関数となることは，§ 58で説明される波動一般の不確定関係∆t∆ω ≳ 1から理

解できる．

このことを理解するために簡単な例をいくつか考える．

まず教科書にもあるように，一定の偏光状態を持つ単色波に対して E0 は定数である (§ 48)．

次に簡単なよく知られている例は，互いに近い振動数 ω1, ω2(ω1 > ω2)を持つ単色平面波を重ね合て得られ

るうなりである．これは平均の振動数 ω = ω1+ω2

2 での振動に関する振幅が，振動数 ω1−ω2

2 でゆっくりと時間

変化するような波である．

さらに平均 ω0 の周りの σ 程度の区間で値を持つような Fourier係数

fω = Ae−(ω−ω0)
2/σ2

に対して，x方向に伝播する単色平面波の重ね合せ

f(x, t) =

∫
dω

2π
fωe

−iω(t− x
c )

を考える．すると

f(x, t) =Ae−iω0t

∫
dω

2π
exp

[
−
{
(ω − ω0)

2

σ2
+ i(ω − ω0)

(
t− x

c

)}]
=
Aσ

2
√
π
exp

{
−σ

2

4

(
t− x

c

)2}
e−iω0(t− x

c )
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となる．これは x 方向に光速度 c で運動する Gauss 型の波束を表している．空間の定まった点 x = 0 での

場は

f(x = 0, t) = f0(t)e
−iω0t, f0(t) =

Aσ

2
√
π
e−σ

2t2/4

という形をとる．

■「偏光テンソルは全部で，3つの実数のパラメターできめられる」(p.136，l.11)について a, b, cを実数と

して偏光テンソルは

(ραβ) =

(
a b+ ci

b− ci 1− a

)
という形をとる．3つのパラメターの具体的な選び方は p.138で論じられる．

■完全に偏光している光に対する式 (50.6) について 以下の例から分かるように，積 E0αE
∗

0β の平均値

E0αE ∗
0β は一般に平均値の積 E0α · E ∗

0β に一致しない (p.137，下から 3,2行目も参照)．

sin2 ωt · cos2 ωt = 1

2
· 1
2
=

1

4
, sin2 ωt · cos2 ωt = 1

4
sin2 2ωt =

1

8
.

よって一般の Jαβ(50.1)に対して

|ραβ | ∝ E01E ∗
01 · E02E ∗

02 − E01E ∗
02 · E02E ∗

01

はゼロにならない．光が完全に偏光している場合には時間平均を取り去ることができて，

|ραβ | ∝ |E01|2|E02|2 − |E01|2|E02|2 = 0 : (50.6)

となる．

■自然光に対する式 (50.7):ραβ = 1
2δαβ について 係数の 1/2は条件 ραα = 1 (p.136，l.5)による．

■ραβ の反対称部分の式 (p.137，l.6)について 反対称部分 1
2 (ραβ − ρβα)は対角成分がゼロになり，ραβ の

Hermite性により非対角成分は互いに共役な純虚数となる．よってある基準系での成分は Aを実数として

1

2
(ραβ − ρβα) = −

iA

2
(eαβ) =

(
0 − iA2
iA
2 0

)
と書ける．ここで p.20脚注 2の定理により，1

2 (ραβ − ρβα)は全ての基準系で等しい成分を持つ 2階テンソル

である．一方 eαβ は全ての基準系で等しい成分を持つ 2階の擬テンソルであることに注意すると，このこと

が成り立つためには実数 Aが擬スカラーであれば良い．

■円偏光に対して「Sαβ = 1
2δαβ , A = ±1であること」(p.137，l.14)について E02 = ±iE01 のとき

(Jαβ) = E01E
∗

01

(
1 ∓i
±i 1

)
, J = 2E01E

∗
01 , (ραβ) =

(Jαβ)

J
=

1

2

(
1 ∓i
±i 1

)
である．
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■Sαβ の主値 λ1, λ2 について ραβ の反対称部分は対角成分を持たないので，主軸に関する成分を用いて

λ1 = S11 = ρ11 =
|E01|2
J

≥ 0, 同様に λ2 ≥ 0

となる (J = E0 ·E 2
0 > 0を考慮)．また

1 = tr(ραβ) = tr(Sαβ) = λ1 + λ2

である．以上より 0 ≤ λ1, λ2 ≤ 1が言える．

■任意の軸 y, z に関する Sαβ の成分 (50.11),(50.13)について 式 (50.10):

Sαβ = λ1n
(1)
α n

(1)
β + λ2n

(2)
α n

(2)
β

は n(1) = (1, 0),n(2) = (0, 1)となる主軸に関して正しい成分

(Sαβ) =

(
λ1 0
0 λ2

)
を与え，両辺が同じ種類のテンソルから成るから，任意の基準系で成り立つ関係である．そこで n(1) =

(cosϕ, sinϕ),n(2) = (− sinϕ, cosϕ)となる基準系をとると，

S11 =λ1 cos
2 ϕ+ λ2 sin

2 ϕ = λ1
1 + cos 2ϕ

2
+ λ2

1− cos 2ϕ

2

=
1

2
(1 + l cos 2ϕ), etc. (∵ λ1 + λ2 = 1, l ≡ λ1 − λ2)

により

(Sαβ) =
1

2

(
1 + l cos 2ϕ l sin 2ϕ
l sin 2ϕ 1− l cos 2ϕ

)
(50.11)

を得る．これは式 (50.13)へと書き換えられる．

■l が「最大直線偏光度」(p.138，l.13)であることについて n(1),n(2) 方向の直線偏光はそれぞれ λ1, λ2 に

比例する強度を持ち，条件 λ1 > λ2(p.138，l.9)の下で最大の強度は λ1 = (1 + l)/2に対応する．

■「パラメター ξ3 は，……表す」(p.138，下 5 行) について l ≡ λ1 − λ2 = 1 のとき λ1 + λ2 = 1 とより

λ1 = 1, λ2 = 0なので，n(1) 方向への完全偏光となる．

l ≡ λ1 − λ2 ≥ 0(p.138，l.9)に注意すると，ξ3 ≡ l cos 2ϕ = 1のとき l = 1, ϕ = 0より n(1) は y 方向であ

り，ξ3 = −1のとき l = 1, ϕ = π
2 より n(1)は z方向となる．同様に ξ1 ≡ l sin 2ϕ = ±1のとき l = 1, ϕ = ±π4

である．

§ 51．静電場のフーリエ分解

電荷の作る場［静的な場でなくても良い］を Fourier展開した場合には，展開の各項を成す平面波は同次の

［源の項がゼロの］波動方程式を満たさないから，単色平面波に対する関係 k2 = ω2/c2 が成立しない．

座標原点にある点電荷 eの作る静電場を考え，場のポテンシャルを

ϕ =

∫
ϕke

ik·r d3k

(2π)3
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と Fourier展開すると，Fourier成分 ϕk は

∆ϕ = −4πeδ(r) ⇒ −k2ϕk = −4πe ⇒ ϕk =
4πe

k2

と定まる［付録 Fではこれを逆変換して Poisson方程式の解を求めた］．よって電場は

E = −∇ϕ =

∫
(−ik)ϕkeik·r

d3k

(2π)3
=

∫ (
−i4πek

k2

)
eik·r

d3k

(2π)3

と展開され，分解された波の場

const× k

k2
eik·r

は波動ベクトル kの方向を向いている縦波となる．

§ 52．場の固有振動

一辺 Lの立方体領域における自由な (電荷のない)電磁場は，［周期境界条件の下で］許される波動ベクトル

k = 2π
L n (nの各成分は整数値をとるものとする)を用いて

A(r, t) =
∑
k

Ak(t)e
ik·r (52.1)

と Fourier展開される．

k空間の体積要素 d3k には d3k
(2π/L)3 個の可能な kの値が含まれるので，L→∞の極限で

1

V

∑
k

→
∫

d3k

(2π)3

と Fourier積分に移行する (V = L3)．［ただし以下では有限の体積 V における，離散的な k による Fourier

展開を考える．］

付加条件 ∇ ·A = 0 ⇒ k ·Ak = 0 : 横波条件，

波動方程式 Ä−∆A = 0 ⇒ Äk + c2k2Ak = 0

であり，第 2式により場の展開を

A(r, t) =
∑
k

{ak(t)e
ik·r + a∗

k(t)e
−ik·r}, ak(t) ∝ e−iωkt, ωk = ck (52.9–10)

と書くことができる (Aが実数であることを考慮した)［本稿次節で補足］．このとき場の全エネルギーは

E =
1

8π

∫
(E2 +H2)dV =

∑
k

Ek, Ek =
k2V

2π
ak · a∗

k, (52.11)

場の全運動量は
1

c2

∫
SdV =

1

4πc

∫
E ×HdV =

∑
k

k

k

Ek

c
(52.12)

と計算される (式 (52.11)の導出は下記)［式 (52.12)の導出は本稿次節］．これらは平面波のエネルギーと運

動量の関係 (47.5):S/c2 = (W/c)nから期待される関係を満たしている．
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“正準変数”

Qk =

√
V

4πc2
(ak + a∗

k), Pk = −iωk

√
V

4πc2
(ak − a∗

k) = Q̇k

を導入するとこれらは実数であり，場の方程式 äk + c2k2ak = 0,ak ∝ e−iωkt より

Pk = Q̇k, Q̈k + ω 2
k Qk = 0 (55)

を満たす．場のエネルギー (52.11):E =
∑

k
k2V
2π ak · a∗

k は正準変数を用いて

H =
∑
k

1

2
(P 2

k + ω 2
k Q 2

k )

と表されるので，場の方程式の帰結 (55)はそれぞれ，Hamilton方程式

∂H

∂Pk
= Q̇k,

∂H

∂Qk
= −Ṗk

に他ならない．横波条件

k ·Ak = 0 ⇒ k · ak = 0 ⇒ k ·Qk = 0, k · Pk = 0

よりQk,Pk は kに垂直な面内にあり，それぞれ 2個の独立な成分 Qkj , Pkj(j = 1, 2)を持つ．このときハミ

ルトニアンは

H =
∑
k,j

Hk,j , Hk,j =
1

2
(P 2

kj + ω 2
k Q

2
kj )

と表されるので，k, j によって指定される正準変数の組Qkj , Pkj は単純調和振動子のハミルトニアンHk,j に

よって記述されるから，振動子と呼ぶことがある．場を振動子Qk,Pk による展開の形に書くことができる．

§ 52，式の導出など

■エネルギーの式 (52.11)の導出 場の全エネルギー

E =
1

8π

∫
(E2 +H2)dV

に電磁場

E = −1

c
Ȧ = −1

c

∑
k

Ȧke
ik·r, H = ∇×A = i

∑
k

k ×Ake
ik·r

を代入し，k′ = −kの項のみが積分に寄与することに注意すると

E =
V

8π

∑
k

{
1

c2
Ȧk · Ȧ∗

k + (k ×Ak) · (k ×A∗
k)

}
(56)

となる［本稿次節で補足］．ここで横波条件 k ·Ak = 0を用いると

(k ×Ak) · (k ×A∗
k) = k2Ak ·A∗

k (57)

なので［本稿次節で補足］，

E =
V

8πc2

∑
k

{
Ȧk · Ȧ∗

k + k2c2Ak ·A∗
k

}
(52.8)

が得られる．［和の中身は調和振動子のエネルギーと同じ形をしている．］さらに場の展開 (52.9–10)に対して

Ak = ak + a∗
−k であることに注意すると，式 (52.11)が得られる［本稿次節で補足］．
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§ 52について

■場の全エネルギーの式 (p.143，l.12，本稿の式 (56))の導出について 計算過程を具体的に書くと

E =
1

8π

∫
dV
∑
k,k′

{
1

c2
Ȧk · Ȧk′ − (k ×Ak) · (k′ ×Ak′)

}
ei(k+k′)·r

=
V

8π

∑
k

{
1

c2
Ȧk · Ȧ∗

k + (k ×Ak) · (k ×A∗
k)

}
: (56)

となる．第 2の等号は ∫
dV ei(k+k′)·r = V δk′,−k

およびA−k = A∗
k による．

■(k ×Ak) · (k ×A∗
k)の式 (p.143，l.14，本稿の式 (57))について 恒等式

(A×B) · (C ×D) =(eλµνAµBν) · (eλρσCρDσ)

=(δµρδνσ − δµσδνρ)AµBνCρDσ

=(A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C)

および式 (52.3):k ·Ak = 0を用いると

(k ×Ak) · (k ×A∗
k) = k2Ak ·A∗

k : (56).

■Fourier展開 (52.9),(52.10)について 式 (52.10):ak ∝ e−iωkt はより一般には

ak = c1(k)e
−iωkt + c2(k)e

iωkt

である．しかしこの場合にも展開 (52.9)は

A =
∑
k

{
C1(k)e

i(k·r−ωkt) +C2(k)e
i(k·r+ωkt) +C3(k)e

−i(k·r−ωkt) +C4(k)e
−i(k·r+ωkt)

}
=
∑
k

[
{C1(k) +C4(−k)} ei(k·r−ωkt) + {C2(k) +C3(−k)} ei(k·r+ωkt)

]
という形をとるため，Aが実数であることを考慮して

C1(k) +C4(−k) = bk, C2(k) +C3(−k) = b∗−k

とおけば
A =

∑
k

{
bke

i(k·r−ωkt) + b∗−ke
i(k·r+ωkt)

}
と書ける．
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■Ak と ak の関係 (p.143，下から 2行目)について ak を用いた展開 (52.9)の第 2項に k → −kの置き換
えを施すと

A =
∑
k

(ak + a∗
−k)e

ik·r

となるからAk = ak + a∗
−k を得る．これを ak について逆に解くと

ak =
Ak +A∗

−k

2

となる．Aが実である条件A−k = A∗
k により，ak もまた同じ関係

ak = a∗
−k

を満たさなければならないことに注意しよう．

■場の全エネルギーの式 (52.11)の導出について

Ȧk · Ȧ∗
k =k2c2(ak · a∗

k − ak · a−k − a∗
−k · a∗

k + a∗
−k · a−k),

k2c2Ak ·A∗
k =k2c2(ak · a∗

k + ak · a−k + a∗
−k · a∗

k + a∗
−k · a−k)

なので，「ak · a−k および a∗
k · a∗

−k という形の項はたがいに相殺する．また，和
∑

ak · a∗
k と

∑
a−k · a∗

−k

とは，……，たがいに等しいことに注意すると」(p.144，l.3～5)，∑
k

(Ȧk · Ȧ∗
k + k2c2Ak ·A∗

k) = 4
∑
k

k2c2ak · a∗
k

となるから全エネルギーの式 (52.11)を得る．

■場の全運動量の式 (52.12)の導出について 場の全運動量は

1

4πc

∫
E ×HdV

=
1

4πc

−i
c

∫ ∑
k,k′

Ȧk × (k′ ×Ak′)ei(k+k′)·rdV

=
1

4πc

i

c

∑
k

Ȧk × (k ×A∗
k)

∫
dV

=
iV

4πc2

∑
k

{
k(Ȧk ·A∗

k)−A∗
k(Ȧk · k)

}
と計算される．ここですでに指摘したように ak = a∗

−k であることに注意すると，最右辺において

A∗
k(Ȧk · k) = −ick(ak + a∗

−k){(ak − a∗
−k) · k} = 0

であり， ∑
k

k(Ȧk ·A∗
k) =

∑
k

k(−ick)(ak · a∗
k + ak · a−k − a∗

−k · a∗
k − a∗

−k · a−k)

=− 2ic
∑
k

kkak · a∗
k
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なので，全運動量は

iV

4πc2
(−2ic)

∑
k

kkak · a∗
k =

∑
k

k

k

1

c

(
k2V

2π
ak · a∗

k

)
=
∑
k

k

k

Ek

c
: (52.12)

となる．

■ベクトル・ポテンシャルを振動子 Qk,Pk で展開した式 (52.18)について 式 (52.17)を Aの式 (52.1)に

代入すると

A =
∑
k

i

k

√
π

V
{(Pk − iωkQk)− (P−k + iωkQ−k)} eik·r

=
∑
k

i

k

√
π

V

{
Pk(e

ik·r − e−ik·r)− iωkQ−k(e
ik·r + e−ik·r)

}
=

√
4π

V

∑
k

1

k
(−Pk sink · r + ωkQk cosk · r) : (52.18).

■電磁場を振動子Qk,Pk で展開した式 (52.19)について Aの式 (52.18)を時間微分して電場を求める際，

Q̇k = Pk, Ṗk = Q̈k = −ω 2
k Q̇k

に注意する．Aの式 (52.18)の rotをとって磁場を求める際，f(t)を位置に依らないベクトルとすると

[∇× (f cosk · r)]α =eαβγ∂β(fγ cosk · r) = −eαβγkβ(fγ sink · r) = −[k × (f sink · r)]α,
[∇× (f sink · r)]α =eαβγ∂β(fγ sink · r) = eαβγkβ(fγ cosk · r) = [k × (f cosk · r)]α

となることに注意する．
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第 7章　光の伝播

§ 53．幾何光学

電磁波を空間の小さい領域では平面波と見なせる場合には，波面およびこれに垂直な射線 (光線)を導入す

ることができ，波動的性質を捨象して光を光線として捉える，幾何光学を適用できる．そのためには波の振

幅と伝播方向とが，波長程度の領域にわたっては近似的に一定であれば良い．言い換えれば幾何光学は波長

λ→ 0の極限として，波動光学の中に近似的に含まれている［本稿次節で補足］．電磁場 E,H の任意の成分

を f = aeiψ と書くと［任意の複素数 f は，その絶対値を a，偏角を ψとして必ずこのように書ける］，考えて

いる位置と時刻 (原点に選ぶ)のまわりの狭い空間領域と短い時間において位相を

ψ = ψ0 + r · ∂ψ
∂r

+ t
∂ψ

∂t

と近似できる (微分係数は原点での値)．ここから分かるように，この極限で波数 (と振動数) ki = (ω/c,−k)
にあたる量 ∂iψ(= −ki)は大きな量と想定されていることになる［本稿次節で補足］．このとき位相 ψ に対す

る方程式
(∂iψ)(∂

iψ) = 0

が導かれる (導出は下記)［導出について本稿次節で補足］．位相 ψ はアイコナールと呼ばれ，上式はアイコ

ナール方程式と呼ばれる．これは「一般的な形では」(p.147下から 4行目)［つまり媒質中の波の伝播速度を

用いた波動方程式から出発して式を修正すれば］物質的媒体のなかでの光の伝播にも適用できることに注意す

る (以降で見る関係式も同様)．

幾何光学におけるアイコナール ψ を粒子の作用 S に対応させると，光学と力学の間に以下の類似性が見出

される*37．

アイコナール方程式 Hamilton-Jacobi方程式

(∂iψ)(∂
iψ) = 0 ↔ (∂iS)(∂

iS) = (mc)2

k =
∂ψ

∂r
, ω = −∂ψ

∂t
↔ p =

∂S

∂r
, H = −∂S

∂t
.

［よって光を粒子に対応させるには m = 0とすれば良い．逆に粒子の古典的な運動は作用 S(を適当に無次元

化した値 S/ℏ)を位相とする波動力学の短波長極限として記述されることが示唆される．］光の波動ベクトル
k と振動数 ω をそれぞれ粒子の運動量 pとエネルギー (ハミルトニアン) H に対応させると［これは光子に

対する量子力学的関係 p = ℏk, E = ℏω を想起させる］，

k = ω/c ↔ p = E /c (超相対論的粒子に対して)

の類似性が見出される．

*37 アイコナール方程式は自由粒子に対する Hamilton-Jacobi 方程式 (9.20):(∂iS)(∂
iS) = (mc)2 に比較される．粒子が場と相互

作用する場合の Hamilton-Jacobi方程式は式 (16.11):(
∇S −

e

c
A
)2

−
1

c2

(
∂S

∂t
+ eϕ

)
+m2c2 = 0.
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そこで

k̇ = −∂ω
∂r

, ṙ =
∂ω

∂k
←−−−
(類推)

ṗ = −∂H

∂r
, ṙ =

∂H

∂p
: Hamilton方程式

と考えると，これは真空中の光線 (ω = ck)に対して正しい結論 k = (一定) ≡ kn,v = cnを与える．

波動ベクトル ki と粒子の運動量 pi の類似性は次の事情による．平面波のエネルギー・運動量テンソル

(48.15):T ik = Wc2

ω2 k
ikk によれば，波束 (波動ベクトルの平均値 ki を持つ，狭い振動数の区間内の単色平面波

の重ね合せ)に対する 4元運動量は
P ∝ k, E ∝ ω

となる．比例定数がスカラーならば，ki は運動量 P i のように変換される．

ω = ck の光線に対して k · ∂ω∂k − ω はゼロになるから，これをラグランジアンにとることはできない．これ
は質量ゼロの粒子に対してラグランジアンを導入できないという事情に似ている．

Fermatの原理 Maupertuisの原理

δψ = δ

∫
k · dl = 0 ←−−−

(類推)
δS = δ

∫
p · dl = 0

(振動数ωが一定の場合) (エネルギーが一定の場合).

§ 53．式の導出など

■アイコナール方程式 (53.5)の導出 電磁場成分 f = aeiψ に対する波動方程式は

0 = ∂i∂if = (∂i∂ia)e
iψ + 2i(∂ia)(∂iψ)e

iψ + if(∂i∂i)ψ − (∂iψ)(∂iψ)f

と書ける［本稿次節で補足］．ここで短波長の極限を考えると ψ［正確には ∂iψ］は大きな量なので，最

右辺における第 4 項に比べてはじめの 3 つの項を無視することができる．よってアイコナール方程式

(53.5):(∂iψ)(∂
iψ) = 0が得られる．

§ 53について

■「幾何光学は波長の小さな極限 λ → 0 に対応する」(p.146，l.14～15) について 波長が長くなるにつれ，

「波の振幅と伝播方向とが，波長程度の領域にわたっては実際上一定である」(p.146，l.4～5)ことが困難とな

る (厳密な平面波ならばいくらでも波長は長くなり得るけれど)．

■「ψ が大きな量である……．このことは……明らかである」(p.146 下から 2 行目～p.149，l.1) について

λ → 0 の極限は正確には ∂iψ が大きな量であることに対応すると考えられる．このように訂正しても，∂iψ

が大きな量であることは式 (53.6)からアイコナール方程式が導かれる根拠となる．

もちろんここでの「大きい」とは，興味のある空間スケールを a，時間スケールを T としたとき，|k|a ≫
1, ωT ≫ 1という意味である．

■ω の式 (53.3) について 正しくは ω = −∂ψ/∂t と考えられる．直後の式 (53.4):ki = −∂iψ ⇔ ki =(
− 1
c∂ψ/∂t,∇ψ

)
を式 (48.2):ki = (ω/c,k)と比較しても ω = −∂ψ/∂tとなる．

161



■アイコナール方程式の導出について アイコナール方程式 (53.5)は波動方程式に基づき，導くことができる

(式 (53.6)参照)．これは空間の狭い領域で場を平面波と見なせる場合を考えていることからあらかじめ期待さ

れるように，平面波に対応する解 ψ = kix
i+const.(ただし ki は kik

i = 0を満たす定数ベクトル)を持つ．教

科書ではこれを逆手にとって，ki = ∂iψ の満たす方程式としてアイコナール方程式 (53.5):(∂iψ)(∂
iψ) = 0を

“再導出”していることになり，図 50のように見かけ上，2通りの方法でアイコナール方程式が導かれている．

平面波の解 ψ = kix
i + const.は光線が直線となることを意味する．よって真空中では明らかに Fermatの

原理が成り立っている．

波動方程式に基づく導出 (53.6)について 式 (53.6)を確かめるには，Leibnizの公式

(uv)(n) =
∑
k

nCku
(k)v(n−k)

の n = 2の場合
(uv)′′ = u′′v + 2u′v′ + v′′

により

0 =∂i∂if = ∂i∂i(ae
iψ) = (∂i∂ia)e

iψ + 2(∂ia)(∂ie
iψ) + a∂i∂ie

iψ

=(∂i∂ia)e
iψ + 2i(∂ia)(∂iψ)e

iψ + if(∂i∂i)ψ − (∂iψ)(∂iψ)f (iについて和をとらない)

が成り立つことに注意し，次いで添字 iについて和をとれば良い．

式 (53.6) において結果的に ∂ia 程度の項が捨てられている．これは振幅が実際上一定であること (p.146，

l.1～l.5)を反映していると見ることができる．

■単色の光に対するアイコナール方程式 角振動数 ω を持つ単色の電磁波に対して，電場または磁場の 1成

分のみに注目すると，場は
Ψ(r, t) = ψ(r)e−iωt

図 50 幾何光学の仮定とアイコナール方程式の導出
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という時間依存性を持つ．ここで──教科書の範囲を超えるけれど──媒質中の光の伝播を想定して各位置で

の媒質の屈折率を n(r)とすると，光の位相速度は u(r) = c/n(r)であり，場 Ψに対する波動方程式(
∇2 − 1

u2
∂2

∂t2

)
Ψ = 0

は ψ に対する Helmholtz方程式

∇2ψ +
(ω
u

)2
ψ = 0

を意味する．ところで一般に任意の複素数 ψ(r)は，絶対値 a(r)と位相 ϕ(r)を用いて

ψ(r) = a(r)eiϕ(r)

と表され，このとき上の Helmholtz方程式から

∇2a− a{(∇ϕ)2 − (ω/c)2}+ ia∇2ϕ+ 2i(∇a) · (∇ϕ) = 0 (58)

が得られる．ここまでは波動光学において常に成り立つ関係である．
上式 (58)の確認

∇2ψ =∂k∂k(ae
iϕ) = ∂k{(∂ka+ ia∂kϕ)e

iϕ}

={∂k∂ka+ i(∂ka)(∂kϕ) + ia∂k∂kϕ+ (∂ka+ ia∂kϕ)i∂kϕ}eiϕ

={∇2a+ 2i(∇a) · (∇ϕ) + ia∇2 − a(∇ϕ)2}eiϕ

による．

ここからは幾何光学の極限を考える．繰り返しになるが，もし空間の小さい領域では電磁波を平面波と見な

すことができれば，波面に垂直な波の伝播方向を考えることができ，光線を導入することができる．そのため

には波の振幅と伝播方向とが，波長程度の距離にわたっては実際上一定であることが必要である．逆に言え

ば，この意味で幾何光学は波長の短い極限 λ → 0における近似的な取り扱いであることになる．実際，小さ

い空間領域では
ϕ(r) = ϕ(r0) + k · (r − r0), k = ∇ϕ

と近似できる．そこでこの式によって ϕ = const.の同位相面 (波面)に垂直な波数ベクトル kを導入し，また

ここから波長 λ = 2π/|k|を定義すると，この λが考えている空間スケール──スリットの幅や屈折率 n(r)

が大きく変化する距離──に比べて十分小さければ良い．さらに波長程度の距離にわたって振幅が大きく変化

しないという仮定 λ2|∇2a| ≪ |a|により，上式 (58)の実部をとると近似的に

(∇ϕ)2 =
(ω
u

)2
(59)

が得られる．これもアイコナール方程式と呼ばれる [17, pp.370–371]．

真空中では上式 (59)は式 (53.11):(gradψ0)
2 = ω2/c2 に帰着する．

■Hamilton方程式 (p.148，l.11)について Hamilton方程式が成り立つのは，相対性理論でもラグランジア

ンの Legendre変換によってハミルトニアンが定義され，また Lagrange方程式が成り立つことに変わりない

ため．実際ハミルトニアン (16.8)に対して Hamilton方程式が正しい結論を与えることを以下のようにして

確かめられる．正準運動量 P を用いて Hamilton方程式の 1つ ẋα = ∂H /∂Pα(ドットは座標時間 tによる

微分)は

ẋα =
c2
(
Pα − e

cAα
)

2

√
m2c4 + c2

(
P − e

cA
)2 =

pα/m√
1 + u2
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となる (u ≡ (u1, u2, u3), uα ≡ 1
c
dxα

dτ )．非相対論的力学で対応する式は運動量の定義にすぎなかったように，

これは 4元運動量 (の空間成分)の定義にすぎない．このことは粒子の速度と 4元速度 (の空間成分)の関係が

次のように書き換えられることから分かる．

u2

1 + u2
=

v2

c2
かつ u ∥ v, ∴ uα√

1 + u2
=
vα
c
.

u2 → ∞ となり得るから 1/
√
1− u2 でなく 1/

√
1 + u2 が現れるのはむしろ好ましい．次にもう一方の

Hamilton方程式 −Ṗα = ∂H /∂xα を書き下す．この際
√
m2c4 + c2

(
P − e

cA
)2
は力学的運動量だけの関数

であって正準運動量だけの関数ではないので，位置で微分すると消えると考えてはいけない．この項の微分を

処理するのに上式が有用である．

−Ṗα =− ṗα −
e

c
∂tAα −

e

c
ẋβ∂βAα,

∂H

∂xα
=
c2
(
− ec∂αAβ

) (
Pβ − e

cAβ
)√

m2c4 + c2
(
P − e

cA
)2 + e∂αϕ =

(
−e
c
∂αAβ

)
× c uβ√

1 + u2
+ e∂αϕ = −e

c
vβ∂αAβ + e∂αϕ,

∴ ṗα =e
(
−∂αϕ−

e

c
∂tAα

)
+
e

c
vβ(∂αAβ − ∂βAα) = e

(
E +

v

c
×B

)
α
.

■Maupertuisの原理 (p.149，l.17)について ∂S → δS と訂正する．『力学』§ 44参照 [3, pp.178–180]．

■Fermatの原理 (53.12)について あくまでこれはMaupertuisの原理からの類推として導かれているが，以

下のように波動光学に基づき厳密に証明することも可能である [17, pp.372–373]．

アイコナール方程式 (59)は空間変数を

(dξ, dη, dζ) =
ω

u(r)
(dx,dy,dz)

とリスケールすると， (
∂ϕ

∂ξ

)2

+

(
∂ϕ

∂η

)2

+

(
∂ϕ

∂ζ

)2

= 1

となる*38．この方程式は
ϕ = αξ + βη + γζ (α2 + β2 + γ2 = 1)

という形の解を持ち，これは ϕを一定とおくと，(ξ, η, ζ)空間において一定値 ϕに応じて得られる互いに平行

な一連の平面群を表す．しかるに ϕが一定の面は波面を表し，それに垂直な方向が波の伝播方向を与えるか

ら，(ξ, η, ζ)空間における光線は直線となる．

直線は 2点 P,Qを結ぶ径路の長さ∫ Q

P

dσ (dσ =
√

dξ2 + dη2 + dζ2)

が極値 (停留値)をとる曲線として与えられる．(ξ, η, ζ)空間の長さは対応する実空間の長さ

dl =
√

dx2 + dy2 + dz2

*38 変数 (ξ, η, ζ)は無次元である．
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と dσ = ω
u(r)dlで関係付けられているので，長さ

∫ Q

P
dσ は定数係数 ω の違いを除けば，光が実空間において

軌道をたどるのに要する時間 ∫ Q

P

dl

u(r)

になっている．よって光は与えられた 2 点を結ぶ径路のうち，所要時間が最小となる径路を通る．これは

Fermatの原理に他ならない．こうして Fermatの原理は「原理」の地位を剥奪される．

§ 54．光の強度

光線自身は各点で光の伝播方向を与えるだけである．そこで§ 54 では光の強度の空間的な分布を考える．

これについて考察を補いつつまとめよう．以下では光線を直線によって近似できるような短い距離を考える．

図 51のように光線 AB上の点 Oにおいて光線を切る波面を考えると，点 Oにおける主曲率半径 R1, R2 が定

まる．対応する曲率中心 O1,O2 は波面上の線素 ac,bdを主曲率円に持つ中心であり，それ故
−−→
O1O,

−−→
O2Oは

点 Oにおいて波面と直交するから，曲率中心 O1,O2 は光線 AB上にある．また波面上の線素 ac, bdは円弧

によって近似されるので，
−−→
O1a,

−−→
O1c,

−−→
O2b,

−−→
O2d は波面に直交し，光線を表すことになる．そこで光線を延長

し，半直線 O1a,O1c上に O1 から等距離 R′
1 にある 2点 a′c′ を，円弧 a′c′ が AB上の点 O′ を通るようにと

り，半直線 O2b,O2d上に O2 から等距離 R′
2 にある 2点 b′d′ を，円弧 b′d′ がやはり AB上の点 O′ を通る

ようにとる．このとき弧 a′c′，弧 b′d′ は光線に直交するから波面上にあり，その作り方から点 O′ における曲

率中心は元の波面と共通の O1,O2 になる．

よって与えられた微小な中心角 aO1c, bO2dを成す光線によって限られる波面の面積は，光線に沿って進む

につれて R1R2 に比例して変化する．故に強度 (単位面積当たりのエネルギーの流れ)は

I =
const

R1R2

であり，これは場の絶対値の 2乗によって決まるから，場自体の光線に沿っての変化は

f =
const√
R1R2

eikR1 =
const√
R1R2

eikR2 (60)

と書ける (第 2の等号は曲率中心の間の距離 R1 − R2 が定数だから)．これは光線上の異なる点 (例えば Oと

O′)での場の強度の比較に用いられるものであり，1つの波面の上での異なった点における強度の比較には用

いることができない．

一本の光線 ABについて，Aから Bに向かって光が進むとき，R1 = 0, R2 = 0となる曲率中心 O1,O2 で

強度は無限大になる．このような点のすべての光線に関する集合は一般に 2つの面を形成する．そのような面

を火面と呼ぶ．光が Bから Aに向かって進み，曲率中心が光線を発する光学系よりも手前にくる場合には，

曲率中心の集合として定義される面を虚火面という．

火面上で強度が無限大になることは，確かに実際，火面上では強度が大きくなるけれど，火面の近くでは幾

何光学の近似を適用できないことを意味する．このことに関連して，場の式 (60)は火面を含まない部分でし

か適用できず，光線が火面を通過するときには場の位相は π/2だけ減少することを§ 59において示す．

§ 54について

■球面波に対する式 (54.3)について 式 (54.3)を得るまでの議論をまとめると，波面の面積は R2 に比例し

て拡がるため，波面上で場の持つエネルギーが一定であることを要求すると，単位面積あたりのエネルギーは
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図 51 1本の光線に沿う波面の面積変化 (教科書の図 7(p.150)を改変)

1/R2 に従って薄まり，場の振幅は 1/Rの距離依存性を持つことになる．逆に後で見る波動方程式の球面波解

(62.7):ϕ = χ(t∓R/c)
R はエネルギー保存則の要請を満たしている．

§ 55．角アイコナール

光線が任意の透明物体 (光学系と呼ぶ)を通り抜ける場合にも，物体の内部を伝播している光線に対して幾

何光学を適用できるということを仮定するだけで，光線の方向の変化に関しては一般的な法則を導くことがで

きる．

決まった振動数 ω を持つ光のアイコナール ψ = −ωt + ψ0(r) に対してアイコナール方程式は (∇ψ0)
2 =

ω2/c2 を与える (§ 53)．よって ψ0

ω/c → ψ とアイコナールを再定義すると

(∇ψ)2 = 1

となる．

次に 2点 r, r′ を通る光線を考え (図 52参照)，光線上の点 r, r′ の位相差 (光学距離と呼ぶ［上記のスケー

ル変換により長さの次元を持つ］)として ψ(r, r′)を導入すると，これも上式と同じ関係を満たさなければな

らないことから，
(∇ψ)2 = 1, (∇′ψ)2 = 1

となる (∇ ≡ ∂/∂r,∇′ ≡ ∂/∂r′)．よって 2点 r, r′ における光線方向のベクトル n = −∇ψ［負号の理由は

本稿次節］，n′ = ∇′ψ は単位ベクトルである．

4つのベクトル r, r′,n,n′ の関係を得るために，r と r′ の関数 ψ に対する Legendre変換

χ = n′ · r′ − n · r − ψ

により nと n′ の関数 χを導入する．関数 χ(n,n′)は角アイコナールと呼ばれる．すると

dψ =− n · dr + n′ · dr′, 関数ψに対する付加条件 (∇ψ)2 = (∇′ψ)2 = 1

⇒ dχ =− r · dn+ r′ · dn′, 独立変数 n,n′に対する条件 n2 = n′2 = 1 (55.5)
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図 52 2点 r, r′ を通る光線

となる．いまや条件 n2 = n′2 = 1は n,n′ の独立な成分がそれぞれ 2つであることを表しているにすぎず，

関数 χには付加条件が課せられない．そこで独立変数を ny, nz および n′y, n
′
z に選べば，上式 (55.5)は求め

る r, r′,n,n′ の間の関係

y − ny
nx
x =

∂χ

∂ny
, z − nz

nx
x =

∂χ

∂nz
(55.6a)

y′ − n′y
n′x

x′ =
∂χ

∂n′
y
, z′ − n′z

n′x
x′ =

∂χ

∂n′
z

(55.6b)

を与える (導出は下記)．与えられた n,n′ に対して式 (55.6a)は光学系を通り抜ける前の，式 (55.6b)は光学

系を通り抜けた後の光線を表す．

§ 55，式の導出など

■式 (55.6ab)の導出

nx =
√
1− n 2

y − n 2
z , n′

x =
√
1− n′ 2

y − n′ 2
z

を式 (55.5):
dχ = −xdnx − ydnv − zdnz + x′dn′x + y′dn′y + z′dn′z

に代入すると，

dχ = −
(
y − ny

nx
x

)
dny −

(
z − nz

nx
x

)
dnz +

(
y′ − n′y

n′x
x′
)
dn′y +

(
z′ − n′z

n′x
x′
)
dn′z (61)

となることによる［本稿次節で補足］．

§ 55について

■「n = −∂ψ/∂r」(p.152一番下)の負号について 位置 r を n方向に移動すると，2点 r, r′ 間の光学距離

ψ は減少することによる．あるいは

ψ(r, r′) = ψ(r′)− ψ(r) ⇒ n =
∂ψ(r)

∂r
= −∂ψ(r, r

′)

∂r
.
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■dχの式 (p.153下から 4行目，本稿の式 (61))について ny, nz の変化 dny, dnz に伴う nx の変化は

dnx = d
√
1− n 2

y − n 2
z = − nydny + nzdnz√

1− n 2
y − n 2

z

= −nydny + nzdnz
nx

である (n2 = 1の両辺を微分しても良い)．

§ 56．細い光線束

1つの同じ点を通過する光線束は共心であると言われる．共心光線束は光学系を通過した後では一般に共心

でなくなる (再び 1点に集まることはない)．しかしある直線 (光軸と呼ぶ)の近くを進むような十分細い (す

なわち開きの角度が小さい)共心光線束は，近似的に共心光束へ移る．

軸対称な光学系を考える．このとき対称軸は光軸であることが分かる：

光学系が軸対称 → 対称軸に沿って進む光線束の波面が軸対称

→ 波面の主曲率半径 R1 = R2 → 曲率中心 O1 = O2：共心 → 対称軸は光軸．

光軸を x軸に選ぶと

nx ≃ 1, n′
x ≃

{
+1 (レンズに対して)

−1 (鏡に対して)

であり，ny, nz, n′y, n′
z の大きさは 1に比べて小さい．角アイコナールの ny, nz, n

′
y, n

′
z による展開は，2次

の項までとると，光軸周りの回転に対して不変な形

χ = const +
g

2
(n 2
y + n 2

z ) + f(nyn
′
y + nzn

′
z) +

h

2
(n′

2
y + n′

2
z )

を持つ*39．このとき角アイコナールに対する式は

式 (55.6a) ⇒ ny(x− g)− fn′
y = y, (62)

nz(x− g)− fn′
z = z, (63)

式 (55.6b) ⇒ fny + n′y(x
′ + h) = y′, (64)

fnz + n′z(x
′ + h) = z′ (65)

となる．これら 4つの式が独立であれば 4変数 ny, nz, n
′
y, n

′
z が 1通りに決まるため，始点と終点を結ぶ光

線は 1本しか得られない．よって光線の始点 r = (x, y, z)を共心光線束の発せられた点，終点 r′ = (x′, y′, z′)

をすべての光線の交わる点にとったとき，これらを結ぶ光線束が得られるためには，ny, n′y に対する式 (62)

の両辺を定数倍して式 (64)が，nz, n′
z に対する式 (63)の両辺を定数倍して式 (65)が得られれば良い．すな

わち
x− g
f

= − f

x′ + h
=

y

y′
=

z

z′
, ∴ (x− g)(x′ + h) = −f2. (56.3–4)

これは像と物体の座標が満たさなければならない関係であり，

像の位置 x′ = −h (主焦点) ⇒ 光源の位置は |x| =∞ (平行光線)，

光源の位置 x = g (主焦点) ⇒ 像の位置は |x′| =∞ (平行光線)．

*39 ny , nz に比例する 1次の項は不可能であり，可能な 2次の項はスカラー積 n2,n′2,n · n′ だから．

168



図 53 拡がりのある物体の像

主焦点の位置を原点とした物体と像の座標 X = x− g,X ′ = x′ + hを用いると，式 (56.3–4)は

XX ′ = −f2, Y ′

Y
=
Z ′

Z
=

f

X
= −X

′

f

となる (ただし Y = y, etc.)．ここから縦倍率，すなわち物体の要素 dX と対応する像の要素 dX ′ の比は∣∣∣∣dX ′

dX

∣∣∣∣ = f2

X2
=

(
Y ′

Y

)2

(56.7)

となり，横倍率 Y ′/Y に一致しない (→幾何学的に相似な像は得られない)．

2点 X = f,X ′ = −f を主点と呼ぶ．上式より X = f ⇔ X ′ = −f なので，一方の主点から発した光線束
は他方の主点に再び収束する．

さらに主点から計った物体と像の座標 ξ = X − f, ξ′ = X ′ + f を導入すると，上式 XX ′ = −f2 は

1

ξ
− 1

ξ′
= − 1

f
(56.8)

と書き換えられる［本稿次節で補足］．

f, g, hが無限大であり，物体と像は光学系から有限の距離にとどまる場合を考える．この極限は上式 (56.8)

に含まれないので，式 (56.4)に戻って改めて考えると，

X ′ = α2X, Y ′ = ±αY, Z ′ = ±αZ (56.9)

のように縦および横倍率は一定となる (望遠鏡的)［本稿次節で補足］．

以上の式は座標を適当に定義すれば，鏡や軸対称でない光学系に対しても同様に適用できる．

§ 56について

■「……拡がりのある物体の像は近似的で，完全には鮮鋭でない」(§ 56，l.11,12)について 図 53の点 Aの

像はどこにスクリーンを置いても広がりを持つ．これは像がぼやけることに他ならない．

■「そのような光線でさえ……ことをみた」(p.154下から 5行目)について p.150の図 7における Aから B

に進む光線束について，aO1, cO1 および bO2,dO2 はそれぞれ光線であり，異なる点 O1,O2 で交わる．
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図 54 主焦点，主点から計った物体と像の座標．上段は f > 0 (g, h < 0)，下段は f < 0 (g, h > 0)の場合．

■式 (56.8)について f < 0の場合には図 54下段と，f > 0の場合にはこれを

1

−ξ
+

1

ξ′
=

1

f

と書き換えて図 54上段と見比べると，これがいわゆるレンズの公式と同じ形になっていることが分かる．

• ただし右辺の f は主焦点ではなく主点の座標である．

• レンズの公式は具体的なレンズの材質と形状が与えられれば，
その界面での屈折に Snellの法則を適用して導くことができる．

一方，式 (56.8)は光学系の軸対称性のみを仮定しており，

その詳細に依らずに導かれていることに注意する．

– Snellの法則は Fermatの原理 (§ 53)から導かれる．

波動論における Huygensの原理に立ち戻って導くこともできる．

■f, g, hが無限大の極限の式 (p.157，l.20)，式 (56.9)について 式 (56.4)より

x′ = − f2

x− g
− h =

f2

g

1

1− x/g
− h ≃ f2

g

(
1 +

x

g

)
− h =

f2

g2
x+

f2 − gh
g

となるので，x の係数は f2/g2 になると考えられる．これを α2 と置く場合，α = ±f/g である．(この α

に対して原点を改めれば X ′ = α2X であり，これを一般公式 (56.7) に代入すると式 (56.9) の残りの 2 式

Y ′ = ±αY,Z ′ = ±αZ が得られる．)
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図 55 磁気レンズ (§ 58問題 2)

§ 58，問題

2　 (磁気レンズ) x軸上の位置 x = x1 < 0を発した荷電粒子は，x方向の一様な磁場領域に突入するとら

せん運動を行い，磁場がゼロの領域 x > l に放出される (図 55)．この粒子が再び x軸上の位置 x2(> l)に戻

るものと仮定して，x1 と x2 を関係付ける磁気レンズの公式を求める*40．

系の x軸周りの対称性を考慮して，円筒座標 (r, φ, x)を導入する (r は x軸からの距離)．磁場中では粒子

のエネルギー E が保存し，作用は S = S0(x, r)− E tと変数分離される．Hamilton-Jacobi方程式は

m2c2 =
(
P i − e

c
Ai
)(

Pi −
e

c
Ai

)
=

(
E

c

)2

−
(
∇S0 −

e

c
A
)2
, ∴

(
∇S0 −

e

c
A
)2

=

(
E

c

)2

−m2c2 ≡ p2

と書ける．ここで

∇S0 =
∂S0

∂x
x̂+

∂S0

∂r
r̂, A =

1

2
H × r =

1

2
Hrφ̂

とすると (x̂, etc.は方向単位ベクトル，位置ベクトル r と円筒座標 r の混同に注意)，(
∂S0

∂x

)2

+

(
∂S0

∂r

)2

+
e2

4c2
H2r2 = p2 (66)

を得る．

さて，光軸 (x軸)の近くを進む粒子ビームを考え，簡約された作用 S0 を rの 2次までの近似で求める．明

らかに粒子の x軸上 (r = 0)の等速直線運動が実現可能であり，対応する作用は

S0(x, r = 0) = px

である．そこで Hamilton-Jaconi方程式 (66)に r = 0を代入して ∂S0

∂x = pとおくと，r の 1次の項の係数は(
∂S0

∂r

)
r=0

= 0

と定まる．よって r の 2次近似の一般的な形は

S0 = px+
1

2
σ(x)r2

であり，再びこれを式 (66)に代入して r = 0とおくと，σ(x)に対する変数分離形の微分方程式

p
dσ

dx
+ σ2 +

e2

4c2
H2 = 0

*40 文献 [8, p.585,pp.613–614]では幅 l がらせんのピッチに満たない薄い磁気レンズに対して解析を行っている．
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が得られる．

領域 1 (x < 0)での解は，H = 0より

σ(1) =
p

x− x1
と書ける．これを x = x1 から発射された運動量 pの自由粒子の作用

S0 = p
√
r2 + (x− x1)2 ≃ p(x− x1) +

pr2

2(x− x1)

と比較すると，σ(1) の積分定数 x1 は光軸上の粒子の出発点を表すことが分かる．同様に x2 に結像するビー

ムを想定すると，領域 2 (x > l)での解は

σ(2) =
p

x− x2
と書かれる．

磁場 H ̸= 0の領域 3 (0 < x < l)での積分∫ σ(3)

dσ

σ2 + e2

4c2H
2
= −x

p
+ const

は，σ = eH
2c cot θ と変数変換すれば教科書のように実行できる．代わりに σ = eH

2c tan θ と置換しても害はな

い (σ の定義域は制限されないから)．このとき

2c

eH
θ = −x

p
+ const, ∴ σ(3) =

eH

2c
tan

(
− eH
2cp

x+ C

)
となる (C は積分定数)．境界 x = 0, lで σ が連続となることを要求すると

− p

x1
=
eH

2c
tanC,

p

l − x2
=
eH

2c
tan

(
− eH
2cp

l + C

)
であり，ここから C を消去すると，x1 と x2 の関係が求まる．具体的には

p

l − x2
=
eH

2c

tanC −
(
tan eHl

2cp

)
1 +

(
tan eHl

2cp

)
tanC

=
eH

2c

p+ eH
2c

(
tan eHl

2cp

)
x1

p
(
tan eHl

2cp

)
− eH

2c x1
,

∴ eH

2c

(
tan

eHl

2cp

)
x1x2 −

{
eHl

2c

(
tan

eHl

2cp

)
+ p

}
x1 + px2 +

{
2cp2

eH

(
tan

eHl

2cp

)
− lp

}
= 0

とすれば良い．これは一般公式 (56.4):

(x1 − g)(x2 + h) = −f2

と同じ形をしており，係数を比較すると

g = −2cp

eH
cot

(
eHl

2cp

)
, h = −2cp

eH
cot

(
eHl

2cp

)
− l = g − l,

f2 − gh =

(
2cp

eH

)2

− 2cp

eH
l cot

(
eHl

2cp

)
,

∴ f2 =

(
2cp

eH

)2{
1 + cot2

(
eHl

2cp

)}
=

 2cp

eH sin
(
eHl
2cp

)


2

と同定される (g は教科書と逆符号*41)．

*41 このとき g, h < 0であり，図 54の状況を得るには f > 0とすれば良い (p.160脚注も参照)．
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図 56 点 Oから点 O′ に至る各光線と，その位相変化

§ 57．広い光線束による結像

広い光線束によって小さな直線の切片の像が結ばれるための条件を考える．

まず，次のことに注目する．点 O から発した光線がすべて光学系を通過した後に点 O′ で結ばれるとする

と，波面は点 O,O′ の近くではこれらを中心とする球面であり，波面は位相が一定の面だから，図 56のよう

に位相の変化 (光学距離) ψ はすべての光線について等しくなる．

次に切片に沿って座標 ξ を導入し，切片の像 (これも切片)上に座標 ξ′ を，点 ξ から発せられた光の像の位

置として導入する．このとき出発点の変化 dξ に伴う光学距離の変化は

dψ =
∂ψ

∂ξ
dξ +

∂ψ

∂ξ′
dξ′ = −nξdξ + n′ξdξ

′ = (αξn
′
ξ − nξ)dξ

と書ける．ここに αξ ≡ dξ′/dξ は倍率であり，小さな切片に沿って一定と見なされる．［一方，例えば ∂ψ/∂ξ

は方向微分であり，よく知られているように ξ 方向の単位ベクトルを ξ̂ と書くと

(∇ψ) · ξ̂ = −n · ξ̂ ≡ −nξ

と書けるので (このとき nξ ≡ n · ξ̂は光線の方向 nと ξ 軸の間の角の余弦である)，最右辺の αξn
′
ξ − nξ は点

ξ +dξ から点 ξ′ +dξ′ に向かう光線ごとに定まる量となる．］よって点 ξ +dξ から点 ξ′ +dξ′ に向かう各光線

に対して光学距離 ψ + dψ が同じでなければならないことから，条件

αξn
′
ξ − nξ = const. (57.1)

を得る．

ここで x 軸対称な光学系による結像を考える．物体および像のある点で光線が光軸との間に張る角度をそ

れぞれ θ, θ′ と書くと，上の結像の条件は

• 光軸上の線分に対して (対称性より像も光軸上)

sin θ
2

sin θ′

2

= const =
√
αx (57.2)
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• 光軸に垂直な線分 (その方向を r と書く)に対して (対称性より像も光軸に垂直)

sin θ

sin θ′
= const = αr (57.3)

となる (導出は下記)．2つの条件は両立しないから，広い光線束を使って 3次元的な物体の像を結ばせること

は，小さな体積に対してさえ不可能である．

§ 57，式の導出など

■式 (57.2)の導出 本稿次節で補足する式 1−nx

1−n′
x
= αx に

1− nx = 1− cos θ = 2 sin2
θ

2
, 1− n′x = 2 sin2

θ′

2

を代入すれば良い．

■式 (57.3)の導出 式 (57.1)は
αr sin θ

′ − sin θ = const.

となる［本稿次節で補足］．光軸と物体面の交点から θ = 0の方向に発する光に対しては，対称性から θ′ = 0

でなければならない．そこでこの光線に対して上式の値を評価すると，const = 0 となるから，式 (57.3) を

得る．

§ 57について

■結像の条件 (57.2)，(57.3)について まず式 (57.2)について，線分の方向単位ベクトル ξ̂ は x軸に沿って

いるから，任意の光線方向 n,n′ に対して

nξ ≡ n · ξ̂ = nx, etc. ∴ αξn
′
ξ − nξ = αxn

′
x − nx

である．これが全ての光線に対して等しい値をとらねばならず (式 (57.1))，特に x 軸に沿う光線 (nx =

1, n′x = 1)に対して
αxn

′
x − nx = αx − 1

だから
1− nx
1− n′x

= αx

を得る．

式 (57.3) についても同様に考えれば良い．この場合には線分の方向単位ベクトル ξ̂ は x 軸に垂直なので，

nξ ≡ n · ξ̂ = sin θ, etc.となる．

§ 58．幾何光学の限界

平均振動数 ω0 を持つ，厳密には単色でない波を考え，与えられた点での場 (例えば電場) を E(t) =

E0(t)e
−iω0t という形に書こう．すると場の振動数 ω の Fourier成分

Eω =

∫
E(t)eiωtdt =

∫
E0(t)e

i(ω−ω0)tdt

174



図 57 有限幅∆y を持つ光のビームの回折

は，1/|ω− ω0|程度の時間のうちにE0(t)がほとんど変化しなければ，打ち消しあってゼロに近づく．よって

Eω がゼロとかなり異なる値をとるためには，1/|ω − ω0|の時間範囲の間に振幅 E0(t)が際立って変化しなけ

ればならない．すなわち E0(t)が際立って変化する時間の長さを∆t，また |ω − ω0| ≡ ∆ω と書いたとき，

1

∆ω
≳ ∆t, ∴ ∆ω∆t ≲ 1

であれば良い．［これは十分条件であって，この範囲 ∆ω ≲ 1/∆tの外の ω に対しても Eω がゼロと大きく異

なる値を持つことはあり得る．すなわちそのような ω の範囲を改めて ∆ω と書くと］「波の“非単色度”∆ω

は，いずれにせよ 1/∆tより小さくはありえない (それより大きいことは，もちろんありうる)」(p.163，l.7,8)：

∆ω ≳ 1

∆t
.

同様に与えられた時刻に，各軸の方向に波の振幅が目立って変化する距離の大きさを ∆x,∆y,∆z とする

と，波動ベクトルは

∆kx ≳ 1

∆x
, ∆ky ≳ 1

∆y
, ∆kz ≳

1

∆z

程度の幅を持つ．よって x軸に沿って進む光のビーム (波長 λ，波数 k = 2π/λ)が ∆y 程度の幅を持つとき，

実際にはビームは角度

θy ∼
∆ky
k

≳ 1

k∆y
∼ λ

∆y

だけ平均方向からそれる (図 57参照)．［幾何光学の極限 λ→ 0では θy → 0となって光は直進するのに対し，

図 57のスリットが波長程度に短くなると，光の回折が著しくなる (§ 59)．］

§ 58について

■「……E0(t)e
−iω0t という形をもつ」(§ 58，l.7,8) について § 50 のノートで指摘したように，場を

E = E0(t)e
−iωt の形に書くこと自体は常に可能である (この式で E0(t)を定義したと考えれば良い)．場の含

む振動数の幅 ∆ω が狭いとき，E0(t)が時間のゆるやかに変化する関数となることが§ 58で説明される (式

(58.1)参照)．
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■不確定関係 (58.4)について 式 (58.4):∆x∆kx ≳ 1の導出には場が電磁波であることをあからさまには用

いていないから，これは波動一般に当てはまる数学的な関係である．そこで場を粒子の波動関数と解釈する

と，量子力学によればその Fourier成分は波数空間 (運動量空間)の波動関数となるから，これは位置と運動

量の不確定関係に他ならない [13, pp.70–71]．

§ 58，問題

図 57のように幅 d(= ∆y)の孔を通った平行な光のビームが，障壁から距離 lだけ隔たるスクリーンに作る

スポットを考える．スポットを小さくするために孔の大きさ dを狭めると，回折の角度 ∼ λ/dが広がってし

まうというジレンマがある．スポットの幅は

d+
λl

d

の程度であり，これは d =
√
λlに対して最小値 ∼

√
λlをとる．

関連──昆虫の眼の解像度 昆虫の複眼の解像度を上げるには，レンズを小さくして個眼を増やせば良い．

ところがレンズを小さくすると光の回折が著しくなり，鮮明な像が得られなくなる．このような観点から，

Feynmanはミツバチの個眼が実際にほぼ最適なサイズとなっていることを示している．

複眼の半径を r，個眼のレンズの直径を δ とすると，レンズを小さくするにつれて隣り合う個眼の間の角度

は θ1 = δ/rに従って減少する (すなわち解像度が増す)のに対し，レンズに入る光 (波長 λ)の回折による開き

の角度は θ2 = λ/δ に従って増大する．

そこでレンズの最適なサイズ δ を，和 θ1 + θ2 が最小になるような δ の値 δ =
√
λr と考えると，これは

λ = 4× 10−7m, r = 3mmに対して δ = 35µmを与え，文献値 30µmとよく一致する [16, pp.141–142]．

§ 59．回折

光が不透明なスクリーンにあけた孔を通り抜けるとき，開口に比べて波長が大きいほど幾何光学からのずれ

(回折現象)は強く生じ，光と影の鋭い境界の代わりに複雑な光の強度分布が現れる．

幾何光学からのずれが小さい場合，すなわち

• すべての長さ (開口や光の経路)が波長に比べて大きい場合

• 光の方向が幾何光学によって与えられる方向からわずかしかずれない場合

［の両方が満たされる場合］について，全空間における電磁場を決定することを考えよう．

電磁場 E,H の成分のいずれか 1つに注目し，時間依存性 e−iωt を除いてこれを座標だけの関数 uと書く．

［§ 58の議論より，決まった振動数 ω を持つ厳密に単色な波も，光が有限の幅を持つ限り波動ベクトルは幅

∆k を持つ．］幾何光学からのずれの小さい近似の下で，開口部分での場は幾何光学によって与えられる値を

とり，スクリーンのすぐ背後での場の値はゼロとおくことができる．このときスクリーンに関しては，開口の

周縁の形だけが問題となる．

開口の周縁を端とする曲面で開口を覆い，曲面の切片 df の各々を光源と見なす (図 58参照)．そして観測

点 Pにおける場は，すべての切片 df が作る場の重ね合せによって得られると考える (Huygensの原理)．切

片 df が点 Pに生ずる場は，切片の位置における場 uと，切片の位置での光線方向 nに垂直な平面への切片

の射影 dfn に比例する．また切片から点 Pまでの距離を Rとすると，式 (54.3)より場は eikR/Rという距離
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図 58 スクリーンの孔を通る光の回折

R依存性を持つ．以上より切片 df の作る場は u e
ikR

R dfn に比例し，点 Pにおける場は

uP = a

∫
ueikR

R
dfn (59.1)

と書ける．x 軸に沿って進む平面波に対して上式を適用した結果を uP = ueikx と比較すると，定数 a は

a = k/2πiと定まり (計算は下記)，結局

uP =

∫
ku

2πiR
eikRdfn (59.2)

となる．これは点状の光源からの単色光に対して適用される式である．ただし各点光源から発せられる光およ

び光の各スペクトルは非干渉だから，光源が拡がりを持ち非単色光を発する場合にも，各光源・各スペクトル

の光が作る強度分布を加え合わせれば求める強度分布が得られる．

ここで§ 54において予告したように，光線が火面上の点を通過するときの場の位相の変化を調べよう．原

点 Oを通る光線に沿って x軸をとると，光線と原点で交わる光線の波面は，主曲率半径を R1, R2(< R1)と

して，原点付近で

x = X ≡ y2

2R1
+

z2

2R2

と近似される．よって光線上の点 (x, 0, 0) における場を求める際，今得た uP の式において積分領域を波面

(近似的に yz 平面に一致)にとると，uと 1/Rは波面上で一定となり，また

eikR ≃ eik
√

(x−X)2+y2+z2

となるので，

uP =
ku

2πR

eikx

i

∫ ∞

−∞
e
ik y2

2

(
1
x− 1

R1

)
dy

∫ ∞

−∞
e
ik z2

2

(
1
x− 1

R2

)
dz (59.3)

を得る．この式の全体の位相は，点 P(x, 0, 0)の位置が

x < R2 (第 1の火面を通り過ぎる前) → R2 < x < R1 (2つの火面の間)

→ R1 < x (第 2の火面を通り過ぎた後)

と変化するのに伴って，
eikx → ei(kx−π/2) → ei(kx−π)

と変化する［本稿次節で補足］．手短に言えば，これは各領域ごとに指数関数における 1
x −

1
R1
, 1x −

1
R2
の符号

が異なることに由来する．
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§ 59，式の導出など

■式 (59.1)の係数 aの決定 x軸に沿って進む平面波に対して公式 (59.1)を適用し，積分領域を yz 面に選

んで x軸上の位置 P(x, 0, 0)における場を計算しよう．yz 面は波面なので，その上での場の値 uは一定であ

る．また回折角が小さいので，積分領域のうち y, z ≪ xが重要である．そこで

R =
√
x2 + y2 + z2 ≃ x+

y2 + z2

2x

とすると，

uP = au
eikx

x

∫ ∞

−∞
eik

y2

2x dy

∫ ∞

−∞
eik

z2

2x dz (67)

となる［本稿次節で補足］．因子 1/Rでは R ≃ x = constとおくことができ，y = ξ
√
2x/kと変数変換すると

uP = au
eikx

x

(√
2x

k

∫ ∞

−∞
eiξ

2

dξ

)2

= au
eikx

x

{√
2x

k

√
π

2
(1 + i)

}2

= aueikx
2πi

k

となる［本稿次節で補足］．これを平面波の式 uP = ueikx と比較すると，定数 aは a = k/2πiと定まる．

§ 59について

■「幾何光学からのずれが小さい場合」(p.164下から 8,7行目)について 例えば 2スリットによる光の回折

においてスリットから観測点に至る 2本の直線状の径路を考えるとき，径路はスリットを中心とする球面 (円)

に垂直であり，我々は幾何光学に基づく光線軌道を考えていることになる．

■df は「光の波長にくらべれば大きいとする」(p.165，l.13)について これにより切片 df を発する光を光

線と見なすことが可能となり，1本の光線に沿う振幅と位相の変化の式 (54.3)を 2段落後で用いることができ

るものと考えられる．

■「ホイヘンスの原理」(p.165，l.16)について これが成り立つことは波動光学から導出できる [15, p.167]．

§ 53の補足では波動光学から Fermatの原理を導いた．さらに文献 [17, pp.373–374]では Fermatの原理

から波面の空間移動を規定する Huygensの原理を導いている．この導出は Fermatの原理を前提に用いる以

上，幾何光学の近似が成り立つ場合に限定され，一見すると一般的でない印象を受ける．しかし幾何光学は

我々が注目している空間スケールに比べて波長が短い場合の近似であって，その近似が妥当か否かはスリット

幅や開口の代表的な長さに関する我々の人為的な選択に左右されているに過ぎない．言い換えれば，スリット

のような障害物とは無関係に十分小さい空間領域に注目すれば，その中で光が平面波として振舞い，それ故，

波を Fermatの原理に従う光線として記述できるような空間サイズは必ず存在する．このため Huygensの原

理の導出に Fermatの原理を用いることは，実際には何ら波動光学に対して制約を設け，一般性を損なうもの

ではないと考えられる．さらにその導き方により，Huygensの原理は光に限らず任意の波に対して成立する

ことが分かる．そこで以下では文献 [17, pp.373–374]における証明をほぼそのまま載せる．

Huygensの原理は次のように言い表される：

波源 P から出た波の時間 t 後の波面を ΦP(t)，またこの波面上の任意の点 Q から出た波の時

刻 s 後の波面を ΦQ(s) とすると，波源 P からの波の時間 t + s 後の波面 ΦP(t + s) は，すべての

{ΦQ(s)|Q ∈ ΦP(t)}の包絡面である (図 59)．
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図 59 Huygensの原理の表現 図 60 Huygensの原理と背理法

図 61 共通の射影 dfn を持つ切片 df は同じ光線に貫かれる．

図 59で波面 ΦP(t+ s)上の 1点 Rを考える．仮定より Pから出て Rに達する光線は PR間を所要時間 t+ s

で伝わる．そして Fermat の原理によれば，PR の近くには PR を通りそれより短い時間で伝わる経路はな

い．今，この光線と ΦP(t)の交点を Qとすると，この光線は PQ間を時間 tで，QR間を時間 sで伝わるか

ら，ΦP(t+ s)上の点 Rは必ず ΦQ(s)上にある．そこで 2つの波面 ΦQ(s)と ΦP(t+ s)が Rで接しているこ

とを言えば良い．今，仮にこの 2つの波面が Rで接することなく図 60のように交わっているとすれば，波面

ΦQ(s)上には Pから見て ΦP(t+ s)より外側にある点 Sが必ず存在する．そこで，点 Qから出てこの点 Sに

達する光線の経路 QSを考えると，その経路と ΦP(t + s)の交点 S′ は QS間にあり，しかも光は QS間を伝

わるのに時間 sかかるから，S′ にはそれより短い時間で到達する．とすると Pから出た光線が経路 PQS′ を

通って行けば，t+ s以下の時間で ΦP(t+ s)上の点 S′ に着くことになり，これは仮定に反する．［この Pか

ら S′ に向かう光線は所要時間 t + sで伝わるという仮定には，上記のようにそれより短い時間で PS′ 間をつ

なぐ経路が (近くに)存在しないという Fermatの原理が含まれており，ここで Fermatの原理が用いられてい

る．］したがって波面 ΦQ(s)と ΦP(t+ s)は点 Rで接していなければならない．

■「これは，……射影 dfn さえ同じであれば……影響は同じになることから結論される」(p.165，l.21～23)に

ついて 図 61には共通の射影 dfn を持つ切片 df をいくつか描いている．これらは同じ光線によって貫かれ

ている．

■平面波の作る場 uP の近似式 (67) (教科書 p.166，l.15)について

eikR ≃ exp

[
ik

(
x+

y2 + z2

2x

)]
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図 62 Fresnel積分の公式を証明するための積分路 C±

において y2+z2

2x が考慮されているのに対し，

1

R
=

1

x

(
1− y2 + z2

2x2
+ · · ·

)
≃ 1

x

において無視されているのは y2+z2

2x2 であって，分母の xの次数が異なることに注意する．

式 (67)の積分を実効する際に用いた関係
∫∞
−∞ eiξ

2

dξ =
√

π
2 (1 + i)は，Gauss積分の公式と同じ形∫ ∞

−∞
eiξ

2

dξ =

√
π

−i

に書くことができる．より一般に α > 0に対して∫ ∞

−∞
e±iαx

2

dx =

√
π

∓iα

は Fresnel積分と呼ばれる．この公式は複号 ±に応じた図 62の経路 C± に沿う e±iαz
2

の周回積分を考えて，

これを Gauss積分に関係付けることにより証明される．

0 =

∮
C±

e±iαz
2

dz =

∫ ∞

0

e±iαx
2

dx− e±iπ/4
∫ ∞

0

e−αr
2

dr,

∴
∫ ∞

0

e±iαx
2

dx =
1

2

√
±i
√
π

α
=

1

2

√
π

∓iα
,

∴
∫ ∞

−∞
e±iαx

2

dx =

√
π

∓iα
.

■波面の方程式 (p.167，l.7)について 光の進行方向 x > 0上に火面が，従って曲率中心がある場合を考えて

いるので，波面の方程式

x = ±X, X ≡ y2

2R1
+

z2

2R2

における複号は正号を選ばなければならない．

■場 (59.3) の位相について 例えば R2 < x < R1 の場合について詳しく述べると次のようになる．

R2 < x < R1 のとき 1
x −

1
R1

> 0, 1x −
1
R2

< 0であることに注意して

y =

√
2

k

(
1

x
− 1

R1

)−1

η, z =

√
2

k

(
1

R1
− 1

x

)−1

ζ
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図 63 スクリーンによる Fresnel回折

と変数変換すると，式 (59.3)に現れる積分は実の係数を落とせば∫ ∞

−∞
e
ik y2

2

(
1
x− 1

R1

)
dy ∼

∫ ∞

−∞
eiη

2

dη ∼ (1 + i),∫ ∞

−∞
e
ik z2

2

(
1
x− 1

R2

)
dz ∼

∫ ∞

−∞
e−iζ

2

dζ ∼ (1− i)

となるので，uP の式 (59.3)全体の位相を調べると

uP ∼
1

i
eikx(1 + i)(1− i) ∼ ei(kx−π/2)

となる．

§ 60．フレネル回折

光源 Qと観測点 Pが有限の距離にあり，点 Pにおける強度 uP =
∫

ku
2πiRe

ikRdfn への寄与が直線 QPの近

くから来るような回折現象は Fresnel回折と呼ばれる．

スクリーンによる Fresnel回折を考えると，[幾何光学において影となる領域 (幾何学的影の領域)の縁の近

くでの光の強度分布を調べるにあたって，スクリーンの縁を含むように積分面を選べば]スクリーンの縁の近

くだけが重要となるから，以降はスクリーンの縁を線分と見なす．

一般性を失うことなく Q(−Dq, 0, 0)，P(Dp, 0, d)となり，スクリーンが z ≤ 0の領域に位置し，その縁が

xy 面内の直線 x = y tanαに一致するような座標系を導入できる (図 63参照)．点 Pは d > 0に対して幾何

学的影の外にあり，d < 0に対して幾何学的影の中にある．

積分面にスクリーンの縁を通る半平面 x = y tanα, z ≥ 0をとり，その上の点での光源 Qとの距離を Rq，

観測点 Pとの距離を R，場の値を uと書き，

• u = AeikRq/Rq

• 積分面上で 1/R［および 1/Rq］は近似的に一定

• dfn → dydz

とすると

uP =

∫
ku

2πiR
eikRdfn ≃

Ak

2πiRqR

∫
eik(Rq+R)dydz
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図 64 Fresnel回折による光の強度分布

となる．積分にとって重要な原点付近では

eik(Rq+R) ≃ exp

[
ik

{
(Dp +Dq) +

y2

2
sec2 α

(
1

Dp
+

1

Dq

)
+

1

2Dq
z2 +

1

2Dp
(z − d)2

}]
(68)

と近似されるから (計算は下記)，興味のある，幾何学的影の縁からの観測点の距離 dへの依存性を持つ部分だ

けを取り出して

uP ∼
∫ ∞

0

exp

{
ik

(
1

2Dq
z2 +

2

2Dp
(z − d)2

)}
dz (69)

= exp

{
ik

d2

2(Dp +Dq)

}∫ ∞

0

exp

ik 1
2

{(
1
Dp

+ 1
Dq

)
z − d

Dp

}2

1
Dp

+ 1
Dq

 dz (60.2)

とできる［本稿次節で補足］．

光の強度 I は |uP|2 に比例する．そこで距離 dを

w = d

√
kDq

2Dp(Dq +Dp)

と無次元化し，積分の適当な変数変換を行うと，光の強度は

I =
I0
2

{(
C(w2) +

1

2

)2

+

(
S(w2) +

1

2

)2
}

(60.5)

と表される［本稿次節で補足］．ここに I0 は光の当たる領域のうち影の縁の遠方 w ≫ 1での強度であり，また

C(z) =

√
2

π

∫ √
z

0

cos η2dη, S(z) =

√
2

π

∫ √
z

0

sin η2dη

は Fresnel積分と呼ばれる．強度分布の概形は図 64のようであり，

w → −∞での漸近形 I =
I0

4πw2
, w → +∞での漸近形 I = I0

{
1 +

1√
π

sin
(
w2 − π

4

)
w

}

が見出される［本稿次節で補足］．
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§ 60，式の導出など

■式 (68)について |y|, |z| ≪ Dq, Dp に対して

Rq =
√
(Dq + y tanα)2 + y2 + z2 ≃ Dq +

y2 sec2 α+ z2

2Dq
+ y tanα,

R =
√
(Dp − y tanα)2 + y2 + (z − d)2 ≃ Dp +

y2 sec2 α+ (z − d)2

2Dp
− y tanα

となることによる．

§ 60について

■式 (60.2) について 教科書 p.171，l.3 の uP の式 (本稿の式 (69)) における指数関数の中身を平方完成す

ると

1

2Dq
z2 +

1

2Dp
(z − d)2 =

1
2

{(
1
Dp

+ 1
Dq

)
z − d

Dp

}2

1
Dp

+ 1
Dq

− d2

2Dp

(
1/Dp
1
Dp

+ 1
Dq

− 1

)

=

1
2

{(
1
Dp

+ 1
Dq

)
z − d

Dp

}2

1
Dp

+ 1
Dq

+
d2

2(Dp +Dq)

となる．

■光の強度の式 (60.5)について

光の強度は，場の平方，すなわち絶対値の 2乗 |uP|2 によってきまる．したがって，［式 (60.2)にお

ける］積分のまえの因子は，それと複素共役との積が 1になるから重要でない．自明なおきかえをする

と，積分は

uP ∼
∫ ∞

−w
eiη

2

dη (60.3)

となる［式 (60.2)被積分関数の位相を η2 で置換した］．

さて，強度 I は uP の式 (60.3)の絶対値の 2乗に比例するので

I ∼

∣∣∣∣∣
√

2

π

(∫ 0

−w
+

∫ ∞

0

)
eiη

2

dη

∣∣∣∣∣
2

と書ける．ここで −η → η の変数変換により√
2

π

∫ 0

−w
eiη

2

dη =

√
2

π

∫ w

0

eiη
2

dη = C(w2) + iS(w2)

となり，また
√

2
π

∫∞
0
eiη

2

dη = 1+i
2 (教科書 p.166，l.19(または§ 59のノート))なので

I =const×
∣∣∣∣(C(w2) +

1

2

)
+ i

(
S(w2) +

1

2

)∣∣∣∣2
=const×

{(
C(w2) +

1

2

)2

+

(
S(w2) +

1

2

)2
}
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を得る．w →∞のとき I → I0 となることから const = I0/2と定まり，式 (60.5)が導かれる．

■ベキ級数 (60.6)について

eiη
2

=
1

2iη

d

dη
eiη

2

と書き換えて部分積分を実行すれば良い．具体的に書くと，まず p.171下から 4行目の式を得るには∫ ∞

|w|
eiη

2

dη =
1

2i

∫ ∞

|w|

1

η

(
d

dη
eiη

2

)
dη

=
1

2i

{[
1

η
eiη

2

]∞
|w|
−
∫ ∞

|w|

(
− 1

η2

)
eiη

2

dη

}

=− 1

2i|w|
eiw

2

+
1

2i

∫ ∞

|w|

1

η2
eiη

2

dη

とすれば良い．最右辺第 2項について同様に計算すると∫ ∞

|w|

1

η2
eiη

2

dη =
1

2i

∫ ∞

|w|

1

η3

(
d

dη
eiη

2

)
dη

=
1

2i

{[
1

η3
eiη

2

]∞
|w|
−
∫ ∞

|w|

(
− 3

η4

)
eiη

2

dη

}

=− 1

2i|w|3
+

3

2i

∫ ∞

|w|

1

η4
eiη

2

dη

となるので式 (60.6)を得る．

■w ≫ 1における強度分布の式 (60.9)について

I =
I0
2

∣∣∣∣(1 + i)

√
π

2
+

1

2iw
eiw

2

∣∣∣∣2
=
I0
2

∣∣∣∣∣
(
1 +

1

2w

√
2

π
sinw2

)
+ i

(
1− 1

2w

√
2

π
cosw2

)∣∣∣∣∣
2

=
I0
2

{
2 +

1

4w2
· 2
π
+

1

w

√
π

2
(sinw2 − cosw2)

}
において，1/wまでを考慮する近似の下では 1/w2 程度の項を無視することができ，式 (60.9):

I = I0

{
1 +

1

w
√
π
sin
(
w2 − π

4

)}
を得る．

■Fresnel 回折による光の強度分布の概形 (教科書の図 12(p.172) について) w → ±∞ での漸近形 (60.7)，

(60.9)を計算せずとも，強度分布の式 (60.5)における Fresnel積分に対する定性的な考察から，強度分布の概

形をある程度把握することができる．以下に述べる方法の着想は Feynmanによる [16, pp.53–55]．

Fresnel積分

f(w) ≡
√

2

π

∫ w

0

eiη
2

dη
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図 65 Cornuのらせん

は wの関数であり，wの各値に対して f(w)の値を複素平面上にプロットすると，1つの曲線が描かれる．こ

の曲線の形を調べることから始めよう．f(0) = 0なので f(w)の定義式は，点 f(w)の原点からの変位が複素

数 eiη
2

dη に対応する無限小ベクトルの和 (の
√

2/π 倍)として与えられることを意味している．無限小ベク

トルは長さが dη で実軸との成す角が η2 であることに注意すると，大まかには図 65のような曲線が描かれる

と想像される (f(−w) = −f(w)より曲線は原点対称となることにも注意する)．これは Cornuのらせんと呼

ばれるものである．渦巻の中心に対応する点の座標は

f(±∞) = ±1

2
(1 + i)

によって与えられる (p.166，l.19)．

以上を踏まえて光の強度 (60.5)を考えよう．これは f(−w)と f(∞)に対応する 2点間の距離の 2乗に比

例している．よってその値は w が −∞から 0まで増大する間に単調に増大していく．そして w が 0から∞
まで増大する間に振動し，その振幅は減少していくことが図 65から読み取れる．

§ 61．フラウンホーファー回折

平面波の平行光線がスクリーンの後方の遠距離に作る光の強度分布を求めよう．これから考える回折は

Fraunhofer回折と呼ばれる．ただし以下では，幾何光学からのずれ (回折角)が小さい場合を仮定する．

Fraunhofer回折では Fresnel回折の場合とは対照的に，一般公式 (59.2):uP =
∫

ku
2πiRe

ikRdfn において積

分面の全体からの寄与が重要となる．しかし光の強度分布を求めるには，一般公式 (59.2)から出発する代わ

りに，改めて次のように考える方が容易である．

幾何光学が厳密に成り立つとしたときのスクリーン後方の場 u0 を考えると，これは横断面 (平面波の波面に

一致)から幾何学的影の領域を除いた部分 S でゼロと異なる値を持つ．ただし場 u0 は断面積 S が限られてい
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図 66 回折した光の波動ベクトル k′ = k + q と，xy, xz 面内の小さな回折角 θy, θz

るため，§ 58の議論により，光に入射方向 (x軸にとる)に垂直な波動ベクトル q (yz 面内のベクトル)成分

uq =

∫
S

u0e
−iq·rdydz (61.1)

を持つ．その平方 |uq|2 が小さな回折角

θy =
qy
ω/c

, θz =
qz
ω/c

の方向に散乱された光の強度分布を与えるものと見て良い［図 66参照］．

教科書の説明を補足しつつ，ここから回折光の強度分布の公式を具体的に求めよう．まず，式 (49.8):∫∫
u 2
0 dydz =

∫∫
|uq|2

dqydqz
(2π)2

(61.3)

に注目する．左辺の積分は事実上“開口”(の後方) S に限られるため，開口を通る光の全強度

I0 = A

∫∫
S

u 2
0 dydz(= Au 2

0 S)

に比例する［比例定数 Aを導入した］．すると式 (61.3)右辺の被積分関数 (の A倍)

dI = A|uq|2
dqydqz
(2π)2

= A|uq|2
(ω/c)2do

(2π)2

は，立体角

do = dθydθz =
dqydqz
(ω/c)2

の範囲に回折される光の強度を表すと考えるのが理に適っている．その相対的な強さ［入射光の単位面積あた

りの強度 I0/S = Au 2
0 との比］は

dI

I0/S
=
( ω

2πc

)2 ∣∣∣∣uqu0
∣∣∣∣2 do (61.4)

で与えられる．
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図 67 スリットによる回折 (§ 61問題 1)

次にスクリーン 1と，これに“相補的な”，すなわち開口と不透明な部分を反転したスクリーン 2を考え，

それぞれの後方の場を u(1) および u(2) と書く．入射光はどちらの場合にも同一とし，以下ではそれを u(0) と

書く．このとき

u(1)q + u(2)q =

∫
S1

u(0)e−iq·rdydz +

∫
S2

u(0)e−iq·rdydz =

∫
u(0)e−iq·rdydz

であり (S1 + S2 は yz 平面全体)，最右辺は厳密な平面波の Fourier成分だから，q ̸= 0に対してゼロとなる．

ここから Babinetの原理と呼ばれる関係

|u(1)q |2 = |u(2)q |2 (q ̸= 0に対して)

が得られる．これは相補的なスクリーンによる回折光が同一の強度分布を持つということを意味している．

最後にスクリーン 1が黒体の場合を考えると，

(黒体によって散乱される光の総量)

=(黒体に当たらずに通過する光の総量)

=const×
∫
|u(1)q |2dqydqz

=const×
∫
|u(2)q |2dqydqz (Babinetの原理)

=(相補的なスクリーンの開口を通る光の総量)

=(黒体に当たる光の総量)

=(黒体に吸収される光の総量)

という関係が見出される．ただし第 1の等号は Fraunhofer回折において開口を通る光はすべて曲げられるこ

とにより，最後の (第 6の)等号は黒体の定義，すなわち黒体はその上に当たる光を全て完全に吸収すること

による．

§ 61，問題
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図 68 スリットにより回折した光の強度分布は y = (sinx/x)2 の形になる

1　 (スリットによる回折) 図 67のように z 方向に伸びた，幅 2aの無限に長いスリットに，平面波 (波動ベ

クトル k)が垂直に入射する場合を考える．z 方向の並進対称性より，回折は xy面内で起きる．よって波数の

変化は y 成分 (q とおく)のみを持ち，対応する場の Fourier成分は

uq = u0

∫ a

−a
e−iqydy =

2u0
q

sin qa

と計算される (z 方向の単位の厚みを考えた)．よって角度 dθ の範囲に回折される光の強度 dI は，これを公

式 (61.4)に代入して

dI

I0/2a
=

k

2π

∣∣∣∣uqu0
∣∣∣∣2 dθ = 2

πk

sin2 kaθ

θ2
dθ, (∵ q ≃ kθ)

∴ dI =
I0
πak

sin2 kaθ

θ2
dθ

と求まる．強度分布の概形は図 68のようである*42．

別解 この結果はまた，Huygensの原理 (59.1):

uP ∼
∫
S

ueikR

R
dfn

に基づいて導くこともできる．スリット (波面に一致)における積分面 S を原点周りの微小な高さ ∆z に選ぶ

と，その上での場の値 u = u0 は一定である．また S 上の点 r = (0, y, z)から場の観測位置 Pまでの距離を

R，開口の中心 Oから Pまでの距離を R0，
−→
OP向きの単位ベクトルを nとすると (図 67参照)，|r|(≪ R0)

に関する 1次近似では

R ≃ R0 − n · r = R0 − nyy = R0 − y sin θ ≃ R0 − yθ

である．ただし

*42 y = sinx/xのグラフは y = ±1/xのグラフの間で振動し，x → 0のとき y → 1となる．
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• 第 1の等号は，端点 Oの微小変位 r に伴う動径
−→
PO ≡ −R0 の長さの変化が

R−R0 =

(
∂

∂(−R0)
R0

)
· r = −n · r

と表されることによる．この関係は幾何学的にも確かめられる．

• 第 2の等号では観測点 Pの高さを z = 0に選び，nz = 0とした．

(z 方向の並進対称性より，一般性を失わない．)

またここでも分母の Rに関しては

1

R
≃ 1

R0 − yθ
≃ 1

R0

(
1 +

yθ

R0

)
≃ 1

R0

とする (最後の等号では 2次の微小量を捨てており，近似は一貫している)．すると興味のある場の散乱角 θ依

存性は

uP ∼
∫ a

−a
e−ikyθ ∼ sin kaθ

θ

と求まる．

• これは Fourier成分 uq の計算と同じ形である．

• また，この合成波の計算では，各区間 dy から遠方の観測点へ向かう直線 (波の伝播方向に一致)を

近似的に θ 方向の平行線と見なし，波の位相において径路差 dy · θを考慮したものとなっている．

回折光の強度は

dI ∼ |uP|2dθ ∼
sin2(kaθ)

θ2
dθ, i.e. dI = C

sin2(kaθ)

θ2
dθ

と表される．ここで導入した比例係数 C は，規格化条件

I0 =

∫ θ=+π/2

θ=−π/2
dI

から定まる．ところが強度分布は |θ| ≫ 1ではほぼゼロなので (図 68参照)，積分範囲を θ → ±∞まで拡げ
ることが許される．あるいはスリット面と距離 Lだけ隔たる，yz に平行なスクリーン上の位置 Y ≃ Lθ を考

え (図 67参照)，同じ理由で積分範囲を Y : −∞→∞にとったと考えても良い．すると数学公式∫ ∞

−∞

sin2 α

α2
dα = π (70)

より (導出は下記)，

I0 = C

∫ ∞

−∞

sin2(kaθ)

θ2
dθ = πkaC, ∴ C =

I0
πka

となるので，再び

dI =
I0
πak

sin2 kaθ

θ2
dθ

が得られる．
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図 69 光の強度がゼロになる方向 θ

上式 (70)の証明 偶関数のパルス

f(x) =

{
1− |x|

2
(|x| ≤ 2)

0 (|x| > 2)

は，Fourier成分 (余弦 Fourier変換)

C(α) =

√
2

π

∫ ∞

0

f(x) cosαxdx =

√
2

π

sin2 α

α2

を用いて

f(x) =

√
2

π

∫ ∞

0

C(α) cosαxdα

と展開される．ここで x = 0とおくと，有用な公式

1 =

√
2

π

∫ ∞

0

C(α)dα =
2

π

∫ ∞

0

sin2 α

α2
dα, ∴

∫ ∞

0

sin2 α

α2
dα =

π

2
: (70)

が得られる [18, p.242,p.270]．

議論 図 67に示した光の強度分布は，dI/dθの分子の sin(· · · )がゼロになる

kaθ = nπ, i.e. θ = n
λ

2a
(n = ±1,±2, · · · )

(ただし λ = 2π/k は波数 k に対応する波長) の方向 θ ではゼロになる (n = 0は除外される)．すなわち図 69

のようにスリットを偶数 (2lとおく)に等分割したとき，隣り合う区間を通る光の束が打ち消しあう条件

2a

2l
θ =± 1

2
λ(2m+ 1), (l = 1, 2, · · · ,m = 0, 1, 2, · · · )

2aθ =nλ n ≡ ±l(2m+ 1)

を満たす方向 θ では光の強度はゼロになる．ここで n ≡ ±l(2m+ 1)はm = 0の場合に限っても全ての整数

n = ±1,±2, · · · をとり得る．
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図 70 回折格子 (§ 61問題 2)．ここでも各スリットは z 方向に無限に長く，+x向きに平面波が入射する．

図 67のように，光はほとんど

|θ| ≤ λ

2a

の範囲にしか来ない．実際，θ = 0の隣の極大の高さは θ = 0のピークの約 1/22に過ぎない．

注意 f(x) = sinx/xの極値を与える xは

sinx = ±1となる位置 x = xn ≡
(
1
2 + n

)
π と正確には一致しない：

f ′(x) =
x cosx− sinx

x2
, ∴


f ′(x) ⋛ 0 ⇔ x ⋛ tanx (cosx > 0)

f ′(x) ⋛ 0 ⇔ x ⋚ tanx (cosx < 0)

f ′(xn) = (−1)n+1/x 2
n (cosxn = 0)

よって

• スリットが波長に比べて広いとき (a≫ λ)

光の広がる範囲は |θ| ≪ 1となる．すなわち光はほとんど直進する．

– 雨戸の隙間 (a≫ λ)から差し込む朝日は直進する．

• スリットが波長に比べて狭いとき (a ≲ λ)

光は θ = ±π/2まで広がり得る (回折)．

– 狭いスリットは球面波を発する単一の点波源として振舞う．

★ これは波動に対する不確定関係の一般論 (§ 58)と合致している．

音の回折 音波は光に比べて桁違いに波長が長いので，障害物の背後にもまわりこむ．

光の回折 目を細めるとまぶたの奥で，それに垂直な方向に光の筋が伸びて見える．

2　 (回折格子 (図 70で定義される)) 小問 1における場の Fourier成分ないし合成波の式

uq = u0

∫
e−iqydy, uP ∼

∫
e−ikyθdy

において，積分範囲が N 個のスリット部分

(n− 1)2d ≤ y ≤ (n− 1)2d+ 2a (n = 1, 2, · · · , N)
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図 71 幅を持たない N(= 10)個の理想的な点光源による光の強度分布 (∼ F (θ))

に限定される．どちらの式も同じ形をしており，それ故，同じ場の強度を導く (小問 1と同様)．そこで Fourier

成分

uq = u0

N∑
n=1

∫ (n−1)2d+2a

(n−1)2d

e−iqydy ≡ u′q
N∑
n=1

eiq(n−1)2d

を考えることにしよう．ここに 1個のスリットについての積分の値

u′q ≡ u0
∫ 2a

0

e−iqydy = e−iqa × 2u0
q

sin qa

は当然ながら，座標原点の変更に伴うつまらない位相因子 e−iqa の違いを除き，小問 1で求めた uq に一致し

ている．残りの等比級数和の項は

N∑
n=1

eiq(n−1)2d =
1− e2iNqd

1− e2iqd
=
eiNqd(e−iNqd − eiNqd)
eiqd(e−iqd − eiqd)

= ei(N−1)qd sinNqd

sin qd

と計算されるので，回折光の強度分布

dI

I0/2Na
=

k

2π

∣∣∣∣uqu0
∣∣∣∣2 dθ = k

2π

(
sinNkdθ

sin kdθ

)2(
2 sin kaθ

kθ

)2

dθ, ∴ dI =
1

N

(
sinNkdθ

sin kdθ

)2

︸ ︷︷ ︸
≡F (θ)

× I0
πak

sin2 kaθ

θ2︸ ︷︷ ︸
≡I(θ)

dθ

が得られる．

ここで結果を吟味しよう．まず上式における I(θ) は，小問 1 の単一のスリット (幅 2a) による強度分布

dI/dθと完全に同じである．F (θ)は図 71のような干渉縞の微細な構造を表し，実際の強度分布はこれを包絡

線 ∼ I(θ)で変調した形をとる．したがって光はやはり，ほとんど |θ| ≲ λ/aの範囲にしか届かない．

ここで新たに現れた因子 F (θ)の特徴は次のように理解できる．隣り合うスリットの間隔は 2dであること

に注意しよう．するとmを整数，ν を N の倍数でない整数として，

• 2dθ = mλで　 F (θ) = F (0)：強め合い　 (⇔ kθd = mπ)

– これは径路差が波長の整数倍となる条件に他ならない．

• 2dθ = ν
N λで　 F (θ) = 0：打ち消し合い　 (⇔ kθd = ν

N π)

• 2dθ = ν+1/2
N λ　 (⇔ kθd = ν+1/2

N π)
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– ν = 1で　 F (θ) ≃
(

2

3π

)2

F (0)

– ν ≃ N/2で　 F (θ) ≃ F (0)

N2

計算方法 2dθ = ν+1/2
N

λのとき

F (θ) =
1∣∣∣sin(π ν+1/2

N

)∣∣∣2
となる．N ≫ 1を想定すると，ν = 1に対しては

sin

(
π
ν + 1/2

N

)
= sin

(
3π

2N

)
≃ 3π

2N
,

ν ≃ N/2に対しては ν + 1/2 ≃ N/2より

sin

(
π
ν + 1/2

N

)
≃ 1

と計算できる．

よってm次の明線の範囲は
(
m− 1

N

)
λ < 2dθ <

(
m+ 1

N

)
λであり，N →∞のとき

(明線の幅) =
2λ

N
→ 0,

(明線と明線の間の強度 |F (θ)2|) ∼F (0)
N2

→ 0

となってシャープな線状のスペクトルに移行する．［ν = 1の極大は高さ F (θ) ≃
(

2
3π

)2
F (0)を変えないけれ

ど，その位置は隣接する θ = 0の明線に近づく．］これは径路差が厳密に波長の整数倍でない限り，位相の異

なる波は N →∞で打ち消し合う傾向を強めるためであると解釈できる．
さらにいくらか考察を加えておく．

a→ 0の極限 便宜的に θ = 0における強度分布の値(
dI

dθ

)
0

=
I0Nka

π

を一定に保ってスリット幅 2a→ 0とすると，

dI

dθ
=

(
dI

dθ

)
0

(
sinNkdθ

N sin kdθ

)2(
sin kaθ

kaθ

)2

→
(
dI

dθ

)
0

(
sinNkbθ

N sin kbθ

)2

となる．よって理想的な N 個の点光源による光の強度分布は図 71と同じ概形を持つ．裏を返せば，光

がほとんど |θ| ≲ λ/aにしか届かないのは，スリットが有限の幅 2aを持つことによる．(我々は球面波

の減衰を無視してもいる．)

b→ 0の極限 幅 2Nd = 2N(a+ b) ≡ 2a′ を一定に保って格子の不透明部分を 2b→ 0とすると (したがって

Na→ a′)，

dI → I0
πa′k

(
sin ka′θ

����sin kaθ

)2 ����sin2 kaθ

θ2
dθ

となって，期待されるように小問 1の結果が再現される．
すると回折格子を通って干渉した光の強度分布 (小問 2)から，単一のスリットによる回折 (小問 1)が得られるこ

とになる．このような事情により，「回折」と「干渉」という用語を必ずしも明確に区別することは困難となる．実

際 Feynmanはこの点について次のように述べている [16, p.43]．
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誰 (れ)だって干渉と回折との区別を満足いくように定義したためしはない．これはいわば慣用の問題で，両

者の間に特有の重要な物理的な差異は存在しないのである．強いていえば，大まかに，波源の数がごく僅か

で，たとえば二つで，それらが互いに強め合ったり弱め合ったりしているとき，結果は干渉と呼ばれ，一方そ

の数が多くなると，回折という言葉の使われることが多くなる，といった具合なのである．

Babinetの原理の検証 開口と不透明な部分を反転した相補的なスクリーンによる回折光の強度分布は，上で

得た強度分布において aと bを入れ替えた式で与えられる．ところが強度分布には aと bは和 d = a+b

の形でのみ含まれ，それ故，強度分布は aと bに関して対称だから，Babinetの原理が成り立っている．

なお教科書では多スリットの極限 N →∞を調べるのに，公式

lim
N→∞

sin2Nx

πNx2
= δ(x)

を利用している (小問 1の公式 (70)とも整合)．その数学的な周辺についてまとめておく．
参考──デルタ関数の 2乗の公式 [19, pp.246–247]

大きな有限時間 T に対して直観的に，デルタ関数の 2乗の公式

[δ(ω)]2 = δ(ω)

∫ T/2

−T/2

dt

2π
eiωt = δ(ω)

∫ T/2

−T/2

dt

2π
=

T

2π
δ(ω)

を導くことができる (第 2の等号では δ(ω)の下で被積分関数の ω をゼロとおいた)．同様に大きな空間体積 V に

対して

[δ(k)]2 =
V

(2π)3
δ(k)

である．なるほど，デルタ関数の 2乗もまたデルタ関数であり，両辺の次元を合わせるのに必要な時間 T (ないし

空間の体積 V )が係数として現れる．他方，指数関数の積分を実行すると

[δ(ω)]2 =

∣∣∣∣∣
∫ T/2

−T/2

dt

2π
eiωt

∣∣∣∣∣
2

=

(
sin(ωt/2)

πω

)2

=
T

2π
δ(ω)

とも表されるため，数学公式

lim
α→∞

1

π

sin2 αx

αx2
= δ(x)

が見出される．(このように y = (sinx/x)2 のグラフからデルタ関数を作ることができる*43．) ただし正確には，

逆にこの公式を用いてデルタ関数の 2乗の公式を導く方が厳密である．

3　 (半径 aの円形の開口に垂直に入射した光の回折) 開口面内の指定されたベクトル q 方向を始線として，

図 72のように円筒座標 (r, ϕ, z)を導入すると，式 (61.1)の積分は

uq =u0

∫
開口

e−iqr cosϕrdrdϕ = 2πu0

∫ a

0

J0(qr)rdr

(
J0(qr) ≡

1

2π

∫ 2π

0

e−iqr cosϕdϕ

)
=
2πu0a

q
J1(aq)

(
∵
∫ a

0

J0(qr)rdr =
a

q
J1(aq)

)
となる．ここに J0, J1 は Bessel関数である．すると立体角 do (軸対称性より do = 2π sin θdθ ≃ 2πθdθ を考

えれば良い) の中へ回折される光の強度 dI は，一般公式 (61.4):

dI

I0/(πa2)
=

(
k

2π

)2 ∣∣∣∣uqu0
∣∣∣∣2 do

*43 同じく

δ(x) = lim
K→∞

∫ K/2

−K/2

dk

2π
eikx = lim

K→∞

eiKx/2 − e−iKx/2

2πix
= lim

K→∞

sinKx

πx

もまた，y = sinx/xのグラフからデルタ関数を作る方法として有名である．
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図 72 円形の開口による光の回折 (§ 61問題 3)

より，

dI = I0
J 2
1 (akθ)

πθ2
do i.e.

dI/do

I0/(ak)2
=

{
J1(akθ)

akθ

}2

で与えられる (q ≃ kθ を考慮した)．
Bessel関数についてのノート 文献 [12, p.148](小野寺嘉孝『物理のための応用数学』)の式 (8.6):

J0(x) =
1

2π

∫ π

−π

cos(x sin θ)dθ =
1

2π

∫ π

−π

eix sin θ + e−ix sin θ

2
dθ

は，最右辺の第 1項で θ′ = π
2
− θ，第 2項で θ′ = θ − π

2
と変数変換し，いずれも被積分関数が周期 2π の周期関

数であることに注意すると，本問に適した形

J0(x) =
1

2π

∫ 2π

0

e−ix cos θ′dθ′

に書き換えられる．また同文献 [12, p.150] の公式 (8.17):
∫ x

0
x′J0(x

′)dx′ = xJ1(x) を，x′ = qr, x = qa として

用いる．円形開口による光の回折への Bessel関数の応用も見られる [12, pp.158–160]．
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第 8章　運動している電荷の場

§ 62．遅延ポテンシャル

任意の運動をする電荷の系の作る場は，場の方程式

− 4π

c
ji = ∂kF

ik = ∂k(∂
iAk − ∂kAi) = −∂k∂kAi (∵ Lorenz条件 ∂kA

k = 0)

⇔


(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
ϕ = −4πρ(

∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
A = −4πj

←

{
電荷なし → 波動方程式

一定 (静的)な場 → Poisson方程式

の解

ϕ(r, t) =

∫ ρ
(
r′, t− |r−r′|

c

)
|r − r′|

d3x′ + ϕ0(r, t)

A(r, t) =
1

c

∫ j
(
r′, t− |r−r′|

c

)
|r − r′|

d3x′ + A0(r, t)

↑ ↑
遅延ポテンシャル (特殊解) 源をゼロとした同次方程式の解

系の作る場 系に入射する放射・外場

における遅延ポテンシャルで記述される．

§ 62について

■遅延ポテンシャルの導出について 教科書における遅延ポテンシャルの導出は図 73のようにまとめられる．

物理的な直観・考察を前面に押し出したものとなっていることが目を引く．これに対し本稿の付録Gには，数

学的により手堅い証明を載せてある．

導出過程 (p.179)では，球対称な場 ϕ(R, t)に対する波動方程式

0 =

(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
ϕ =

(R2ϕ′)′

R2
− 1

c2
ϕ̈ (p.179，l.10)

(プライムは原点からの距離 Rによる微分，ドットは tによる微分) の解が球面波

ϕ(R, t) =
χ(t∓R/c)

R
(p.179，l.16)

であることを示したことになる．証明には ϕ ≡ χ/Rとおいて，χに対する通常の (1次元)波動方程式を導け

ば良く，その導出過程は途中計算を補足しつつ以下のようにまとめられる．ϕ ≡ χ/Rに対し，

ϕ′ =
χ′

R
− χ

R2
, ∴ (R2ϕ′)′ = (Rχ′ − χ)′ = Rχ′′, ∴ 0 =

(R2ϕ′)′

R2
− 1

c2
ϕ̈ =

1

R

(
χ′′ − 1

c2
χ̈

)
.

なお l.16の式で内向き球面波 χ(t+R/c)/Rをとると，特殊解は先進ポテンシャルになる．

導出は ϕ に対して行われているが，これを A に対する結果に読み替えることができる．場の方程式

(62.3),(62.4)を比べれば，ϕの遅延ポテンシャル (62.9)で ϕ→ A, ρ→ j/cと置き換えて，Aの遅延ポテン

シャルを式 (62.10)とすれば良いのが分かる．
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図 73 教科書における遅延ポテンシャルの導出

■遅延ポテンシャルの解釈 定常的な電荷分布・電流分布が式 (36.8)，式 (43.5)の電磁ポテンシャル

ϕ(r) =

∫
ρ(r′)d3x′

|r − r′|
, A(r) =

1

c

∫
j(r′)d3x′

|r − r′|

を作ったのに対し，電荷分布・電流分布が時間変化するときの電磁ポテンシャル Ai は，場の方程式

(62.2):∂k∂
kAi = 4π

c j
i の特殊解 (遅延ポテンシャル)

ϕ(r, t) =

∫
ρ(r′, t− |r − r′|/c)d3x′

|r − r′|
, A(r, t) =

1

c

∫
j(r′, t− |r − r′|/c)d3x′

|r − r′|

で与えられ，ある意味で第 6章の波動的な性格を兼ね備えたものとなる (そのことは§ 62の導出過程にも見て

取れる．) 遅延ポテンシャルは，電荷分布・電流分布の時間変化に伴って時刻 t′ ≡ t− |r − r′|/cに位置 r′ の

電荷素片 ρ(r′, t′)d3x′，“電流素片”j(r′, t′)d3x′ から発生した電磁波が光速 cで伝わり，時刻 tで位置 rに電

磁ポテンシャル ρ(r′,t′)d3x′

|r−r′| , 1c
j(r′,t′)d3x′

|r−r′| を作ることを示唆している [7, pp.287–288]．距離依存性 1/|r − r′|
は球面波一般に対するエネルギー保存則の要請から期待されるものである．実際，源 (電荷)から発せられる

球面波を考えると，源からの距離を R0 として場が 1/R0 に比例するとき，エネルギーの流れの密度は 1/R 2
0

に比例する (§ 31)．すると立体角要素 doの方向にある半径 R0 の球面上の要素 R 2
0 doを，単位時間に通過

するエネルギーは，距離 R0 に依らない．これはエネルギーが (源の外側の真空中で)生成・消滅することな

く，光速 cで広がっていくため，どこにも溜まらないという事実を表している (§ 66)*44．遅延ポテンシャル

に基づき，具体的に与えられた運動を行う電荷の放射する電磁波を調べれば，ここに述べた事情はより明瞭に

理解できる (第 9章)．

*44 平たく言えば，波のエネルギーは球の表面積 (∼ R 2
0 )に反比例して薄まっていくため，波の振幅は 1/R0 に従って減衰する．
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■「ところで，遅延ポテンシャルの形の解はこの条件を満たしている」(p.181，l.2,3)について 十分遠方か

らは電荷の系が 1点 (原点)に縮まって見えるという極端な場合に，遅延ポテンシャルが複数の電荷の寄与を

重ね合せる前の外向き球面波 (62.7):χ(t−R/c)/Rになることから分かる．

§ 63．リエナール-ヴィーヒェルトのポテンシャル

1つの点電荷 e (軌道 r0(t))から成る系に対して

ρ(r, t) = eδ(r − r0(t))

であり，これに対する遅延ポテンシャルは

(ϕ(r, t),A(r, t)) =
e
(
1, v(t

′)
c

)
R(t′)− v(t′)

c ·R(t′)
(63.5)

となる (導出は§ 63の問題)．ただしR(t) = r − r0(t)であり，また時刻 t′ は条件

t′ +
R(t′)

c
= t

すなわち t′ に電荷の位置を発した光が R(t′)隔たる位置 r にちょうど時刻 tで到達することから定まる．上

式 (63.5)を Liénard-Wiechert (リエナール-ヴィーヒェルト)のポテンシャルという．

ここで 4元ベクトル
Ri(t′) ≡ (ct, r)− (ct′, r0(t

′)) [= (c(t− t′),R(t′))]

を導入する．c(t− t′) = R(t′)にも注意すると，Liénard-Wiechertのポテンシャル (63.5)は共変性が明白な形

Ai(r, t) =
ui(t′)

Rk(t′)uk(t′)

(
=
反変ベクトル
スカラー

)
(63.3)

に書ける．特に v(t′) = 0となる座標系では，Coulombの法則

(ϕ,A) =

(
e

R(t′)
,0

)
が再現される．(教科書の本文では逆にこのことから式 (63.5)を導いた．)

ポテンシャル (63.5)から導かれる電磁場は

E =e
1− v2

c2(
R− R·v

c

)3 (R− v

c
R
)
+

e

c2
(
R− R·v

c

)3R× {(R− v

c
R
)
× v̇

}
, (63.8)

H =
1

cR
R×E (63.9)

となる (t′ を通した t, r による微分を行わねばならない)［本稿次節で導出］．ただし右辺の全ての量は時刻 t′

において評価するものとする．

• 電荷の加速度は電場の第 2項にのみ含まれる．

この項は球面波と同様に電荷の遠方で 1/Rのように振舞い，粒子の放射する電磁波に対応する．

逆に言えば放射が起きるのは電荷が加速度を持つときだけである．
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• 一方，電場の第 1項は Coulomb電場と同様，遠方で 1/R2 のように振舞うため，

遠方では第 2項の輻射場が支配的となる (放射は遠方まで届く)．

電荷が等速度運動を行っているときの電場は第 1項だけで表され，これは§ 38で

場を Lorentz変換して得た，“電荷の運動方向に潰れる電場”に一致する (確認は下記)．

• 電場と磁場の関係は，n ≡ R/R方向 (電荷から観測位置を見る方向)に伝播する

平面波に対する関係と同じである［球面波が電荷の遠方で平面波に移行することから期待される結果］．

§ 63，式の導出など

■t′ の導関数 電磁場の式 (63.8),(63.9)の導出は本稿次節で行うものの，教科書ではその準備として次の公

式が示されている．まず R(t′) = c(t− t′)の両辺を tで微分し，

∂R

∂t
=
∂R

∂t′
∂t′

∂t
= −R · v

R

∂t′

∂t
= c

(
1− ∂t′

∂t

)
(71)

が得られる［本稿次節で補足］．第 3の等号に着目して，これを ∂t′/∂tについて解くと，

∂t′

∂t
=

1

1− v
c ·

R
R

(63.6)

が得られる．同様に，同じ関係を座標について微分すると

grad t′ = −1

c
gradR(t′) = −1

c

(
∂R

∂t′
grad t′ +

R

R

)
, (72)

∴ grad t′ = − R

c
(
R− R·v

c

) (63.7)

となる［本稿次節で補足］．

■電場の式 (63.8)が§ 38の，等速度運動を行う電荷の作る電場を再現することの確認 電荷が等速度運動を

行う場合，電場の式 (63.8)は第 1項のみが生き残る．ここで差

Rt′ −
v

c
Rt′ = Rt′ − v(t− t′) (p.183，l.15)

は，観測の時刻における電荷から観測点を見るベクトルRt である［ただしRt′ ≡ R(t′)，図 74参照］．また

θt をRt と v のなす角とすると，直接の計算により

Rt′ −
1

c
Rt′ · v =

√
R 2
t −

1

c2
(v ×Rt)2 = Rt

√
1− v2

c2
sin2 θt (73)

が確かめられる［第 1の等号を本稿次節で確認］．よって電場の式 (63.8)は§ 38の結果を再現する．

§ 63について

■p.181脚注 1について 図 75において粒子の世界線 r = r0(t)と光すいの下半分との交点 Aから Oまで信

号が伝播する速度は，AOがすい体上なので光速になる．よって Aは遅延時間 t′ で電荷が r0(t
′)から信号を

発するという事件の起きた点である．なお Ri =
−→
AOであり，これはヌル・ベクトルである．
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図 74 電荷が等速度運動を行う場合

図 75 一意的な時刻 t′ が存在することの直接的確認

■「Rk = [c(t− t′), r−r′]」(p.182，l.1,2)および式 (63.3)について r′ ≡ r0(t
′)と略記されており，したがっ

てRk(t′) = [c(t−t′),R(t′)]である．(このときヌル・ベクトルの条件 (63.4):RkR
k = {c(t−t′)}2−R(t′)2 = 0

が満たされる．) 同時にポテンシャル (63.3)における ui, uk は t′ での値

ui(t′) =
(c,v(t′))√
1− v2(t′)/c2

とすれば良いことが，§ 63の問題から分かる．

■∂R/∂tの式 (71)(教科書では p.182下から 9行目)について まず教科書 p.182下から 9行目における公式

(71):
∂R

∂t
=
∂R

∂t′
∂t′

∂t
= −R · v

R

∂t′

∂t
= c

(
1− ∂t′

∂t

)
について，R,v は t′ での値である．すると

∂R(t′)

∂t
=
∂R(t′)

∂t′
∂t′

∂t
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において， 
R2 = R2, ∴ 2R

∂R

∂t′
= 2R · ∂R

∂t′
= 2R · (−v) (p.182下から 6-8行目)

R ≡ (X,Y, Z), Ṙ ≡ ∂R

∂t′
=
XẊ + Y Ẏ + ZŻ√
X2 + Y 2 + Z2

=
R · ∂R∂t′
R

=
R · (−v)

R

などとすれば，
∂R(t′)

∂t′
= −v · R

R
(74)

となるので，第 3辺
∂R

∂t
= −R

R
· v∂t

′

∂t

を得る．これを，(t′ での値) R(t)′ = c(t− t′)を微分して得られる

∂R

∂t
= c

(
1− ∂t′

∂t

)
と等置すれば，第 3の等号

−R

R
· v∂t

′

∂t
= c

(
1− ∂t′

∂t

)
が確認される．

■grad t′ の式 (72),(63.7)について まず教科書 p.182下から 3行目の式 (72):

grad t′ = −1

c
gradR(t′) = −1

c

(
∂R

∂t′
grad t′ +

R

R

)
について，� �

t′ = t− |r − r0(t
′)|

c

(の関数)の空間微分は，陽に含まれる r の微分 ∂
∂r∗ と，t′ を通した微分 ∂t′

∂r
∂
∂t′ に分けて

grad =
∂

∂r
→ ∂

∂r∗
+
∂t′

∂r

∂

∂t′
(75)

とする．� �
今の場合，第 2の等号が

gradR(t′) =
∂

∂r
|r − r0(t

′)| = r − r0(t
′)

|r − r0(t′)|
+
∂t′

∂r

∂|r − r0(t
′)|

∂t′
=

R

R
+ (grad t′)

∂R

∂t′

と示される．最右辺に式 (74)を代入して移行すると，式 (63.7)を得る．

■電磁場の Liénard-Wiechert型の表式 (63.8),(63.9)の導出 まず電場 E = −1
c
∂A
∂t − gradϕを考える．第 1

項について，
∂A(r, t)

∂t
=
e

c

∂t′

∂t

∂

∂t′
v(t′)

R(t′)− v(t′)
c ·R(t′)

である．これ以降，全ての量に共通の引数 t′ を省略し，分母の因子を

(· · · ) ≡ R−R · v
c
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と略記する．Ṙ = −v · RR :(74)，Ṙ = −v より，

∂t′

∂t
=

R

(· · · )
: (63.6),

∂

∂t′
v

R− v
c ·R

=
v̇

(· · · )
− v

Ṙ− 1
c (v̇ ·R+ v · Ṙ)

(· · · )2
=

v̇

(· · · )
− v

(
−v · RR + v2

c

)
− 1

c v̇ ·R

(· · · )2
(76)

なので，

−1

c

∂A

∂t
= − e

c2

{
vR

(
v · RR −

v2

c

)
(· · · )3︸ ︷︷ ︸
(イ)

+
v̇R

(· · · )2︸ ︷︷ ︸
(ロ)

+vR
1
c v̇ ·R
(· · · )3︸ ︷︷ ︸

(ハ)

}
.

また第 2項について，式 (75)より

−gradϕ = − ∂

∂r∗
e

(· · · )
− (grad t′)

∂

∂t′
e

(· · · )

であり，ここで

∂

∂r∗
1

(· · · )
= −

R
R −

v
c

(· · · )2
= −

(
R− v

cR
) (

1− v
c ·

R
R

)
(· · · )3

, (77)

grad t′ = −R

c

1

(· · · )
: (63.7),

∂

∂t′
e

(· · · )
= −

(
−v · RR + v2

c

)
− 1

c v̇ ·R

(· · · )2
(式 (76)最右辺の第 2項で v を除いたもの)

なので，

−gradϕ =e

(
R− v

cR
) (

1− v
c ·

R
R

)
(· · · )3

−
(
−R

c

1

(· · · )

)
e

−
(
−v · RR + v2

c

)
− 1

c v̇ ·R

(· · · )2


= e

(
R− v

cR
) (

1− v
c ·

R
R

)
(· · · )3︸ ︷︷ ︸
(ニ)

+
e

c
R

{
v · RR −

v2

c

(· · · )3︸ ︷︷ ︸
(ホ)

+
1
c v̇ ·R
(· · · )3︸ ︷︷ ︸
(ヘ)

}
.

以上の項 (イ)–(ヘ)を組み替えよう．

(イ) + (ホ) = e
(
R− v

c
R
) v

c ·
R
R −

v2

c

(· · · )3
, ∴ (ニ) + ((イ) + (ホ)) = e

(
R− v

c
R
) 1− v2

c2

(· · · )3

であり，これが電場の式 (63.8)で v̇ を含まない項である．残りの v̇ を含む項は

((ロ) + (ハ)) + (ヘ) =
e

c2(· · · )3
{
−v̇R

(
R− v

c
·R
)
+
(
R− v

c
R
)
(v̇ ·R)

}
(78)

=
e

c2(· · · )3
R×

{(
R− v

c
R
)
× v̇

}
と得られる．

次に磁場の式 (63.9)の確認に移る．右辺 R
R ×E において

R

R
× e

1− v2

c2

(· · · )3
(
R− v

c
R
)
= −e

c

1− v2

c2

(· · · )3
R× v. (∵ R×R = 0) (79)
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また E の式 (63.8)第 2項の寄与は，ベクトル 3重積を式 (78)の形に戻すと

R

R
× (式 (78)) = − e

c2(· · ·3)

{(
R× v

c

)
(v̇ ·R) + (R× v̇)

(
R−R · v

c

)}
(80)

となる．まとめると R
R ×E = (式 (79)) + (式 (80))．

他方 Hα = (∇×A)α = eαβγ∂βAγ において，式 (75)より

∂βAγ = ∂ ∗
β

evγ
c(· · · )

+
∂t′

∂xβ

∂

∂t′
evγ
c(· · · )

であり，

∂ ∗
β

1

c(· · · )
= (式 (77))β = −

(
Rβ − vβ

c R
) (

1− v
c ·

R
R

)
(· · · )3

,

∂t′

∂xβ
= −Rβ

c

1

(· · · )
: (63.7),

∂

∂t′
vγ

(· · · )
= (式 (76))γ = vγ

v · RR −
v2

c

(· · · )2
+

v̇γ
(· · · )

+
vγ
c

v̇ ·R
(· · · )2

なので，

eαβγ∂βAγ =− eαβγ

[
e

c
vγ

(
Rβ − vβ

c R
) (

1− v
c ·

R
R

)
(· · · )3︸ ︷︷ ︸
(ト)

+
e

c
Rβ

{
vγ

v
c ·

R
R −

v2

c2

(· · · )3︸ ︷︷ ︸
(チ)

+
1

c

v̇γ
(· · · )2︸ ︷︷ ︸
(リ)

+
vγ
c2

v̇ ·R
(· · · )3︸ ︷︷ ︸

(ヌ)

}]
,

(ト) + (チ) =− eαβγ
e

c
vγ
Rβ

(
1− v2

c2

)
− vβ

c

(
R− v

c ·R
)

(· · · )3
= (式 (79))α,

(β, γについて対称な項 vβvγと反対称な eαβγの縮約が消えるから)

(リ) + (ヌ) =(式 (80))α.

以上より式 (63.9):H = R
R ×E が示された．

■教科書 p.183，l.18の式 (本稿の式 (73))第 1の等号の確認 Rt ≡ R(t)とすると

(v ×Rt)
2 = (vRt sin θt)

2 = (vRt)
2 − (v ·Rt)

2

なので，

R 2
t −

1

c2
(v ×Rt)

2 = R 2
t

(
1− v2

c2

)
+

1

c2
(v ·Rt)

2.

ここに教科書 p.183，l.15の箇所で見た関係Rt = Rt′ − v
cRt′ を代入すると，

(上式) =

(
R 2
t′ − 2

v

c
·Rt′Rt′ +

v2

c2
R 2
t′

)(
1− v2

c2

)
+

1

c2

(
v ·Rt′ −

v2

c
Rt′

)2

=R 2
t′ − 2

v

c
·Rt′Rt′����

+
v2

c2
R 2
t′

����
−v

2

c2
R 2
t′ ��������XXXXXXXX+2

v2

c2
v

c
·Rt′Rt′

HHHH
−v

4

c4
R 2
t′

+
1

c2
(v ·Rt′)

2

��������XXXXXXXX−2v
2

c2
v

c
·Rt′Rt′

HHHH
+
v4

c4
R 2
t′

=

(
Rt′ −

1

c
Rt′ · v

)2

となるから示された．
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■電荷が複数ある場合 場の方程式の線形性により，複数の電荷が作る一般の放射場は Liénard-Wiechert型

の表式の重ね合せによって得られる．

§ 63，問題 (Liénard-Wiechertのポテンシャルの導出)

遅延ポテンシャルを

ϕ(r, t) =

∫
ρ(r′, t− |r − r′|/c)

|r − r′|
dV ′ =

∫∫
ρ(r′, τ)

|r − r′|
δ

(
τ − t+ 1

c
|r − r′|

)
dτdV ′

という形に書き，1粒子系の密度の表式 ρ(r′, τ) = eδ[r′ − r0(τ)]を代入して体積積分を行うと，

ϕ(r, t) = e

∫
dτ

|r − r0(τ)|
δ

(
τ − t+ 1

c
|r − r0(τ)|

)
= e

∫
dτ

R(τ)
δ

(
τ − t+ 1

c
R(τ)

)
.

右辺のデルタ関数の引数を F (τ) とおくと，F (τ) = 0 の根は信号が電荷から発した時刻 τ = t′ である

(F (t′) = 0だから)．

F ′(τ) = 1 +
1

c

∂R(τ)

∂τ
= 1− v(τ)

c
· R(τ)

R(τ)
(∵ 式 (74))

に注意して公式

δ[F (τ)] =
δ(τ − t′)
F ′(t′)

を適用すると，
ϕ(r, t) =

e

R(t′)−R(t′) · v(t
′)
c

: (63.5)

を得る (Aについても同様)．

§ 64．遅延ポテンシャルのスペクトル分解

図 76のように要約される (詳細は本稿次節で導出と併せてまとめる)．特に電荷が 1個だけの場合には

ϕω =

∫
ρω
eikR

R
dV =

∫∫
ρ

R
ei(ωt+kR)dV dt

=e

∫
1

R(t)
eiω[t+R(t)/c]dt. (∵ ρ = e[r − r0(t)]) (64.5)

§ 64について

■スペクトル成分 ϕω, etc.の定義と，ϕω,Aω の満たす式 (64.1),(64.2)について 「ϕおよび ρのかわりにそ

れぞれ ϕωe
−iωt および ρωe

−iωt を代入する」(p.64，l.6)とき，遅延ポテンシャルの式 (62.9)において ϕ, ρを

ϕ(r, t) =

∫
dω

2π
ϕω(r)e

−iωt, ρ(r, t) =

∫
dω

2π
ρω(r)e

−iωt

と展開することを考えている (このように ϕω, ρω は位置 r の関数である)．すると，∫
dω

2π
e−iωtϕω(r) = ϕ(r, t) =

∫
ρ(r′, t− |r − r′|/c)

|r − r′|
d3x′ =

∫
d3x′

|r − r′|

∫
dω

2π
ρω(r

′)e−iω(t−|r−r′|/c), etc.
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図 76 遅延ポテンシャルのスペクトル成分 ϕω に対する方程式

であり，両辺を比較して

ϕω(r) =

∫
ρω(r

′)
eik|r−r′|

|r − r′|
d3x′, (64.1)

Aω(r) =

∫
jω(r

′)

c

eik|r−r′|

|r − r′|
d3x′ (64.2)

を得る．

離散的な振動数に対する一般論 振動数が ω = nω0 と離散化され，

ϕ(r, t) =
∞∑

n=−∞
ϕn(r)e

−inω0t, ρ(r, t) =
∞∑

n=−∞
ρn(r)e

−inω0t (81)

と展開される場合には，式 (64.1),(64.2)は形式的に k = ω/c→ nω0/cとした

ϕn(r) =

∫
ρn(r

′)
ei

nω0
c |r−r′|

|r − r′|
d3x′, (64.1′)

An(r) =

∫
jn(r

′)

c

ei
nω0
c |r−r′|

|r − r′|
d3x′ (64.2′)

に置き換わることが，次のように分かる．∑
n

ϕn(r)e
−inω0t = ϕ(r, t) =

∫
ρ(r′, t− |r − r′|/c)

|r − r′|
d3x′ =

∫
d3x′

|r − r′|
∑
n

ρn(r
′)e−inω0(t−|r−r′|/c), etc.

■源付きの Helmholtz方程式 (64.3):(∆ + k2)ϕω = −4πρω の確認 式 (64.1),(64.2)の導出と同様に，∫
dω

2π
(−4πρω(r′))e−iωt =− 4πρ(r, t) =

(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
ϕ(r, t) =

(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)∫
dω

2π
ϕω(r)e

−iωt

=

∫
dω

2π

{(
∆− (−iω)2

c2

)
ρω(r

′)

}
e−iωt.
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■1個の電荷から成る系に対するAω の式 (64.6)の確認

Aω(r) =
1

c

∫
jω(r

′)
ei

ω
c |r−r′|

|r − r′|
d3x′

=
1

c

∫ [∫
{ev(t)δ[r − r0(t)]}eiωtdt

]
ei

ω
c |r−r′|

|r − r′|
d3x′

=
e

c

∫∫
v(t)δ[r − r0(t)]e

iω(t+ 1
c |r−r′|)

|r − r′|
d3x′dt

=
e

c

∫
v(t)eiω(t+

1
c |r−r0(t)|)

|r − r0(t)|
dt : (64.6).

■1粒子が周期運動する場合の，離散的な振動数での展開 (81)に対する ϕn やAn = (64.7)の確認

ρn(r) =

∫ T

0

ρ(r, t)einω0t
dt

T
, ρ(r, t) = eδ[r − r0(t)]

を式 (64.1)′ に代入し，

ϕn(r) =

∫ {∫ T

0

eδ[r − r0(t)]e
inω0t

dt

T

}
ei

nω0
c |r−r′|

|r − r′|
d3x′

=e

∫ T

0

dt

T

einω0(t+R(t)
c )

R(t)
. (R(t) ≡ |r − r0(t)|)

同様に，

jn(r) =

∫ T

0

j(r, t)einω0t
dt

T
, j(r, t) = ev(t)δ[r − r0(t)]

を式 (64.2)′ に代入し，

An(r) =

∫ {
1

c

∫ T

0

ev(t)δ[r − r0(t)]e
inω0t

dt

T

}
ei

nω0
c |r−r′|

|r − r′|
d3x′

=
e

c

∫ T

0

dt

T

v(t)einω0(t+R(t)
c )

R(t)
: (64.7). (R(t) ≡ |r − r0(t)|)

§ 64，問題 (等速度運動する電荷の作る場のスペクトル)

ここでは場の位置 r に関する Fourier展開

ϕ(r, t) =

∫
d3k

(2π)3
ϕk(t)e

ik·r

を考える．1個の電荷が一定の速度 vで直線運動を行う場合，座標と時間の原点を適当に選べば ρ = eδ(r−vt)
とおける．場の方程式(

∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
ϕ(r, t) = −4πeδ(r − vt)

(
= −4πe

∫
d3k

(2π)3
eik·(r−vt)

)
の Fourier成分をとると(

−k2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
ϕk(t) = −4πee−ik·vt, ∴ ϕ̈k + ω2ϕk = 4πec2e−ik·vt
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となる (ω = ck)．電荷の作る場を考えているので，特殊解を調べれば十分であり，それは ϕk = Ae−ik·vt と

いう形をとる．上式に代入して係数 Aを定めると，

ϕk(t) = 4πe
e−ik·vt

k2 −
(
k·v
c

)2
が得られる．v = 0とおくと，これは静電場のスペクトル (51.3):ϕk = 4πe/k2 にもどる．ここでの新たな特

徴は，波数 kの場のスペクトルが，振動数 Ω = k · v で時間とともに振動することである．
p.186における電場のスペクトル Ek の式では，電場の式 E = −∇ϕ− 1

c
∂A
∂t を波数空間に移した関係

Ek = −ikϕk −
1

c

∂Ak

∂t

において，∂Ak

∂t = −iΩAk を考慮すれば良い (Ω = k · v)．再び v = 0とすると，Ek の式は静電場のスペク

トル (51.5)にもどり，Hk はゼロになる．

§ 65．2次の項までとったラグランジアン

非相対論的力学において，粒子の (同一時刻における)位置と速度だけに依存するラグランジアン Lを用い

る際，粒子の相互作用が瞬間的に伝わると暗に仮定している［§ 1，『力学』§ 5］．

実際には電荷どうしの相互作用は場を介して行われるため，場の“内部自由度”を持たない Lで系を記述す

ることは本来できない．しかし (v/c)2 までの近似では，Lは場の“内部自由度”を持たない形になる．

実際，電荷 aのラグランジアン

La = −mac
2

√
1−

(va
c

)2
− eaϕ+

ea
c
A · va (66.2)

において，場 ϕ,Aは他の電荷 b(̸= a)が電荷 aの位置に作る遅延ポテンシャルとして与えられる．ところが

各電荷の速度が v ≪ cであれば，遅延ポテンシャルにおける源の分布は時間 R/cのうちに著しく変わること

はない．そこで

ϕ =

∫
ρt−R/c

R
dV

≃
∫
ρdV

R
− 1

c

∂

∂t

∫
ρdV +

1

2c2
∂2

∂t2

∫
RρdV (R/cで展開し，(v/c)2程度の項まで考慮)

=

∫
ρdV

R
+

1

2c2
∂2

∂t2

∫
RρdV

(
全電荷

∫
ρdV は一定

)
(65.3)

=
∑
b(̸=a)

(
eb
Rab

+
eb
2c2

∂2Rab
∂t2

)
, (65.5a)

A =

∫
jt−R/c

cR
dV ≃

∫
j

cR
dV (R/cで展開し，(v/c)程度の項まで考慮) (65.4)

=
∑
b(̸=a)

ebvb
cRab

(65.5b)

とする．［展開 (65.3),(65.4)を本稿次節で補足．静電場の自己エネルギーと同様，b = aの項は興味がないた

め省略．］このとき ea
c A · va は −eaϕと同じく (v/c)2 程度となる．これらの代わりに，［ϕの第 2項を消すよ

うな］適当なゲージ変換を施して得られる，新しいポテンシャル

ϕ′ =
∑
b(̸=a)

ea
Rab

, A′ =
∑
b(̸=a)

eb[vb + (vb · nab)nab]
2cRab

(65.6)

207



(ただし Rab = ra − rb,nab = Rab/Rab) をとることができる (導出は下記)．これを La の式 (66.2) に代入

し，その第 1項 −mac
2

√
1−

(
va
c

)2
も va/cのベキに展開すると［本稿次節で補足］，

La =
mav

2
a

2
+

1

8

mav
4
a

c2
− ea

∑
b( ̸=a)

eb
Rab

+
ea
2c2

∑
b(̸=a)

eb
Rab

[va · vb + (va · nab)(vb · nab)] (82)

を得る (nab = ra − rb)．これは場の量を含まない．

系の全ラグランジアンは

L =L(0) + L′], (|L′| ≪ |L0|) (65.7)

L(0) ≡
∑
a

mav
2
a

2
−
∑
a>b

eaeb
Rab

, (第ゼロ近似 (時間の遅延 R/cを完全に無視した場合))

L′ ≡
∑
a

1

8

mav
4
a

c2
+
∑
a>b

eaeb
2c2Rab

[va · vb + (va · nab)(vb · nab)]

となる．これは単なる和
∑
a La ではなく，第 3，第 4項が粒子対についての和となっていることに注意せよ

［この点については§ 37のノートを参照］．L(0) から作ったハミルトニアン

H (0) =
∑
a

p 2
a

2ma
+
∑
a>b

eaeb
Rab

に対して全ハミルトニアンを H = H (0) + H ′ と書くと，第 1 近似の関係 va = pa/ma を用いて H ′ =

−L′|va=pa/ma
だから，

H (0) =
∑
a

p 2
a

2ma
+
∑
a>b

eaeb
Rab

−
∑
a

p 4
a

8c2m 3
a

−
∑
a>b

eaeb
2c2mambRab

[pa · pb + (pa · nab)(pb · nab)]. (65.8)

§ 65，式の導出など

■新しいポテンシャル (65.6)の導出 ［粒子が複数ある場合へ一般化しつつまとめる．］ゲージ関数

f =
∑
b( ̸=a)

eb
2c

∂Rb
∂t

(Rb ≡ r − rb)

を用いてゲージ変換を行えば良い．実際このとき，粒子 aの位置で評価された場 ϕに関しては

ϕ′ = ϕ− 1

c

∂f

∂t
=
∑
b( ̸=a)

(
eb
Rab������

+
eb
2c2

∂2Rab
∂t2

)
��������
−
∑
b(̸=a)

eb
2c2

∂2Rab
∂t2

=
∑
b(̸=a)

eb
Rab

となる．
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また任意の観測点 r において，

grad f =∇
∑
b(̸=a)

eb
2c

∂Rb
∂t

=
∑
b(̸=a)

eb
2c

∂

∂t

∂

∂r
|r − rb(t)|

=
∑
b(̸=a)

eb
2c

∂

∂t

Rb

Rb
=
∑
b(̸=a)

eb
2c

(
Ṙb

Rb
+

RbṘb
R 2
b

)

=
∑
b(̸=a)

eb
2c

{
−vb
Rb

+
Rb(vb ·Rb)

R 3
b

} ∵ Rb ≡ (Xb, · · · ), Ṙb =
ẊbXb + · · ·√
Ẋ 2
b + · · ·

=
−vb ·Rb

Rb


=
∑
b(̸=a)

eb[−vb + nb(vb · nb)]
2cRb

(nb ≡ Rb/Rb)

なので，粒子の位置 r = ra における場Aのゲージ変換は

A′ = A+ grad f =
∑
b( ̸=a)

ebvb
cRab

+
∑
b(̸=a)

eb[−vb + nab(vb · nab)]
2cRab

=
∑
b(̸=a)

eb[vb + (vb · nab)nab]
2cRab

となる．

なお式 (65.6) のポテンシャル ϕ′,A′ は Lorenz 条件 ∂kA
k = 0 を満たさないから，場の方程式 ∂k∂

kAi =
4π
c j

i も満たさない．

§ 65について

■遅延ポテンシャルの源を R/cで展開した式 (65.3),(65.4)について 丁寧に書けば，

ρ

(
r′, t− |r − r′|

c

)
≃ ρ(r′, t) + ∂ρ(r′, t)

∂t

(
−|r − r′|

c

)
+

1

2

∂2ρ(r′, t)

∂t2

(
−|r − r′|

c

)2

,

j

(
r′, t− |r − r′|

c

)
≃ j(r′, t)

として得られる．連続体に対する表式 j = ρv に書き換えてあるのは，Aの式 (65.4)が v/c程度であるのを

見やすくするための想像される．

■p.189，l.7の La の式 (本稿の式 (82))について

−mac
2

√
1−

(va
c

)2
≃ −mac

2

{
1− 1

2

(va
c

)2
+

1
2

(
1
2 − 1

)
2

(va
c

)4}
→ 1

2
mav

2
a +

1

8

mav
4
a

c2

としている．ここで静止エネルギーの項 −mac
2 は定数なので落とした．また一見 (va/c)

4 程度に見える項

1

8
mac

2
(va
c

)4
=

1

8

mav
4
a

c2

も O(1/c2)として残した．このことは，式 (82)の第 1項 (非相対論的な運動エネルギー)と第 3項 (Coulomb

相互作用のエネルギー)が同程度であるという仮定

mav
2
a ∼

e 2
a

Rab

の下で，問題の項 1
8
mav

4
a

c2 が式 (82)第 4項 (∼ e 2
a v 2

a

c2Rab
)と同程度であることから正当化できる．
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■§ 65の結果について

Coulomb相互作用

場を介した粒子間相互作用では，粒子間を影響が伝わるのに有限の時間を要する．また運動している電荷が

作る場は一般に，Coulombの法則に従う静電場とは異なっている．しかしながら非相対論的な近似 (v/cの 1

次まで) では粒子間相互作用を，馴染みのある同時刻の Coulomb 相互作用として扱うことが正当化される．

そして v/cの 2次の近似に進んでも，補正項は場を含まない同時刻の相互作用という結果が得られた．

電気回路の準定常的な変化

抵抗とコンデンサーでの電圧降下がそれぞれ RI,Q/C となることや，ソレノイド・コイルのインダクタン

ス Lの公式は静電場・静磁場を仮定して導かれる．それにも関わらず，電荷分布・電流分布が時間変化する場

合にも，変化を準定常的と見なせる限りで，これら結果を適用できる．この点について，§ 43のノートで既

に，遅延ポテンシャルの表式に基づいて考察を行った．

§ 65，問題

1　慣性中心 § 14で導入した慣性中心 (“エネルギー中心”)

R =

∑
a Eara
E

における粒子のエネルギー Ea = p 0
a には場の寄与も含まれる (p.47 脚注 1)．§ 65 と同じ 2 次までの近似

では，

Ea = mac
2 +

p 2
a

2ma
+
∑
b( ̸=a)

eaeb
Rab

, E =
∑
a

mac
2 +

p 2
a

2ma
+
∑
b(>a)

eaeb
Rab


として良いことを示した．なるほど，ここでは静止エネルギーmac

2 を捨てずに考慮したため (このとき第ゼ

ロ近似で R は質量中心に帰す)，そこにハミルトニアン (65.8)における 1次近似の項までを付け加えれば十

分という結果になっている．

なお解の l.8,9における部分積分は次のように実行できる．

1

8π

∫
(∇ϕ)2rdV =

1

8π

∫
(∂αϕ)(∂αϕ)rdV

=
1

8π

∫
[∂α{ϕ(∂αϕ)r} − ϕ(∂αϕ)∂αr − ϕ(∂α∂αϕ)r]dV

=
1

8π

∫
ϕ(∂αϕ)rdfα −

1

8π

∫
∇ϕ2

2
dV − 1

8π

∫
ϕ(∆ϕ)rdV.

ただし最後の等号では第 1項に発散定理を適用し，第 2項では，

ϕ(∂αϕ) = ∂α
ϕ2

2
, ∂αr = eα : 方向単位ベクトル

を考慮した．

1　 2粒子系のハミルトニアン 単に全運動量 p1 + p2 = 0がゼロとなる座標系 (C 系)を採用して，ハミル

トニアン (65.8) に p1 = −p2 ≡ p を代入しさえすれば良い．「p = ∂S/∂r は粒子の相対運動量」とあるが，

正確には相対運動量は p2 − p1 = 2pである．(§ 44の問題には正しく「pは相対運動の運動量」とある．)
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換算質量をmとして，ハミルトニアンの第 1項は p2/2mと書き換えられる．実際，非相対論的極限におい

て，C 系では 2粒子の速度は v1 = p/m1, v2 = p/m2 と表されるため，相対速度 v は，通常の速度と運動量の

関係

v =

(
1

m1
+

1

m2

)
p =

p

m

を満たすことになり，相対運動のエネルギーはmv2/2 = p2/2mと書ける．

小問 1,2を合わせて，系の全体としての運動 (慣性中心の運動)とその周りの相対運動を調べたことになる．
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第 9章　電磁波の放射

§ 66．電荷の系から遠く離れたところの場

運動している電荷の系が遠方に作る場を考察する．すなわち図 77のように記号を定義すると R0 ≫ r であ

り，このとき
R = |R0 − r| ≃ R0 − n · r (83)

と近似される［本稿次節で補足］．遅延ポテンシャルは

ϕ =

∫
ρt−R/c

R
dV ≃ 1

R0

∫
ρ
t−R0

c +n·r
c
dV, A =

1

c

∫
jt−R/c

R
dV ≃ 1

cR0

∫
j
t−R0

c +n·r
c
dV

となる．ここで被積分関数分母の Rにおける n · rを無視したのに対し，電荷密度 ρと電流密度 j の引数にお

ける n · rを無視することは一般には許されない．この項を無視できるかどうかは，ρと j が時間 n · r/cの間
にどれだけ変化するかによって決まる．［この点については§ 67で改めて再論する．本稿次節でも補足．］

電荷の系から十分離れたところでは，空間の狭い領域で場を平面波と見なすことができる．そのためには電

荷の系からの距離が系の大きさに比べて大きいだけでなく，電磁波の波長に比べても大きいことが必要であ

る．このような領域は波動帯と呼ばれる．平面波に対して電磁場は

H =
1

c
Ȧ× n, E =

1

c
(Ȧ× n)× n (66.3)

のように，ベクトル・ポテンシャルから求められる．(式 (47.3) を参照．ただし ϕ = 0 を仮定した電場の式

E = −Ȧ/cはここでは適用できない．) 時刻 tは常に t−R0/cという組合せで場の中に現れる．

1つの電荷 (位置 r0)からの放射は Liénard-Wiechertのポテンシャル (63.5):

A =
ev(t′)

c
(
R(t′)− v(t′)·R(t′)

c

) ≃ ev(t′)

cR0

(
1− n·v(t′)

c

) (66.4)

によって与えられる．ただし時刻 t′ は式 (63.1):

t = t′ +
R(t′)

c
≃ t′ + R0 − r0(t

′) · n
c

図 77 位置 r の電荷要素と遠方R0 の隔たりのベクトルR
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から定まる．

立体角要素 doの方向にある半径 R0 の球面上の要素 R 2
0 doを，単位時間に通過するエネルギー

dI = c
H2

4π
R 2

0 do

(
∵ S = c

H2

4π
n

)
(66.6)

として，この方向に入る放射の強度 dI を定義する．場は 1/R0 に比例するため，面要素を貫くエネルギー dI

は各瞬間において，面要素の原点からの距離 R0 に依らない．これはエネルギーが (電荷の系の外側で)生成・

消滅することなく，速度 cで広がっていくため，どこにも溜まらないという事実を表している．

場の Fourier成分

Aω =

∫
jω
eikR

cR
dV ≃ eikR0

cR0

∫
jωe

−ik·rdV, etc. (∵ k = kn) (66.7)

に対して，

H =
1

c
Ȧ× n, E =

1

c
(Ȧ× n)× n → Hω = ik ×Aω, Eω =

ic

ω
k × (Aω × k). (66.8)

• 荷電粒子の衝突に伴う放射 → Fourier積分への展開．

– 衝突時間 −∞ ≤ t ≤ ∞のうちに，
区間 dω の中の振動数を持つ波の形で立体角要素 do (方向 n)へ放射されるエネルギー

dEnω =
c

2π
|Hω|2R 2

0 do
dω

2π
. ［本稿次節で補足］ (66.9)

– 与えられた電荷の運動 r0 = r0(t)から，放射場の Fourier成分は

Aω =

∫ {∫ ∞

−∞
jeiωtdt

}
eikR

cR
dV =

eikR0

cR0

∫
dtev(t)ei[ωt−k·r0(t)] (66.11)

=e
eikR0

cR0

∫
dr0e

i(ωt−k·r0), (66.12)

Hω =e
iωeikR0

c2R0

∫
ei(ωt−k·r0)n× dr0

と定まる．［簡単のために 1個の電荷が作る場を考えた．］

• 電荷の有限な周期的運動 (周期 T ) → Fourier級数への展開．

– 振動数 ω = nω0 (ただし ω0 = 2π/T )の波の形で単位時間に

立体角要素 do (方向 n)へ放射されるエネルギーの，周期 T における時間平均

dIn =
c

2π
|Hn|2R 2

0 do. (66.10)

– 与えられた電荷の運動 r0 = r0(t)から，放射場の Fourier成分は

An =

∫ {
1

T

∫ T

0

jeiωtdt

}
eikR

cR
dV,

Hn =e
iωeikR0

c2R0

1

T

∮
ei(ωt−k·r0)n× dr0 = e

2πineikR0

c2T 2R0

∮
ei(nω0t−k·r0)n× dr0

と定まる．［簡単のために 1個の電荷が作る場を考えた．］

［最後に荷電粒子の衝突に伴う，Fourier積分へと展開される放射を想定して，本章で考察の対象となる様々

な意味での放射のエネルギーの関係を図 78にまとめておく．］
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図 78 Fourier積分へと展開される放射の，様々な意味でのエネルギーの関係

§ 66について

■§ 66，l.8における Rの近似式 (本稿の式 (83))について R ≃ R0 + r ·
(
∂R
∂r

)
r=0
において(

∂R

∂r

)
r=0

=

(
∂

∂r
|R0 − r|

)
r=0

= −
(

R0 − r

|R0 − r|

)
r=0

=
R0

R0
= n

である．

■「ρおよび j という量が時間 r · n/cのあいだにどれだけ変化するかによってきまる」(§ 66，l.12～13)に

ついて

ρt−R/c = ρt−(R0−n·r)/c = ρt−R0/c +
r · n
c

(
∂ρ

∂t

)
t−R0/c

における微分係数 (∂ρ/∂t)が大きな値をとる場合，r · n/cの項を無視できない．したがって Fourier成分の

式 (66.7)においても，分母では R = R0 と置けるのに対し，分子では r の項を無視できない．

■p.192脚注 1について

A =
1

cR0

∫
j
t−R0

c + r·n
c
dV, H = ∇×A = − 1

cR 2
0

n×
∫

j
t−R0

c + r·n
c
dV +

1

cR0

∫
∇× j

t−R0
c + r·n

c
dV

(ただし∇ = ∂/∂R)において[
∇× j

t−R0
c + r·n

c

]
α
=eαβγ∂β

[
j
t−R0

c + r·n
c

]
γ
= eαβγ

{
∂β

(
t− R0

c
+

r · n
c

)}[
j̇
t−R0

c + r·n
c

]
γ

=− 1

c
eαβγnβ

[
j̇
t−R0

c + r·n
c

]
γ
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なので，1/R 2
0 の項を 1/R0 の項に比べて無視すると

H = −1

c
n× 1

cR0

∫
j̇
t−R0

c + r·n
c
dV =

1

c
Ȧ× n

を得る．

■放射されるエネルギー dEnω の式 (66.9)について 荷電粒子の衝突時間 −∞ ≤ t ≤ ∞に放射される全エネ
ルギーは，単位時間に放射されるエネルギーの式 (66.6)の時間積分

dEn =
c

4π
R 2

0 do

∫ ∞

−∞
H2dt

によって与えられる．磁場H の任意の成分を f と書くと，右辺の時間積分 (に対する成分 f の寄与)は，波

の全強度の式 (49.8): ∫ ∞

−∞
f2dt = 2

∫ ∞

0

|fω|2
dω

2π

によって表される．よって区間 dω の中の振動数を持つ波の寄与は

2|fω|2
dω

2π

となるので，放射されるエネルギーの式 (66.9):

dEnω =
c

2π
|Hω|2R 2

0 do
dω

2π

を得る．

§ 67．双極放射

時間 r · n/cにおける電荷分布の変化が小さく，遅延ポテンシャルの中の電荷密度・電流密度の引数におけ
る r · n/cを無視できる条件を考える．

T :電荷分布が著しく変化するのに要する時間，

a :電荷の系の大きさの程度

とすると，T は放射される波の周期の目安となるので，対応する波長を λ = cT と書くと求める条件は

r · n
c
∼ a

c
≪ T, ∴ a≪ λ

と表される．すなわち電荷の系の大きさは放射される波の波長に比べて小さくなければならない．これは場の

Fourier成分 (66.7):

Aω =
eikR0

cR0

∫
jωe

−ik·rdV

において，電荷の位置 r を無視できる条件 k · r ∼ ka≪ 1としても得られる．これは電荷の速度の代表的な

速度 v に対する条件
v ≪ c

に書き換えられる (T ∼ a/v による)．すなわち電荷の運動は非相対論的な速度で行われなければならない．
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この条件の下で，波動帯 R0 ≫ λ(≫ a)における場を考察しよう．このとき場は近似的に平面波と見なすこ

とができ，ベクトル・ポテンシャルのみから決定される (§ 66)．この近似では遅延ポテンシャルの被積分関

数における電流密度の引数の時刻 t′ = t−R0/cはもはや電荷の位置 r に依存しておらず，場は双極子モーメ

ント
d =

∑
er

を用いて

A =
1

cR0

∫
jt′dV =

1

cR0

∑
ev(t′) =

1

cR0
ḋ(t′), (67.4)

H =
1

c
Ȧ× n =

1

c2R0
d̈× n, E =

1

c
(Ȧ× n)× n =

1

c2R0
(d̈× n)× n (67.5–6)

と表される (電磁場の表式では引数 t′ を省略した)．このような放射を双極放射と呼ぶ．

■電荷の加速運動と放射 この結果によれば一様な運動をしている電荷の系に対しては d̈ = 0となるので放

射は起こらず，放射は電荷の加速運動によってもたらされることが分かる．このことは，一様な運動をしてい

る電荷の静止系では放射が存在しないことから期待される結果である［§ 38，§ 63も参照］．

■双極放射の強度とそのスペクトル分解 放射の強度 (66.6)は双極放射に対して

dI =
1

4πc3
(d̈× n)do =

d̈2

4πc3
sin2 θdo (67.7)

となる．ここに θ は d̈ と n の成す角である．これを全立体角で積分すると，単位時間に放射される全エネ

ルギー

I =
2

3c3
d̈2 (67.8)

を得る［本稿次節で補足］．特に 1個の電荷に対しては d = er なので，全放射は加速度 w = r̈ を用いて

I =
2e2w2

3c3
(67.9)

と表される．

• 衝突に伴う放射に対して，
衝突時間 −∞ ≤ t ≤ ∞に区間 dω の中の振動数を持つ波の形で放射されるエネルギー

dEω =
4ω4

3c3
|dω|2

dω

2π
. ［本稿次節で補足］ (67.10)

• 粒子の周期的な運動に伴う放射に対して，
振動数 ω = nω0 の波が単位時間に持ち去るエネルギーの 1周期にわたる平均

In =
4ω 4

0 n
4

3c3
|dn|2. ［本稿次節で補足］ (67.11)

■電荷と質量の比 e/mが全ての粒子に共通の系は双極放射を起こさないこと 実際，そのような系に対して

双極子モーメント
d =

∑
er =

e

m

∑
mr
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は慣性中心R =
∑
mr/

∑
mに比例する．ここで双極放射の条件として荷電粒子の非相対論的運動を仮定し

ていたことに注意して非相対論的を適用すると，慣性中心は一様な運動をするから ḋ = 0となる．［相対論に

おいて慣性中心に対応する，一様な並進を行う位置は式 (14.6):R =
∑

E r/
∑

E である．］よって双極放射は

起こらない．

§ 67について

■電気双極子近似におけるスカラー・ポテンシャル ここではベクトル・ポテンシャル Aにおいて，r · n/c
によるベキ展開の最低次の項のみを考えたことになる (§ 71を参照)．他方，ここでは ϕ = 0のゲージを採用

しているわけではないけれども，平面波の公式 (66.3)を用いて電場が求まるため，スカラー・ポテンシャルの

展開を調べる必要はない．あえてスカラー・ポテンシャルを考えれば，静電場と同様 (§ 40，§ 41)，ϕの展

開の最初の項は全電荷に比例し，これは時間的に一定だから放射に寄与しない [7, pp.294–297] [20, p.304]．

■全方向に放射されるエネルギーの式 (67.8)について do = 2π sin θdθ とおき，∫ π

0

sin3 θdθ =

∫ 1

−1

(1− cos2 θ)d(cos θ) =

[
cos θ − cos3 θ

3

]1
−1

=
4

3

を利用する．

■「したがって非相対論的力学が適用できることを思い起こそう」(p.197，l.7,8)について § 67の要約でも

述べたように，相対論において慣性中心に対応する，一様な並進を行う位置は式 (14.6):R =
∑

E r/
∑

E で

ある．

■「(67.8) のベクトル d̈ をそのフーリエ成分 d̈ω でおきかえ，2 をかけることによって得られる」(p.197，

l.12,13)について 単位時間に放射されるエネルギーの式 (67.8):I = 2
3c3 d̈

2 を時間積分し (E とおく)，§ 66

と同様に式 (49.8)を考慮して振動数の区間 dω からの寄与を取り出すと

E =
2

3c3

∫ ∞

−∞
d̈2dt → dEω =

2

3c3
× 2d̈ω

dω

2π

を得る．

■フーリエ成分 d̈ω について d̈ω は d̈の Fourier成分 (d̈)ω の意味であり，

d ∼ dωe
−iωt → d̈ ∼ −ω2dωe

−iωt ≡ d̈ωe
−iωt

より d̈ω = −ω2dω (p.197，l.17の式)を得る．

■粒子が周期運動する場合の式 (67.11)について 式 (67.8):I = 2
3c3 d̈

2 の 1周期にわたる時間平均をとり，一

般公式 (49.4):

f̄2 = 2
∞∑
n=1

|fn|2

を考慮して振動数 ω = nω0 の寄与を取り出すと

Ī =
2

3c3
¯̈
d2 → 4

3c3
|d̈n|2 =

4ω 4
0 n

4

3c3
|dn|2 : (67.11)

を得る (d̈n = −(nω0)
2dn)．
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§ 68．衝突のあいだの双極放射

衝突の間の放射 (制動放射と呼ぶ)に関して，互いに平行に運動する粒子から成るビーム全体の散乱に興味

が持たれる．［ビームの散乱による放射はビームの粒子数密度に，したがって流れの密度に比例すると考えら

れる．そこで］単位の流れの密度あたりの全放射を考える．散乱中心を通り，ビームに平行な直線を x軸に選

ぼう．x軸からの距離，すなわち衝突径数が ρの粒子からの双極放射の強度は，粒子の散乱中心に関する双極

モーメントを dとして式 (67.7):

dI =
1

4πc3
(d̈× n)2do

によって与えられる．散乱の軸対称性を仮定してこれをビームに垂直な yz 面内で平均する (この平均操作を

バーで表す)．単位の流れの密度を考えているので，衝突径数の幅 dρを単位時間に通過する粒子数は，円環の

面積 2πρdρに一致する．よって衝突の全時間に (立体角 doの方向に)放射されるエネルギーは

dκn =
do

4πc3

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(d̈× n)2dt2πρdρ =

∫ ∞

0

∆E · 2πρdρ, (68.1)

∆E ≡ do

4πc3

∫ ∞

−∞
(d̈× n)2dt : 1粒子からの全放射

と表される．この量 dκn を有効放射と呼ぶ．さらにこれは

dκn =
do

4πc3

[
A+B

3 cos2 θ − 1

2

]
, (68.2)

A ≡2

3

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
d̈2dt2πρdρ, B ≡ 1

3

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(d̈2 − 3d̈ 2

x )dt2πρdρ (68.3)

と書き換えられる (導出は下記)．ここでは全有効放射を計算する際に全立体角に関する積分に寄与する項

(A に比例する項) を分離してあり (第 2 項の do についての積分はゼロ［本稿次節参照］)，全有効放射は

κ = A/c3 となる．放射の角度分布は，θを π− θに置き換えても不変となるような，ビームの“上流”と“下
流”に関する対称性を有している．この性質は双極放射の近似に特有である．

有効放射 dκn は，x軸と nを含む面内に電場ベクトルを持つような偏光した放射に対する値 dκ⊥n と，電場

ベクトルがこの面に垂直に偏光した放射に対する値 dκ
∥
n に分解でき，

dκ⊥n =
do

4πc3
1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(d̈2 − d̈ 2

x )dt2πρdρ (68.4)

と計算される (導出は下記，dκ
∥
n = dκn − dκ⊥n)．(添字 ⊥, ∥ は，考えている偏光の磁場方向と面の関係を

表す．)

§ 66と同様に一般公式 (49.8)に注意して，有効放射 dκn から区間 dω の振動数を持つ波の寄与を取り出

すと

dκnω =
do

2πc3

[
A(ω) +B(ω)

3 cos2 θ − 1

2

]
dω

2π
,

A(ω) ≡2ω4

3

∫ ∞

0

d̈ 2
ω 2πρdρ, B(ω) ≡ ω4

3

∫ ∞

0

(d̈ 2
ω − 3d̈ 2

xω )dt2πρdρ

である．
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§ 68，式の導出など

■有効放射の公式 (68.2),(68.3)の導出 x軸周りの軸対称性より

d̈y = d̈z = 0, d̈xd̈y = d̈xd̈z = 0, d̈ 2
y = d̈ 2

z =
1

2
[(d̈)2 − d̈ 2

x ]

であり［第 2式を本稿次節で補足］，これらを用いると

(d̈× n) = d̈2 − (n · d̈)2 =
1

2
(d̈2 + d̈ 2

x ) +
1

2
(d̈2 − 3d̈ 2

x ) cos2 θ (84)

が得られる［本稿次節で補足］．これを有効放射の式 (68.1)に代入して，式 (68.2),(68.3)を得る［本稿次節で

補足］．

■式 (68.4)の導出

電場のベクトルは，ベクトル
(d̈× n)× n = n(n · d̈)− d̈

の方向をもっている（(67.6)をみよ）．このベクトルの xy平面に垂直な方向の成分は，−d̈z であり，そ
の xy 平面への射影は sin θd̈x − cos θd̈y である（後者は，磁場の z 成分に等しく，それによってもっと

簡単にきめられる．磁場は d̈× nの方向を持つ）［本稿次節で補足］．

E を 2乗し，yz 平面におけるベクトル d̈のあらゆる方向について平均すると，まず第 1に xy 平面

への場の射影とそれに垂直な平面への射影との積が消えることがわかる．このことは，強度を 2つの独

立な部分── 2つのたがいに垂直な平面内に偏光した放射の強度──の和として表［わ］すことが実際

可能であることを意味する．［この段落を本稿次節で補足する．］

xy 平面内に電場のベクトルをもつ放射の強度は，2乗平均 d̈ 2
z = 1

2 (d̈
2 − d̈ 2

x ) によって定められる．

有効放射のうち対応する部分に対して (……［式 (68.4)］)という表式が得られる［本稿次節で補足］．

§ 68について

■「平均は d̈x に関係ないから」(p.199，l.23)について

d̈xd̈y = d̈x · d̈y, d̈xd̈z = d̈x · d̈z

とできることを述べていると考えられる．

■p.200，l.1の式 (本稿の式 (84))について

(d̈× n)2 = d̈2 − (n · d̈)2
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において

(n · d̈)2 =nαnβ d̈αd̈β

=n 2
x d̈

2
x + n 2

y d̈
2
y + n 2

z d̈
2
z

=d̈ 2
x cos2 θ +

1

2
(d̈2 − d̈ 2

x ) sin2 θ (∵ nx = cos θ, n 2
y + n 2

z = sin2 θ)

=
1

2
d̈2 sin2 θ +

1

2
d̈ 2
x (3 cos2 θ − 1)

=
1

2
(d̈2 − d̈ 2

x )− 1

2
(d̈2 − 3d̈ 2

x ) cos2 θ

なので，

(d̈× n)2 =
1

2
(d̈2 + d̈ 2

x ) +
1

2
(d̈2 − 3d̈ 2

x ) cos2 θ

を得る．

■dκn の式 (68.2)について

(d̈× n)2 =
1

2
(d̈2 + d̈ 2

x ) +
1

2
(d̈2 − 3d̈ 2

x ) cos2 θ

=

(
2

3
+

1

3

3 cos2 θ − 1

2

)
d̈− 3

1

3

3 cos2 θ − 1

2
d̈x

なので，

dκn =
do

4πc3

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(d̈× n)2dt2πρdρ =

do

4πc3

[
A+B

3 cos2 θ − 1

2

]
: (68.2),

A ≡2

3

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
d̈2dt2πρdρ, B ≡ 1

3

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(d̈2 − 3d̈ 2

x )dt2πρdρ

を得る．

■「(68.2) の第 2 項は，do について積分するとゼロになるような形に書かれている」(p.200，l.8) について

dと nの成す角 θを積分変数にとると，do = 2π sin θdθなので∫
do

4π
(3 cos2 θ − 1) =

3

2

∫ π

0

cos2 θ sin θdθ − 1 =
1

2

[
cos3 θ

]π
0
− 1 = 0

である．

■「このベクトルの……d̈x であり，……sin θd̈x − cos θd̈y である」(p.200，l.18,19)について 図 79より

n(n · d̈) = (cos θd̈x + sin θd̈y)(cos θ, sin θ, 0)

なので，電場方向のベクトルは

Ẽ ≡ n(n · d̈)− d̈ =

− sin2 θd̈x + sin θ cos θd̈y
sin θ cos θd̈x − cos2 θd̈y

−d̈z


と成分計算される．その xy 面への射影は

Ẽ2
∥ ≡ Ẽ

2
x + Ẽ 2

y = (sin θd̈x − cos θd̈y)
2

から定まる．
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図 79 x軸と nを含む平面を xy 面に選ぶ

■「E を 2乗し，……」の段落 (p.200，l.21～)について Ẽ∥Ẽz = 0より

Ẽ2 = Ẽ2
∥ + Ẽ 2

z

のように，場の強度を Ẽ∥ 方向と z 方向の偏光を持つ放射の強度に分解できる．

■xy 面内に電場ベクトルを持つ放射の強度 (68.4)について 対応する磁場は z 軸に平行であり，その z 成分

は H = 1
c2R0

d̈z である．これを yz 面内で平均して放射強度の式 (66.6):dI = cH
2

4π R
2

0 doに代入し，時間と衝

突径数についての積分を施すと式 (68.4):

dκ⊥n =
do

4πc3

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
d̈ 2
z dt2πρdρ

を得る．

§ 69．低振動数の制動放射

制動放射における主要な振動数 ω0 に比べて小さい振動数の“すそ”ω ≪ ω0 を考える．本節では粒子の速

度が非相対論的であるという，双極放射の条件を用いない．Fourier成分の式

Hω =

∫ ∞

−∞
Heiωtdt

において積分に寄与する，放射場H がゼロと著しく異なる時間は 1/ω0 程度であり［§ 58参照］，ω ≪ ω0 に

対してはその間，ωt≪ 1, eiωt ≃ 1となるので，

Hω =

∫ ∞

−∞
Hdt

とできる．これにH = 1
c Ȧ× nを代入し，Liénard-Wiechertのポテンシャルの式 (66.4)を用いて衝突前後

のベクトル・ポテンシャルをそれぞれ

A1 =
∑ ev1

cR0

(
1− 1

cn · v1

) , A2 =
∑ ev2

cR0

(
1− 1

cn · v2

)
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と書くと (v1,v2 は衝突前後の粒子の速度であり，
∑
は衝突する 2粒子に関する和を表す)，

Hω =
1

c
(A2 −A1)× n

となる．よって全放射の式 (66.9):dEnω = c
2π |Hω|2R 2

0 dodω
2π は

dEnω =
c

2π

{
1

c
(A2 −A1)× n

}2

R 2
0 do

dω

2π

=
1

4π2c3

{∑
e

(
v2 × n

1− 1
cn · v2

− v1 × n

1− 1
cn · v1

)}2

dodω

を与える．このように低い振動数 ω ≪ ω0 では，放射のスペクトル分解 dEnω/dω が振動数 ω に依らない．

非相対論的極限をとると

dEnω =
1

4π2c3

{∑
e(v2 − v1)× n

}2

dodω

となる．これは双極放射に対するベクトル・ポテンシャルが式 (67.4):A = 1
cR0

ḋであることから期待される

結果である．

ここで核からの β 粒子の放出のような，新しい荷電粒子の発生を考える．このとき粒子は初速ゼロから与え

られた値まで瞬間的に変化すると考えなければならず，衝突の時間の程度は τ → 0だから，ω0 ∼ 1/τ → ∞
である．よってどのような振動数 ω に対しても条件 ω ≪ ω0 が満たされ，以上の結果を適用できることにな

る (古典論による取り扱いが有効な限りでは)．

§ 70．クーロン相互作用がある場合の放射

2つの荷電粒子が Coulomb力により相互作用している場合の双極放射を考える．［すなわち電荷はもう一方

の電荷が作る，Coulombの法則に従う電場のみから力を受けると考える (非相対論的な近似，§ 65参照)．］

系の全体としての一様な並進運動は放射を起こさないから，慣性中心系において放射を考えれば十分である．

このとき放射を決める系の双極モーメント d = e1r1 + e2r2 は，2粒子の相対位置ベクトル r = r1 − r2 を用

いて

d = µ

(
e1
m1
− e2
m2

)
r (70.1)

と表される (µ = m1m2/(m1 +m2)は換算質量)［本稿次節で補足］．r の時間発展は換算質量 µを持ち r を

位置ベクトルとする仮想的な 1粒子の，Coulomb場 U = ±α/r (ただし α ≡ |e1e2|であり，複号は引力に対
して負号を，斥力に対して正号をとる)の下での運動として与えられる (第 1巻『力学』§ 13参照)．

■引力相互作用の下での楕円運動 周期 T = 2π
√
µa3/αの楕円運動

x = a(cos ξ − ε), y = a
√
1− ε2 sin ξ, ω0t = ξ − ε sin ξ (70.5)

(ただし aは楕円の長半径，ε(< 1)は離心率，ω0 ≡ 2π/T，第 1巻『力学』§ 15参照)の，振動数 ω = nω0

に関する Fourier成分は，Bessel関数

Jn(x) ≡
1

2π

∫ 2π

0

ei(nξ−x sin ξ)dξ (70.6′)

を用いて

xn =
a

n
J ′
n(nε), yn =

ia
√
1− ε2
nε

Jn(nε) (70.7)
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と計算される (プライムは引数による微分，導出は下記)．よって振動数 ω = nω0 の放射強度の式 (67.11):

In =
4ω 4

0 n
4

3c3
|dn|2 =

4ω 4
0 n

4

3c3
µ2

(
e1
m1
− e2
m2

)2

(|xn|2 + |yn|2) (85)

は

In =
64n2E 4

3c3α2

(
e1
m1
− e2
m2

)2 [
J ′ 2
n (nε) +

1− ε2

ε2
J 2
n (nε)

]
(70.8)

となる (E は (静止エネルギーを除く)全エネルギー，係数の計算は下記)．

特に離心率が ε ≃ 1のときの漸近形は，Airy関数

Φ(t) ≡ 1√
π

∫ ∞

0

cos

(
ξ3

3
+ ξt

)
dξ

を用いて

In =
64 · 22/3

3π

n4/3E 4

c3α2

(
e1
m1
− e2
m2

)2
{
(1− ε2)Φ2

[(n
2

)2/3
(1− ε2)

]
+

(
2

n

)2/3

Φ′2
[(n

2

)2/3
(1− ε2)

]}
(70.10)

と表される (導出は下記)［本稿次節で補足，プライムは nεによる微分］．この結果は Airy関数と

Φ(t) =

√
t

3π
K1/3

(
2

3
t3/2

)
, Φ′(t) = − t√

3π
K2/3

(
2

3
t3/2

)
によって関係付けられるMacdonald関数Kν を用いて

In =
64

9π2

n2E 4

c3α2

(
e1
m1
− e2
m2

)2 {
K2

1/3

[n
3
(1− ε2)3/2

]
+K2

2/3

[n
3
(1− ε2)3/2

]}
(1− ε2)2

と表すこともできる．

■引力相互作用の下での衝突 双曲線運動

x = a(ε− cosh ξ), y = a
√
ε2 − 1 sinh ξ, t =

√
µa3

α
(ε sinh ξ − ξ)

を考える．ここに ε(> 1)は離心率，a = α/2E，E は (静止エネルギーを含まない)全エネルギーである (第 1

巻『力学』§ 15参照)．Fourier成分は Hankel関数

H(1)
p (ix) ≡ − i

π

∫ ∞

−∞
epξ−ix sinh ξdξ (70.17)

を用いて，

xω =
πa

ω
H

(1)
iν

′
(iνε), yω = −πa

√
ε2 − 1

ωε
H

(1)
iν (iνε) (70.15)

と計算される［本稿次節で導出］．これに対し放射強度の式 (67.10):

dEω =
4ω4

3c3
|dω|2

dω

2π
=

4ω4µ2

3c3

(
e1
m1
− e2
m2

)2 (
|xω|2 + |yω|2

)2 dω

2π

は

dEω =
πµ2α2ω2

6c3E 2

(
e1
m1
− e2
m2

)2{
[H

(1)
iν

′
(iνε)]2 − ε2 − 1

ε2
[H

(1)
iν (iνε)]2

}
dω
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を与え，有効放射 (§ 68)は

dκω =

∫ ρ=∞

ρ=0

dEω2πρdρ =
4π4

3c3
α3ω

µv 5
0

(
e1
m1
− e2
m2

)2

|H(1)
iν (iν)|H(1)

iν

′
(iν)dω (70.19)

となる (導出は下記)．ここに v0 は仮想的な 1粒子の無限遠での速度である．

振動数の高い極限と低い極限を調べると

dκω =


16α2

3v 2
0 c

3

(
e1
m1
− e2
m2

)2

ln

(
2µv 3

0

γωα

)
dω

(
ω ≪ µv 3

0

α
のとき

)
16πα2

33/2v 2
0 c

3

(
e1
m1
− e2
m2

)2

dω

(
ω ≫ µv 3

0

α
のとき

) (70.21–22)

が得られる (導出は下記)．ただし γ は Eulerの定数 C = 0.5772 · · · に対して γ = eC = 1.781 · · · と定義され
る．ω → 0において放射強度 dEω/dω は振動数 ω に依らない一定値に近づくことを§ 69におい見たが，dEω

を衝突径数について積分した有効放射はこのように，Coulomb相互作用の場合には対数的に発散する．また

高振動数での dκω/dω の表式は振動数に無関係となっている．

■斥力相互作用の下での衝突 粒子は双曲線運動

x = a(ε+ cosh ξ), y = a
√
ε2 − 1 sinh ξ, t =

√
µa3

α
(ε sinh ξ + ξ)

を行う (第 1巻『力学』§ 15参照，以降記号は引力相互作用の場合に定義したのと同じものを用いる)．Fourier

成分 xω, yω は引力相互作用の場合の表式の e−πν 倍となる［本稿次節で確認］．よって放射 dEω，有効放射

dκω の表式は引力相互作用の場合の e−2πν 倍となる．特に低い振動数 ν ≪ 1に対しては e−2πν ≃ 1なので，

dκω の近似式は引力相互作用の場合と変わらないのに対し，高い振動数では e−2πν に従って指数関数的に減

少する．

§ 70，式の導出など

■xn, yn の式 (70.7)の導出 座標 (70.5)の Fourier級数展開

x =
∞∑

n=−∞
xne

−iω0nt, xn =
1

T

∫ T

0

x(t)einω0tdt

を考える［§ 49］．その際，［第 1式を時間微分して得られる］関係 ẋn = −iω0nxn を用いるのが便利である．

［ここで ẋn は ẋの Fourier係数であり，xn の時間微分ではない (xn は時間の関数ではない)．］すると

xn =
ẋn
−iω0n

=
i

ω0nT

∫ T

0

eiω0ntẋdt = − ia

2πn

∫ 2π

0

ein(ξ−ε sin ξ) sin ξdξ

(最後の等号はω0T = 2πおよび式 (70.5)，特に ẋdt = dx = −a sin ξdξによる)
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が得られる．同様に

yn =
i

ω0nT

∫ T

0

eiω0ntẏdt =
ia
√
1− ε2
2πn

∫ 2π

0

ein(ξ−ε sin ξ) cos ξdξ

=
ia
√
1− ε2
2πn

∫ 2π

0

ein(ξ−ε sin ξ)
{(

cos ξ − 1

ε

)
+

1

ε

}
dξ

=
ia
√
1− ε2
2πn

{
������∫ 2π

0

einΞ
dΞ

−ε
+

∫ 2π

0

ein(ξ−ε sin ξ)
dξ

ε

}

=
ia
√
1− ε2

2πnε

∫ 2π

0

ein(ξ−ε sin ξ)dξ.

これらは Bessel関数 (70.6′)を用いて式 (70.7)のように書き換えられる．

■式 (70.8)の係数の計算 In の式 (85)に xn, yn の式 (70.7)を代入すると，

In =
4ω 4

0 n
2a2µ2

3c3

(
e1
m1
− e2
m2

)2 [
J ′ 2
n (nε) +

1− ε2

ε2
J 2
n (nε)

]
を得る．係数は，楕円運動における長半径と振動数の公式

a =
α

2|E |
, ω0 =

2π

T
=

√
α

µa3
=

(2|E |)3/2

aµ1/2

を用いて
4ω 4

0 n
2a2µ2

3c3
=

64n2E 4

3c3α2

と書き換えられるので，式 (70.8)を得る．

■式 (70.10)の導出 漸近公式

Jn(nε) ∼=
1√
π

(
2

n

)1/3

Φ

[(n
2

)2/3
(1− ε2)

]
, n≫ 1, 1− ε≪ 1 (70.9)

［本稿次節で補足］を利用する．

■有効放射の式 (70.19)の導出 § 68の有効放射の公式

dκω =

∫ ρ=∞

ρ=0

dEω2πρdρ

において，2πρdρ = 2πa2εdε［本稿次節で補足］を利用すると，変数 εについての (1から∞までの)積分に

書き換えられる．次に p次の Bessel方程式

Z ′′ +
1

z
Z ′ +

(
1− p2

z2

)
Z = 0

の直接の帰結として，その任意の解 Zp(z)が公式

z

[
Z ′ 2
p +

(
p2

z2
− 1

)
Z 2
p

]
=

d

dz
(zZpZ

′
p) (86)

を満たすことを用いて積分を実行する．ε → ∞のとき Hankel関数 H
(1)
iν (iνε)がゼロに向かうことに留意す

ると，式 (70.19)に達する［具体的な計算は本稿次節を参照］．
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■低振動数，高振動数の放射の式 (7.21),(7.22)の導出 pp.207–208から必要な箇所を引用する．

ハンケル関数を定義する積分 ∫ +∞

−∞
eiν(ξ−sinh ξ)dξ = iπH

(1)
iν (iν) (70.20)

において，積分変数 ξ の変わりうる範囲のうち重要なのは，指数が 1の程度の大きさになる領域だけで

ある．低い振動数（ν ≪ 1）に対しては，大きな ξ の領域だけが重要である．ところが大きな ξ に対し

ては，sinh ξ ≫ ξ であり，したがって近似的に

H
(1)
iν (iν) ∼= −

i

π

∫ +∞

−∞
e−iν sinh ξdξ = H

(1)
0 (iν)

となる．同様に

H
(1)
iν

′
(iν) ∼= H

(1)
0

′
(iν)

が得られる．ベッセル関数の理論による（小さな xに対する）近似的な表式

iH
(1)
0 (ix) ∼=

2

π
ln

2

γx

(γ = eC，ここで C はオイラーの定数；γ = 1.781 · · · )を使って，低い振動数の有効放射に対して，

式 (70.21)を得る．

他方，高い振動数（ν ≫ 1）に対しては小さな ξ の領域が積分 (70.20)で重要である．このことに応

じて，被積分関数の指数を ξ のベキに展開する．そうすると近似的に

H
(1)
iν (iν) ∼= −

i

π

∫ +∞

−∞
e−

iν
6 ξ

3

dξ = −2i

π
Re

(∫ ∞

0

e−
iν
6 ξ

3

dξ

)
が得られる．iνξ3/6 = η という代入によって，積分は Γ関数に移行し，その結果つぎが得られる：

H
(1)
iν (iν) ∼= −

i

π
√
3

(
6

ν

)1/3

Γ

(
1

3

)
.

同様にして

H
(1)
iν

′
(iν) ∼=

1

π
√
3

(
6

ν

)2/3

Γ

(
2

3

)
が得られる．つぎに，Γ関数の理論の公式

Γ(x)Γ(1− x) = π

sinπx

を用いて，高い振動数における有効放射に対して

式 (70.22)を得る．
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§ 70について

■双極モーメントの式 (70.1)について 双極モーメント d = e1r1 + e2r2 を式 (70.1)に書き換えたときのお

つりの項は，慣性中心系の条件
m1r1 +m2r2
m1 +m2

= 0

により消える．実際，

e1r1 =

(
e1m2 − e2m1

m1 +m2
+ e1

m1

m1 +m2
+ e2

m1

m1 +m2

)
r1,

e2r2 =

(
−e1m2 − e2m1

m1 +m2
+ e2

m2

m1 +m2
+ e1

m2

m1 +m2

)
r2

を辺々足すと，

d =
e1m2 − e2m1

m1 +m2
(r1 − r2) + (e1 + e2)

m1r1 +m2r2
m1 +m2

=
e1m2 − e2m1

m1 +m2
r : (70.1)

を得る．

■Bessel関数の式 (70.6)第 1の等号について ξ′ = 2π − ξ と変数変換すると，∫ 2π

π

cos(nξ − x sin ξ)dξ =
∫ π

0

cos(nξ′ − x sin ξ′)dξ′,∫ 2π

π

sin(nξ − x sin ξ)dξ =−
∫ π

0

sin(nξ′ − x sin ξ′)dξ′

となるので，

1

2π

∫ 2π

0

sin(nξ − x sin ξ)dξ = 1

2π

(∫ π

0

+

∫ 2π

π

)
{cos(nξ − x sin ξ) + i sin(nξ − x sin ξ)}

=
1

π

∫ π

0

cos(nξ − x sin ξ)dξ

である．

■漸近公式 (70.9)の説明 (p.205脚注)について ξ による展開

ξ − ε sin ξ ≃ (1− ε)ξ + 1

3!
εξ3

において ε ≃ 1に注意して

1− ε ≃ 1 + ε

2
(1− ε) = 1− ε2

2
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と書き換える．

Jn(nε) =
1

π

∫ ∞

0

cos

[
n

(
1− ε2

2
ξ +

ξ3

6

)]
dξ

=
1

π

(
2

n

)1/3 ∫ ∞

0

cos

[(n
2

)2/3
(1− ε2)ξ′ + ξ′

3

3

]
dξ′

(
ξ′ =

(n
2

)1/3
ξ

)

=
1√
π

(
2

n

)1/3

Φ

[(n
2

)2/3
(1− ε2)

]
: (70.9),

Φ(t) =
1√
π

∫ ∞

0

cos

(
ξ′

3

3
+ ξ′t

)
dξ′ : Airy関数．

■式 (70.10)について
d

d(nε)
Φ

[(n
2

)2/3
(1− ε2)

]
= Φ′

[(n
2

)2/3
(1− ε2)

]
と表記されている．また Φ2 の係数を

1− ε2

ε2
≃ 1− ε2

と書き換えてある．

■Fourier成分 (70.15)について

ẋω =

∫ ∞

−∞
ẋeiωtdt = −iω

∫ ∞

−∞
xeiωtdt = −iωxω

(第 2の等号では部分積分した)より

xω =
ẋω
−iω

=
i

ω

∫ ∞

−∞
ẋeiωtdt

である．式 (70.3)および
式 (70.14) ⇒ ẋdt = dx = −a sinh ξdξ

であることに注意すると，

xω = − ia
ω

∫ ∞

−∞
eν(ε sinh ξ−ξ) sinh ξdξ, ν ≡ ω

√
µa3

α

と書き換えられる．ここで公式 (70.17):

H
(1)
iν (iνε) =− i

π

∫ ∞

−∞
eν(ξ−ε sinh ξ)dξ

=− i

π

∫ ∞

−∞
eν(ε sinh ξ−ξ)dξ (−ξ → ξ)

より

H
(1)
iν

′
(iνε) = − i

π

∫ ∞

−∞
eν(ε sinh ξ−ξ) sinh ξdξ

なので，第 1式

xω =
πa

ω
H

(1)
iν

′
(iνε)
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を得る．

同様に

yω =
i

ω

∫ ∞

−∞
ẏeiωtdt =

ia
√
ε2 − 1

ω

∫ ∞

−∞
eν(ε sinh ξ−ξ) cosh ξdξ

を得る．最右辺の積分は∫ ∞

−∞
eν(ε sinh ξ−ξ)

{
1

ε
(ε cosh ξ − 1) +

1

ε

}
dξ =

1

ε

∫ ∞

−∞
eiνXdX +

iπ

ε
H

(1)
iν (iνε)

と変形できる．右辺第 1項は不定であるが，物理的な観点からこれをゼロと置くと [16, pp.57–58]，第 2式

yω = −πa
√
ε2 − 1

ωε
H

(1)
iν (iνε)

が導かれる．

■「2πρdρ = 2πa2εdε」(p.206下から 3行目)について 引力相互作用の下での双曲線運動の公式

a =
α

2E
, ε =

√
1 +

2EM2

µα2
(70.12)

から αを消去すると，

ε2 = 1 +
2EM2

µα2
= 1 +

M2

2µa2E

となる．ここにM = µρv0,E = µv 2
0 /2を代入して

ε2 = 1 +
ρ2

a2
, ∴ ρdρ = a2εdε

を得る．

■有効放射の式 (70.19)について 次の積分を計算する必要がある．∫ ∞

0

{
[H

(1)
iν

′
(iνε)]2 − ε2 − 1

ε2
[H

(1)
iν (iνε)]2

}
2πρdρ

=2πa2
∫ ∞

1

{
[H

(1)
iν

′
(iνε)]2 − ε2 − 1

ε2
[H

(1)
iν (iνε)]2

}
εdε

=
2πa2

(iν)2

∫ ε=∞

ε=1

z

{
H(1)
p

′2
+

(
p2

z2
− 1

)
H(1)
p

2
}
dz. (z ≡ iνε, p ≡ iν)

p.207，l.3の公式 (本稿の式 (86))を用いると，これは

2πa2

(iν)2

[
zH(1)

p H(1)
p

′]ε=∞

ε=1
= −2πa2

iν
H

(1)
iν (iν)H

(1)
iν

′
(iν) = −2πa2

ν
Im[H

(1)
iν (iν)]H

(1)
iν

′
(iν)

となる (p.206脚注にあるように，H(1)
iν (iνε)は純虚数)．よって

dκω =
πµ2α2ω2

6c3E 2

(
e1
m1
− e2
m2

)2 [∫ ∞

0

{
[H

(1)
iν

′
(iνε)]2 − ε2 − 1

ε2
[H

(1)
iν (iνε)]2

}
2πρdρ

]
dω

=
2π2µ2α2ω2

6c3E 2

a2

ν

(
e1
m1
− e2
m2

)2

Im[H
(1)
iν (iν)]H

(1)
iν

′
(iν)dω
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であり，ここに

a =
α

2E
=

α

µv 2
0

: (70.12), ν =
ωα

µv 3
0

: (70.16), E =
µv 2

0

2

を代入し，−Im[H
(1)
iν (iν)] = |H(1)

iν (iν)|とすれば式 (70.19):

dκω =
4π4

3c3
α3ω

µv 5
0

(
e1
m1
− e2
m2

)2

|H(1)
iν (iν)|H(1)

iν

′
(iν)dω

を得る．

■斥力相互作用の場合の Fourier成分 xω, yω について

xω =
i

ω

∫ ∞

−∞
ẋeiωtdt

=
ia

ω

∫ ∞

−∞
eiν(ε sinh ξ+ξ) sinh ξdξ

=− e−πν ia
ω

∫ ∞

−∞
eiν(ε sinh ξ

′−ξ′) sinh ξ′dξ′ (ξ′ = iπ − ξ, sinh ξ = sinh ξ′),

yω =
i

ω

∫ ∞

−∞
ẏeiωtdt

=
ia
√
ε2 − 1

ω

∫ ∞

−∞
eiν(ε sinh ξ+ξ) cosh ξdξ

=e−πν
ia
√
ε2 − 1

ω

∫ ∞

−∞
eiν(ε sinh ξ

′−ξ′) cosh ξ′dξ′ (ξ′ = iπ − ξ, cosh ξ = − cosh ξ′)

はいずれも引力相互作用の場合の表式の e−πν 倍である．

§ 71．4重極放射および磁気双極放射

ベクトル・ポテンシャルにおいて r · n/cの 1次の項までを考慮する．

A =
1

cR0

∫
jt′+r·n/cdV =

1

cR0

∫
jt′dV +

1

c2R0

∂

∂t′

∫
(r · n)jt′dV, t′ ≡ t− R0

c
.

最右辺の第 1項はもちろん，電気双極子近似の式 (67.4):ḋ/cR0 を与える．遠方の平面波 (66.3):

H =
1

c
Ȧ× n, E =

1

c
(Ȧ× n)× n

に関しては，nに比例するベクトルをベクトル・ポテンシャルに付け加えても場が変わらないという任意性を

利用すると，

A =
ḋ

cR0
+

1

6c2R0
D̈ +

1

cR0
ṁ× n (71.3)

と書くことができる (導出は下記)．ただし右辺の量の値は全て時刻 t′ で評価される．ここにD は 4重極モー

メント・テンソル Dαβ =
∑
e(3xαxβ − δαβr2) に対して Dα = Dαβnβ を第 α 成分に持つベクトルであり，

またm = 1
2c

∑
er × v は磁気モーメントである．

これに対して放射の強度は

I = cR 2
0

∫
H2 do

4π
=

2

3c3
d̈2 +

1

180c5
...
D

2

αβ +
2

3c3
m̈2 (71.5)
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と計算される (求め方は下記［計算の詳細は本稿次節］)．(最右辺第 2項については添字 α, β について和をと

る．) 最右辺の 3つの項に対応する放射は順番にそれぞれ双極放射，4重極放射，磁気双極放射と呼ばれる．

双極放射と同様，電荷と質量の比が全ての粒子に共通であるような系では磁気双極放射は起こらない．

§ 71，式の導出など

■ポテンシャル (71.3)の導出 ベクトル・ポテンシャルの展開

A =
1

cR0

∫
jt′dV +

1

c2R0

∂

∂t′

∫
(r · n)jt′dV =

∑
ev

cR0
+

1

c2R0

∂

∂t

∑
ev(r · n) (71.1)

において，最右辺の第 1項は電気双極子近似の式 (67.4):ḋ/cR0 を与える．新たに得られた第 2項において

v(r · n) = 1

2

∂

∂t
r(n · r) + 1

2
v(n · r)− 1

2
v(n · r) = 1

2

∂

∂t
r(n · r) + 1

2
(r × v)× n

と書き換えられるので，

A =
ḋ

cR0
+

1

2c2R0

∂2

∂t2

∑
er(n · r) + 1

cR0
(ṁ× n) (71.2)

を得る (m ≡ 1
2c

∑
er × v は磁気モーメント)．

次に遠方の平面波 (66.3):

H =
1

c
Ȧ× n, E =

1

c
(Ȧ× n)× n

に関しては，nに比例するベクトルをベクトル・ポテンシャルに付け加えても場が変わらないという任意性を

利用すると，式 (71.2)の代わりにポテンシャル

A =
ḋ

cR0
+

1

6c2R0

∂2

∂t2

∑
e[3r(n · r)− nr2] +

1

cR0
(ṁ× n)

=
ḋ

cR0
+

1

6c2R0
D̈ +

1

cR0
(ṁ× n) : (71.3)

(4重極モーメントDαβ ≡
∑

e(3xαxβ − δαβr2)に対して Dα ≡ Dαβnβ)

を用いることができる．

■放射の強度 (71.5)の求め方 ポテンシャル (71.3)に対する電磁場 (66.3)は

H =
1

c2R0

{
d̈× n+

1

6c

...
D × n+ (m̈× n)× n

}
,

E =
1

c2R0

{
(d̈× n)× n+

1

6c
(
...
D × n)× n+ n× m̈

}
(71.4)

となる．ひとまず，これに続く方針引用する［具体的な計算過程は本稿次節で詳しく示す］．

立体角 do内の放射の強度 dI は一般式 (66.6)によって与えられる．ここでは，全放射，つまり単位

時間にあらゆる方向へ系が放射するエネルギーを計算する．このために，dI を n のあらゆる方向に

ついて平均する：全放射はこの平均に 4π をかけたものに等しい．磁場の 2乗を平均すると，H を表

［わ］す 3つの項のうち異なったものどうしをかけた積は消え，結局 3つの項の 2乗平均だけが残る．

次いで計算に必要な公式 (pp.211–212)を引用する［本稿次節で補足］．
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単位ベクトルの成分の積を計算するための便利な方法を与えておこう．n は単位ベクトルであるか

ら，対称テンソルである nαnβ を単位テンソル δαβ で表すことができる．またその縮約は 1 である

から，

nαnβ =
1

3
δαβ

が得られる．

4個の成分の積の平均値は，同様に

nαnβnγnδ =
1

15
(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)

と書かれる．右辺は，すべての添字について対称な 4階テンソルとして，単位テンソルから作られる．

全体の係数は，添字の対 2つについて縮約したとき，1になるようにきめる．

§ 71について

■「系の大きさと波長との比 a/λのベキにベクトル・ポテンシャルを展開」(§ 71，l.1)について 電流密度

の r · n/cによる展開は
r · n
c

∂

∂t
→ a

cT
=
a

λ

により比 a/λによる展開と見なせる．

■p.211脚注の公式について

nαnβnγnδ = C(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)

とおき，α = β, γ = δ として添字 α, γ について和をとると，

1 = C

{
32 + 2

∑
α,γ

(δαγ)
2

}
= 15C, ∴ C =

1

15

と定まる．

■nαnβnγ = 0の証明 nの 3成分の (一般に奇数個の成分の)積 nαnβnγ は，n→ −nと置き換えると符号
が入れ替わる．よって全方向の nに関するその平均

nαnβnγ =

∫
nαnβnγ

do

4π

は，逆方向からの寄与と相殺してゼロになる．

■放射強度の式 (71.5)について

(d̈× n) · (
...
D × n) =(eαλµnλd̈µ)(eανρnν

...
Dρσnσ)

=(δλνδµρ − δλρδµν)d̈µ
...
Dρσnλnνnσ

=d̈µ
...
Dµσn 2

λ nσ − d̈µ
...
Dλσnλnµnσ

において
n 2
λ nσ = nσ = 0, nλnµnσ = 0
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なので
(d̈× n) · (

...
D × n) = 0

である．

また
nαnβnγ = 0, ∴ (d̈× n) · {(m̈× n)× n} = 0

である．

さらに

(
...
D × n) · {(m̈× n)× n} =(eαβγnβDγδnδ){eαλµnλ(εµνρnνm̈ρ)}

=(δβλδγµ − δβµδγλ)eµνρDγδm̈ρnβnδnλnν

=
1

3
eγνρDγνm̈ρ − eβνρm̈ρDγδnβnδnγnν

は第 1項が添字 γ, ν に関して対称な量と反対称な量の縮約，第 2項が添字 γ, δ に関して対称な量と反対称な

量の縮約となっているので消える．

以上より「磁場の 2 乗を平均すると，H を表 (わ) す 3 つの項のうち異なったものどうしをかけた積は消

え，結局 3つの項の 2乗平均だけが残る」(p.211下から 3,2行)．

(d̈× n)2 =(eαλµnλd̈µ)(eανρnν d̈ρ)

=(δλνδµρ − δλρδµν)d̈µd̈ρnλnν

=d̈− 1

3
d̈

=
2

3
d̈,

(
...
D × n)2 =(eαβγnβ

...
Dγδnδ)(eαλµnλ

...
Dµνnν)

=(δβλδγµ − δβµδγλ)
...
Dγδ

...
Dµνnβnδnλnν

=
...
Dγδ

...
Dγνnδnν −

...
Dγδ

...
Dβνnβnδnγnν

=
1

3

...
Dγδ

...
Dγνδδν −

1

15
(δβδδγν + δβγδδν + δβνδδγ)

...
Dγδ

...
Dβν

=

{
1

3
− 1

15
(1 + 1 + 0)

}
...
D

2

αβ

=
1

5

...
D

2

αβ (添字α, βについて和をとる)

である．また

{(m̈× n)× n}2 =(eαβγnβεγδλnδm̈λ)(eαµνnµeνρσnρm̈σ)

=(δβµδγν − δβνδγµ)eγδλeνρσm̈λm̈σnβnδnµnρ

=
1

3
(δδρδλσ−δδσδλρ)m̈λm̈σδδρ −

1

15
eγδλeβρσm̈λm̈σ(δβδδγρ + δβγδδρ + δβρδδγ)
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であり，最右辺の係数 1/15以降の各項について

eγδλeβρσδβδδγρ =− (δγρδλσ − δγσδλρ)δγρ
=− 3δλσ + δλσ

=− 2δλσ,

eγδλeβρσδβγδδρ =(δδρδλσ − δδσδλρ)δδρ
=3δλσ − δλσ
=2δλσ,

eγδλeβρσδβρδδγ =eγγλeββσ

=0

なので，

{(m̈× n)× n}2 = m̈2−1

3
m̈2 =

2

3
m̈2

となる．

以上より

I =cR 2
0

∫
H2 do

4π

=cR 2
0 H

2

=
1

c3

[
(d̈× n)2 +

1

36c2
(
...
D × n)2 + {(m̈× n)× n}2

]
=

2

3c3
d̈2 +

1

180c5
...
D

2

αβ +
2

3c3
m̈2 : (71.5)

を得る．

§ 72．近距離における放射の場

R0 ≫ aおよび λ≫ aであり，それ故，電気双極子近似 (67.4):

A =
1

cR0
ḋ (72.1)

を用いることができるけれど，
R0 ∼ λ

なので場を平面波と見なして式 (67.5–6):

H =
1

c
Ȧ× n, E =

1

c
(Ȧ× n)× n

で計算することが許されない場合を考えよう［まとめると R0 ∼ λ≫ a］．

この場合には上記ベクトル・ポテンシャル (72.1)と Lorenz条件から，スカラー・ポテンシャルを

1

c

∂ϕ

∂t
+∇ ·A = 0, ∴ ϕ = −∇ · d

R0

と定め，電磁場を

H =∇×A =
1

c
∇× ḋ

R0
, (72.3)

E =−∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
= ∇∇ · d

R0
− 1

c2
d̈

R0
(72.4)
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と求めれば良い．電場 (72.4)の最右辺の表式は，球面波 d(t−R0/c)
R0

が波動方程式

1

c2
d̈

R0
= ∆

d

R0

を満たすことを用いて第 2項を書き換え，

E = ∇×∇× d

R0
(72.5)

と表すこともできる．［なるほど，波長に比べて遠方を想定して，R0を微分の外に出せば，電磁場 (72.3),(72.5)

は平面波の式 (67.5–6)に戻る (本稿次節も参照)．］

Fourier成分に対する式は

H =
1

c
∇× ḋ

R0
→ Hω = ik(dω × n)

(
ik

R0
− 1

R 2
0

)
eikR0 , (72.6)

E = ∇∇ · d

R0
− 1

c2
d̈

R0
→ Eω = dω

(
k2

R0
+

ik

R 2
0

− 1

R 3
0

)
eikR0

+ n(n · dω)
(
− k

2

R0
− 3ik

R 2
0

+
3

R 3
0

)
eikR0 (72.7)

となる［導出は本稿次節］．

• 波長に比べて大きな距離 (kR0 ≫ 1)

→ Hω の式で ik/R0 の項を残し，Eω の式で k2/R0 の項を残す．

“波動帯”の場

Eω =
k2

R0
[n× (dω × n)]eikR0 , Hω = − k

2

R0
(dω × n)eikR0

に戻る．［R0 ∼ λを想定した式は，その一般的な導き方より R0 ≫ λの場合を含んでいる．］

• 波長に比べて小さい距離 (kR0 ≪ 1)

→ eikR0 ≃ 1とおき，Hω の式で R 2
0 の項を残し，Eω の式で R 3

0 の項を残す．

Eω =
1

R 3
0

{3n(dω · n)− dω} :双極子の電場 (§ 40)， Hω = 0.

§ 72について

■「……1/R0 を微分記号の外にとり出すことは許されない……．というのは……」(p.214下 3行)について

例えば

∂α
d

R0
= − nα

R 2
0

d+
1

R0
∂αd

における右辺第 2項は∣∣∣∣ 1R0
∂αd

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−nαc ḋ

R0

∣∣∣∣∣ ∼ 1

cT

∣∣∣∣∣ ḋR0

∣∣∣∣∣ = 1

λ

∣∣∣∣∣ ḋR0

∣∣∣∣∣ (∵ d = d(t−R0/c))

であり，第 1項はその λ/R0 ∼ 1倍程度なので，これを第 2項に比べて無視する (すなわち 1/R0 を空間微分

の外に出す)ことはできない．
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■Fourier成分に対する式 (72.6),(72.7)の導出

d(t−R0/c) =

∫
dω

2π
dωe

−iω(t−R0/c) =

∫
dω

2π
dωe

−iωt+ikR0 ,

ḋ(t−R0/c) =ḋ(t′)|t′=t−R0/c = −iω
∫

dω

2π
dωe

−iωt+ikR0

に注意してH ∼Hωe
−iωt, ḋ ∼ −iωdωe−iωt+ikR0 を磁場の式 (72.3)に代入すると，p.215，l.7の式

Hω =
−iω
c

∇×
(
dω

eikR0

R0

)
= ikdω ×∇eikR0

R0

を得る．

同様に
E ∼ Eωe

−iωt, d ∼ dωe
−iωt+ikR0 , d̈ ∼ −ω2dωe

−iωt+ikR0

を電場の式 (72.4)に代入すると，

Eω = ∇∇ ·
(
dωe

ikR0

R0

)
+
ω2

c2
dωe

ikR0

R0

となる．右辺第 1項について[
∇∇ ·

(
dω

eikR0

R0

)]
α

= ∂α∂β

(
dωβ

eikR0

R0

)
= (dωβ∂β)

(
∂α
eikR0

R0

)
=

[
(dω ·∇)

(
∇eikR0

R0

)]
α

なので，p.215，l.12の式

Eω = k2dω
eikR0

R0
+ (dω ·∇)∇eikR0

R0

を得る．ここで

∂βnα = ∂β
Xα

R0
= −Xα

R 2
0

nβ +
δαβ
R0

= −nαnβ
R0

+
δαβ
R0

に注意して微分を実行すると，

(dωβ∂β)

(
∂α
eikR0

R0

)
=(dωβ∂β)

(
− 1

R 2
0

+
ik

R0

)
nαe

ikR0

=dωβ

[(
2

R 3
0

− ik

R 2
0

)
nαnβ +

(
− 1

R 2
0

+
ik

R0

){(
−nαnβ

R0
+
δαβ
R0

)
+ iknαnβ

}]
eikR0

=

[(
− 1

R 3
0

+
ik

R 2
0

)
dωα +

(
− k

2

R0
− 3ik

R 2
0

+
3

R 3
0

)
{nα(nβdωβ)}

]
eikR0

となるので式 (72.7)を得る．

■「波長にくらべて大きな距離 (kR0 ≫ 1)においては，……1/R0 および 1/R 3
0 の項を無視することができ」

(p.215，l.16,17)について 正しくは磁場の Fourier成分の式 (72.6)において

ik

R0
− 1

R 2
0

=
ikR0 − 1

R 2
0

なので ik/R0 の項を残し，

Hω = − k
2

R0
(dω × n)eikR0
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とする．これは双極近似のポテンシャル (67.4):

A =
1

cR0
ḋ, ∴ Aω =

−iω
cR0

dωe
ikR0

に対する“波動帯”の場 (66.8):

Hω = ik ×Aω = − k
2

R0
(dω × n)eikR0

に一致している．

また電場の Fourier成分の式 (72.7)において k2/R0 の項を残すと，

Eω =
k2

R0
{dω − n(n · dω)}eikR0 =

k2

R0
{n× (dω × n)}eikR0

となる．これは“波動帯”の場 (66.8):

Eω =
ic

ω
k × (Aω × k) = in×

{(
−ik
R0

dωe
ikR0

)
× kn

}
に一致している．

§ 73．高速度で運動する電荷からの放射

双極放射の公式 (§ 67)の前提である，粒子の非相対論的な速度 v ≪ cの仮定を外そう．この場合にも，粒

子が 1個であればその瞬間的な静止系をとることができる．この系では双極放射の公式を適用でき，微小時間

dtに粒子が放出する全エネルギー・運動量は

dE =
2e2

3c3
w2dt, dP = 0 (73.1–2)

である (w = v̇ は粒子の加速度，第 1式は式 (67.9)による［第 2式を本稿次節で補足］)．そこで

dP i = −2e2

3c

duk

ds

duk
ds

dxi

と書くと，これは静止系で duk

ds
duk

ds = −w
2

c4 なので［本稿次節で補足］，上記の関係式 (73.1–2)を再現する．そ

して，4次元形式の［両辺が同じ種類のテンソル (今の場合，反変ベクトル)から成る共変的な］関係式である

ため，任意の基準系で成立する．よって任意の系での 4元運動量の全放射は

∆P i =− 2e2

3c

∫
duk

ds

duk
ds

dxi (73.4)

=− 2e4

3m2c5

∫
(Fklu

l)(F kmum)dxi
(
運動方程式 mc

duk
ds

=
e

c
Fklu

l

)
と表される．その時間成分 i = 0をとると，放射される全エネルギーの式

∆E =
2e2

3c3

∫ ∞

−∞

w2 − (v×w)2

c2

{1− (v/c)2}3
dt =

∫ ∞

−∞
Idt, (73.6)

I =
2e4

3m2c3

{
E −

(
v
c ×H

)}2 − 1
c2 (E · v)

2

1− (v/c)2
(73.7)
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が得られる．［本稿次節で導出．非相対論的極限で式 (67.9)に戻ることが見て取れる．］粒子の速度が光速度

に近い場合，単位時間に放射される全エネルギー I は一般には速度に (1 − (v/c)2)−1 のように依存する．す

なわち粒子のエネルギーmc2/
√
1− (v/c)2 の 2乗に比例する．唯一の例外は電場の中を場の方向に沿って粒

子が運動する場合 (H = 0,E ∥ v)であり，このとき放射は粒子のエネルギーに依存しない．
単位時間当たりの放射強度の角度分布を知るには，Liénard-Wiechertのポテンシャルから導かれる場の表

式 (63.8)，(63.9)において，遠方で重要となる 1/Rの項を残して

E =
e

c2R

n×
{(

n− v
c

)
×w

}(
1− n·v

c

)3 , H = n×E (73.8)

と書き［本稿次節で補足］，

dI =
c

4π
E2R2do =

e2

4πc3

2(n ·w)(v ·w)

c
(
1− n·v

c

)5 +
w2(

1− n·v
c

)4 −
(
1− v2

c2

)
(n ·w)(

1− n·v
c

)6
do (73.9)

とすれば良い［本稿次節で導出］．

全放射の角度分布はこれを時間積分した量であり，上式が時刻 t′ で評価されていることに注意して，それを

t′ に関する積分として表すと，

dEn =

∫
dIdt =

∫
dI

∂t

∂t′
dt′ (立体角 doに関しては積分しない)

=
e2

4πc3
do

∫ 2(n ·w)(v ·w)

c
(
1− n·v

c

)4 +
w2(

1− n·v
c

)3 −
(
1− v2

c2

)
(n ·w)(

1− n·v
c

)5
 dt′

(
∵ ∂t

∂t′
= 1− n · v

c

)
(73.11)

となる．

これ以降，θを v と nの成す角とする．粒子の超相対論的な運動 v/c ≃ 1に対して強度分布 dI は，速度 v

と同じ方向 nの周りの角度

θ ∼
√

1− v2

c2
(73.12)

の範囲で分母 1− n·v
c が小さくなるため，大きな値をとる［本稿次節で補足］．また n− v

c とwが平行または

反平行となる 2方向 nでは場がゼロとなるため，放射の強度は必ずゼロとなる．

• 粒子の速度 v と加速度 w が平行なとき

dI =
c

4π
H2R2do =

e2

4πc3
w2 sin2 θ(

1− v
c cos θ

)6 .
(
∵ H =

e

c2R

w × n(
1− v·n

c

)3［本稿次節で補足］
)

この強度分布は v,w の方向に関して軸対称であり，軸方向 θ = 0, π でゼロとなる．

超相対論的な場合 (v/c ≃ 1)には，強度分布は θ = 0での値 0から急激に立ち上がり，

θ ∼
√
1− v2

c2 に鋭いピークを持つ．

［非相対論的な極限では強度は横方向 θ = π/2で最大となる．］

• 粒子の速度 v と加速度 w が垂直なとき［例：等速円運動］

図 80のように方位角 ϕを導入すると，

dI =
e2w2

4πc3

 1(
1− v

c cos θ
)4 −

(
1− v2

c2

)
sin2 θ cos2 ϕ(

1− v
c cos θ

)6
 do. ［本稿次節で補足］ (73.14)
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図 80 「ϕは，v と w とを含む平面とベクトル nの方位角である」(p.220，l.17,18)

これは v と w を含む平面に関して対称であり［置き換え ϕ→ −ϕに対する不変性］，
この平面 ϕ = 0内の，cos θ = v/c(したがって sin2 θ = 1− (v/c)2)となる 2方向でゼロとなる．

§ 73について

■放射される総運動量がゼロであること (式 (73.2))の説明について 半径 R0 の球面から単位時間に流出す

る運動量の第 α成分は，運動量の流れの密度 (33.3):

σαβ =
1

4π

{
−EαEβ −HαHβ +

1

2
δαβ(E

2 +H2)

}
を用いて ∫

σαβnβR
2

0 do

と計算される．双極放射の場

H =
1

c2R0
d̈× n : (67.5), E =

1

c2R0
(d̈× n)× n : (67.6)

に対して被積分関数の各項は nの成分を奇数個含むため，n→ −nと置き換えると符号が反転する．よって
全立体角にわたる積分はゼロになる．ただしこのことを，「反対方向に運ばれる運動量は，絶対値が等しく方

向が反対である」(p.217下 2行)と言うことはできない．もしそうならば，正味で球面から運動量が流出する

ことになる．

■「duk

ds
duk

ds = −w
2

c4 」(p.218，l.6)について 静止系では

ds = cdt,
duk

ds
=

1

c2
d2xk

dt2
= (0,w)

である．

■式 (73.6)の導出

vk ≡ dxk

dt
= (c,v), wk ≡ d2xk

dt2
= (0,w)
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を導入する．(これらはベクトルではない．)

duk

ds
=

1

c
√
1− (v/c)2

duk

dt

=
1

c
√
1− (v/c)2

d

dt

(
dxk/dt

c
√
1− (v/c)2

)

=
wk

c2{1− (v/c)2}
+

vk(v ·w)

c4{1− (v/c)2}2
,

duk

ds

duk
ds

=
wkwk

c4{1− (v/c)2}2
+

2wkvk(v ·w)

c6{1− (v/c)2}3
+

vkvk(v ·w)2

c8{1− (v/c)2}4

=
−w2 + v2w2−(v·w)2

c2

c4{1− (v/c)2}3

(∵ wkwk = −w2, wkvk = −(v ·w), vkvk = c2 − v2)

=−
w2 − (v×w)2

c2

c4{1− (v/c)2}3
.

これを式 (73.4)に代入して時間成分 i = 0をとると，式 (73.6)を得る．

■式 (73.7)の導出

Fklu
l =

{
Eαu

α (k = 0)

−Eαu0 + Fαβu
β (k = α)

F kmum =

{
−Eαuα (k = 0)

Eαu0 + Fαβuβ (k = α)

=

{
Eαu

α (k = 0)

Eαu
0 − Fαβuβ (k = α)

なので，

(Fklu
l)(F kmum) =(Eαu

α)2 − (Eαu
0 + Fαβu

β)2

=(Eαu
α)2 − (Eαu

0)2 − 2EαFαβu
0uβ − (Fαβu

β)2

である．これは

Fαβ = −eαβγHγ , ∴ Fαβu
β = −eαβγuβHγ = − (v ×H)α

c
√
1− (v/c)2

を用いると，
1

1− (v/c)2

[
1

c2
(E · v)2 −

{
E −

(v
c
×H

)}2
]

と書き換えられる．よって式 (73.7)の代わりに，磁場の項の係数 1/c2 を −1/cに置き換えた

∆E =
2e4

3m2c3

∫
dt

{
E −

(
v
c ×H

)}2 − 1
c2 (E · v)

2

1− (v/c)2

が得られると考えられる．(負号の正否はともかく，分母の cのベキは次元を考えれば，1乗でなければならな

い．本稿では訂正済み．)
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■式 (73.8)について n = R/Rがこれまでの定義 n = R0/R0 と異なり，電荷から見た観測点の方向である

ことに注意する．

■式 (73.9)における電場の 2乗の計算

n×
{(

n− v

c

)
×w

}
=(n ·w)

(
n− v

c

)
−w

(
1− n · v

c

)
,[

n×
{(

n− v

c

)
×w

}]2
=(n ·w)2

(
n− v

c

)2
− 2(n ·w)

{
w ·
(
n− v

c

)}(
1− n · v

c

)
+w2

(
1− n · v

c

)2
=(n ·w)

(
1− 2n · v

c
+
v2

c2

)
+

{
−2(n ·w)2

(
1− n · v

c

)
+

2

c
(n ·w)(n · v)

(
1− n · v

c

)}
+w2

(
1− n · v

c

)2
=− (n ·w)2

(
1− v2

c2

)
+

2

c
(n ·w)(n · v)

(
1− n · v

c

)
+w2

(
1− n · v

c

)2
.

■角度の範囲 (73.12)について

0 ∼ 1− v · n
c

= 1− v

c
cos θ ≃ 1− v

c

(
1− θ2

2

)
≃ 1− v

c
+
θ2

2
, ∴ θ ∼

√
1− v

c
.

ところが √
1− v2

c2
=

√
1 +

v

c

√
1− v

c
≃
√
2

√
1− v

c
∼
√
1− v

c

なので，θ ∼
√
1− v2

c2 :(73.12)と書いても良い．この結果はもちろん，v/c ≃ 1により 1に比べて小さい．

「小教程」の巻末注では次のように説明されている [1, p.386]． v
c
= β，1− β = ϵ(≪ 1)と記すと，

ϵ2 = 1− 2β + β2 i.e. β =
1

2
(1 + β2 − ϵ2).

|θ| ≪ 1に対して cos θ ≃ 1− θ2

2
．したがって

1− β cos θ = 1− β

(
1− θ2

2

)
=

1

2
(1− β2 + ϵ2) + (1− ϵ)

θ2

2
.

ここで ϵ2, ϵθ2 を高次の微小量として無視すれば，

1− v

c
cos θ ≃ 1− v

c
+
θ2

2
≃ 1

2

(
1− v2

c2
+ θ2

)

となる．この差は，θ ∼
√

1− v2

c2
:(73.12) のときには小さい．

■速度と加速度が平行な場合の磁場の式 (p.220，l.9)について

n× {n× (n×w)} = n× {n(n ·w)−w} = −n×w

である．この関係は幾何学的にも確かめられる．

■速度と加速度が垂直な場合の強度分布の式 (73.14)について 図 80より n ·w = w sin θ cosϕである．
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§ 74．磁気制動放射

磁気制動放射 (シンクロトロン放射)，すなわち一様不変な磁場中を円運動する電荷からの放射を考えよう．

はじめに準備として，§ 21で求めた円運動の半径と角振動数を書いておく．

r =
mcv

eH
√
1− v2

c2

, ωH =
v

r
=
eH

mc

√
1− v2

c2
. (74.1)

放射全強度，すなわち単位時間に全方向に放射されるエネルギー (73.7):

I =
2e4

3m2c3

{
E −

(
v
c ×H

)}2 − 1
c2 (E · v)

2

1− (v/c)2

は今の場合 (E = 0,H ⊥ v)，

I =
2e4H2v2

3m2c5{1− (v/c)2}
(74.2)

となる．これは粒子の運動量mv/
√
1− (v/c)2 の 2乗に比例している．

円運動の 1周期における放射の角分布の平均を求めるには，全時間における放射の角分布の式 (73.11):

dEn =
e2

4πc3
do

∫ 2(n ·w)(v ·w)

c
(
1− n·v

c

)4 +
w2(

1− n·v
c

)3 −
(
1− v2

c2

)
(n ·w)(

1− n·v
c

)5
 dt′

の積分範囲を運動の 1周期に限定し，周期 T で割れば良い．放射の方向 θを図 81のように定義すると，その

計算結果は

dI = do
e4H2v2

(
1− v2

c2

)
8πm2c5

2− cos2 θ − v2

4c2

(
1 + 3v2

c2

)
cos4 θ(

1− v2

c2 cos2 θ
)7/2

 (74.4)

となる［本稿次節の途中式 (74.3)参照］．比

(dI/do)θ=0

(dI/do)θ=π/2
=

4 + 3v
2

c2

8
(
1− v2

c2

)5/2 (74.5)

［本稿次節で補足］は非相対論的な運動 v ≪ cに対しては 1/2に近づくのに対し，超相対論的な場合 v ≃ cに
は大きな値となる．これは超相対論的な場合には，主として放射が円運動の面を含む狭い範囲内で行われるこ

とと関係している．実際このとき，強度分布 dI の分母が 1− v2

c2 cos2 θ ∼ 0となり，それ故，大きな強度を持

つ方向は，θ = 0の周りの幅

∆θ ∼
√

1− v2

c2
=
mc2

E
(74.11)

の範囲である．これは超相対論的な場合の放射が，主に速度 v と∆θ ∼
√
1− v2

c2 程度の角を成す方向 nのう

ちに行われるという，前節§ 73の結果と整合している．(そうであるならば，図 81の θ もまた同じ条件を満

たさなければならないから．) なお粒子の超相対論的な運動に対して上記の全強度 I は，分子において v = c

とおくと，粒子の運動量ではなくエネルギー E = mc2/
√
1− (v/c)2 の 2乗に比例するようになる：

I =
2e4H2

3m2c3

(
E

mc2

)2

. (74.10)
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図 81 シンクロトロン放射

粒子の運動から場の Fourier係数を求める公式 (66.12):

An = e
eikR0

cR0T

∮
ei(ωHnt−k·r)dr

(ωH は円運動の角振動数 (74.1))を用いて，振動数 ω = nωH の波の強度 (66.10):

dIn =
c

2π
|Hn|2R 2

0 do

を計算すると，

dIn =
n2e4H2

2πc3m2

(
1− v2

c2

)[
tan2 θJ 2

n

(nv
c

cos θ
)
+
v2

c2
J ′ 2
n

(nv
c

cos θ
)]

do, (74.8)

In =

∫
全立体角

dIn

=
2e4H2

(
1− v2

c2

)
m2c2v

[
nv2

c2
J ′

2n

(
2nv

c

)
− n2

(
1− v2

c2

)∫ v/c

0

J2n(2nξ)dξ

]
(74.9)

となる (式 (74.8)の導出は下記)．ただし

Jn ≡
1

2π

∫ 2π

0

ei(nξ−x sin ξ)dξ

は Bessel関数である (§ 70)．

これ以降，粒子の超相対論的な運動 v ≃ cを仮定する．nの大きな範囲 n≫ 1に対する In の漸近形を調べ

ると，

In =


0.52

e4H2

m2c3

(
mc2

E

)
n1/3,

(
1≪ n≪

(
E

mc2

)3
)

e4H2n1/2

2
√
πm2c3

(
mc2

E

)5/2

exp

{
−2

3
n

(
mc2

E

)3
} (

n≫
(

E

mc2

)3
) (74.14–15)

となる (導出は下記)．n依存性に注目すると，1≪ n≪
(

E
mc2

)3
では Inは n1/3に従って増大し，n≫

(
E
mc2

)3
では In は指数関数的に減少する．よってスペクトル In は

n ∼
(

E

mc2

)3

, ∴ ω = nωH ∼ ωH
(

E

mc2

)3

(74.16)
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図 82 振動数 ω ∼ ξ と放射の強度分布 dI/dω ∼ F (ξ)の関係

に極大を持つ．この近くの振動数は［In がゼロと著しくことなる値を持つ ω の範囲の目安でもあり，その幅

は］隣り合う振動数の間隔 ωH に比べて大きい．このことはスペクトルが準連続的であることを意味してい

る．そこで振動数の幅 dω に含まれる dω/ωH 個の振動数に関する強度 In の和として

dI = In
dω

ωH

を導入すると，これは

dI = dω

√
3

2π

e3H

mc2
F

(
ω

ωc

)
, F (ξ) ≡ ξ

∫ ∞

ξ

K5/3(ξ)dξ, ωc ≡
3eH

2mc

(
E

mc2

)2

(74.17–18)

と表される (Kν は Hankel関数，図 82参照)．

もし粒子の速度が磁場と平行な成分を持つような等速らせん運動をするならば，放射の全強度 I において磁

場が (v ×H)2 の形でのみ現れることに注意し，

H → H⊥ = H sinχ

の置き換えを施せば良い．ただし χは速度 v の磁場との成す角である．

§ 74，式の導出など

■式 (74.8)の導出 粒子の円運動

x = r cosωHt, y = r sinωHt (r, ωHは式 (74.1))

に対して，ベクトル・ポテンシャルの Fourier係数 (66.12):

An = e
eikR0

cR0T

∮
ei(ωHnt−k·r)dr

を計算する．積分変数を角度 ϕ = ωHtに選び，

k · r = kr cos θ sinϕ =
nv

c
cos θ sinϕ

(
k =

nωH
c

=
nv

cr

)
に注意すれば，例えば x成分として

Axn = − ev

2πcR0
eikR0

∫ 2π

0

ein(ϕ−
v
c cos θ sinϕ) sinϕdϕ (87)
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が得られる［本稿次節で補足］．§ 70で扱った Bessel関数を用いて，これは

Axn =
iev

cR0
eikR0J ′

n

(nv
c

cos θ
)

(74.6)

と表される［本稿次節で補足］．同様に y 成分は

Ayn =
e

R0 cos θ
eikR0Jn

(nv
c

cos θ
)

(74.7)

となり［本稿次節で補足］，また z 成分は明らかに消える．

放射の強度 (66.10):

dIn =
c

2π
|Hn|2R 2

0 do =
c

2π
|k ×An|2R 2

0 do

において
|A× k|2 = A 2

x k
2 +A 2

y k
2 sin2 θ

に注意し，式 (74.6),(74.7)を代入すると式 (74.8)が導かれる［本稿次節で補足］．

■式 (74.14–15)の導出 漸近公式 (70.9)によると

J2n(2nξ) ∼=
1√
πn1/3

Φ[n2/3(1− ξ2)]. (74.12)

これを式 (74.9)に代入すると，大きな nに対する放射のスペクトル分布

In =
2e4H2

√
πm2c3

mc2

E

√
u

{
−Φ′(u)− u

2

∫ ∞

u

Φ(u)du

}
, u = n2/3

(
mc2

E

)2

(74.13)

が得られる［本稿次節で補足］．
(p.224脚注 2を引用)代入ののち，求めている精度では，積分の限界（n2/3）を無限大でおきかえ，また可能な

ところではすべて v = cとおく．(74.9)の積分には，1に近くない ξ の値もはいってくるけれども，積分が下限の

方で急速に収束するから，公式 (74.12)を使うことが許される．

• u→ 0のとき
式 (74.13)の {· · · }部分は一定値 Φ′(0) = −0.4587 · · · に近づく．

(p.225脚注 1を引用)エアリー関数の定義によって

Φ′(0) = − 1√
π

∫ ∞

0

ξ sin
ξ3

3
dξ = − 1√

π31/3

∫ ∞

0

x−1/3 sinxdx = −31/6

2

Γ(2/3)√
π

が得られる．

したがって u≪ 1に対して式 (74.14)が得られる．

• u≫ 1のとき

エアリー関数 Φ(t) ≡ 1√
π

∫∞
0

cos
(
ξ3

3 + ξt
)
dξ の，大きな正の値 tに対する漸近公式

Φ(t) ≈ 1

2t1/4
e−(2/3)t3/2

(教科書では p.168の脚注)を用いて式 (74.15)を導く．
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§ 74について

■「kと速度 v とのあいだの角度の余弦は cos θ cosϕである」(p.222，l.17,18)について

n =
k̂

|k|
= (0, cos θ, sin θ), v̂ =

v̂

|v|
= (− sinϕ, cosϕ, 0)

より n · v̂ = cos θ cosϕを得る．

■式 (74.3)について dI の式 (73.9)の 1周期の平均を改めて dI と再定義する．

dI =do
e2

4πc3
1

T

∫ T

0

2(n ·w)(v ·w)

c
(
1− n·v

c

)5 +
w2(

1− n·v
c

)4 −
(
1− v2

c2

)
(n ·w)(

1− n·v
c

)6
 dt

=do
e2

4πc3
1

T

∫ t=T

t=0

2(n ·w)(v ·w)

c
(
1− n·v

c

)5 +
w2(

1− n·v
c

)4 −
(
1− v2

c2

)
(n ·w)(

1− n·v
c

)6
(1− n · v

c

)
dt′

=do
e2

4πc3
1

T

∫ 2π

0

2(n ·w)(v ·w)

c
(
1− n·v

c

)5 +
w2(

1− n·v
c

)4 −
(
1− v2

c2

)
(n ·w)(

1− n·v
c

)6
(1− n · v

c

) dϕ

ωH
.

ただし被積分関数の全ての量は時刻 t′ で評価されているため，ϕ = ωHt
′,dt′ = dϕ

ωH
であることに注意した．

ここで p.222，l.21の運動方程式

w =
e

mc

√
1− v2

c2
v ×H (式 (21.1)を見よ)

より

v ·w ∝v · (v ×H) = 0,

w2 =
( e

mc

)2(
1− v2

c2

)2

(vH)2,

n ·w =
e

mc

√
1− v2

c2
n · (v ×H) = −evH

mc

√
1− v2

c2
cos θ sinϕ

(∵ n = (0, cos θ, sin θ),v ×H = −vH(cosϕ, sinϕ, 0))

であり，さらに既に調べたように v · n = v cos θ cosϕなので，2(n ·w)(v ·w)

c
(
1− n·v

c

)5 +
w2(

1− n·v
c

)4 −
(
1− v2

c2

)
(n ·w)(

1− n·v
c

)6
(1− n · v

c

)

=
e2v2H2

m2c2

(
1− v2

c2

) (1− v
c cos θ cosϕ

)2 − (1− v2

c2

)
cos2 θ sin2 ϕ(

1− v
c cos θ cosϕ

)5
を得る．右辺の分子は(

1− v2

c2

)
sin2 θ +

(v
c
− cos θ cosϕ

)2
= 1− cos2 θ sin2 ϕ+

v2

c2
cos2 θ − 2

v

c
cos θ cosϕ
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に一致するため，

dI = do
e4H2v2

8π2m2c5

(
1− v2

c2

)∫ 2π

0

(
1− v2

c2

)
sin2 θ +

(
v
c − cos θ cosϕ

)2(
1− v

c cos θ cosϕ
)5 dϕ (74.3)

を得る．

■式 (74.5)について

1− v2

4c2

(
1 +

3v2

c2

)
=

1

4

(
1− v2

c2

)(
4 +

3v2

c2

)
.

■Fourier成分An の式 (87)，(74.6)，(74.7)について

1

T
=

v

2πr
, dr = rdϕ(− sinϕ, cosϕ, 0)

を用いて，教科書 p.223，l.15における Axn の式 (本稿の式 (87))を得る．Bessel関数の式 (70.6)より

J ′
n

(nv
c

cos θ
)
= − i

2π

∫ 2π

0

ein(ϕ−
v
c cos θ sinϕ) sinϕdϕ

なので，Axn の式 (74.6)における負号は不要と考えられる (本稿では訂正済み)．ただしこのことは放射強度

の結果に影響しない．一方 y 成分に関しては

Ayn =
ev

2πcR0
eikR0

∫ 2π

0

ein(ϕ−
v
c cos θ sinϕ) cosϕdϕ

であり，§ 70の計算手順と同様に

cosϕ =

(
cosϕ− 1

(v/c) cos θ

)
+

1

(v/c) cos θ

と書くと，右辺の第 1項の寄与はゼロになる．すると Ayn の式 (74.7)において，右辺の係数分母の sin θ は

cos θ に訂正されると考えられる (本稿では訂正済み)．実際このように訂正すれば，強度の式 (74.8) が得ら

れる．

■式 (74.8)について

A = (Ax, Ay, 0), k = k(0, cos θ, sin θ), ∴ A× k = k(Ay sin θ,Ax sin θ,Ax cos θ)

なので |A× k|2 = A 2
x k

2 +A 2
y k

2 sin2 θ(p.223，l.22の式)を得る．他方，複素ベクトルAn × kの絶対値の

2乗は
|An × k|2 = |Axn|2k2 + |Any|2k2 sin2 θ

であることに注意して，これを強度 dIn の式 (p.223，l.20)に代入すると

dIn =
c

2π�
�R 2
0 k

2

{
e2v2

c2
J ′ 2
n

(nv
c

cos θ
)
+

e2

cos2 θ
J 2
n

(nv
c

cos θ
)
sin2 θ

}
|e2ikR0 |

�
�R 2
0

do

=
ce2

2π
k2
[
tan2 θJ 2

n

(nv
c

cos θ
)
+
v2

c2
J ′ 2
n

(nv
c

cos θ
)]

do

となる．ωH の式 (74.1)を用いて係数を

k2 =
(nωH)2

c2
=
n2e2H2

m2c4

(
1− v2

c2

)
と書き換えると，式 (74.8)を得る．
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■式 (74.13)について

In =
2e4H2

m2c3

(
mc2

E

)2
[
nJ ′

2n

(
2nv

c

)
− n2

(
mc2

E

)2 ∫ v/c

0

J2n(2nξ)dξ

]

と書いておき，[· · · ]内第 1項を考える．ξ = v/cとおいて式 (74.12)を適用すると，右辺の Airy関数 Φの引

数 n2/3(1− ξ2)が u = n2/3
(
mc2

E

)2
となる．両辺を J2n の引数 2nv/c(≡ Ξ)で微分しよう．右辺の微分を

d

dΞ
=

du

dΞ

d

du

のように uによる微分に書き換えたときに現れる因子 du
dΞ が −1/n

1/3 であれば，(
mc2

E

)2

nJ ′
2n

(
2nv

c

)
= − 1√

π

(
mc2

E

)2

n1/3Φ′(u) = − 1√
π

mc2

E

√
uΦ′(u)

となる．次に [· · · ]内第 2項に対して再び式 (74.12)を用いると，∫ v/c

0

J2n(2nξ)dξ =
1√
πn1/3

∫ v/c

0

Φ[n2/3(1− ξ2)]dξ

=− 1

2
√
πn

∫ u

n2/3

Φ(u′)
du′√

1− (u′/n2/3)

(u ≡ n2/3(1− (v/c)2), u′ ≡ n2/3(1− ξ2))

を得る．ここで n≫ 1に注意して積分範囲における n2/3 を∞に置き換える．またこのとき u′ →∞となる
けれど

√
1− (u′/n2/3)を 1としてしまえば，∫ v/c

0

J2n(2nξ)dξ =
1

2
√
πn

∫ ∞

u

Φ(u′)du′,

−n2
(
mc2

E

)4 ∫ v/c

0

J2n(2nξ)dξ =−
n

2
√
π

(
mc2

E

)4 ∫ ∞

u

Φ(u′)du′

=
1√
π

(
mc2

E

)√
u
(
−u
2

)∫ ∞

u

Φ(u′)du′

と書き換えられ，式 (74.13)が得られる．

■dt/dtob の式 (p.226，l.20)について 図 83のように粒子の磁場と平行な速度成分を v∥ とすると，任意の

点とそこから v∥dtだけ進んだ位置からの放射の光路差は

dl = v∥dt cosϑ

である．よって 2点からの放射が観測点に到達する時間差は

dtob = dt− dl

c
= dt

(
1−

v∥ cosϑ

c

)
である．
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図 83 粒子が観測点に近づく様子

§ 75．放射減衰

§ 65では遅延ポテンシャルの展開

ϕ =

∫
ρt−R/c

R
dV − 1

c

∂

∂t

∫
ρdV +

1

2c2
∂2

∂t2

∫
RρdV + · · · , A =

1

c

∫
jt−R/c

R
dV + · · ·

において，v/cの 2次まで正確なラグランジアンを得るのに必要な項までを考慮した．ここではさらに高い近

似に進んだときに現れる付加的な項

ϕ(3) = − 1

6c3
∂3

∂t3

∫
R2ρdV, A(2) = − 1

c2
∂

∂t

∫
jdV (75.1–2)

を考えると，これらの電磁場への寄与は

E =
2

3c3
...
d , H = 0 (75.4)

と計算される．(導出は下記．このことは ϕ(3) = 0となるゲージを用いて証明される．)

厳密には放射により減衰していくけれど，放射を無視すれば定常的であるような電荷の系の運動を考える．

［定常運動に関しては，物理量の時間平均に興味が持たれる．そこで］この付加的な電場 (75.4)による力

f = eE =
2e

3c3
...
d (75.5)

が単位時間にする仕事の時間平均を計算すると，∑
f · v = − 2

3c3
d̈2 (75.6)

となる (導出は下記)．これは単位時間の双極放射のエネルギー (67.8)とちょうど符号が逆になっているため，

これは放射の電荷に対する反作用と見なせる．［場がエネルギーを獲得し，電荷がエネルギーを失う．］この力

f を放射減衰，あるいは Lorentz摩擦力と呼ぶ．

放射により電荷の系はエネルギーだけでなく，角運動量も失う．角運動量と力のモーメントの関係
dM
dt =

∑
r × f に基づき，角運動量の平均損失として

dM

dt
= − 2

3c3
ḋ× d̈ (75.7)
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を得る (導出は下記)．

［減衰力は粒子が電場から受ける力として導かれているため，電荷が 1個だけのときの減衰力は自己力を表

すことになり，解釈に注意を要する．］電荷が 1個の場合にも減衰力の式を適用して，

f =
2e2

3c3
v̈ (75.8)

と書いてみると，運動方程式は

mv̇ =
2e2

3c3
v̈

となる．これは自明な解 v = const.を除けば，一般に加速度が v̇ ∼ exp
(

3mc3t
2e2

)
に従って指数関数的に増大

することを意味する．この困難は素粒子の無限大の電磁的“固有質量”に関係している．有限の質量を考える

とき，我々は無限大の電磁的“固有質量”を負の無限大の“固有質量”で相殺していることになる (§ 37)．し

かし無限大から無限大を引くことは数学的に完全に正しい操作ではないから，そのような措置によっても避け

ることのできない困難が生じ得る．ここでの電荷の“自己加速”によるエネルギーの発散は，その 1例である．

［放射による減衰力は v/cのベキの第 3次近似で得られたものだから，これを用いるには非相対論的な運動

を仮定しなければならない．そこで］放射減衰を含めた非相対論的な運動方程式

mv̇ = eE +
e

c
v ×H +

2

3

e2

c3
v̈

を考えると，これを適用するには減衰力は外場からの力に比べて小さくなければならない．［これは定常運動

のための条件でもある．］減衰力 f = 2
3
e2

c3 v̈ を評価するために，減衰力を無視した場合の v̈ の式

v̈ =
e

m
Ė +

e

mc
v̇ ×H =

e

m
Ė +

e2

m2c
E ×H

を用いると

f =
2e3

3mc3
Ė +

2e4

3m2c4
E ×H (75.10)

を得る．振動数 ω の運動を考えると，

• 第 1項 2e3

3mc3 Ė が外場の力 eE に比べて小さい条件

λ≫ e2

mc2
. (λ ∼ c/ω)

すなわち古典電磁気学の適用限界を電磁気学自身が定める電荷の“半径”e2/mc2(§ 37)に比べて，

放射の波長が長いこと．

• 第 2項 2e4

3m2c4E ×H が外場の力 eE に比べて小さい条件

H ≪ m2c4

e3
.

すなわち場それ自身があまり大きくないこと．

ただし減衰力の表式 f = 2
3
e2

c3 v̈ は，電荷の瞬間的静止系において放射の反作用の正しい表式となるため，この

評価における波長 λと場 H も粒子の瞬間的静止系における値と見なさなければならない．
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§ 75，式の導出など

■式 (75.4)の導出 ϕ(3) = 0となるように，ポテンシャル (75.1–2)にゲージ変換

ϕ′ = ϕ− 1

c

∂f

∂t
, A′ = A+∇f

を施す．そのためにはゲージ関数を

f = − 1

6c2
∂2

∂t2

∫
R2ρdV

と選べば良く，このとき新しいベクトル・ポテンシャルは

A′(2) =− 1

c2
∂

∂t

∫
jdV − 1

6c2
∂2

∂t2
∇
∫
R2ρdV

=− 1

c2
∂

∂t

∫
jdV − 1

3c2
∂2

∂t2

∫
RρdV

=− 1

c2
∂

∂t

∑
ev − 1

3c2
∂2

∂t2

∑
e(R0 − r)

=− 2

3c2

∑
ev̇ (75.3)

となる．これは座標をあからさまに含まないから，磁場への寄与はH = ∇×A′(2) = 0であり，対応する電

場は

E = −1

c

∂

∂t
A′(2) =

2

3c3
...
d : (75.4)

となる (dは系の双極モーメント)．

■式 (75.6)の導出 力 (75.5)による仕事率の，全電荷に関する和は

∑
f · v =

2

3c3
...
d ·
∑

ev =
2

3c3
...
d · ḋ =

2

3c3
d

dt
(ḋ · d̈)− 2

3c3
d̈2

となる．時間平均をとると第 1項は消えるから［本稿次節で補足］，式 (75.6)が得られる．

■式 (75.7)の導出
dM

dt
=
∑

r × f =
2

3c3

∑
er ×

...
d =

2

3c3
d×

...
d .

最右辺において

d×
...
d =

d

dt
(d× d̈)− ḋ× d̈

と書き，時間平均をとると第 1項が消えるので，式 (75.7)を得る．

§ 75について

■「時間について平均すると，第 1項は消えるから」(p.229，l.8)について 第 1巻『力学』§ 10で説明され

ているように，有界な時間の関数 F (t)の導関数 f(t) = dF (t)/dtに対する時間平均はゼロになる．

f̄ ≡ lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

f(t)dt = lim
τ→∞

F (τ)− F (0)
τ

= 0.
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§ 76．相対論的な場合の放射減衰

前節の放射減衰の表式は，粒子の非相対論的な運動を前提としたものであった．ここでは相対論的な放射減

衰を考えよう．

gi =
2e2

3c

(
d2ui

ds2
− uiuk d

2uk
ds2

)
(76.2)

とすると，これは giui = 0を満たすような 4元反変ベクトルであり，非相対論的な極限 v/c→ 0において空

間成分は

gα → fα

c
, fα =

2e2

3c3
v̈α

のように放射減衰 f の式 (75.8) に移行するので，放射減衰を表す力の 4 元ベクトル gi と見なせる (gi =(
f ·v

c2
√

1−(v/c)2
, f

c
√

1−(v/c)2

)
:(9.18))．運動方程式

mc
dui

ds
=
e

c
F ikuk + gi

における放射減衰 gi を 4 元力 e
cF

ikuk に比べて無視した関係 mcdu
i

ds = e
cF

ikuk を用いてこれを書き換え

ると，

gi =
2e3

3mc3
(∂lF

ik)uku
l − 2e4

3m2c5
F ilFklu

k +
2e4

3m2c5
(Fklu

l)(F kmum)ui (76.3)

を得る［導出は本稿次節］．

粒子の世界線に沿う 4元力 gi の積分∫
gids =

2e2

3c

∫ (
d2ui

ds2
− uiuk d

2uk
ds2

)
ds

は，4元運動量の全放射 (73.4):

∆P i = −2e2

3c

∫
duk

ds

duk
ds

dxi

の符号を入れ替えたものにちょうど一致することを直接確かめられる (証明は下記)．これは非相対論的な場

合に，減衰力の仕事の時間平均が双極放射の強度の符号を入れ替えたものに一致したことに対応している (§

75)．

ここからは超相対論的な場合 v ≃ cを考える．このとき gi を場で表した上式 (76.3)において，4元速度成

分の 3重積を含む項が主要となるので，速度 v の方向を nとして放射減衰の 3次元的な力は

f =
2e4

3m2c5
(Fklu

l)(F kmum)n

と表される．これは速度の方向 nを x軸に選ぶと

fx = − 2e4

3m2c4
(Ey −Hz)

2 + (Ez +Hy)
2

1− v2

c2

(76.4)

となり［本稿次節で補足］，粒子のエネルギー Ekin = mc2√
1− v2

c2

の 2乗に比例する．
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粒子が速度 v で動いている系における場の大きさの程度を F とすると，粒子の静止系における場は

F/
√

1− v2

c2 程度である (§ 24)．粒子の静止系において場は m2e4/e3 より小さくなければならないという，

放射減衰の式が成り立つ条件 (§ 76)は

F/
√
1− v2

c2

m2e4/e3
=

e3F

m2c4
√

1− v2

c2

≪ 1 (76.5)

と表される．この条件は，超相対論的な場合の減衰力 fx ∼ e4F 2/m2c4
(
1− v2

c2

)
が外場の力 (∼ eF )に比べ

て大きいとき
fx
eF
∼ e3F

m2c4
(
1− v2

c2

) ≫ 1

にも満たされ得る［ 1√
1− v2

c2

≪ 1

1− v2

c2

による］．一見するとこのことは，放射減衰の相対論的な表式を導く際に

用いた，放射減衰は 4元力 e
cF

ikuk に比べて小さいという仮定に抵触するように思われるかもしれない．しか

しこの条件は 1つの基準系で成立していれば十分であり，運動方程式の相対論的な不変性［それは両辺が 4元

反変ベクトルであることから保証されている］により放射減衰が外場の力に比べて大きいような座標系でもそ

の表式は正しい．

そこで放射減衰が粒子に働く主要な力である場合を考え，減衰力

fx = −k(x)E 2
kin , k(x) ≡ 2

3m2c4

(
e2

mc2

)2

[(Ey −Hz)
2 + (Ez +Hy)

2]

によるエネルギー損失

− dEkin

dx
= k(x)E 2

kin (88)

［本稿次節で補足］を考えると，
1

E1
=

1

E0
+

∫ ∞

−∞
k(x)dx

となる．ここに E0 は初期 (x → −∞)のエネルギーであり，E1 は終状態 (x → ∞)のエネルギーである．こ

れは場を通過した後の粒子のエネルギー E1 が，E0 に無関係な一定値

Ecrit ≡
[∫ ∞

−∞
k(x)dx

]−1

を超えることはできないことを意味している．

§ 76，式の導出など

■
∫
gids = −∆P i の証明 gi の式 (76.2)の第 1項の積分は，無限遠で粒子の加速度が dui/ds = 0であるこ

とからゼロになる．そこで第 2項を部分積分すると

−
∫
gids =

2e2

3c

∫
uiuk

d2uk
ds2

ds = −2e2

3c

∫
duk
ds

duk

ds
dxi = ∆P i.
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§ 76について

■gi の式 (76.3)について (gi を無視した) 運動方程式

dui

ds
=

e

mc2
F ikuk, ∴ d2ui

ds2
=

e

mc2
(∂lF

ik)uku
l +

e2

m2c4
F ikFklu

l

を式 (76.2)に代入し，添字 i, kに関して反対称なテンソル ∂lF
ik と対称なテンソル uiuk の縮約は消えること

に注意すると，

gi =
2e2

3c

[{
e

mc2
(∂lF

ik)uku
l +

e2

m2c4
F ikFklu

l

}
− uiuk

{
e

mc2
(∂mFkl)u

lum +
e2

m2c4
FklF

lmum

}]
=

2e3

3mc3
(∂lF

ik)uku
l +

2e4

3m2c5
F ikFklu

l − 2e4

3m2c5
(Fklu

k)(F lmum)ui.

次いで最右辺の第 2項と第 3項でダミー添字 k, lを入れ替え，

F ikFklu
l = F ilFlku

k = −F ilFkluk, (Fklu
k)(F lmum) = (Flku

l)(F kmum) = −(Fklul)(F kmum)

とすれば良い．すると式 (76.3)右辺第 3項の負号は正号に訂正しなければならないと考えられる (本稿では訂

正済み)．実際，後で見るように，この訂正の下では式 (76.4)を正しく得ることができる．

■式 (76.4)について 式 (73.7)の導出において計算したように，

(Fklu
l)(F kmum) =

1

1− v2

c2

[
1

c2
(E · v)2 −

{
E +

(v
c
×H

)}2
]

である．ここで v = (c, 0, 0)とおくと

E+
(v
c
×H

)
= (Ex, Ey−Hz, Ez+Hy),

1

c2
(E ·v)2−

{
E +

(v
c
×H

)}2

= (Ey−Hz)
2+(Ez−Hy)

2

なので，既に予告したように式 (76.3)右辺第 3項の負号は正号に訂正すれば式 (76.4)が得られる．

■教科書 p.236，l.7におけるエネルギー損失の式 (本稿の式 (88))について 式 (9.17):gi = dpi/dsの時間成

分をとると，相対論的な場合にも仕事とエネルギーの関係は

f · v
c2
√

1− (v/c)2
=

1

c2
√
1− (v/c)2

dEkin

dt
, ∴ dEkin

dt
= f · v

と書けることが分かる．
dEkin

dx
= fx

と書き換えると，これは減衰力 (76.4):

fx = −k(x)E 2
kin , k(x) ≡ 2

3m2c4

(
e2

mc2

)2

[(Ey −Hz)
2 + (Ez +Hy)

2]

に対して p.236，l.7の式を与える．
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■1/Ecrit の式 (76.6)について 右辺では§ 37で導入した粒子の半径 (e2/mc2)がくくり出されている．これ

に注意して右辺の次元を計算すると，確かに 1/E となっていることが分かる．実際，長さの次元を L，エネ

ルギーの次元を E，電磁場の次元を F とすると，右辺の次元は

1

E2
· L2 · F 2 · L =

1

E

(
∵ E

L3
= F 2

)
である．

§ 77．超相対論的な場合における放射のスペクトル分解

超相対論的な粒子 (v ≃ c) からの放射を考える．このとき放射のほとんどは粒子の進行方向 (速度の前方)

の狭い範囲 θ ≲ ∆θ =
√

1− (v/c)2 に含まれる (§ 73)．一方，粒子が外部電磁場 (∼ F，幅 a程度の広がり

を持つ)を通過するときの散乱角は

α ∼ (eF )× (a/c)

mc/
√
1− (v/c)2

=
eFa

mc2

√
1− v2

c2

と見積もられるので，
α

∆θ
∼ eFa

mc2

である．

• α≫ ∆θ，すなわち eFa≫ mc2 のとき

与えられた方向への放射は主に，粒子の速度がその方向と平行になる軌道から生じ，

この軌道の小部分の長さは aに比べて小さい．

– 放射の主要な振動数領域

ω ∼ eF

mc
(
1− v2

c2

) .
(軌道の小部分からの放射を磁気制動放射と見て，式 (74.16)を H → F と置き換えて適用．)

• α≪ ∆θ，すなわち eFa≪ mc2 のとき

放射は軌道全体を通してほとんど一定の運動方向の周り ∆θ にのみ発射され，

軌道の全体がその方向への放射に寄与する．

– 全放射の角度分布

電場に対する Liénard-Wiechertの式 (73.8)を用いてその Fourier成分を計算すると，

Eω =
e

c2
eikR0

R0

( ω
ω′

)2 [
n×

{(
n− v

c

)
×wω′

}]
, (89)

wω′ =

∫ ∞

−∞
weiω

′tdt, ω′ ≡ ω
(
1− n · v

c

)
(77.5)

を得る (導出は下記)．

区間 dω の中の振動数を持つ波として

立体角 doに放射される全エネルギー (66.9):dEnω = c
2π |Eω|2R 2

0 dodω
2π は

dEnω =
e2

2πc3

( ω
ω′

)4 ∣∣∣n× {(n− v

c

)
×wω′

}∣∣∣2 dodω
2π

となる．
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– 放射の主要な振動数領域
ω ∼ c

a
(
1− v2

c2

) .
(加速度 w がゼロと著しく異なる時間 a/cを 1/ω′ と等置．)

粒子のエネルギー損失

af ∼ e4F 2a

m2c4
(
1− v2

c2

)
(fx の式 (76.4)を見よ) が粒子の最初のエネルギーmc2/

√
1− v2

c2 と同程度である場合，すなわち

aeF ∼ m3c6

e3F

√
1− v2

c2

となる場合にも，電磁気学が有効である条件 (76.5):e3F/m2c4
√

1− v2

c2 ≪ 1 の下でこれは第 1 の場合

eFa≫ mc2 に帰着する．

§ 77，式の導出など

■Eω の式 (89)の導出 Liénard-Wiechert型の電場の表式 (73.8)における遅れた時刻 t′ は，「ほとんど一定

の速度 v」(p.238下から 6行目)粒子［場 F が式 (77.4)の意味で弱いことから，そのように見なし得る］の

遠方では

t′ ∼= t− R0

c
+

1

c
n · r(t′) ∼= t− R0

c
+

1

c
n · vt′

となる．ここに「r = r(t) ∼= vtは粒子の動径ベクトル」(p.238下から 4行目)である［時間と空間座標の原

点を適当に選べば，こう書ける］．ここから

t = t′
(
1− n · v

c

)
+
R0

c
, ∴ dt =

(
1− n · v

c

)
dt′

であり，これを用いて電場 (73.8)の Fourier成分

Eω =

∫ +∞

−∞
Eeiωtdt

を t′ に関する積分に書き換えると，

Eω =
e

c2
eikR0

R0

(
1− n·v

c

)2 ∫ +∞

−∞
n×

{(
1− n · v

c

)
×w(t′)

}
eiωt

′(1−n·v
c )dt′ (90)

となる［本稿次節で補足］．ただし v は一定であり，ただ加速度 w(t′)のみが変化するものと見なす．ここか

ら Eω の式 (89)が得られる．

§ 77について

■教科書 p.239，l.2における Eω の式 (本稿の式 (90))について 電荷の位置 r = vtは無限遠まで動くけれ

ど，無限遠では電場がゼロになるため，Eω を表す積分にとって重要となる，原点付近の r に対して正確な

式を与えれば良いと考えられる．このことに注意して R ≃ R0 − n · r を用い (ただし式 (73.8)において指摘

したように，ここで n は原点ではなく電荷から見た観測点の方向 R0/R0 である)，§ 66 と同様に分母では

R = R0 とおく．
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§ 78．自由電荷による散乱

電磁波の散乱：

電荷の系への電磁波の入射 → 電荷の運動 → 電磁波の放射．

散乱有効断面積を，単位時間に与えられた方向 doに放射されるエネルギー dI と，入射波のエネルギーに関

する流れの密度 (Poyntingベクトル) S の比

dσ =
dI

S

として定義する (バーは時間平均)．［これはエネルギーを粒子数と読み替えれば，粒子の散乱に対する断面積

の定義に一致する．］

静止している 1個の自由電荷に，直線偏光した単色平面波

E = E0 cos(k · r − ωt+ α)

が入射する場合を考えよう．あらかじめ教科書の記号をまとめておこう．

n =
k

k
: 波の入射方向， n′ :波の散乱方向， e =

E0

E0
:電場の方向，

θ : n′と eの成す角， ϑ : n′と kの成す角．

入射波の影響で電荷の得る速度は光速度に比べて小さいものとする．このとき磁場による力 v
c ×H を電場

から受ける力 eE に比べて無視することができ，また放射に関しては双極放射を適用できる．そこで電荷の非

相対論的な運動方程式mr̈ = eE を双極子モーメント d = er に対する式

d̈ =
e2

m
E

に書き換えて双極放射の強度の式 (67.7):dI = 1
4πc3 (d̈× n′)doに代入すると，

dI =
e4

4πm2c3
(E × n′)2do

となる．ただし電荷が原点付近で振動することから，電場の値は E = E0 cos(ωt− α) のように原点で評価し
て良い．よって有効断面積

dσ =
dI

S
=

e4

4πm2c3 (E × n′)2do
c
4πE

2
=

(
e2

mc2

)2

sin2 θdo (78.4)

を得る．［これは電荷の“半径”e2/mc2 の 2乗に比例している (§ 37)．］これを全立体角について積分する

と，全有効断面積 σ に対する Thomsonの公式

σ =
8π

3

(
e2

mc2

)2

が導かれる．

自然光に対しては有効断面積の表式を，入射方向 kに垂直な面内のあらゆる偏光方向 eについて平均して

dσ =
1

2

(
e2

mc2

)2

(1 + cos2 ϑ)do (78.7)
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とする (導出は下記)．

波の散乱は，それに伴って粒子にある種の力が働くことを含意している．実際波は単位時間にW × cσ のエ
ネルギーを失い (W は入射波の平均エネルギー密度)，場の運動量はエネルギーの 1/c倍だから (§ 47)，Wσ

の運動量を失う．ところが静止した電荷からの双極放射では運動量は放射されないから (§ 73)，場の失った

運動量は粒子に“吸収”されなければならない．これは荷電粒子に平均

f = σWn

の力が働くことを意味している．この力は電荷に各瞬間に働く力 (≃ eE) と違って，場の 2 次の量となって

いる．

この力は減衰力に対する近似的な表式 (75.10):

f =
2e3

3mc3
Ė +

2e4

3m2c4
E ×H

の時間平均

f =
2e4

3m2c4
E ×H =

2e4

3m2c4
E2n =

8π

3

(
e2

mc2

)2
E2

4π
n = σWn

としても理解できる．［それ故やはり，外場から受ける力 eE とは明確に区別される．］

§ 78，式の導出など

■式 (78.7)の導出 ここでは入射方向 k に垂直な面内のあらゆる偏光方向 eに関する平均をバーで表す．微

分断面積 (78.4)における sin2 θの平均は

sin2 θ = 1− (n′ · e)2 = 1− n′αn′βeαeβ

となる．ここで最右辺における eαeβ は対角和が 1に等しい対称テンソルであり，また eと kとが直交するか

ら kα をかけるとゼロになるので，

eαeβ =
1

2

(
δαβ −

kαkβ
k2

)
と書ける．すると

sin2 θ =
1

2

(
1 +

(n′ · k)2

k2

)
=

1

2
(1 + cos2 ϑ)

であり，これを式 (78.4)に代入して式 (78.7)を得る．

§ 78について

電荷が束縛されており，固有振動数 ω0 の調和振動子と見なせる場合，断面積は

σ =
8π

3
r 2
0

ω4

(ω2 − ω 2
0 )2

と修正される (r0 ≡ e2/mc2，節末の問題 2)．これは自由電荷の極限 ω0 = 0 で Thomson 散乱の断面積

(78.5):σ = 8π
3 r

2
0 を再現する．他方，空気中の光の散乱を想定すると ω ≪ ω0 なので，

σ ≃ 8π

3
r 2
0

(
ω

ω0

)4

∼ ω4

となる (Rayleigh散乱)．空が青く見える理由である [16, pp.81–84]．
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§ 79．低振動数の波の散乱

電荷が複数ある場合には，電荷の系の内部運動があるために，散乱された波の振動数は入射波の振動数と

異なり得る．振動数の変化しない散乱を干渉性散乱，振動数の変化する散乱を非干渉性 (または結合)散乱と

呼ぶ．

入射波の場が弱いと仮定して電流密度を，外場 (入射波)のないときの値 j0［電荷の系の内部運動に対応す

る非干渉性の部分］と外場の影響 j′［干渉性の部分］に分解し，それぞれに対応するベクトル・ポテンシャル

を順にA0,A
′ とする．以下では干渉性散乱を考える．［j′ を干渉性の部分と解釈したため，］j′ が目立って変

化する時間は外場の振動数 ω の逆数に一致する．よって外場の振動数 ω が十分小さい場合を考察すれば，遅

延ポテンシャル

A′ =
1

cR0

∫
j′
t−R0

c + r·n′
c

dV

(ただし n′ は散乱方向，すなわち原点から見た観測点の方向)を時間 r·n′

c について展開して近似できる条件

r · n′

c
∼ a

c
≪ 1

ω

(§ 67)が満たされる．このとき場は式 (71.4)に対応して

H ′ =
1

c2R0
{d̈′ × n′ + (m̈′ × n′)× n′} (91)

と書ける．ただし d′,m′ はそれぞれ双極子モーメントと磁気モーメントへの入射波の寄与［したがって干渉

性の部分］であり，4重極モーメント
...
D の項は時間による高階の微分を含んでいる［ことに関係して 1/cの

ベキを余分に含む］ため，捨てた．場の外場と同じ振動数 ω の Fouier成分は

H ′
ω =

ω2

c2R0
{n′ × d′

ω + n′ × (m′
ω × n′)}eikR0 (79.2)

である［本稿次節で補足］．(粒子の非相対論的な運動 v/c ≪ 1に対して磁気モーメント (∼ v/c)の項は相対

的に小さくなり，落とせる．)

系の総電荷がゼロならば，ω → 0の極限 (不変な外場)で系の全体としての運動はなくなり，d′
ω,m

′
ω は一

定値に近づくと考えられる．そこで低振動数に対して d′
ω,m

′
ω の振動数 ω 依存性を無視すると，散乱された

波の Fourier成分は ω2 に比例し，対応する有効断面積は ω4 に比例することになる．

§ 79について

■分解 j = j0 + j′,A = A0 +A′ について これは§ 62のように入射波を表す場と放射の場に場を分解して

いるのではなく，むしろ§ 79の要約において既に解釈したように，遅延ポテンシャルによって表される放射

の場を，電荷の系の内部運動による非干渉性の部分 j0,A0 と，外場の影響に対応する干渉性の部分 j′,A′ へ

と分解しているものと考えられる．j′ を干渉性の部分と解釈するからこそ，j′ が目立って変化する時間を外

場の振動数 ω の逆数程度と見て，十分小さい外場の振動数 ω に対して遅延ポテンシャルを時間 r·n′

c について

展開して近似できる．
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■「十分低い振動数 ω ≪ c/aに対しては，この条件は系の粒子の速度と無関係にみたされるのである」(p.246，

l.20,21)について これは条件 a/c≪ T における，電荷分布が目立った変化をする時間 T を，必ずしも§ 67

のように a/v として評価しなくても良いという事情による．あるいは次節 (§ 80)の式 (80.1)の説明を踏ま

えれば，これは干渉性散乱として，電荷の運動が系の固有振動数 ω0 ∼ v/aではなく，外場の振動数 ω で行わ

れる場合を考えていることによる．

■場の Fourier成分の式 (79.2)，(79.3)について モーメント d̈′, m̈′ の値が時刻 t′ で評価されていることに注

意すれば，§ 72と同様，磁場の式 (p.246下から 5行目，本稿の式 (91))の右辺には

d̈′ ∼ −ω2d′
ωe

−iωt+ikR0 , m̈′ ∼ −ω2m′
ωe

−iωt+ikR0

を代入しなければならず，式 (79.2)，式 (79.3)の右辺にはいずれも因子 e−ikR0 をかけなければならないと考

えられる．ただしこの修正は，断面積の振動数依存性には影響を与えない．

§ 80．高振動数の波の散乱

今度は入射波の振動数 ω が電荷の系の固有振動数 ω0 ∼ v/aに比べて大きい場合を考える．また粒子の非相
対論的な速度 v ≪ cでの運動を仮定する．入射波の素早い振動の間では粒子間相互作用を無視することがで

きるので，入射波の影響によって粒子が得る速度 v′ は非相対論的な運動方程式から

m
dv′

dt
= eE = eE0e

−i(ωt−k·r), ∴ v′ = − e

iωm
E0e

−i(ωt−k·r)

と計算される．［§ 78 と同様，磁場による Lorentz 力 (∼ v/c) は無視した．］(k · r の時間変化率は kv ∼
v
cω ≪ ω なので，k · r を定数と見なして時間積分した．) よってベクトル・ポテンシャルは

A′ =
1

cR0

∫
j′
t−R0

c + r·n′
c

dV =
1

cR0

∑
(ev′)

t−R0
c + r·n′

c
= − 1

icR0ω
e−iω(t−

R0
c )E0

∑ e2

m
e−iq·r (80.3)

となる［本稿次節で補足］．ここに k′ ≡ ω
cn

′ に対して q ≡ k′ − kであり，(散乱波の振動数 ω′ の ω との差は

ω′ − ω ∼ ω0 ≪ ω により無視することができるので，) k′ は散乱波の波動ベクトルと見なして差し支えない．

また r の引数は t− R0

c + r·n′

c であるけれど，粒子の速度が小さいという仮定により r·n′

c の間の位置 r の変

化を無視し，これを t′ = t−R0/cにすり替えることができる．

これ以降は原子 (や分子) による散乱を考える．この場合，原子核に比べて軽い電子の運動が重要になる．

そこで eとmをそれぞれ電子の電荷と質量とし，粒子に関する和の外に出す．この下でベクトル・ポテンシャ

ル (80.3)から散乱波の場を求め，さらに有効散乱断面積を計算すると

H ′ =
1

c
Ȧ′ × n′ =

E0 × n′

c2R0
e−iω(t−

R0
c ) e

2

m

∑
e−iq·r, (80-5)

dσ =
c|H ′|2R 2

0 do/4π

c|E0|2/4π
=

(
e2

mc2

)2 ∣∣∣∑ e−iq·r
∣∣∣2 sin2 θdo (80.6)

となる (θは入射する電場の方向 E0 と散乱方向 n′ の成す角)［本稿次節で補足］．

入射波の振動数が大きい場合
ω ≫ ω0 ∼

v

a
⇔ λ≪ ac

v

(ただし λは入射波の波長)を考えているとは言え，なお λが aに比べて大きい場合と小さい場合を考えるこ

とができる．
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• λ≫ aのとき

|q · r| ≪ 1, ∴
∣∣∣∑ e−iq·r

∣∣∣2 =
∣∣∣∑ 1

∣∣∣2 = Z2, Z ≡
∑

1 : 電子数 (原子番号)

なので

dσ = Z2

(
e2

mc2

)2

sin2 θdo. (Z2に比例) (80.7)

• λ≪ aのとき

∣∣∣∑ e−iq·r
∣∣∣2 =

∑
|e−iq·r|2 =

∑
1 = Z

(クロスターム eiq·(r1−r2) は激しく振動し，時間平均をとると消える) なので

dσ = Z

(
e2

mc2

)2

sin2 θdo. (Z に比例)

［これは Thomson散乱の断面積 (78.4)の Z 倍．］散乱角がある程度小さくなると q が小さくなるので，

この結果を適用できなくなる (散乱角 ϑ≫ λ/aが必要)．

場の式 (80.5)は
∑
e−iq·r が時間依存性を持つため，これを振動数 ωの干渉性散乱と見なすことはできない

ことに注意しよう．干渉性散乱における有効断面積 dσcoh を求めるには，
∑
e−iq·r を時間について平均すれ

ば良いので，

dσcoh =

(
e2

mc2

)2 ∣∣∣∣∑ e−iq·r
∣∣∣∣2 sin2 θdo

を得る．(一般公式 (80.6)における絶対値の 2乗の平均値が，平均値の絶対値の 2乗に置き換わっている．)

［
∑
e−iq·r =

∑
e−iq·r と書き直した方が見やすい．］この和の平均値は，電荷密度の平均値 ρ(r)の Fourier成

分に関係している：

e
∑

e−iq·r =

∫
ρ(r)e−iq·rdV = ρq.

• λ≫ aのとき

dσcoh = Z2

(
e2

mc2

)2

sin2 θdo (e−iq·r ≃ 1)

は式 (80.7)に一致 → 散乱は全て干渉性．

• λ≪ aのとき

dσcoh = 0
(
e−iq·r = 0

)
→ 散乱は完全に非干渉性．

§ 80について

■式 (80.3)について 指数部分は

−i
{
ω

(
t− R0

c
+

r · n′

c

)
− k · r

}
= −iω

(
t− R0

c

)
− iq · r, q ≡ k′ − k, k′ ≡ ω

c
n′

と計算される．

261



図 84 散乱前後の波動ベクトル k,k′ の差 q

■q の式 (80.4)について 図 84参照．

■散乱された波の場H ′ の式 (80.5)について ベクトル・ポテンシャルの時間微分をとる際，粒子の速度が小

さいという仮定により再び r の微分を無視した．

■有効散乱断面積 (80.6)の計算 (p.248下 3行)について 散乱されるエネルギーの式と入射波のエネルギー

流束の式のいずれも，分母において 8π → 4π と置き換える (本稿では修正済み)．得られる結果 (80.6)は変わ

らない．

■「原子のなかの電荷密度 ρ(r)の平均の分布」(p.250，l.2)について 正確には電荷密度 ρ(r, t)の時間平均

が ρ(r)であると考えられる．

第 9章の全体像 (まとめ)

• § 66．電荷の系から遠く離れたところの場

– 電荷の系 (サイズ a)の遠方 R0 ≫ a，波長 λに比べても長距離を隔てた波動帯 R0 ≫ λ．

• § 67．双極放射

– § 66の条件に加えて，a≪ λ (⇔電荷の速度 v ≪ c)のとき．まとめると R0 ≫ λ≫ a．

→ 双極放射

• § 68．衝突のあいだの双極放射

– 双極放射の制動放射への応用．

• § 69．低振動数の制動放射

– 双極放射の仮定 v ≪ cを用いず，低振動数の制動放射を調べた．

(非相対論的極限で双極放射の結果に整合．)

– 新しい荷電粒子の発生 (β 粒子の放出など)に伴う放射に適用できる．

• § 70．Coulomb相互作用がある場合の放射

– 双極放射として扱った．(Coulomb相互作用自体が非相対論的な記述である．)

• § 71．4重極放射および磁気双極放射

– 比 a/λでの展開における，双極放射への高次の補正．
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• § 72．近距離における場の放射

– R0 ≫ aおよび λ≫ aであり，それ故，電気双極子近似を用いることができるけれど，

R0 ∼ λ

なので場を平面波と見なせない場合［まとめると R0 ∼ λ≫ a］．

– 遠方に対する双極子近似の結果を含んでいる．

• § 73．高速度で運動する電荷からの放射

– 双極放射の前提である非相対論的な速度 v ≪ cの仮定を外した (非相対論的極限も含む)．

– 後半では特に遠方の場を調べた．

• § 74．磁気制動放射 (=一様不変な磁場中を円運動する電荷からの放射)

– 前半では§ 73の結果 (v ≪ cと遠方を仮定しない)を用いた．

– 後半では§ 66の結果 (遠方の場)を用いた (v ∼ cにも適用可)．

• § 75．放射減衰

– ラグランジアンを v/cのベキに展開したときの 3次の項から，放射減衰が得られる．

– 1粒子系の放射減衰の表式 f = 2e2

3c3 v̈ を適用できる条件は，

∗ 放射の波長 λが電荷の古典的半径 e2/mc2 に比べて非常に長いこと．

∗ かつ，(ここでは定性的に述べれば)場それ自体があまり大きくないこと．

• § 76．相対論的な場合の放射減衰

– 非相対論的な極限 (§ 75)も含んでいる．後半では超相対論的極限 v ≃ cを調べた．
• § 77．超相対論的な場合における放射のスペクトル分解

– § 73 (ただし遠方)，§ 74，§ 76における超相対論的な場合の結果を利用．

• § 78．自由電荷による散乱

– 電荷の非相対論的運動を仮定し，双極放射を適用．断面積に対する Thomsonの公式を導出．

• § 79．低振動数の波の散乱

放射の振動数 ω が入射波のそれと異なるような非干渉性の散乱

– 弱い入射波を仮定し，ベクトル・ポテンシャルを外場 (入射波)のないときの電流密度 j0［電荷の

系の内部運動に対応する非干渉性の部分］と外場の影響 j′［干渉性の部分］の寄与A0,A
′ に分解

(§ 80も同様)．

– ω が電荷の固有振動数に比べて小さい場合には多重極展開を適用できる (v ≪ cは仮定しない)．

• § 80．高振動数の波の散乱

– 入射波の振動数 ω が電荷の系の固有振動数 ω0 ∼ v/aに比べて大きい場合を仮定．
また粒子の非相対論的な速度 v ≪ cでの運動を仮定し，遠方の放射場を調べた．
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付録 A 計量の符号系について

xi頁目の記号一覧では，「符号系 (+ − −−)をもつ計量を採用する」とある．符号系は原文では signature

であり，これは符号数とも訳される．一般に対称行列 Aは適当な行列 P によって図 85の形にでき (tP は P

の転置行列)，ここに p, q は Aによって一意的に定まる．この定理を Sylvesterの慣性法則といい，p, q を対

称行列 Aの符号数という [21, pp.166–168]．

図 85 対称行列 Aの符号数 (signature) p, q

もし Aij が場の量であって，Pij を座標変換 x→ X(の逆)に関する変換係数 Pij =
∂xi

∂Xj
に同定できるなら

ば，図 85の変換は 2階共変テンソルの変換則

Bil(X) = PjiAjk(x)Pkl =
∂xj
∂Xi

Ajk(x)
∂xk
∂Xl

を与えることになる．
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付録 B テンソルと物理法則の共変性

この付録は§ 6の補足である．ここでは教科書と異なり，時空の 4成分 0, 1, 2, 3をとり得る添字をギリシ

ア文字で，空間成分 1, 2, 3のみをとり得る添字をラテン文字で表す．

B.1 テンソル

物理学の指導原理として，どのような座標系を用いても物理法則は同じ形の方程式で記述されることが要請

される (共変性の要請)．そこで物理量が座標変換に対してどのように変化するかを調べることが有用となる．

■テンソルの定義 座標変換に伴い時空に固定した点の座標が

x ≡ (x0, · · · , x3) → x′ ≡ (x′
0
, · · · , x′3)

と変わるとき，値が

T
µ1···µp

ν1···νq → T ′µ1···µp

ν1···νq =
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq (92)

と変化する量 T
µ1···µp

ν1···νq を p階反変 q 階共変テンソルまたは (p, q)テンソル (の成分)と呼ぶ．

Einsteinの規約 テンソルを定義する変換則 (92)右辺の ρ1, · · · , σ1, · · · ように 2度以上現れる添字について

は 0から 3までの和をとる．例えば

AµνB
ν ≡

3∑
ν=0

AµνB
ν =

3∑
ρ=0

AµρB
ρ ≡ AµρBρ

である．添字 µと違って和をとられる添字 ν は式変形の途中で (µ以外の)別の文字 ρに置き換えても

式の意味が変わらない．このような添字をダミー添字と呼ぶ．

特に

(0, 0)テンソル = スカラー

(1, 0)テンソル = 反変ベクトル

(0, 1)テンソル = 共変ベクトル

である (pp.256–257) [2, pp.126–127]．以下の量は数学的に変換則が定まっている [22, pp.26–27]．

座標の微分 dxµは反変ベクトル : dx′
µ
=
∂x′

µ

∂xν
dxν ⇐ 全微分

微分演算子∂µ ≡
∂

∂xµ
は共変ベクトル : ∂µ

′ =
∂xν

∂x′µ
∂ν ⇐ 合成関数の微分

Kroneckerの記号 δµν を混合テンソル ((1, 1)テンソル)とすれば，その成分が任意の座標系で同じ値を持つこ

とが保証される [2, p.51]：

δµν
′ =

∂x′
µ

∂xρ
∂xσ

∂x′ν
δρσ = δµν .

また線形変換 x′
µ
= aµνx

ν は，係数 aµν が座標に依らなければ反変ベクトルの変換則 x′
µ
= ∂x′µ

∂xν x
ν に他なら

ない (実際 x′
µ
= aµνx

ν を両辺 xλ で微分すると ∂x′µ

∂xλ = aµνδ
ν
λ = aµλ となる)．ただし一般には座標 xµ そ

のものが常にベクトルを形成するとは限らない．
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ここで (反変)ベクトル V⃗ の成分は座標系に依るけれども V⃗ 自体は座標系に依らない幾何学的な対象であ

る．V⃗ の成分 V α に対する上記の変換則 V ′α = ∂x′α

∂xβ V
β はこのことと整合している．これは次のように理解

できる．各位置での座標系の基底 e⃗α は，座標 xα が増大する方向のベクトルである．特に (時空の内部に横た

わる)位置ベクトル x⃗に対して ∂αx⃗を基底 e⃗α に用いると，これは共変ベクトルの変換則

e⃗′α = ∂α
′x⃗ =

(
∂xβ

∂x′α
∂β

)
x⃗ =

∂xβ

∂x′α
e⃗β

に従う．よって V α が反変ベクトル成分として変換されれば

V ′αe⃗′α =

(
∂x′

α

∂xβ
V β
)(

∂xγ

∂x′α
e⃗γ

)
= δγβV

β e⃗γ = V αe⃗α = V⃗

となり，どのような座標系を用いても V αe⃗α は同一のベクトル V⃗ を与える [22, pp.25–26]．

最後に，上式 (92)の右辺に Jacobianが掛かった変換則

T
µ1···µp

ν1···νq → T ′µ1···µp

ν1···νq =
∂(x)

∂(x′)

∂x′
µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq

に従う量 T
µ1···µp

ν1···νq を p 階反変 q 階共変テンソル密度 (または擬テンソル) と呼ぶ [2, pp.60–62,pp.127–

128]．「密度」という名前の由来は，B.1.1節で説明する．

■物理法則の共変性 両辺が同じ種類のテンソルで書かれた方程式 T
µ1···µp

ν1···νq = U
µ1···µp

ν1···νq の形に物理

法則を表せば，テンソルの定義によりこれは両辺が同じように変換されるので，座標変換に対して形を変えず

共変性の要請を満たす [2, pp.53–54]:

T ′µ1···µp

ν1···νq =
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
U
ρ1···ρp

σ1···σq = U ′µ1···µp

ν1···νq .

■テンソルの和，積，縮約から新たなテンソルが作られること テンソルを定義する変換則 (92)から，以下

が容易に示される (付録 B.2参照)．

• 同じ種類のテンソルに対しては和が定義される．
(p, q)テンソル T

µ1···µp
ν1···νq , U

µ1···µp
ν1···νq の和

A
µ1···µp

ν1···νq ≡ T
µ1···µp

ν1···νq + U
µ1···µp

ν1···νq (93)

は (p, q)テンソルである．

• (p, q)テンソル T
µ1···µp

ν1···νq と (r, s)テンソル Uρ1···ρrσ1···σs の積

B
µ1···µpρ1···ρr

ν1···νqσ1···σs ≡ T
µ1···µp

ν1···νqU
ρ1···ρr

σ1···σs
(94)

は (p+ r, q + s)テンソルである．

• (p, q)テンソル T
µ1···µp

ν1···νq の添字 µi, νj をダミー添字 λにして和をとる操作を縮約という．

これにより (p− 1, q − 1)テンソル

C
µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq ≡ T
µ1···µi−1λµi+1···µp

ν1···νj−1λνj+1···νq (95)

が得られる．

266



このため以上の方法で新たに作られたテンソルの種類は上下の添字の個数から期待される通りのものとなる．

しかし逆に，複数の添字を持つ量がテンソルであるとは限らない．なお ∂x′µ

∂xν が座標 xに依る場合，反変ベク

トル V α に対して ∂βV
α を単に共変ベクトル ∂β との積と見てこれを (1, 1)テンソルであると結論することが

できなくなる．実際，∂βV α は

∂β
′V ′α =

(
∂xµ

∂x′β
∂µ

)(
∂x′

α

∂xν
V ν
)

=
∂xµ

∂x′β
∂x′

α

∂xν
∂µV

ν +
∂xµ

∂x′β

(
∂µ
∂x′

α

∂xν

)
V ν (96)

と変換する (pp.264–265)．

■商の定理 反変ベクトル Aλ に対して Qµν = AλPλµν が 2階共変テンソルとなるためには，Pλµν が 3階共

変テンソルであれば良いことを我々は学んだ．実はこのとき，Pλµν は 3階共変テンソルでなければならない

ことまで言うことができる (証明は B.2節)．A,Qが他の勝手な種類のテンソルである場合にも，同様の論法

を適用できる (商の定理) [23, p.24]．

■対称な量と反対称な量の“縮約” 一般に添字 α, β について対称な量 Aαβ = Aβα と反対称な量 Bαβ =

−Bβα(テンソルでなくても良い)に対して AαβBαβ は

AαβBαβ =
∑
α>β

(AαβBαβ +AβαBβα) (∵ α = β ⇒ Bαβ = 0)

=
∑
α>β

Aαβ(Bαβ −Bαβ) = 0

となって消える．

B.1.1 固有体積要素

一般に任意の座標系で各座標が dxµ 変化して作られる時空の体積要素は d4x(≡ dx0dx1dx2dx3)とならな

い．実際 d4xは時空の体積要素の次元を持つ保証すらない．しかし局所慣性系 {Xµ} ≡ {cT,X, Y, Z}では体
積要素の表式は d4X(≡ cdTdXdY dZ)であり，J ≡ ∂(X)

∂(x) を Jacobianとして任意の座標系での体積要素の表

式は Jd4xとなる．

ここで計量テンソル gµν は局所慣性系での成分が式 (4)の ηµν で与えられ，2階共変テンソルの変換則に従

うことから，行列 (gµν)の行列式を g として

g = −J2 < 0, ∴ J =
√
−g

が帰結される (B.2.1節参照)．

以上より任意の座標系で各座標が dxµ 変化して作られる時空の体積要素の真の体積は

√
−gd4x

である．これを固有体積要素と呼ぶ [20, pp.188–190]．

なお上式 J =
√
−g は，因子

√
−g(x)

(
= ∂(X)

∂(x)

)
がスカラー密度の変換則

√
−g′ = ∂(x)

∂(x′)

√
−g に従うこと

を含意している (B.1 節)．したがってスカラー場 S との積 S
√
−g もまたスカラー密度である．これをスカ

ラー密度と呼ぶのは，積分 ∫
S
√
−gd4x
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が不変量となるからである．任意のテンソル場 Tµν··· に対して Tµν···
√
−g と同じ変換則に従う量を同様にテ

ンソル密度と呼ぶけれど (B.1節)，積分 ∫
Tµν···

√
−gd4x

をテンソルと見なせるのは，積分範囲が小さい場合に限られることに注意しなければならない．と言うのもテ

ンソルの変換則 (変換係数の値)は時空点ごとに異なるので，異なる時空点でのテンソルの和は一般にテンソ

ルとはならないからである [2, p.130] [23, p.82]．

B.1.2 完全反対称テンソル Eλµνρ，完全反対称テンソル密度 Eλµνρ

ελµνρ を局所慣性系 {Xµ}で ε0123 = 1となる添字に関して完全反対称な量とする．

このときこれを 4階反変テンソルの変換則

Eλµνρ =
∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ

に従って任意の座標系 {xµ}に変換した量は Eλµνρ = ελµνρ
√
−g である (pp.258–259)．

一方，これを 4階反変テンソル密度の変換則

Eλµνρ =
∂(X)

∂(x)

∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ

に従って任意の座標系 {xµ} に変換した量は Eλµνρ = ελµνρ となり，座標系に依らず E0123 = 1 となる [2,

pp.62–63]．以上の証明は B.2.2節で行う．

B.1.3 デルタ関数

座標変換 x→ x′ に伴うデルタ関数の変換則を調べると，

1 =

∫
δ4(x′)d4x′ =

∫
δ4(x)d4x =

∫
δ4(x)

∂(x)

∂(x′)
d4x′, ∴ δ4(x′) =

∂(x)

∂(x′)
δ4(x)

となるので，デルタ関数はスカラー密度である．

B.2 テンソル (補足)

付録 B.1で述べたように，テンソルの和 A
µ1···µp

ν1···νq (式 (93))，積 B
µ1···µpρ1···ρr

ν1···νqσ1···σs(式 (94))，縮

約 C
µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq (式 (95))がそれぞれ (p, q)テンソル，(p+r, q+s)テンソル，(p−1, q−1)

テンソルであることが，テンソルを定義する変換則 (92)から示される．実際これらの新しい座標系での成分

をそれぞれ A′µ1···µp

ν1···νq , B
′µ1···µpρ1···ρr

ν1···νqσ1···σs
, C ′µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq と書くと，

A′µ1···µp

ν1···νq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρp

σ1···σq +
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
U
ρ1···ρp

σ1···σq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
A
ρ1···ρp

σ1···σq ,

B′µ1···µpρ1···ρr
ν1···νqσ1···σs

=

(
∂x′

µ1

∂xα1
· · · ∂x

′µp

∂xαp

∂xβ1

∂x′ν1
· · · ∂x

βq

∂x′νq
T
α1···αp

β1···βq

)(
∂x′

ρ1

∂xγ1
· · · ∂x

′ρr

∂xγr
∂xδ1

∂x′σ1
· · · ∂x

δs

∂x′σs
Uγ1···γrδ1···δs

)
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=
∂x′

µ1

∂xα1
· · · ∂x

′µp

∂xαp

∂x′
ρ1

∂xγ1
· · · ∂x

′ρr

∂xγr
∂xβ1

∂x′ν1
· · · ∂x

βq

∂x′νq
∂xδ1

∂x′σ1
· · · ∂x

δs

∂x′σs
B
α1···αpγ1···γr

β1···βqδ1···δs ,

C ′µ1···µi−1µi+1···µp

ν1···νj−1νj+1···νq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µi−1

∂xρi−1

∂x′
λ

∂xα
∂x′

µi+1

∂xρi+1
· · · ∂x

′µp

∂xρp

× ∂x
σ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σj−1

∂x′νj−1

∂xβ

∂x′λ
∂xσj+1

∂x′νj+1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T
ρ1···ρi−1αρi+1···ρp

σ1···σj−1βσj+1···σq

=
∂x′

µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µi−1

∂xρi−1

∂x′
µi+1

∂xρi+1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σj−1

∂x′νj−1

∂xσj+1

∂x′νj+1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
C
ρ1···ρi−1ρi+1···ρp

σ1···σj−1σj+1···σq(
∵ ∂x′

λ

∂xα
∂xβ

∂x′λ
= δβα, δβαT

ρ1···ρi−1αρi+1···ρp
σ1···σj−1βσj+1···σq

= C
ρ1···ρi−1ρi+1···ρp

σ1···σj−1σj+1···σq

)
となる．これらはそれぞれ (p, q)テンソル，(p+ r, q + s)テンソル，(p− 1, q − 1)テンソルの変換則である．

■商の定理 (補足) B.1 節で商の定理の具体例として述べたように，反変ベクトル Aλ に対して Qµν =

AλPλµν が 2 階共変テンソルとなるとき，Pλµν は 3 階共変テンソルであることが次のように示される [23,

p.24]．すなわち仮定により

AαPαβγ =
∂x′

µ

∂xβ
∂x′

ν

∂xγ
A′λP ′

λµν (∵ Qβγの変換則)

=
∂x′

µ

∂xβ
∂x′

ν

∂xγ

(
∂x′

λ

∂xα
Aα

)
P ′

λµν (∵ Aλの変換則)

である．これが Aα のすべての値に対して成り立たなければならないから，最左辺と最右辺の Aα を等置して

Pαβγ =
∂x′

λ

∂xα
∂x′

µ

∂xβ
∂x′

ν

∂xγ
P ′

λµν .

これは Pλµν が 3階共変テンソルであることを意味している．

B.2.1 固有体積要素 (補足)

■極座標における体積要素の表式とのアナロジー B.1.1節における固有体積要素の議論は，極座標を用いた

空間の体積要素の表式のことを考えると分かりやすい．極座標 r, θ, ϕの増大する 3方向は直交するから，極

座標が dr,dθ, dϕだけ変化して作られる領域は図 86のように 3辺が dr, rdθ, r sin θdϕの直方体となる．よっ

てこの要素の体積は r2 sin θdrdθdϕである．(体積要素は drdθdϕではない．drdθdϕは体積の次元を持たな

い．) drdθdϕの前の係数 r2 sin θは Descartes座標から極座標への変数変換における Jacobianとして得られ

ることから，以上の直観的な議論が正当化される．

■g = −J2 < 0, J =
√
−g の証明 B.1.1節で述べたように Jacobianを J =

√
−g と書けることが以下のよ

うに示される [20, pp.188–189]．共変ベクトルの変換則は行列の形を借りて

(gµν) =

(
∂Xα

∂xµ

)T
(ηαβ)

(
∂Xβ

∂xν

)
と書ける (例えば

(
∂Xα

∂xµ

)
は

∂Xα

∂xµ
を (α, µ) 成分に持つ行列であり，その転置行列

(
∂Xα

∂xµ

)T
は

∂Xα

∂xµ
を

(µ, α)成分に持つ)．両辺の行列式をとり |ηαβ | = 1× (−1)3 = −1を用いると

g = −J2, J =
√
−g
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図 86 極座標が dr,dθ,dϕだけ変化して作られる体積要素

を得る．ここで

(
∂Xα

∂xµ

)
は逆行列を持つからその行列式は J ̸= 0である．こうして時空の任意の点で局所慣

性系がとれることから g < 0が要請されることが分かる．

なお計量テンソルの代わりに任意の 2階共変テンソル Aµν に対して同様の議論を繰り返せば，
√
det(Aµν)

がスカラー密度の変換則に従うという一般的な事実の証明になる [2, p.128]．

B.2.2 完全反対称テンソル Eλµνρ，完全反対称テンソル密度 Eλµνρ(補足)

B.1.2節の Eλµνρ,Eλµνρ の表式を確認する．
∂xµ

∂Xν
≡ Λµν と略記すると 4階反変テンソルの変換則は

Eλµνρ = ΛλαΛ
µ
βΛ

ν
γΛ

ρ
δε
αβγδ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λλ0 · · · Λλ3
Λµ0 · · · Λµ3
Λν0 · · · Λν3
Λρ0 · · · Λρ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
と書ける．最右辺は行列式 |Λµν | =

∂(x)

∂(X)
の行を入れ換えたものである．行列式は行を入れ換えると符号が変

わるから

Eλµνρ = ελµνρ
∂(x)

∂(X)
=
ελµνρ√
−g

, ∴ Eλµνρ =
∂(X)

∂(x)
Eλµνρ = ελµνρ

を得る (
∂(X)

∂(x)
=
√
−g を用いた (B.1.1節参照))．
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付録 C 微分形式に対する Stokesの定理の使い方

まず付録 C.1で，微分形式と呼ばれる写像 ω に対する Stokesの定理∫
D

dω =

∫
∂D

ω

の内容を理解するための説明を行う [22, pp.37–46,pp.67–76,pp.79–99]．そこで微分形式の積分∫
A

ω ≡
∫
Ā

⟨
ω

∣∣∣∣ ∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξp

⟩
dξ1 · · · dξp

から，どのようにして無限小ベクトル d(1)q, · · · , d(p)q の張る面積要素∣∣∣∣∣∣
d(1)qi1 · · · d(p)qi1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d(1)qip · · · d(p)qip

∣∣∣∣∣∣
が得られるかを明らかにする．Stokesの定理の証明は行わない．

続く節では Stokesの定理を用いて，以下に列挙する定理 (主に§ 6，pp.22–24) [2, pp.79–99]の証明を行

う．なお本章ではこれ以降，教科書の表記と異なりギリシア文字は時空座標の 4成分 0, 1, 2, 3を，ラテン文字

は空間座標の 3成分 1, 2, 3をとるものとする．

• Gaussの定理 [10, p.14]

3次元空間の領域 V と，面積素ベクトル df を持つその表面 ∂V に対して∫
∂V

pdf =

∫
V

∇pdV. (97)

• 4次元空間における Stokesの定理

4次元空間に横たわる 2次元の超曲面 S とその境界 C = ∂S を考える．4元ベクトル Aµ に対して

fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ

を定義し，S を (ξ, ξ′)でパラメトライズしたときの

dxα ≡ ∂xα

∂ξ
dξ, dx′

α ≡ ∂xα

∂ξ′
dξ′

に対して

dσµν ≡
∣∣∣∣dxµ dx′

µ

dxν dx′
ν

∣∣∣∣
とおくと，

∑′ を µ < ν の和として ∫
S

∑′
fµνdσ

µν =

∫
C

Aµdx
µ. (98)

• 4次元空間における 3次元的 Gaussの定理

4次元空間に横たわる 3次元の超曲面 V とその境界 S = ∂V を考える．反対称テンソル Aµν に対して

Fλµν ≡ ∂λAµν + ∂µAνλ + ∂νAλµ
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を定義し，V を (ξ, ξ′, ξ′′)でパラメトライズしたときの

dxα =
∂xα

∂ξ
dξ, dx′

α
=
∂xα

∂ξ′
dξ′, dx′′

α
=
∂xα

∂ξ′′
dξ′′

に対して

dvλµν ≡

∣∣∣∣∣∣
dxλ dx′

λ
dx′′

λ

dxµ dx′
µ

dx′′
µ

dxν dx′
ν

dx′′
ν

∣∣∣∣∣∣
とおくと，

∑′′ を λ < µ < ν の和として∫
V

∑′′
Fλµνdv

λµν =

∫
S

∑′
Aµνdσ

µν . (99)

– これはデュアルテンソル

dSµ ≡ −
1

3!
eµνλρdv

νλρ, df∗µν ≡
1

2!
eµνλρdσ

λρ, A∗λρ ≡ 1

2!
eλρµνAµν

を用いて
1

2

∫
S

A∗λρdf∗λρ =

∫
V

∂λA
∗ρλdSρ (100)

と書き換えられる．

• 4次元的 Gaussの定理

4次元空間の領域 Ωとその境界 V = ∂Ωを考える．完全反対称テンソル Tλµν に対して

Wρλµν ≡ ∂ρTλµν − ∂λTµνρ + ∂µTνρλ − ∂νTρλµ

を定義すると，これも添字に関して完全反対称であり，4次元空間の体積要素を dΩ ≡ dx0 · · · dx3 と書
くと

∑′ を λ < µ < ν の和として∫
Ω

W0123dΩ =

∫
V

∑′
Tλµνdv

λµν . (101)

– これはデュアルテンソル

T ∗ρ ≡ 1

3!
eρλµνTλµν , dSρ ≡ −

1

3!
eρλµνdv

λµν

を用いて ∫
V

T ∗ρdSρ =

∫
Ω

∂ρT
∗ρdΩ (102)

と書き換えられる．

C.1 微分形式に対する Stokesの定理

接ベクトル 多様体Mの各点における微分作用素 v = vi∂i.

図 87の曲線 cに沿った方向微分
df(q(t))

dt
= q̇i∂i (∂i ≡ ∂/∂qi)

→ 方向微分作用素 v = q̇i∂i

c(t)に応じて (つまり動点の運動に応じて){∂i}を基底とする様々な速度 {q̇i}を持つ作用素 v が得られ

る．その全体が接空間を張る．
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図 87 合成写像 t ∈ R 7→ c(t) ∈ M 7→ f ◦ c(t) ≡ f(c(t)) ∈ R

次に多様体の接空間に限らず，抽象的ベクトル空間 V を考える．その基底を {ei}，元を u(i) = u j
(i) ej と

書く．

pベクトル p個のベクトル u(1), · · · , u(p) を実数に対応させる写像のうち，引数となるベクトルについて

p重線形 : ωp[u(1), · · · , au(i) + bv(i), · · · , u(p)] = aωp[u(1), · · · , u(i), · · · , u(p)] + bωp[u(1), · · · , v(i), · · · , u(p)]
歪対称 : ωp[u(1), · · · , u(i), · · · , u(j), · · · , u(p)] = −ωp[u(1), · · · , u(j), · · · , u(i), · · · , u(p)]

となる ωp のこと．

• 例えば 1ベクトル ω は
ω : V → R : u ∈ V 7→ ω[u] ∈ R

という線形写像．

• 特に 1ベクトル E i を，
E i[ujej ] = ui

で定義しておく．これはベクトル u = ujej の第 i成分 ui を取り出す写像である．

1ベクトル ω(1), · · · , ω(p) から pベクトルを構成することを考える．

テンソル積 ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p)

テンソル積 ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p) を

(ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p))[u(1), · · · , u(p)] = ω(1)[u(1)] · · ·ω(p)[u(p)]

で定義する．

外積 ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p)

テンソル積 ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p) を用いて外積 ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p) を

(ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p))[u(1), · · · , u(p)] =
∑
π

sgn(π)(ω(1) ⊗ · · · ⊗ ω(p))[u(π1), · · · , u(πp)]

で定義する．ここに

置換π =

(
1 2 · · · p
π1 π2 · · · πp

)
, その符号 sgn(π) =

{
+1 (偶置換)

−1 (奇置換)
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である．

これは行列式 ∣∣∣∣∣∣
ω(1)[u(1)] · · · ω(1)[u(p)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω(p)[u(1)] · · · ω(p)[u(p)]

∣∣∣∣∣∣
であり，u(1), · · · , u(p) について歪対称だから pベクトルである．

また，ここから外積は ω(1), · · · , ω(p) についても歪対称であることが分かる．

さらにこれは転置行列の行列式にも一致するから∑
π

sgn(π)(ω(π1) ⊗ · · · ⊗ ω(πp))[u(1), · · · , u(p)]

とも書け，
ω(1) ∧ · · · ∧ ω(p) =

∑
π

sgn(π)(ω(π1) ⊗ · · · ⊗ ω(πp)).

pベクトル ωp が

ωp =
∑′

ai1···ipE
i1 ∧ · · · ∧ E ip (103)

と展開されることを示す (ただし
∑′ は 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ dimV の和)．ai1···ip ≡ ωp[ei1 , · · · , eip ]とおく

と，これは添字に関して反対称である．

ωp[u(1), · · · , u(p)] =ωp[ei1 , · · · , eip ]u
i1

(1) · · ·u
ip

(p) (ωpの線形性)

=ai1···ipE
i1 [u(1)] · · ·E ip [u(p)]

=ai1···ipE
i1 ⊗ · · · ⊗ E ip [u(1), · · · , u(p)]

なので，
ωp = ai1···ipE

i1 ⊗ · · · ⊗ E ip

と書ける．よって

ωp =
∑′∑

π

aπi1···πipE
πi1 ⊗ · · · ⊗ E πip

(ここで
∑′
で 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ dimV と大小関係を指定する代わりに，

置換π =

(
i1 i2 · · · ip
πi1 πi2 · · · πip

)
で順序を混ぜている)

=
∑′∑

π

sgn(π)ai1···ipE
πi1 ⊗ · · · ⊗ E πip (ai1···ipの反対称性)

=
∑′

ai1···ipE
i1 ∧ · · · ∧ E ip .

V として多様体の接空間をとり pベクトル ωp =
∑′

ai1···ipE
i1 ∧ · · · ∧ E ip を考える．

微分 df 接ベクトル v = vi∂i に作用して方向微分 vi∂if を与える 1ベクトル (従って写像)

df [v] = vi∂if = (∂if)E
i[v], ∴ df = (∂if)E

i (104)

を導入する．
qj(q) = qj
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で定義される座標関数 qj を f にとると，微分 df の式 (104)に現れる ∂if における f(q) = qj(q) = qj

は座標関数ではなく座標成分となることに注意して

∂if = δ ji , ∴ dqj = E j

を得る．

よって pベクトルは

ωp =
∑′

ai1···ipdq
i1 ∧ · · · ∧ dqip

と表される．ωp は多様体のある点 Qの接ベクトルに作用する (点 Qの接ベクトルを引数とする)写像である

ことを明記するため，これを (ωp)Q と書く．

p(次微分)形式 ωp 多様体の各点で pベクトル (ωp)Q を与える“場”

ωp =
∑′

ai1···ipdq
i1 ∧ · · · ∧ dqip .

全微分 df 微分 (df)Q の“場”である 1形式 df = (∂if)dq
i．

座標関数の全微分は dq̄i = ∂q̄i

∂qj dq
j より反変ベクトル成分の変換則に従うため，p形式

∑′
ai1···ipdq

i1 ∧
· · · ∧ dqip が座標系に依らない意味を持つには ai1···ip は p階共変テンソルの変換則に従わなければなら

ない．

外微分 p形式

ω =
∑′

fi1···ipdq
i1 ∧ · · · ∧ dqip

を外微分すると，dfi1···ip を fi1···ip の全微分 (従って 1形式)として p+ 1形式

dω =
∑′

dfi1···ip ∧ dqi1 ∧ · · · ∧ dqip

を得る．

■微分形式の積分 以下では ωp[u(1), · · · , u(p)] ≡ ⟨ωp|u(1), · · · , u(p)⟩という記法を用いる．多様体上の積分
領域 Aを (ξ1, · · · , ξp)でパラメトライズし，領域 Aに対応する (ξ1, · · · , ξp)の範囲を Āとする．このとき p

形式 ωp の積分は ∫
A

ωp ≡
∫
Ā

⟨
ωp
∣∣∣∣ ∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξp

⟩
dξ1 · · ·dξp

で定義される．ここで

∂

∂ξj
=
∂qk

∂ξj
∂

∂qk
, ∴ dqi

[
∂

∂ξj

]
= E i

[
∂qk

∂ξj
∂

∂qk

]
=
∂qi

∂ξj
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なので ⟨
ωp
∣∣∣∣ ∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξp

⟩
=
∑′

fi1···ip

⟨
dqi1 ∧ · · · ∧ dqip

∣∣∣∣ ∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξp

⟩

=
∑′

fi1···ip

∣∣∣∣∣∣
dqi1 [∂/∂ξ1] · · · dqi1 [∂/∂ξp]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dqip [∂/∂ξ1] · · · dqip [∂/∂ξp]

∣∣∣∣∣∣
=
∑′

fi1···ip
∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

,

∴
∫
A

ωp =

∫
Ā

∑′
fi1···ip

∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

dξ1 · · · dξp (105)

と書き換えられる．なお

∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

dξ1 · · ·dξp ≡ ∂(q)

∂(ξ)
dpξ =

∂(q)

∂(ξ)

∂(ξ)

∂(ξ̄)
dpξ̄ =

∂(q)

∂(ξ̄)
dpξ̄

より，この積分はパラメータ (ξ1, · · · , ξp)の取り方に依らない．

■Stokesの定理 n次元の領域 Dと境界 ∂D に向きのつけられるとき，任意の p ≡ (n− 1)形式 ω に対して∫
D

dω =

∫
∂D

ω (106)

が成り立つ．

■面積要素を構成する 領域 D の境界 ∂D を (ξ1, · · · , ξp)でパラメトライズする．1つのパラメータ ξj が動

いてできる座標曲線上の 2点 q(ξj), q(ξj + dξj)を結ぶ ∂D の接ベクトルを d(j)q とすると，その第 i成分は

d(j)qi = ∂qi

∂ξj dξ
j(j について和をとらない)なので，∂D にわたる ωp の積分から

∂(qi1 , · · · , qip)
∂(ξ1, · · · , ξp)

dξ1 · · · dξp =

∣∣∣∣∣∣∣
∂qi1

∂ξ1 dξ
1 · · · ∂qi1

∂ξp dξ
p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂qip

∂ξ1 dξ
1 · · · ∂qip

∂ξp dξp

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
d(1)qi1 · · · d(p)qi1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d(1)qip · · · d(p)qip

∣∣∣∣∣∣
が現れる．これは無限小ベクトル d(1)q, · · · , d(p)q の張る面積要素を与える．

C.2 Gaussの定理 (97):
∫
∂V

pdf =
∫
V
∇pdV

領域 V の流体に働く総圧力は

−
∫
∂V

pdf = −
∫
V

∇pdV

で与えられる．この積分公式は Gaussの定理と呼ばれる [10, p.14]．これは通常の発散定理と同様，以下で示

すように 2形式に対する Stokesの定理から導かれる．

直感的には次のように考えられるだろう．図 88の位置 xのブロックに働く圧力の x成分は

{p(x)− p(x+ dx)}dydz = −∂p
∂x

dxdydz

だからブロック列の両端にかかる圧力の x成分は

−

(∫ b

a

∂p

∂x
dx

)
dydz
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図 88 領域 V の流体をブロックに分ける

である．図 88 の微小なプリズム形の流体部分に働く面積力はつり合わなければならないから [10, pp.7–8]，

ブロック列の端 x = aにかかる圧力の x成分 p(x = a)dydz は表面 df にかかる圧力の x成分 pdf cos θ に等

しい．よって総圧力の x成分は −
∫
V
∂p
∂xdV で与えられることが分かる．

C.3 4次元空間における Stokesの定理 (98)

1形式 ω = Aµdx
µ に対して外微分は

dω =∂νA
µdxν ∧ dxµ =

∑′
(∂µAν − ∂νAµ)dxµ ∧ dxν

≡
∑′

fµνdx
µ ∧ dxν

(∑′
はµ < νの和

)
となる．ω, dω の積分を定義式 (105)に従って通常の積分に書き換えよう．

4次元空間に横たわる 2次元の超曲面 S を (ξ, ξ′)でパラメトライズする．ここで ξ(または ξ′)が動いてで

きる座標曲線上で座標が ξ と ξ + dξ(または ξ′ と ξ + dξ′)の 2点を結ぶ 4元ベクトル dx(または dx′)を定義

すると，その第 α成分は

dxα =
∂xα

∂ξ
dξ, dx′

α
=
∂xα

∂ξ′
dξ′

なので

∑′
∫
S

fµνdx
µ ∧ dxν =

∑′
∫
S

fµν

∣∣∣∣∣∂x
µ

∂ξ
∂xµ

∂ξ′
∂xν

∂ξ
∂xν

∂ξ′

∣∣∣∣∣dξdξ′ =∑′
∫
S

fµνdσ
µν ,

dσµν ≡
∣∣∣∣dxµ dx′

µ

dxν dx′
ν

∣∣∣∣
を得る．

一方，S の境界 C = ∂S を η でパラメトライズしたとき， ∂
∂η = ∂xµ

∂η
∂
∂xµ に注意すると⟨

dxµ
∣∣∣∣ ∂∂η

⟩
dη =

∂xµ

∂η
dη = dxµ

なので (最左辺の dxµ は 1形式ではなく，通常の線要素)，∫
∂S

ω =

∫
C

Aµdx
µ
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を得る．

以上より Stokesの定理 (106)は 4次元空間における Stokesの定理 (98):∫
S

∑′
fµνdσ

µν =

∫
C

Aµdx
µ

を与える．

C.4 4次元空間における 3次元的 Gaussの定理 (99)

2形式

ω =
∑′

Aµνdx
µ ∧ dxν

(∑′
はµ < νの和

)
の外微分は，

Fλµν ≡ ∂λAµν + ∂µAνλ + ∂νAλµ

とおくと

dω =

 ∑
λ<µ<ν

+
∑

µ<λ<ν

+
∑

µ<ν<λ

 ∂λAµνdx
λ ∧ dxµ ∧ dxν

=
∑′′

(∂λAµνdx
λ ∧ dxµ ∧ dxν + ∂µAλνdx

µ ∧ dxλ ∧ dxν + ∂νAλµdx
ν ∧ dxλ ∧ dxµ)

=
∑′′
{∂λAµνdxλ ∧ dxµ ∧ dxν + (−∂µAνλ)(−dxλ ∧ dxµ ∧ dxν) + ∂νAλµdx

λ ∧ dxµ ∧ dxν}

=
∑′′

Fλµνdx
λ ∧ dxµ ∧ dxν

(∑′′
はλ < µ < νの和

)
となる．ω, dω の積分を定義式 (105)に従って通常の積分に書き換えよう．

4次元空間に横たわる 3次元の超曲面 V を (ξ, ξ′, ξ′′)でパラメトライズする．ここで ξ(または ξ′, ξ′′)が動

いてできる座標曲線上で座標が ξ と ξ+dξ(または ξ′ と ξ′ +dξ′，ξ′′ と ξ′′ +dξ′′)の 2点を結ぶ 4元ベクトル

dx(または dx′，dx′′)を定義すると，その第 α成分は

dxα =
∂xα

∂ξ
dξ, dx′

α
=
∂xα

∂ξ′
dξ′, dx′′

α
=
∂xα

∂ξ′′
dξ′′

なので

⟨
dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

∣∣∣∣ ∂∂ξ , ∂∂ξ′ , ∂

∂ξ′′

⟩
dξdξ′dξ′′ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂xλ

∂ξ
∂xλ

∂ξ′
∂xλ

∂ξ′′
∂xµ

∂ξ
∂xµ

∂ξ′
∂xµ

∂ξ′′
∂xν

∂ξ
∂xν

∂ξ′
∂xν

∂ξ′′

∣∣∣∣∣∣∣dξdξ′dξ′′ =
∣∣∣∣∣∣∣
∂xλ

∂ξ dξ ∂xλ

∂ξ′ dξ
′ ∂xλ

∂ξ′′ dξ
′′

∂xµ

∂ξ dξ ∂xµ

∂ξ′ dξ
′ ∂xµ

∂ξ′′ dξ
′′

∂xν

∂ξ dξ ∂xν

∂ξ′ dξ
′ ∂xν

∂ξ′′ dξ
′′

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
dxλ dx′

λ
dx′′

λ

dxµ dx′
µ

dx′′
µ

dxν dx′
ν

dx′′
ν

∣∣∣∣∣∣ ≡ dvλµν

となるから ∫
V

dω =

∫
V

∑′′
Fλµνdv

λµν

を得る．

一方，超曲面 S = ∂V を (η, η′)でパラメトライズすると同様に⟨
dxµ ∧ dxν

∣∣∣∣ ∂∂η , ∂∂η′
⟩

=

∣∣∣∣dxµ dx′
µ

dxν dx′
ν

∣∣∣∣ ≡ dσµν , ∴
∫
∂V

ω =

∫
S

∑′
Aµνdσ

µν
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を得る．

以上より Stokesの定理 (106)は 4次元空間における 3次元的 Gaussの定理 (99):∫
V

∑′′
Fλµνdv

λµν =

∫
S

∑′
Aµνdσ

µν

を与える．

■3次元的 Gaussの定理の式 (100)への書き換え 3次元的 Gaussの定理 (99)を，デュアルテンソル

dSµ ≡ −
1

3!
eµνλρdv

νλρ, df∗µν ≡
1

2!
eµνλρdσ

λρ

を導入して書き換える (eλµνρ は完全反対称テンソルであり，e0123 = 1,∴ e0123 = −1)．これらを元のテンソ
ルについて逆に解くと

enklmdSn =− 1

6
enklme

nprsdvprs

=
1

6

∣∣∣∣∣∣
δpk δpl δpm
δrk δrl δrm
δsk δsl δsm

∣∣∣∣∣∣dvprs
=
1

6
(dvklm − dvkml − dvlkm + dvmkl + dvlmk − dvmlk) (行列式を 1行目で展開した)

=dvklm,

∴ dvλµν =eρλµνdSρ

および

−1

2
eµνλρdf∗λρ = −

1

4
eµνλρeλραβdσ

αβ =
1

2
(δµαδ

ν
β − δ

µ
βδ
ν
α)dσ

αβ =
1

2
(dσµν − dσνµ) = dσµν

なので∑′
Aµνdσ

µν =
1

2!
Aµνdσ

µν =
1

2!
Aµν

(
−1

2
eµνλρdf∗λρ

)
= −1

2

(
1

2!
eλρµνAµν

)
df∗λρ ≡ −

1

2
A∗
λρdf

∗
λρ,∑′′

Fλµνdv
λµν =

1

3!
Fλµνdv

λµν =
1

3!
Fλµν(e

ρλµνdSρ) =

(
1

3!
eρλµνFλµν

)
dSρ ≡ −F ∗ρdSρ

であり，ここで

F ∗ρ =− 1

3!
eρλµνFλµν = −1

3

{
∂λ

(
1

2!
eρλµνAµν

)
+ ∂µ

(
1

2!
eρλµνAνλ

)
+ ∂µ

(
1

2!
eρλµνAλµ

)}
=− 1

3
(∂λA

∗ρλ + ∂µA
∗ρµ + ∂νA

∗ρν) = −∂λA∗ρλ

なので 3次元的 Gaussの定理 (99)は式 (100):

1

2

∫
S

A∗λρdf∗λρ =

∫
V

∂λA
∗ρλdSρ

と書き換えられる．
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C.5 4次元的 Gaussの定理 (101)

3形式

ω =
∑′

Tλµνdx
λ ∧ dxµ ∧ dxν

(∑′
は 0 ≤ λ < µ < ν ≤ 3の和

)
に対して外微分は

dω =
∑′

∂ρTλµνdx
ρ ∧ dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

=∂0T123dx
0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ⇐ ρ = 0の項，dx0 ∧ dx0 = 0

+∂1T023dx
1 ∧ dx0 ∧ dx2 ∧ dx3 ⇐ ρ = 1の項，dx1 ∧ dx1 = 0

+∂2T013dx
2 ∧ dx0 ∧ dx1 ∧ dx3 ⇐ ρ = 2の項，dx2 ∧ dx2 = 0

+∂3T012dx
3 ∧ dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ⇐ ρ = 3の項，dx3 ∧ dx3 = 0

=(∂0T123 − ∂1T023 + ∂2T013 − ∂3T012)dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=W0123dx
0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

となる．ω, dω の積分を定義式 (105)に従って通常の積分に書き換えよう．

積分変数に空間座標 (x0, x1, x2, x3)そのものをとれば∫
Ω

dω =

∫
Ω

W0123dx
0 ∧ · · · ∧ dx3 =

∫
Ω

W0123
∂(x0, · · · , x3)
∂(x0, · · · , x3)

dx0 · · ·dx3 =

∫
Ω

W0123dΩ

となる．

次に 4次元空間に横たわる 3次元の超曲面 ∂Ω = V を (ξ, ξ′, ξ′′)でパラメトライズする．ここで ξ(または

ξ′, ξ′′)が動いてできる座標曲線上で座標が ξ と ξ + dξ(または ξ′ と ξ′ + dξ′，ξ′′ と ξ′′ + dξ′′)の 2点を結ぶ 4

元ベクトル dx(または dx′，dx′′)を定義すると，その第 α成分は

dxα =
∂xα

∂ξ
dξ, dx′

α
=
∂xα

∂ξ′
dξ′, dx′′

α
=
∂xα

∂ξ′′
dξ′′

なので

⟨
dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

∣∣∣∣ ∂∂ξ , ∂∂ξ′ , ∂

∂ξ′′

⟩
dξdξ′dξ′′ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂xλ

∂ξ
∂xλ

∂ξ′
∂xλ

∂ξ′′
∂xµ

∂ξ
∂xµ

∂ξ′
∂xµ

∂ξ′′
∂xν

∂ξ
∂xν

∂ξ′
∂xν

∂ξ′′

∣∣∣∣∣∣∣dξdξ′dξ′′ =
∣∣∣∣∣∣∣
∂xλ

∂ξ dξ ∂xλ

∂ξ′ dξ
′ ∂xλ

∂ξ′′ dξ
′′

∂xµ

∂ξ dξ ∂xµ

∂ξ′ dξ
′ ∂xµ

∂ξ′′ dξ
′′

∂xν

∂ξ dξ ∂xν

∂ξ′ dξ
′ ∂xν

∂ξ′′ dξ
′′

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
dxλ dx′

λ
dx′′

λ

dxµ dx′
µ

dx′′
µ

dxν dx′
ν

dx′′
ν

∣∣∣∣∣∣ ≡ dvλµν

となるから ∫
V

ω =

∫
V

∑′
Tλµνdv

λµν

を得る．

以上より Stokesの定理は 4次元的 Gaussの定理 (101):∫
Ω

W0123dΩ =

∫
V

∑′
Tλµνdv

λµν

を与える．
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■4次元的 Gaussの定理の式 (102)への書き換え 4次元的 Gaussの定理 (101)を，デュアルテンソル

W ∗ ≡ 1

4!
eρλµνWρλµν , T ∗ρ ≡ 1

3!
eρλµνTλµν

を導入して書き換える (eλµνρ は完全反対称テンソルであり，e0123 = 1,∴ e0123 = −1)．

W0123 =W ∗ =
1

4!
eρλµν(∂ρTλµν − ∂λTµνρ + ∂µTνρλ − ∂νTρλµ)

=
1

4!
{eρλµν∂ρTλµν − (−eλµνρ)∂λTµνρ + (+eµνρλ)∂µTνρλ − (−eνρλµ)∂νTρλµ}

=
1

4!
× 4eρλµν∂ρTλµν

=∂ρT
∗ρ

であり，さらに ∑′
Tλµνdv

λµν =T123dv
123 + T023dv

023 + T013dv
013 + T012dv

012

=T ∗0dv123 + (−T ∗1)dv023 + T ∗2dv013 + (−T ∗3)dv012

=− 1

3!
eρλµνT

∗ρdvλµν

≡T ∗ρdSρ

なので 4次元的 Gaussの定理 (101)は式 (102):∫
V

T ∗ρdSρ =

∫
Ω

∂ρT
∗ρdΩ

と書き換えられる．
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付録 D 古典的統一理論

§ 9，§ 23，§ 30では特殊相対性理論の範囲で，最小作用原理から粒子と場の運動方程式を導いている．

しかしながら教科書では，一般相対性理論において対応する議論を行ってはいない．そこで本章では，重力が

ある場合へと最小作用原理を一般化する方法を示す．

古典論において自然は粒子と場 (電磁場と重力場)から成る．それらの時間発展は最小作用原理の下で，作

用の表式の中に完全に含まれており，この意味である種の古典的統一理論と呼べる体系を提示することがで

きる．

特殊相対性理論における結果を得るには，gµν を Minkowski 計量 ηµν とすれば良い．(したがって行列式

g = |gµν |は −1になり，Christoffel記号はゼロになり，共変微分 (§ 85)は通常の微分に戻る．) ただし以下

では教科書と異なり，時空の 4成分 0, 1, 2, 3をとり得る添字をギリシア文字で，空間成分 1, 2, 3のみをとり

得る添字をラテン文字で表す．

D.1 古典的統一理論

D.1.1 エネルギー・運動量テンソル (§ 94)

§ 32では特殊相対性理論の範囲で，エネルギー・運動量テンソルの一般公式 (32.5)

T β
α =

∂L
∂(∂βϕr)

∂αϕr − δ β
α L (107)

を導いた (Lはラグランジアン密度，場 ϕr の種類 r について和をとる)．一般相対性理論では，作用は

S =
1

c

∫
L
√
−gd4x

という形をとる (
√
−gd4xは固有体積要素 (B.1.1節)，慣性系で

√
−g = 1)．ただしここでの作用 S は，力学

変数 gµν(x)を記述する項 (重力場項)を含まないものとしておく．ここで作用がスカラーであり，無限小の座

標変換
xµ → x′

µ
= xµ + ξµ (108)

に対して不変であることを要求すると*45，保存則

Tµν;ν = 0 (109)

が導かれる (導出は D.3.1節)．ここに Tµν は，計量テンソル gµν の変分 δgµν に伴う作用の変化

δS =
1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
δgµν +

∂Λ

∂(∂λgµν)
δ(∂λg

µν)

}
d4x =

1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
(δgµν)d4x

(ただし Λ ≡ L
√
−g)において

Tµν ≡
2√
−g

{
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
(110)

で定義される対称テンソルである．従ってこれは gµν , ∂λg
µν による微分が gνµ, ∂λg

νµ を固定して行われるこ

とを意味する．

*45 この条件は最小作用原理から導かれる運動方程式が，任意の座標系で成り立つことを保証する (十分条件，D.1.4節)．
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保存則 (109)は一般座標変換 (108)に関する対称性から導かれていることを踏まえると，上式 (110)の Tµν

は (重力場を含まない物理系の) エネルギー・運動量テンソルを与えると期待できる (定数係数の違いはあり得

るにしても)．この解釈を正当化するために，D.1.5節では電磁場の系に対して上式 (110)に基づいて計算した

エネルギー・運動量テンソルが，平坦な時空において§ 32の一般公式 (107)と等価な結果を与えることを示

す．(上式 (110)の Tµν はエネルギー・運動量テンソルそのものであり，定数係数は 1であることが同時に分

かる．)

公式 (110)には最初から対称なエネルギー・運動量テンソルが得られるという利点がある．重力がない場合

にもエネルギー・運動量テンソルを計算するのに，形式的に公式 (110)を利用できる．

注意 上式 (109):Tµν;ν = 0は厳密な意味での保存則ではない．と言うのも，
∫
Tµ0
√
−gd3xが保存するため

の連続の式は ∂ν(
√
−gTµν) = 0であって，式 (109)ではない (発散公式 (86.9)による)．これは重力場

もエネルギーと運動量を担うため，重力場を除く物理系のエネルギー・運動量保存則は近似的にしか成

り立たないことに関係している (p.313) [23, p.95]．

D.1.2 電磁場

古典的には自然は粒子と電磁場，重力場から成る．重力場の強度は Christoffel記号に対応することが，ま

もなく示される (D.2.1節)．本節では電磁場を導入する (§ 90の問題)．

電磁ポテンシャル Aµ (反変 4元ベクトル)から電磁場テンソル

Fµν ≡ Aν;µ −Aµ;ν = ∂µAν − ∂νAµ

が作られる (第 2の等号は共変微分の式 (86.12)による)．これは添字に関して反対称であり (Fµν = −Fνµ)，
以下のように電磁場の成分を与える．すなわち電場 E = (E1, E2, E3)と磁束密度 B = (B1, B2, B3)はそれ

ぞれ

Ei =γijEj , Ei = F0i, (111)

Bi =− 1

2
EijkBjk, Bij = Fij (112)

で定義される．ここに γij は§ 84の 3次元計量テンソル γij の逆テンソルで γijγjk = δik を満たし，行列式

γ ≡ |γij |に対し Eijk ≡ 1√
γ ε
ijk は 3次元の反対称テンソルである (ただし ε123 = 1，B.1.2節参照)．

D.1.3 4元電流 (密度)

電流密度の 4元ベクトルを

jµ(x) =
∑
a

eac√
−g(x)

δ(r − ra(t))
dx µ

a

dx0
(113)

で定義する (a は粒子の番号)．ただしここでは空間座標をまとめて r ≡ (x1, x2, x2) と表し，デルタ関数を

δ(x1)δ(x2)δ(x3) ≡ δ(r) と書いている (曲線座標系において r は位置ベクトルではない)．(以上，§ 90．)

D.3.2節では 4元電流密度 (113)を

jµ(x) =
∑
a

eac√
−g(x)

∫
δ(x− xa)

dx µ
a

dτa
dτa (114)
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図 89 作用の積分範囲

と書き換え，実際にこれが反変ベクトルとして変換することを証明する．平坦な時空を想定して慣性系をとる

と，電流密度の定義式 (113)は§ 28の表式

jµ =
∑
a

eaδ(r − ra)
dx µ

a

dt

へと簡略化される．ひるがえって電流密度の定義式 (113)は，その重力がある場合への自然な一般化と理解で

きる．

D.1.4 最小作用原理

古典物理学において自然界は粒子と場 (電磁場と重力場) から成り，粒子と場は相互作用しながら決定論

的に時間発展する．時間発展は最小作用原理から決定され，原理的には古典物理学における自然界の振舞

いは，作用 S の表式に完全に含まれていると言える．作用 S は次式で与えられる (p.304,pp.306–308) [23,

pp.115–116] [24, pp.261–262,pp.266–267]．� �
S = −

∑
mc

∫
ds−

∑ e

c

∫
Aµdx

µ − 1

16πc

∫
FµνFµν

√
−gd4x− c3

16πk

∫
G
√
−gd4x. (115)� �

ここに

m :粒子の質量, e : 粒子の電荷, k : 万有引力定数,

G ≡ gµν(ΓρµσΓσνρ − ΓσµνΓ
ρ
σρ), Γµνρ : Christoffel記号

である．ただし電磁気学の単位系として Gauss単位系を用いている．作用 (115)右辺第 1,2項の積分は与え

られた座標時間 t = tA, tB の間の粒子の軌道に沿って行う．
∑
は粒子ごとに値の異なる表式の全粒子につい

ての和を表し，右辺第 2項の Aµ は粒子の位置で評価する．右辺第 3,4項の積分は図 89の時刻 t = tA, tB に

挟まれた“円柱状の”領域に渡って行う．“円柱”の“側面”は空間の無限遠にあり，ここでは場の値はゼロに

なるものと仮定する．作用 (115)は特殊相対性理論での完全な作用 (27.7)と比較される．

式 (113) で定義した電流密度の 4 元ベクトルを用い (a は粒子の番号)，電磁場と粒子の相互作用項
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Smf ≡ −
∑

e
c

∫
Aµdx

µ は場を基調とした表現

Smf = −
1

c2

∫
jµ(x)Aµ(x)

√
−g(x)d4x (116)

に書き換えられる (D.3.3節参照)．

作用 S の表式 (115) の段階で理論の共変性を考察することができる．作用における ds,Aµdx
µ, FµνFµν

はスカラーである．また固有体積要素
√
−gd4x は不変量である (B.1.1 節)．さらに第 4 項 Sg ≡

− c3

16πk

∫
G
√
−gd4xにおける Gそのものはスカラーではないけれど，計量テンソルの変化に伴う変分は

δSg = − c3

16πk
δ

∫
R
√
−gd4x

となるので (Rはスカラー曲率，D.4.3節)，スカラーである (粒子の座標や電磁場の変化に伴う変分はもちろ

ん，δSg = 0)．以上より作用の変分は座標系に依らない量なので，作用が極値 (停留値)をとる条件に他なら

ない運動方程式も座標系の変更によって形を変えない．実際，D.2節で導く場と粒子の運動方程式は両辺が同

じ種類のテンソルから成り，座標変換に対して共変的であることが明白に見て取れる．

重力場項 Sg について Sg = − c3

16πk

∫
G
√
−gd4xの変分を δSg = − c3

16πk δ
∫
R
√
−gd4xと計算できることは，

重力場の作用を Sg = − c3

16πk

∫
R
√
−gd4xとしても良いことを意味する．(そうすれば，作用そのものが

スカラーとなる．) ただしRは gµν の 2階導関数を含む．これに対し Sg = − c3

16πk

∫
G
√
−gd4xとすれ

ば Gは場 gµν とその 1階導関数だけを含むことになり，自由電磁場の Lagrangian密度 − 1
16πF

µνFµν

が場 Aµ の 1階導関数だけを含むこととの類似性が確保される．このとき場の方程式は時間に関して 2

階の微分方程式となり，場とその時間変化率の初期値が与えられればその後の場の時間発展が完全に決

まるという，古典的因果律の保証されることが明瞭である．

D.1.5 電磁場を含めた物質の系のエネルギー・運動量テンソル

本節では a番目の粒子の質量を ma，電荷を ea，座標を xµ(a)，固有時間を τa，ẋµ(a) ≡ dxµ(a)
dτa

と表記す

る．作用 (115)の重力場項 Sg を除いた右辺第 1,2,3項の和を，

S′
m =

1

c

∫
L
√
−gd4x

と書いたときの Lagrangian密度 Lは

Λ(x) ≡ L(x)
√
−g(x) =

∫ {
−
∑
a

(
mac

2
√
gµν(x)ẋµ(a)ẋν(a) + eaAµ(x)ẋ

µ(a)

)
δ4(x− x(a))

}
dτa

− 1

16π
Fαβ(x)Fγδ(x)g

αγ(x)gβδ(x)
√
−g(x) (117)

で与えられる (D.3.4節参照) [2, p.163] [25, p.116]．

重力場を除く物理系のエネルギー・運動量テンソルの一般公式 (110)は，この Λに対して具体的には

Tµν(x) =
∑
a

mac√
−g(x)

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa +
1

4π

(
−Fµα(x)F α

ν (x) +
1

4
Fαβ(x)F

αβ(x)gµν(x)

)
(118)

となる (D.3.4節参照) [2, p.165] [25, p.113,p.118]．これが粒子と電磁場のエネルギー・運動量テンソルであ

る．なお一般相対論的な語法では，重力場以外の全てをまとめて“物質”と呼ぶ [28, p.37]．
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平坦な時空では第 2項は，§ 33の一般公式 (107)から求めた電磁場のエネルギー・運動量テンソル (33.1):

Tµν =
1

4π

(
−FµαF α

ν +
1

4
FαβF

αβηµν

)
に一致している．

■物質のエネルギー・運動量テンソル 特に電磁場がないときの物質のエネルギー・運動量テンソルは

T (m)µν(x) =
1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ4(x− x(a))dτa (119)

である．4元電流密度 (113)が反変ベクトルになっていることの証明 (D.3.2節)で見たように，1/
√
−g はデ

ルタ関数の変換性を打ち消すので，上式 (119)右辺は確かに 2階共変テンソルとなっていることが分かる．上

式 (119)は

T (m)µν(x) =
1√
−g(x)

∑
a

maẋ
µ(a)ẋν(a)

√
1−

(va
c

)2
δ(r − ra) (120)

と書き換えられる (導出は D.3.4節)*46．§ 33のノートでは，特殊相対性理論の文脈において，この表式の解

釈を行った．

ここで粒子の系を連続体 (流体) と見なせる場合に，上式 (119) を簡略化することを考える [2, pp.107–

110,pp.165–166,p.169]．まず粒子が狭い範囲に局在しているとき，各粒子の 4元速度 ẋµ(a)を共通の流体要

素の 4元速度 ẋµ に置き換え，粒子の和の外に出すことができる．

T (m)µν(x) = ẋµẋνϱ(x), ϱ(x) ≡ 1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
δ4(x− x(a))dτa. (121)

再び 1/
√
−g はデルタ関数の変換性を打ち消すので，ここで定義した ϱ(x)はスカラーである．流体とともに

運動する (va = 0)局所慣性系 (
√
−g = 1, dτa = dx0(a)/c)では，ẋµ = (c,0)より

T (m)µν =

{
ϱc2 : µ = ν = 0

0 : その他の成分
, ϱ(x) =

∑
a

maδ(r − ra(t)) (122)

となる．したがって ϱ(x)はスカラー量であって，xにおける局所慣性系のうち特に静止系を採用したとき，x

における質量密度を与える*47．粒子系が流体要素として振舞ういくつかの部分集団に分かれている場合には，

その各集団ごとに上式 (121)が成り立つことになる．4元速度 ẋµ は部分集団ごとに異なることを踏まえると，

系全体のエネルギー・運動量密度を得るには，単に式 (121)の ẋµ を空間の各位置で定義された速度場と読み

替えれば良い．

D.2 粒子と場の運動方程式

最小作用原理から導かれる運動方程式を列挙する [23, pp.115–116]．導出は D.4節を見よ．

*46 ここでは D.1.3節と同様，空間座標をまとめて r ≡ (x1, x2, x2)と表し，デルタ関数を δ(x1)δ(x2)δ(x3) ≡ δ(r)と書いている．
*47 この“質量密度”ϱ(x)の定義はやや特殊である．空間の与えられた体積に含まれる質量は不変量であるけれど，座標で測った空間
の体積は，したがって質量密度は本来，不変量ではない．
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D.2.1 粒子の運動方程式

実際の粒子の軌道が作用を極小にすることから，粒子の運動方程式

mc
Duµ

ds
=
e

c
Fµνuν (123)

が導かれる (式 (90.7))．ここに Duµ は粒子が世界線に沿って ds変位したときの 4元速度 u⃗の変化 du⃗の，変

位前の点での µ番目の成分である．(重力がないとき，これは式 (23.4)に戻る．)

■重力場中の粒子の運動方程式 粒子の運動方程式 (123)は

Duµ = uµ;νdx
ν = (∂νu

µ + uρΓµρν)dx
ν , uν∂νu

µ =
duµ

ds

を用いて

m
d2xµ

dτ2
= −mΓµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
+
e

c
Fµν

dxν
dτ

と書き換えられる．簡単のために電磁場がない場合を考えると Fµν = 0なので，

m
d2xµ

dτ2
= −mΓµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
(124)

となる．右辺を粒子に働く重力と見なせば，これは重力が粒子の 4元速度 1
c
dxµ

dτ を変化させることを表してい

ると解釈できる．また両辺に質量 mが共通だから，重力場の中の粒子の運動は粒子の質量に依らないことが

見て取れる．ここで Christoffel記号は計量テンソルの導関数で決まるから (式 (86.2)参照)，Christoffel記号

が重力場の“強さ”に相当し，計量テンソルは重力ポテンシャルと見なせる (pp.273–274) [2, p.122]．

このことは重力場の弱い場合の非相対論的な運動方程式との対応を考えるとより明確になる．重力場がない

ときには時空の各点で Christoffel記号が消え，計量テンソルがMinkowskiηµν となるような慣性系がとれる．

よって重力場が弱いとき時空の各点で計量テンソルが gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1を満たすような座標系を

とれる [20, p.244]．この座標系 (ct, r)で測った粒子の速度 ṙ を v と書くと (ドットは tによる微分)，重力場

が弱いため粒子は速度が小さい範囲 v/c ≪ 1に留まることが可能である．このような非相対論的極限では重

力ポテンシャル ϕが定義されて，粒子の運動方程式は

v̇ = −∇ϕ (125)

と表される (p.252)．粒子の運動方程式 (124) を導く作用 S = Sm = −
∑
mc
∫
ds が非相対論的極限

ϕ/c2 ≪ 1, v/c≪ 1で，運動方程式 (125)を導く作用の 1つ

S =
∑∫

dt

(
−mc2 + 1

2
mv2 −mϕ

)
(126)

に移行することを要求すると*48，

g00 = 1 +
2ϕ

c2
(127)

が見いだされる (D.4.1節参照，p.275)．こうして計量テンソルが重力ポテンシャル ϕと具体的に関係づけら

れる．

*48 作用 (126)は場 ϕの項を度外視すれば，自由粒子の作用 S = −
∑

mc2
∫ √

1− v2

c2
dtの非相対論的極限に一致する．
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D.2.2 電磁場の方程式すなわちMaxwell方程式

実際の電磁ポテンシャル Aµ の時間変化が作用を極小にすることから，重力場中の電磁場に対するMaxwell

方程式

Fµν;ν = −4π

c
jµ (128)

が導かれる (式 (90.6))．(重力がないとき，これは通常のMaxwell方程式 (30.2)に戻る．)

■電荷保存則 § 29では特殊相対性理論の水準で，荷電粒子系の電荷密度・電流密度が自動的に連続の式を

満たすことを見た．一方で電荷密度・電流密度の具体的な表式とは無関係に，Maxwell方程式 (128)の中には

連続の式
∂µ(j

µ√−g) = 0 (129)

が含まれている (導出は D.4.2節) [23, p.93]．これは平坦な時空では，通常の連続の式

∂µj
µ = 0, i.e.

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0

に帰着する．

D.2.3 重力場の方程式すなわち Einstein方程式 (§ 95)

実際の計量テンソル gµν の時間変化が作用を極小にすることから，重力場に対する Einstein方程式

(Gµν ≡)Rµν −
1

2
gµνR =

8πk

c4
Tµν (130)

が導かれる (式 (95.5))．ただし右辺の Tµν は物質と電磁場のエネルギー・運動量テンソルである (D.1.5節)．

■物質粒子と電磁場の運動方程式との関係 Bianchiの恒等式 (92.10):Gµν;ν = 0によれば，Einstein方程式

は物質と電磁場のエネルギー・運動量保存則
Tµν;ν = 0

を含意することになる*49．そしてエネルギー・運動量保存則には，物質粒子の運動方程式と電磁場の方程式

(Maxwell方程式)が含まれている (§ 33)．したがって重力場の方程式 (Einstein方程式)は，物質粒子と電磁

場の運動方程式をも含んでいることになる (p.309)．

D.3 古典的統一理論 (導出編)

D.3.1 エネルギー・運動量テンソル (補足)

D.1.1節における保存則 (109)を導く (§ 94)．

まず無限小変換 (108):x′
α
= xα + ξα に対する計量テンソルの変換則を調べる．∂x′α

∂xµ = δαµ + ∂µξ
α に注意

すると，ξα の 1次までの近似で

g′
αβ

= (δαµ + ∂µξ
α)(δβν + ∂νξ

β)gµν ≃ gαβ + ∂αξβ + ∂βξα

*49 この保存則は近似的である (D.1.1節)．
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となる．ここで一般にテンソル場に対して変換則 (92)は，与えられた時空点における場の値の変化を規定し

ていることを思い出そう．上式の右辺は座標 xの関数であるのに対し，左辺は同一の点を表す新しい座標 x′

の関数 g′
αβ

(x′)である．引数を xにそろえるために，左辺を

g′
αβ

(x′) = g′
αβ

(x+ ξ) ≃ g′αβ(x) + ξγ∂γg
′αβ(x) ≃ g′αβ(x) + ξγ∂γg

αβ(x)

と書き直す (最後の等号では第 2項において，g′αβ を gαβ に置き換えたときの差が ξα の 2次の微小量である

ことを考慮した)．すると

g′
αβ

= gαβ − ξγ∂γgαβ + ∂αξβ + ∂βξα

を得る (両辺の各項の引数はいずれも x)．右辺の後ろ 3つの項は ξα;β + ξβ;α とまとめられる．実際，

ξα;β + ξβ;α

=gβδξα;δ + gαδξβ;δ (∵ 反変導関数の定義 (§ 85)

=gβδ(∂δξ
α + Γαγδξ

γ) + gαδ(∂δξ
β + Γβγδξ

γ) (∵ 共変微分の公式 (§ 85)

=∂βξα + ∂αξβ + (gβδΓαγδ + gαδΓβγδξ
γ)ξγ

=∂βξα + ∂αξβ − (∂γg
αβ)ξγ . (∵ 式 (86.8))

以上より計量テンソルは

g′
αβ

(x) = gαβ(x) + δgαβ(x), δgαβ = ξα;β + ξβ;α (131)

に従って変換する．これは共変成分の変換則

g′αβ = gαβ + δgαβ , δgαβ = −ξα;β − ξβ;α

を含意する (このとき今考えている ξα の 1次までの近似で，g′αγg′γβ = δαβ が満たされる)．

さて，無限小の一般座標変換 (108)に対する作用 S の不変性を要求しよう．座標変換に伴って，計量テンソ

ル gµν とそれ以外の力学変数 q はともに変化する．これによる S の変分は微小変化の 1次近似で，gµν だけ

が変化したときの変分 δgS と qだけが変化したときの変分 δqS の和 δS = δgS + δqS である．ところが変数 q

に関する運動方程式により δqS はゼロになるから*50，作用の不変性として δgS = 0を要求すれば充分である．

0 = δgS =
1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
δgµν +

∂Λ

∂(∂λgµν)
δ(∂λg

µν)

}
d4x =

1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
(δgµν)d4x

=
1

2c

∫
Tµνδg

µν√−gd4x.

既に D.1.1節で述べたように，ここで gµν , ∂λg
µν による微分は gνµ, ∂λg

νµ を固定して行っていることになる．

*50 作用 S が力学変数 gµν(x)を記述する項 (重力場項)を含んでいるとすると，同じ理由で δgS = 0となり，非自明な結果は得られ
ない．
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変分 δgµν として座標変換に伴う変化 (131)を考えているから，上式はさらに

0 =
1

2c

∫
Tµν(ξ

µ;ν + ξν;µ)
√
−gd4x

=
1

c

∫
Tνµξ

µ;ν√−gd4x (Tµνの対称性)

=
1

c

∫
T νµξ

µ
;ν

√
−gd4x

=
1

c

∫
(T νµξ

µ);ν
√
−gd4x− 1

c

∫
T νµ;νξ

µ√−gd4x

=
1

c

∫
∂ν(
√
−gT νµξµ)d4x−

1

c

∫
T νµ;νξ

µ√−gd4x (∵ 公式 (86.9))

=− 1

c

∫
T νµ;νξ

µ√−gd4x

と書き換えられる．最右辺において ξµ は任意なので，T νµ;ν = 0を得る．計量テンソルの共変微分はゼロに

なること (§ 85)に注意して添字を上げると，式 (109):

Tµν;ν = 0

が導かれる．

D.3.2 4元電流 (密度)(補足)

■4元電流密度 (113)が反変ベクトルであることの証明 [2, p.164] a番目の粒子の座標を x µ
a = (x 0

a , ra)(ま

たはシンボリックに xa)，固有時間を τa と書くと，電流密度の 4元ベクトル (113)は

jµ(x) =
∑
a

eac√
−g(x)

δ(r − ra(t))
dx µ

a

dx0

=
∑
a

eac√
−g(x)

∫
δ(x− xa)

dx µ
a

dx 0
a

dx 0
a

=
∑
a

eac√
−g(x)

∫
δ(x− xa)

dx µ
a

dτa
dτa : (114)

と書き換えられる．最右辺において dτa はスカラーであり，dx µ
a /dτa は 4元反変ベクトルである．また座標

変換 x→ x′ に伴うデルタ関数の変換則を調べると，

1 =

∫
δ4(x′)d4x′ =

∫
δ4(x)d4x =

∫
δ4(x)

∂(x)

∂(x′)
d4x′, ∴ δ4(x′) =

∂(x)

∂(x′)
δ4(x)

となるので，デルタ関数はスカラー密度である．さらに因子
√
−g(x) = ∂(X)/∂(x) (B.1.1節参照)もまたス

カラー密度の変換則 √
−g′ = ∂(x)

∂(x′)

√
−g

に従うから，分母の
√
−g はデルタ関数の変換性を打ち消す．以上より 4元電流密度 (113)は全体として反変

ベクトルになっていることが分かる．

§ 28のノートには以上の議論の特殊相対論版を載せた．
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D.3.3 最小作用原理 (補足)

■場を基調とした電磁場と粒子の相互作用項 (116)の導出

Smf =−
∑
a

ea
c

∫
Aµ(x

µ
a )

dx µ
a

dx0
dx0

=− 1

c2

∫ (∑
a

eac√
−g(x)

δ(r − ra)
dx µ

a

dx0

)
Aµ(x)

√
−g(x)d4x

=− 1

c2

∫
jµ(x)Aµ(x)

√
−g(x)d4x.

D.3.4 電磁場を含めた物質の系のエネルギー・運動量テンソル (補足)

■電磁場を含めた物質の系の Lagrangian密度 D.1.5節における電磁場を含めた物質の系の Lagrangian密度

を与える式 (117)を確かめよう．

a番目の粒子の世界線に沿う線要素の世界間隔は

dsa =
√
gµν(x(a))dxµ(a)dxν(a) =

√
gµν(x(a))ẋµ(a)ẋν(a)dτa

なので作用 (115)における粒子の項は

Sm ≡ −
∑
a

mac

∫
dsa =

1

c

∫
Λmd

4x, Λm ≡ −
∑
a

mac
2

∫ √
gµν(x)ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa

となる．

次に電磁ポテンシャルについて，共変ベクトル Aµ を基本的な量と考える．このとき Aµdx
µ を計量テンソ

ルに依存する量 gµνA
µdxν と見なす必要はなく，作用 (115)における粒子と電磁場の相互作用項は

Smf ≡ −
∑
a

ea
c

∫
Aµ(x(a))dx

µ(a) =
1

c

∫
Λmfd

4x, Λmf ≡ −
∑
a

ea

∫
Aµ(x)ẋ

µ(a)δ4(x− x(a))dτa

となる．

さらに共変ベクトル Aµ を基本的な量と見なしたことを踏まえて Fαβ = gαγgβδFγδ と書くと，作用 (115)

における電磁場の項は

Sf ≡ −
1

16πc

∫
FαβFαβ

√
−gd4x =

1

c

∫
Λfd

4x, Λf ≡ −
1

16π
gαγgβδFαβFγδ

√
−g

となる．

以上の Λm,Λmf ,Λf を用いて

S′
m ≡ Sm + Smf + Sf =

1

c

∫
Λd4x, Λ ≡ Λm + Λmf + Λf : (117)

と書ける．

■計量テンソルの変分に対する公式

gµνgνλ = δµλ, ∴ gµνδgνλ = −gνλδgµν
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の両辺に gµα をかけて µで和をとると

δgαλ = −gνλgµαδgµν , ∴ δgµν = −gαµgβνδgαβ

を得る．ここで α→ µ, λ→ ν とし，ダミー添字を µ→ α, ν → β と改めた [2, p.146] [25, pp.42–43]．

ここで計量テンソル gµν の任意の関数 f(gµν)を考えると，これは上式より gµν の変分 δgµν に伴い

δf =
∂f

∂gµν
δgµν =

∂f

∂gµν
(−gαµgβν)δgαβ

だけ変化する．一方 gµν の変分 δgµν に伴い gαβ が δgαβ だけ変化したとすると，これは δf =
∂f

∂gαβ
δgαβ と

も書けるので，これらを等置して
∂f

∂gαβ
= −gαµgβν

∂f

∂gµν
(132)

を得る．

■粒子と電磁場に対するエネルギー・運動量テンソル (110)の導出 以上を踏まえ，式 (117)で与えられる Λ

に対して粒子と電磁場のエネルギー・運動量テンソル (110)を計算しよう．まず

T(m)µν ≡
2√
−g

{
∂Λm

∂gµν
− ∂λ

∂Λm

∂(∂λgµν)

}
=

2√
−g

∂Λm

∂gµν

を考える．gαβ による微分が gβα を固定して行われることに注意すると

∂Λm

∂gαβ
=−

∑
a

mac
2

∫
δαµδ

β
ν ẋ

µ(a)ẋν(a)

2
√
gρσ(x)ẋρ(a)ẋσ(a)

δ4(x− x(a))dτa = −1

2

∑
a

mac

∫
ẋα(a)ẋβ(a)δ4(x− x(a))dτa

(δ4(x− x(a))があるので
√
gρσ(x)ẋρ(a)ẋσ(a)→

√
gρσ(x(a))ẋρ(a)ẋσ(a) = cとできる),

∴ ∂Λm

∂gµν
=− gµαgνβ

∂Λm

∂gαβ
(∵ 式 (132))

=
1

2

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa

なので

T(m)µν =
2√
−g

∂Λm

∂gµν
=

1√
−g
∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ

4(x− x(a))dτa

となる．

次に Λmf は計量テンソルとその微分に依らないので

T(mf)µν ≡
2√
−g

{
∂Λmf

∂gµν
− ∂λ

∂Λmf

∂(∂λgµν)

}
= 0

となる．

注意 相互作用項 Λmf のエネルギー・運動量テンソルへの寄与を考慮すること自体は間違いではない [28,

p.38]．ただし繰り返せば，内積 Λmf ∼ Aµẋ
µ が実質 gµν に依らず，その寄与がゼロになると判断でき

るのは，Aµ ではなく Aµ を基本的な量と見なしているからである．確かに我々ははじめに電磁場を反

変ベクトル Aµ = (ϕ,A)として導入し，次いで共変ベクトル Aµ = gµνA
ν を定義した．しかしゲージ
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場の理論では電磁場は第 1義的には，共変微分Dµ = ∂µ − ieAµ における接続 Aµ として導入されるか

ら [5, p.82] [26, pp.140–144]，共変ベクトル Aµ を基本的な量と見なすことは自然である．それはすぐ

後の Λf における場の強度 Fµν の取り扱いとも整合している．

さらに

T(f)µν ≡
2√
−g

{
∂Λf

∂gµν
− ∂λ

∂Λf

∂(∂λgµν)

}
=

2√
−g

∂Λf

∂gµν

を考える．再び gµν による微分が gνµ を固定して行われることに注意すると

FαβFγδ
√
−g ∂g

αγ

∂gµν
gβδ =FαβFγδ

√
−gδαµδγνgβδ = FµβF

β
ν

√
−g,

FαβFγδ
√
−ggαγ ∂g

βδ

∂gµν
=FαµF

α
ν

√
−g = FµαF

α
ν

√
−g

(∵ Fαµ = −Fµα, Fαν = gαβFβν = −gαβFνβ = −F α
ν ),

FαβFγδg
αγgβδ

∂
√
−g

∂gµν
=FαβF

αβ

(
− 1

2
√
−g

∂g

∂gµν

)
=− 1

2
√
−g

FαβF
αβ(−ggλρδλµδρν) (∵ 式 (86.4) : dg = −ggλρdgλρ)

=−
√
−g
2

FαβF
αβgµν

なので

T(f)µν =
1

4π

(
−FµαF α

ν +
1

4
FαβF

αβgµν

)
となる．

以上の T(m)µν , T(f)µν を用いて
Tµν = T(m)µν + T(f)µν : (118)

と書ける (Tµν(mf) = 0)．

■物質のエネルギー・運動量テンソル (120)の導出 物質のエネルギー・運動量テンソル (119)は

T (m)µν(x) =
1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)ẋν(a)δ4(x− x(a))dτa

=
1√
−g(x)

∑
a

mac

∫
ẋµ(a)

dxν(a)

dx0(a)
δ4(x− x(a))dx0(a)

=
1√
−g(x)

∑
a

maẋ
µ(a)

dxν(a)

dt
δ(r − ra)

=
1√
−g(x)

∑
a

maẋ
µ(a)ẋν(a)

√
1−

(va
c

)2
δ(r − ra) : (120)

と書き換えられる．

D.4 粒子と場の運動方程式 (導出編)

D.2節に挙げた運動方程式を最小作用原理から導く．ここではその際，Euler-Lagrange方程式を用いるの

ではなく，作用 (115)の変分を直接計算する方法をとることにする．
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Sm ≡−
∑

mc

∫
ds,

Smf ≡−
∑ e

c

∫
Aµdx

µ,

Sf ≡−
1

16πc

∫
FµνFµν

√
−gd4x,

Sg ≡−
c3

16πk

∫
G
√
−gd4x

とおき，作用 (115)を S = Sm + Smf + Sf + Sg と書く．S′
m ≡ Sm + Smf + Sf とおく．

D.4.1 粒子の運動方程式 (補足)

時空における粒子の実際の軌道は作用の停留値 (極値)を与えることから，粒子の軌道の変分に伴い

0 = δS = δSm + δSmf .

ここで変分 δSm は次のように書き表せる (p.276)．

2dsδ(ds) =δ(ds2) = δ(gµνdx
µdxν) = dxµdxν(∂λgµν)δx

λ + 2gµνdx
µδ(dxν)

(∵ gµνは時空における粒子の位置で評価している．gµνdx
νδ(dxµ) = gνµdx

µδ(dxν) = gµνdx
µδ(dxν)),

∴ δSm =−
∑

mc

∫
δ(ds)

=−
∑

mc

∫ {
1

2

dxµ

ds

dxν

ds
(∂λgµν)δx

λ + gµν
dxµ

ds
δ

(
dxν

ds

)}
ds

=−
∑

mc

∫ {
1

2
uµuν(∂λgµν)−

d

ds
(gµλu

µ)

}
δxλds(

dxµ

ds
≡ uµと改め，境界でδxν = 0に注意して部分積分し，第 2項のダミー添字をν → λと改めた

)
=
∑

mc

∫ {
gµλ

duµ

ds
+

1

2
uµuν(∂νgµλ + ∂µgνλ − ∂λgµν)

}
δxλds(

∵ uµ
d

ds
gµλ = uµuν∂νgµλ =

1

2
uµuν(∂νgµλ + ∂µgνλ)

)
=
∑

mc

∫ (
gµλ

duµ

ds
+ uµuνΓλ,µν

)
δxλds ≡

∑
mc

∫
Duλ
ds

δxλds. (∵ 式 (86.2)

ここに

Duλ ≡
(
gµλ

duµ

ds
+ uαuβΓλ,αβ

)
ds

=gµλ(∂βu
µ + uαΓµαβ)u

βds

(
∵ Γλ,αβ = gµλΓ

µ
αβ ,

duµ

ds
= uβ∂βu

µ

)
=gµλu

µ
;βdx

β = gµλDu
µ

は Duµ を共変ベクトルにしたものである．Duµ は粒子が世界線に沿って ds変位したときの 4元速度 u⃗の変

化 du⃗の，変位前の点での µ番目の成分である．
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また特殊相対性理論における計算 (pp.67–68)を一般化して，変分 δSmf を次のように書き表せる．

δSmf =−
∑ e

c

∫
{Aµδ(dxµ) + (δAµ)dx

µ}

=−
∑ e

c

∫
{(−dAµ)δxµ + (δAν)dx

ν}

(境界でδxµ = 0に注意して部分積分した)

=−
∑ e

c

∫
{(−∂νAµ)dxνδxµ + (∂µAν)δx

µdxν}

(場 Aµは時空における粒子の位置で評価している)

=−
∑ e

c

∫
Fµνu

νδxµds.

以上より ∑∫ (
mc

Duµ
ds
− e

c
Fµνu

ν

)
δxµds = 0

となり，これが任意の変分 δxµ に対して成り立つことから粒子の運動方程式 (123):

mc
Duµ

ds
=
e

c
Fµνuν

を得る．

■重力場の中の粒子 (補足) 作用 (126):

S =

∫
Ldt, L ≡

∑(
−mc2 + 1

2
mv2 −mϕ

)
は非相対論的な粒子の運動方程式 (125):v̇ = −∇ϕを再現する．実際 L =

∑(
−mc2 + 1

2mv2 −mϕ
)
に対し

て Lagrange方程式を書き下すと

0 =
d

dt

∂L

∂v
− ∂L

∂r
= mv̇ +m∇ϕ, ∴ (125) : v̇ = −∇ϕ

となる．

非相対論的極限 ϕ/c2 ≪ 1, v/c≪ 1で作用 S = Sm = −
∑
mc
∫
dsが作用 (126)に移行するためには

ds =cdt

{
1− 1

2

(v
c

)2
+
ϕ

c2

}
,

∴ ds2 =(cdt)2

{
1−

(v
c

)2
+

2ϕ

c2
+O

((v
c

)4
,

(
ϕ

c2

)2

,
(v
c

)2 ϕ
c2

)}

≃
(
1 +

2ϕ

c2

)
(cdt)2 − dr2

であれば良いから式 (127):g00 = 1 + 2ϕ
c2 を得る (p.275)．

D.4.2 電磁場の方程式すなわちMaxwell方程式 (補足)

場 jµ(x)を用いると，

Smf = −
1

c2

∫
jµ(x)Aµ(x)

√
−g(x)d4x : (116)
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と表されることを思い出そう．また場 Aµ の変分に伴う gµν の変分は δgµν = 0なので

FµνδFµν = Fµνδ(gµρgνσF
ρσ) = (Fµνgµρgνσ)δF

ρσ = FρσδF
ρσ = FµνδF

µν

となる．

以上のことに注意すると，実際の場 Aµ の時間変化は作用の停留値 (極値)を与えることから，場 Aµ の変分

に伴う作用の変分は次式で表される．

0 = δS = δ(Smf + Sf) =−
1

c

∫ (
1

c
jµδAµ +

1

8π
FµνδFµν

)√
−gd4x

=− 1

c

∫ {
1

c
jµδAµ +

1

8π
Fµν(∂µδAν − ∂νδAµ)

}√
−gd4x

=− 1

c

∫ {(
1

c
jµ − 1

4π
Fµν∂ν

)
δAµ

}√
−gd4x

(∵ Fµν∂µδAν = F νµ∂νδAµ = −Fµν∂νδAµ)

=− 1

c

∫ {
1

c
jµ
√
−g + 1

4π
∂ν(F

µν√−g)
}
δAµd

4x

(境界でδAµ = 0に注意して部分積分した)

=− 1

c

∫ (
1

c
jµ +

1

4π
Fµν;ν

)
δAµ
√
−gd4x

(∵ 式 (86.10) : ∂ν(F
µν√−g) =

√
−gFµν;ν).

ここでの計算は特殊相対性理論における計算 (p.83)を参考にした．これが任意の変分 δAµ に対して成り立つ

ことから，重力場中のMaxwell方程式 (128):

Fµν;ν = −4π

c
jµ

を得る．

■Maxwell 方程式から連続の式 (129) の導出 Maxwell 方程式 (128):Fµν;ν = −4π
c j

µ，および反対称テンソ

ル Aµν の 4元発散に対する一般公式 (86.10):

Aµν;ν =
1√
−g

∂ν(A
µν√−g)

を用いると，
∂µ(j

µ√−g) = − c

4π
∂µ(F

µν
;ν

√
−g) = − c

4π
∂µ∂ν(F

µν√−g) = 0 : (129)

となる．最後の等号では添字 µ, ν について ∂µ∂ν は対称，Fµν
√
−g は反対称なので ∂µ∂ν(F

µν√−g) = 0と

なることを用いた．

D.4.3 重力場の方程式すなわち Einstein方程式 (補足)

実際の場 gµν の時間変化は作用の停留値 (極値)を与えることから，場 gµν の変分に伴い

0 = δS = δ(S′
m + Sg), S′

m ≡ Sm + Smf + Sf .
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ここで D.1.4節で述べたように，Sg = − c3

16πk

∫
G
√
−gd4xの変分を δSg = − c3

16πk δ
∫
R
√
−gd4xと計算でき

ることを示す．

√
−gR =

√
−ggµν(∂ρΓρµν − ∂νΓρµρ + ΓρµνΓ

σ
ρσ − ΓσµρΓ

ρ
νσ) (∵ 定義式 (92.6, 7)，(92.9))

=∂ρ(
√
−ggµνΓρµν)− ∂ν(

√
−ggµνΓρµρ)− Γρµν∂ρ(

√
−ggµν) + Γρµρ∂ν(

√
−ggµν)

+
√
−ggµν(ΓρµνΓσρσ − ΓσµρΓ

ρ
νσ)

において

Γρµν∂ρ(
√
−ggµν) =Γρµν

(
−∂ρg
2
√
−g

gµµ +
√
−g∂ρgµν

)
=Γρµν

√
−g(Γσρσgµν − Γµσρg

σν − Γνσρg
µσ)

(第 1項に対して式 (86.5)を，第 2項に対して式 (86.8)を用いた)

=
√
−ggµν(ΓρµνΓσρσ − 2ΓσµρΓ

ρ
σν)

(第 2項でダミー添字をµ↔ σと入れ換え，

第 3項でダミー添字をρ→ σ, σ → ν, ν → ρと巡回置換した),

Γρµρ∂ν(
√
−ggµν) =−

√
−ggνσΓµνσΓρµρ (∵式 (86.6))

=−
√
−ggµνΓρµνΓσρσ

(ダミー添字をµ→ ρ, ρ→ σ, σ → ν, ν → µと巡回置換した)

なので，
√
−gR = ∂µ(

√
−gWµ) +

√
−gG,

{
Wµ ≡ gνρΓµνρ − gρµΓνρν
G ≡ gµν(ΓσµρΓρνσ − ΓρµνΓ

σ
ρσ)

を得る．

4元発散 ∂µ(
√
−gWµ)の積分は境界上の積分に置き換わる．最小作用原理において境界での場の値は与え

られているため，これは変分をとると落ちる．以上より

δSg = − c3

16πk
δ

∫
G
√
−gd4x = − c3

16πk
δ

∫
R
√
−gd4x

が示された．

そこで δSg を次のように計算する．

δ

∫
R
√
−gd4x

=

∫
(Rµν

√
−gδgµν +Rµνg

µνδ
√
−g + gµν

√
−gδRµν)d4x

(∵ R ≡ gµνRµν)

=

∫ (
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν
√
−gd4x+

∫
gµν(δRµν)

√
−gd4x(

∵ 式 (86.4) : dg = −ggµνdgµν より δ
√
−g = − δg

2
√
−g

= −1

2

√
−ggµνδgµν

)
.
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最右辺第 2項を考える．局所慣性系では Γµνλ = 0, ∂λg
µν = 0だから (§ 86)，

gµνδRµν =gµν(∂λδΓ
λ
µν − ∂νδΓλµλ)

=∂λ(g
µνδΓλµν − gµλδΓνµν)

(第 2項でダミー添字をν ↔ λと入れ換えた)

≡∂λwλ.

ここで Γλµν はテンソルではないけれども，変分 δΓλµν は (1,2)テンソルであることに注意すると [25, p.69]，

wλ は反変ベクトルとなることが分かる (B.1 節参照)．局所慣性系で ∂λw
λ = wλ;λ なので gµνδRµν = wλ;λ

となる．これは両辺がどちらもスカラーだから他の任意の座標系でも成り立つ関係式である (B.1節参照)．式

(86.9):wµ;µ = 1√
−g∂µ(

√
−gwµ)より∫

gµν(δRµν)
√
−gd4x =

∫
∂µ(
√
−gwµ)d4x

となり，これは境界上の積分に置き換わる．ここで wµ は場の変分を含んでおり，場の変分は境界上でゼロだ

から，この境界上の積分は消える．

一方 S′
m = 1

c

∫
Λd4xと書くと，変分 gµν に伴う S′

m の変化は

δS′
m =

1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
δgµν +

∂Λ

∂(∂λgµν)
δ(∂λg

µν)

}
d4x

=
1

c

∫ {
∂Λ

∂gµν
− ∂λ

∂Λ

∂(∂λgµν)

}
δgµνd4x

(境界でδgµν = 0に注意して部分積分した)

≡ 1

2c

∫
Tµνδg

µν√−gd4x. (∵ 式 (110))

以上より

0 = δSg + δS′
m = − c3

16πk

∫ (
Rµν −

1

2
gµνR−

8πk

c4
Tµν

)
δgµν
√
−gd4x

となり，これが任意の変分 δgµν に対して成り立つことから Einstein方程式 (130):

Rµν −
1

2
gµνR =

8πk

c4
Tµν

を得る．

参考：宇宙定数 宇宙のより正確な記述として，作用 Sg に宇宙定数 λの項

− c3

16πk

∫
2λ
√
−gd4x

を付け加えた理論が考えられる．改めて δ
√
−g = − 1

2

√
−ggµνδgµν に注意すると，変分 δSg への付加的な寄

与は − c3

16πk

∫
(−λgµν)δgµν

√
−gd4xなので，このとき Einstein方程式は

Rµν −
1

2
gµνR− λgµν =

8πk

c4
Tµν

と修正される (§ 111冒頭)．
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付録 E 場の理論における対称性と保存則

主に§ 32の補足として，場の Lorentz変換に関する対称性から導かれる保存則についてまとめる．ただし

以下では教科書と異なり，時空の 4成分 0, 1, 2, 3をとり得る添字をギリシア文字で，空間成分 1, 2, 3のみを

とり得る添字をラテン文字で表す．

E.1 対称性と保存則 (要約)

場の Lorentz変換の形を具体的に指定して，系の Lorentz対称性に付随する保存量を調べよう [5, pp.39–43]．

原点の時空内並進も含めた無限小の Lorentz変換は

xα → x′α = xα + δxα = xα + εαβx
β + δα (133)

と書ける (εαβ は反対称，§ 14 を参照)．これに伴う場の変換が，次のように表されるものと仮定する (文

献 [26, pp.4–5]参照)．

ϕr(x) → ϕ′r(x
′) = ϕr(x) +

1

2
εαβS

αβ
rs ϕs(x).

これは同一の時空点における場の値の変化が

δTϕr(x) ≡ ϕ′r(x′)− ϕr(x) =
1

2
εαβS

αβ
rs ϕs(x) (134)

で与えられることを意味しており，引数における場を評価する時空点の座標も変換により x→ x′ と変化して

いる．Sαβrs の添字 αβ に関する反対称性を仮定しても一般性を失わない (Sαβrs の対称部分は εαβS
αβ
rs に寄与を

持たないから)．理論の不変性として，Lagrangian密度の不変性

L(ϕr(x), ∂αϕr(x)) = L(ϕ′r(x′), ∂α
′ϕ′r(x

′))

(ただし ∂α
′ ≡ ∂/∂x′α)を要求すると (十分条件)，連続の式

∂αf
α = 0, fα =

∂L
∂(∂αϕr)

δTϕr − T αβδxβ (135)

が導かれる (導出は E.2節)．ただしここではエネルギー・運動量テンソルを，式 (32.5)の Tαβ と比べて

T αβ = T βα =
∂L

∂(∂αϕr)
∂βϕr − Lηαβ (136)

と再定義している (ηαβ はMinkowski計量)．

まず並進操作 (εαβ = 0)を考えると，上式 (133)，(134)において δxβ = δβ，δTϕr = 0となるので，カレ

ントの式 (135)は fα = −T αβδβ と簡略化される．変位 δβ の 4成分は独立にとれるので，連続の式はエネル

ギー・運動量保存則 (32.4–5):
∂αT αβ = 0

を再現する．

次に時空内の回転操作 (δα = 0)を考えると，カレントの式 (135)は

fα =
1

2
εβγMαβγ , Mαβγ ≡ ∂L

∂(∂αϕr)
Sβγrs ϕs + (xβT αγ − xγT αβ)(= −Mαγβ) (137)
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を与える (導出は E.2 節)．回転操作 εβγ は (反対称性を有する点を除けば) 互いに独立なので，連続の式

∂αf
α = 0は ∂αMαβγ = 0に帰着する．ここから保存するチャージ

cMαβ =

∫
d3xM0αβ

=

∫
d3x

{
(xαT 0β − xβT 0α) + cπrS

αβ
rs ϕs

}
(= −cMβα) (138)

が得られる．これは回転対称性に付随する保存量なので，角運動量と見なされる．T i0/c = T 0i/cは運動量密

度であり，dP i ≡ T 0i

c dV は 3次元空間の体積 dV が持つ運動量なので，M ik の第 1項∫
(xidP k − xkdP i)

は場全体の持つ軌道角運動量となっていることが見て取れる．Sαβrs の項は固有スピン角運動量を表すものと

解釈できる．ここでスピン角運動量とは量子力学において想定される粒子 (場)の内部自由度である．

なお§ 18，§ 29ではゲージ対称性と電荷保存則の関係を，電磁気学に関して古典論の水準で見た．

■対称性と保存則，まとめ 無限小の Lorentz変換

xµ → x′
µ
= xµ + εµνxν + δµ

に関する対称性と保存則の関係は，粒子系と場の系を併せて以下のようにまとめられる．

• 時空内の推進 (並進)操作 (δµ)に関する対称性

– 空間並進 → 運動量の保存

– 時間並進 → エネルギーの保存

• 回転操作 (εµν)に関する対称性

– 空間内の回転 → 角運動量の保存

– 時空内の回転，すなわち等速推進 (Lorentzブースト)

→ (粒子系の)重心 (エネルギー中心)の等速度運動 (エネルギー・運動量保存則の下で)

• (ある種の)ゲージ対称性 → 電荷保存則

E.2 対称性と保存則 (式の導出)

■場の理論の Lorentz不変性から導かれる保存則 (135)の式 場の変分 (134)は微小量の 1次までの近似で

δTϕr(x) ≡ϕ′r(x′)− ϕr(x)
=[ϕ′r(x

′)− ϕr(x′)] + [ϕr(x
′)− ϕr(x)]

=δϕr(x
′) +

∂ϕr
∂xβ

(δxβ = x′β − xβ)

=δϕr(x) +
∂ϕr
∂xβ

と書き直される．同様に Lagrangian密度の不変性は

0 = L(ϕ′r(x′), ∂α
′ϕ′r(x

′))− L(ϕr(x), ∂αϕr(x)) = δL+
∂L
∂xα

δxα
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と表される．最右辺第 1 項 δL は場の変更 ϕr(x) → ϕr(x) + δϕr(x) に伴う Lagrangian 密度の変分であり，

Euler-Lagrange方程式を用いると

δL =
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂(∂αϕr)
δ(∂αϕr)

=

(
∂α

∂L
∂(∂αϕr)

)
δϕr +

∂L
∂(∂αϕr)

∂αδϕr

=∂α

(
∂L

∂(∂αϕr)
δϕr

)
=

∂

∂xα

{
∂L

∂(∂αϕr)

(
δTϕr(x)−

∂ϕr
∂xβ

)}
と計算される．これを上式に代入すると，連続の式 (135):

∂αf
α = 0, fα =

∂L
∂(∂αϕr)

δTϕr − T αβδxβ

が得られる．

■時空内の回転対称性に付随するカレント (137)の導出 回転操作 δxβ = εβγδx
γ を考え，カレント fα の式

(135):

fα =
∂L

∂(∂αϕr)
δTϕr − T αβδxβ

に δTϕr(x) =
1
2εαβS

αβ
rs ϕs(x)および

−T αβδxβ = −T αβεβγδxγ = −1

2
(T αβεβγδxγ + T αγεγβδxβ) =

1

2
εβγ(x

βT αβ − xγT αβ)

を代入すると，式 (137):

fα =
1

2
εβγMαβγ , Mαβγ ≡ ∂L

∂(∂αϕr)
Sβγrs ϕs + (xβT αγ − xγT αβ)(= −Mαγβ)

が得られる．
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付録 F Poisson方程式

§ 36と§ 43の補足として，Poisson方程式の解を調べる．

■文献 [7, pp.57–60] における説明 位置 x を中心とする半径 ε の球状の無限小領域を Vε，Vε の表面を S，

Vε の外部領域を V − Vε と書くと，スカラーポテンシャル (36.8):ϕ(x) =
∫
d3x′ ρ(x

′)
|x−x′| に対し

∆ϕ(x) =

(∫
V−Vε

+

∫
Vε

)
ρ(x′)∆

1

|x− x′|
d3x′.

ここで領域 V − Vε では |x− x′| ̸= 0であり，距離 |x− x′|の (xによる)微分は x− x′ 方向の単位ベクトル

になること

∂i|x− x′| = ∂i

√
(x1 − x′1)2 + · · · = xi − x′i

|x− x′|
, ∴ ∂i

1

|x− x′|
= − xi − x′i

|x− x′|3
(139)

に注意すると

∆
1

|x− x′|
= ∂i

(
− xi − x′i

|x− x′|3

)
=− ∂i(x

i − x′i)
|x− x′|3

− (xi − x′i)
(
−3|x− x′|2

|x− x′|6

)
∂i|x− x′|

=− 3

|x− x′|3
+

3

|x− x′|3
= 0

となる．よって

∆ϕ(x) =

∫
Vε

ρ(x′)∆
1

|x− x′|
d3x′ ≃ ρ(x)

∫
Vε

∆
1

|x− x′|
d3x′

=ρ(x)

∫
Vε

∇′ ·
(
∇′ 1

|x− x′|

)
d3x′ (∇′は x′による微分)

=ρ(x)

∫
S

(
∇′ 1

|x− x′|

)
· ndS

(n, dS はそれぞれ表面 S 上の外向き単位法線ベクトルと面積要素)

=ρ(x)
(
− n

ε2

)
· n× 4πε2 (∵ 式 (139))

=− 4πρ(x)

となり，スカラーポテンシャル (36.8):

ϕ(x) =

∫
ρ(x′)d3x′

|x− x′|

は Poisson方程式∆ϕ = −4πρを満たす．
以上の証明では ϕ, ρの物理的な意味を用いなかったから，置き換え ϕ → A, ρ → j/cによりベクトルポテ

ンシャル (43.5):

A(x) =
1

c

∫
j(x′)d3x′

|x− x′|

が Poisson方程式∆A = − 4π
c j を満たすことが分かる．
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■Green関数法 Poisson方程式 ∆ψ(x) = σ(x)の解は ∆G(x) = δ(x)を満たす Green関数 G(x)を用いて

ψ(x) =
∫
d3x′σ(x′)G(x− x′)と書ける．実際，このとき

∆ψ(x) =

∫
d3x′σ(x′)∆G(x− x′) =

∫
d3x′σ(x′)δ(x− x′) = σ(x)

となる．そこで G(x) = − 1

4π|x|
であることを示せば良い．

G(x) =

∫
d3k

(2π)3
G(k)eik·x

と Fourier展開すると

∆G(x) = δ(x) ⇒ −k2G(k) = 1 ⇒ G(k) = − 1

k2

なので

G(x) = −
∫

d3k

(2π)3
eik·x

k2

となる．ここで xを極軸とする kの極座標 (k, θ, ϕ)を積分変数に選ぶと k空間の体積要素は k2 sin θdkdθdϕ

であり，この積分を実行する上で被積分関数が k → 0のとき発散することは次のように問題にならない:

G(x) =− 1

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 1

−1

d(cos θ)k2
eikx cos θ

k2
(x ≡ |x|)

=− 1

(2π)2

∫ ∞

0

dk
eikx − e−ikx

ikx

=− 2

(2π)2x

∫ ∞

0

dξ
sin ξ

ξ
. (ξ ≡ kx)

最右辺の積分を評価しよう．図 90に示した複素 z 平面上の半径 r の半円 C1，半径 R の半円 C2，閉曲線 C

に対して

0 =

∮
C

eiz

z
dz =

∫ −r

−R

eiξ

ξ
dξ +

∫
C1

eiz

z
dz +

∫ R

r

eiξ

ξ
dξ +

∫
C2

eiz

z
dz

であり，この式の最右辺において∫ −r

−R

eiξ

ξ
dξ =−

∫ R

r

e−iξ
′

ξ′
dξ′, (ξ′ ≡ −ξ)∫

C1

eiz

z
dz =i

∫ 0

π

exp(reiθ)dθ (z ≡ reiθ)

→− iπ, (r → 0)∫
C2

eiz

z
dz →0 (R→∞, Jordanの補助定理)

なので

0 = 2i

∫ ∞

0

sin ξ

ξ
dξ − iπ, ∴

∫ ∞

0

sin ξ

ξ
dξ =

π

2

を得る．よって Green関数が

G(x) = − 1

4πx
(x ≡ |x|)

と求まる．
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図 90 複素 z 平面上の積分路 C1, C2, C

検算 Green関数の球対称性 G(R) = G(R)を仮定し，R > 0で

0 = ∆G(R) =
(R2G′)′

R2
(プライムは Rによる微分)

を解くと，Aを積分定数として G(R) = A
R +G(∞)となる (逆に ∆ 1

R = 0)．また半径 aの球における

体積積分は∫
∆

(
1

R

)
dV =

∫
∇ ·

(
∇ 1

R

)
dV = −

∫
n

R2
· ndS = − 1

a2
· 4πa2 = −4π

(
n =

R

R

)
となるので，G(R) = − 1

4πR は Green関数に対する式∆G(R) = δ(R)から要求される性質を満たして

いる．
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付録 G 遅延ポテンシャルの導出

§ 62における遅延ポテンシャル

ϕ(x, t) =

∫
ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|
, A(x, t) =

1

c

∫
j(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|
(140)

の導出は多少数学的な厳密性を犠牲にしつつも，物理的な直観・考察に基づき，それを前面に押し出したもの

となっている印象を受ける (そこが教科書の説明の見所と言える)．一方，本稿ではより数学的に手堅い証明を

以下にまとめておく．これにより安心して§ 62の説明を，その物理的な解釈と見なすことができる．

■文献 [7, pp.288–291]における証明 位置 xを中心とする半径 εの球状の無限小領域を Vε，Vε の外部領域

を V − Vε と書くと，遅延ポテンシャル (140):ϕ(x, t) = ϕV−Vε(x, t) + ϕVε(x, t),

ϕVε(x, t) ≡
∫
Vε

ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|
≃
∫
Vε

ρ(x′, t)d3x′

|x− x′|
,

ϕV−Vε
(x, t) ≡

∫
V−Vε

ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|

に対して

∆ϕVε(x, t) =− 4πρ(x, t),

∆ϕV−Vε(x, t) =

∫
V−Vε

1

R

∂2

∂R2

(
R× ρ(x′, t−R/c)

R

)
d3x′ (R ≡ |x− x′|)

=
1

c2
∂2

∂t2

∫
V−Vε

ρ(x′, t−R/c)d3x′

R
≃ 1

c2
∂2

∂t2
ϕ(x, t),

∴ ∆ϕ =∆(ϕVε + ϕV−Vε) = −4πρ+
1

c2
∂2

∂t2
ϕ

となるので，遅延ポテンシャル (140):

ϕ(x, t) =

∫
ρ(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|

は場の方程式 (62.4):
(

1
c2

∂2

∂t2 −∆
)
ϕ = 4πρを満たす．

以上の証明では ϕ, ρの物理的な意味を用いなかったから，置き換え ϕ → A, ρ → j/cによりベクトルポテ

ンシャル (140):

A(x) =
1

c

∫
j(x′, t− |x− x′|/c)d3x′

|x− x′|

が場の方程式 (62.3):
(

1
c2

∂2

∂t2 −∆
)
A = 4π

c j を満たすことが分かる．

なお以上の計算により，遅延時間 |x−x′|/cの前の負号を正号に置き換えたポテンシャルも場の方程式の解
となることが分かる．そのようなポテンシャルは先進ポテンシャルと呼ばれる．我々は場の方程式の解として

遅延ポテンシャルを選んだとき，電荷の場に対する影響は未来に伝播するという境界条件を考慮していること

になる．
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■Green関数法による証明 場の方程式

□ψ(x) = σ(x), x ≡ (ct,x), □ ≡ 1

c2
∂2

∂t2
−∆

に対して，□G(x) = δ4(x) を満たす Green 関数 G(x) を定義する．これは Green 関数が単位の源 σ(x) =

δ4(x)に対する場の応答であることを意味する．ここで電荷の影響は未来に伝わることを考慮すると，Green

関数 G(x) = G(x, t)には境界条件

G(x, t) = 0 (t < 0に対して)

が課せられる．

場の方程式の解は Green関数を用いて

ψ(x) =

∫
d4x′σ(x′)G(x− x′)

と書ける．実際，このとき

□ψ(x) =
∫

d4x′σ(x′)□G(x− x′) =
∫

d4x′σ(x′)δ4(x− x′) = σ(x)

となる．そこで上記の境界条件を満たす Green関数が G(x) =
c

4π|x|
δ(|x| − ct)であることを示せば良い．

G(x) =

∫
d4k

(2π)4
G(k)e−ik·x, k ≡ (ω/c,k) (141)

と Fourier展開すると

□e−ik·x =

(
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
ei(k·x−ωt) =

(
−ω

2

c2
+ k2

)
ei(k·x−ωt) = −k2e−ik·x

により

□G(x) = δ4(x) ⇒
∫

d4k

(2π)4
(−k2)G(k)e−ik·x =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·x (142)

を得る．ここで A,B を任意定数として

G(k) = −P 1

k2
+Aδ(k0 − |k|) +Bδ(k0 + |k|)

ととれば，右辺第 2項，第 3項は式 (142)左辺の積分に寄与しないので式 (142)が満たされる．右辺第 1項の

Pは Fourier展開 (141):

G(x) =

∫
d3k

(2π)3

{∫
dk0

2π
G(k)e−ik

0x0

}
eik·x

における k0 の積分を実行する際，∫
dk0

2π
G(k)e−ik

0x0

=− P

∫
dk0

2π

1

(k0)2 − k2
e−ik

0x0

+

∫
dk0

2π
{Aδ(k0 − |k|) +Bδ(k0 + |k|)}e−ik

0x0

=c

[
−P

∫
dω

2π

1

ω2 − ω 2
k

e−iωt +

∫
dω

2π
{Aδ(ω − ωk) +Bδ(ω − ωk)}e−iωt

]
, ωk ≡ c|k| (143)
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のように Cauchyの主値をとることを意味する．ここで図 91のように，実軸上の極 ω = ±ωk を無限小の半

径 εの半円に沿って迂回する複素 ω 平面上の経路 R± をとると，Cauchyの主値は R± に沿う積分の平均

P

∫
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

≡ 1

2

(∫
R+

+

∫
R−

)
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

である．

積分路の選択に応じて，異なる境界条件を満たす Green関数が得られる．ここからは文献 [27]を参考にし

て，ω による積分 (143)は A =
πi

2ωk
, B = − πi

2ωk
ととると

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

となることを確かめる．まず図 91のように，極 ω = ±ωk を中心とする半径 εの円を反時計回りに回る経路

をそれぞれ C± とすると∫
R±

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=
1

2

(∫
R+

+

∫
R−

)
∓ 1

2

(
−
∫
R+

+

∫
R−

)

=P

∫
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

∓ 1

2

(∮
C+

+

∮
C−

)
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

である．ここで ∮
C±

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=
1

2π
· e

−i(±ωk)t

2(±ωk)
· 2πi = ± πi

ωk

∫
dω

2π
δ(ω ∓ ωk)e

−iωt

なので∫
R±

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

= P

∫
dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

∓ πi

2ωk

∫
dω

2π
δ(ω − ωk)e

−iωt ± πi

2ωk

∫
dω

2π
δ(ω + ωk)e

−iωt

を得る．よって ω による積分 (143)は A =
πi

2ωk
, B = − πi

2ωk
ととると

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

となる．

最後にこれを計算し，適切な境界条件を満たす Green 関数が得られることを確かめよう．t < 0 のとき図

91に示した原点の無限遠にある半円 Γ+ に沿う積分

−c
∫
Γ+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

はゼロになるから，

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

= −c
∮
R++Γ+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

= 0

を得る．よって t < t′ のとき G(x− x′) = 0となる．これは時刻 t′ での源 σ(x′)の状態が過去の時刻 t(< t′)

における場の値 ψ(x) =
∫
d4x′σ(x′)G(x − x′)に影響しないことを意味する．一方，t > 0のとき図 91に示
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した原点の無限遠にある半円 Γ− に沿う積分

−c
∫
Γ−

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

はゼロになるから，

−c
∫
R+

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=− c
∮
R++Γ−

dω

2π

e−iωt

ω2 − ω 2
k

=(−c)(−2πi)(Res[−ωk] + Res[ωk])

(ここで周回積分が時計回りであることに注意した)

=(−c)(−2πi)
(

1

2π

e−iωkt

2ωk
− 1

2π

eiωkt

2ωk

)
=
c

ωk
sin(ωkt)

を得る．よって，x ≡ |x|, k ≡ |k|と書くことにすると (以降では x, k は 4元ベクトルではない)，Green関数

(141)が

G(x, t) =

∫
d3k

(2π)3

{
θ(t)

c

ωk
sin(ωkt)

}
eik·x

=
θ(t)

(2π)3
· 2π

∫ ∞

0

dk

∫ 1

−1

d(cos θ)k2
sin(ckt)

k
eikx cos θ (θは kの xとなす角)

=
θ(t)

(2π)2ix

∫ ∞

0

dk sin(ckt)(eikx − e−ikx)

=
θ(t)

(2π)2ix

∫ ∞

−∞
dk sin(ckt)eikx

=− θ(t)

2(2π)2x

∫ ∞

−∞
dk(eickt − e−ickt)eikx

=− θ(t)

4πx
{δ(x+ ct)− δ(x− ct)}

=
1

4πx
δ(x− ct) (x ≡ |x|)

と求まる (これは t < 0に対する境界条件 G(x, t) = 0を満たしている)．
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図 91 複素 ω 平面上の積分路 R±, C±,Γ±
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付録 H 媒質中の電磁気学の基礎方程式

媒質中の電磁気学に関して，Jackson『電磁気学』の§ 4.3，§ 5.8，§ 6.10の内容をそれぞれ，以下の H.1

節，H.2節，H.3節にまとめる．ただし

• § 4.3，§ 5.8における，E とD,J，およびB とH の現象論的な関係

• § 6.10における媒質中での Poyntingの理論

は割愛する．

H.1 媒質中の静電気学

“微視的な”電荷密度と電場をそれぞれ ρ′, εと書くと，静電気学の基礎方程式は［Gauss単位系で］

∇ · ε = 4πρ′, ∇× ε = 0 (144)

で与えられる．［ここで“微視的な”場とは原理的に定まる場であり，以降で導入する，それを微小領域で平

均した“巨視的な”場と対比されている．］小数の荷電粒子から成る理想的な系では上式 (144)を適用すれば

十分である．

しかし現実の物質は膨大な数の荷電粒子を含んでおり，しかもそれらは熱運動や零点振動によって多かれ少

なかれ運動している．そこで巨視的には微小と見なせるものの，なおその中に多数の原子を含んでいる体積要

素 ∆V にわたる，ρ′ と εの平均値 ⟨ρ′⟩ , ⟨ε⟩を考える．このとき電荷の微視的なゆらぎは平均されて消えるた
め，平均値に関しては静電気学を適用できる［もちろん巨視的な場の時間変動がない限り］．

ここで位置の任意の関数 f(x)に対して，平均操作の定義をあらわに書くと

⟨f(x)⟩ = 1

∆V

∫
∆V

f(x+ ξ)d3ξ (145)

である．

note 1 積分は常に変数 ξ に関する原点 ξ = 0周りの微小体積にわたって行われ，積分範囲の記号 ∆V には

実際の空間における体積要素の中心位置の情報は含まれていない．実際の中心位置は式 (145)右辺の引

数の xによって指定されており，これが別の値 x′ に置き換われば，上式 (145)は自動的に新しい位置

x′ 周りの空間平均を表すことになる．

note 2 このとき xによる微分と平均操作は順序交換できる：

∂i ⟨f(x)⟩ = ∂i
1

∆V

∫
∆V

f(x+ ξ)d3ξ =
1

∆V

∫
∆V

∂if(x+ ξ)d3ξ = ⟨∂if(x)⟩ .

さて，巨視的な静電気学では平均の電荷密度 ⟨ρ′(x)⟩を

• 原子・分子のイオンや，巨視的な物体の過剰な電荷の寄与
• 誘導電荷・分極電荷 (induced or polarization charge)の寄与

に分けるのが便利である．以下，この作業に取り組もう．［それは式 (150):∇ ·E = 4πρ− 4π∇ · P (および

定義式 (153))において達成されていることが，微視的方程式 (144)の平均∇ ·E = ⟨ρ′⟩と比較すると納得で
きる．］
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個々の分子 j (重心 xj)を電荷の拡がりと見て，その全電荷と双極子モーメント

ej =

∫
mol

ρ′j(x
′)d3x′, pj =

∫
mol

x′ρ′j(x
′)d3x′

を定義する (以降，molは分子を表す)．

note ここで一般に荷電粒子系の双極子モーメント p =
∑
ex′ (『場の古典論』§ 40) は，連続体に対する

表現

p =

∫
x′ρ(x′)d3x′

に移行できることに注意する．

各々の分子が作る静電ポテンシャルを双極子展開し (『場の古典論』§ 40)，次いで全ての分子からの寄与を

重合せると，対応する電場は

ε(x) = −∇
∑
j

[
ej

|x− xj |
+ pj ·∇j

(
1

|x− xj |

)]
(146)

と表される．巨視的な場の空間変化が分子スケールより長い距離で起きる限り，4重極モーメント以降の項は

無視できる．

次に定義式 (145)に従って電場 (146)の平均をとると，

⟨ε(x)⟩ = −∇
∫
N(x′)

{
⟨emol(x

′)⟩
|x− x′|

+ ⟨pmol(x
′)⟩ ·∇′

(
1

|x− x′|

)}
d3x′ (147)

となる (導出は下記)．ここに

• N(x′)は位置 x′ における分子の数密度

• ⟨emol(x
′)⟩は位置 x′ における分子の平均の電荷

• ⟨pmol(x
′)⟩は位置 x′ における分子の平均の双極子モーメント

である．

平均の電場 (147)の導出 巨視的な物質に対する連続的な表現に移行するために，電荷密度と分極密度

(polarization density)［単位体積当たりの双極子モーメント］

ρmol(x) =
∑
j

ejδ(x− xj), πmol(x) =
∑
j

pjδ(x− xj)

を導入して電場 (146)を

ε(x) = −∇
∫

d3x′
[
ρmol(x

′)

|x− x′|
+ πmol(x

′) ·∇′
(

1

|x− x′|

)]
(148)

と書いておく．

すると

⟨(式 (148)第 1項)⟩ =−∇
⟨∫

d3x
ρmol(x

′)

|x− x′|

⟩
(微分と平均の順序を入れ替えた)

=−∇
[

1

∆V

∫
∆V

d3ξ

∫
d3x′

ρmol(x
′)

|x+ ξ − x′|

]
=−∇

∫
d3x′′

1

|x− x′′|

[
1

∆V

∫
∆V

d3ξρmol(x
′′ + ξ)

]
(x′′ = x′ − ξ)
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であり，最右辺の ξ に関する積分 [· · · ]は位置 x′′ における平均の電荷密度

⟨ρmol(x
′′)⟩ = N(x′′) ⟨emol(x

′′)⟩

に他ならない．よって

⟨(式 (148)第 1項)⟩ = −∇
∫

d3x′′N(x′′)
⟨emol(x

′′)⟩
|x− x′′|

.

同様に

⟨(式 (148)第 2項)⟩ =−∇
⟨∫

d3x′πmol(x
′) ·∇′

(
1

|x− x′|

)⟩
=−∇ 1

∆V

∫
∆V

d3ξ

∫
d3x′πmol(x

′) ·∇′
(

1

|x+ ξ − x′|

)
=−∇ 1

∆V

∫
∆V

d3ξ

∫
d3x′′πmol(x

′′ + ξ) ·∇′′
(

1

|x− x′′|

)
(任意に固定したξに対して x′′ = x′ − ξ, ∇′′ = ∇′)

=−∇
∫

d3x′′
[

1

∆V

∫
∆V

d3ξπmol(x
′′ + ξ)

]
·∇′′

(
1

|x− x′′|

)
であり，最右辺の ξ に関する積分 [· · · ]は位置 x′′ における分極密度［単位体積当たりの双極子モーメ

ント］の平均
⟨πmol(x

′′)⟩ = N(x′′) ⟨pmol(x
′′)⟩

に他ならない．よって

⟨(式 (148)第 2項)⟩ = −∇
∫

d3x′′N(x′′) ⟨pmol(x
′)⟩ ·∇′′

(
1

|x− x′′|

)
.

以上より平均の電場 (147):

⟨ε(x)⟩ = −∇
∫
N(x′)

{
⟨emol(x

′)⟩
|x− x′|

+ ⟨pmol(x
′)⟩ ·∇′

(
1

|x− x′|

)}
d3x′

を得る．

冒頭の式 (144):∇ · ε = 4πρ′ を巨視的な式に焼き直すために，巨視的な電場

E ≡ ⟨ε⟩ = (式 (147))

の発散をとる．
∇2(1/|x− x′|) = −4πδ(x− x′)

に注意すると，

∇ ·E =4π

∫
N(x′){⟨emol(x

′)⟩ δ(x− x′) + ⟨pmol(x
′)⟩ ·∇′δ(x− x′)}d3x′ (149)

=4πN(x) ⟨emol(x)⟩︸ ︷︷ ︸
≡ρ

−4π∇ ·N(x) ⟨pmol(x)⟩︸ ︷︷ ︸
≡P

(150)

となる (第 2項の計算は下記)．ここで巨視的な量として，
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• 電荷密度 ρ ≡ N ⟨emol⟩
• 分極 (polarization，単位体積当たりの電気双極子モーメント) P = N ⟨pmol⟩ ［= ⟨πmol⟩］

を導入した．

式 (149)第 2項について

∂i

{
−∂i ⟨pmol(x

′)⟩j ∂j
′
(

1

|x− x′|

)}
= −⟨pmol(x

′)⟩j ∂j
′∂i∂i

(
1

|x− x′|

)
= 4π ⟨pmol(x

′)⟩j ∂j
′δ(x−x′)

とすれば良い．

式 (150)第 2項について 部分積分∫
N(x′) ⟨pmol(x

′)⟩j ∂j
′δ(x−x′)d3x′ = −

∫
∂j

′{N(x′) ⟨pmol(x
′)⟩j}δ(x−x

′)d3x′ = −∇′·(N(x′) ⟨pmol(x
′)⟩)

による．

式 (150):
∇ ·E = 4πρ− 4π∇ · P

の第 2項は，分極の非一様性により与えられた体積要素から電荷が逃げ出すことに起源を持つ．ここで電気変

位 (displacement)［電束密度］
D = E + 4πP

を導入して発散の項をまとめると，巨視的な方程式

∇ ·D = 4πρ (151)

が得られる．

冒頭の式 (144):のもう一方∇× ε = 0に対応する式は，平均の電場 (147):E = −∇ ⟨ϕ⟩の回転をとること
により

∇×E = 0 (152)

と書ける［あるいは∇× ε = 0の平均をとっても良い］．

平均の電場 (147)自身は，巨視的な量 ρ,P を用いて

E(x) = −∇
∫

d3x′
[
ρ(x′)

|x− x′|
+ P (x′) ·∇′

(
1

|x− x′|

)]
と表される．

なお原子・分子が複数種類ある場合や，余分な (extra)電荷が加えられた場合には，定義式は自明な一般化

P =
∑
i

Ni ⟨pi⟩ , ρ =
∑
i

Ni ⟨ei⟩+ ρex (153)

を受ける．ただし添字 iは分子の種類を表し，また ρex は余分な (あるいは自由な)電荷の密度である．
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H.2 媒質中の静磁気学

β を磁束密度 (magnetic flux density)として，静磁気学の基礎方程式は

∇ · β = 0, ∇× β =
4π

c
j (154)

で与えられる．［ただしここでは巨視的な磁束密度B や電流密度 J と区別するため，小文字 β, j を用いた．］

巨視的な問題では電流密度 j を位置の関数として知ることはできない．実際，

• 物質中の原子は電子を持ち，
電流密度が素早くゆらいでいるような実効的な原子電流 (effective atomic current)を生じさせる．

→ 巨視的な体積におけるその平均のみが意味を持つ．

• 電子は電流密度によって表すことができないような，
固有の磁気モーメント［スピン磁気モーメント］を持っている．

これらの原子的な寄与を扱うにあたり，H.1節と同様に話を進める．ただしここでは巨視的な方程式の導出

を簡単にスケッチするに留め，完全な議論は H.3節で与えることにする．と言うのも，一般には分極 P の時

間変化も電流に寄与するため，時間に依存する問題においてはじめて，電流への全ての寄与が現れるからで

ある．

電流密度を

• 伝導電流密度 (conduction-current density) J：実際の電荷の輸送を表す

• 原子電流密度 (atomic-current density) Ja：原子・分子内をめぐる電流を表す

に分ける．

“微視的な”ベクトル・ポテンシャル

a(x) =
1

c

∫
J(x′)d3x′

|x− x′|
+

1

c

∫
Ja(x

′)d3x′

|x− x′|

に対する 1個の分子 (位置 xj)の寄与は

amol(x) =
mmol × (x− xj)

|x− xj |3
(155)

で与えられる (『場の古典論』の式 (44.3))．ただしここではmmol は電子の固有［スピン］磁気モーメントも

含めた，分子の“全”磁気モーメントと見なす．

上式の全分子にわたる和をとり，H.1節と同様に場の平均をとると

A(x) =
1

c

∫
J(x′)

|x− x′|
d3x′ +

∫
M(x′)× (x− x′)

|x− x′|3
d3x′ (156)

を得る［導出は H.3 節］．ここで N を分子数密度として，巨視的な磁気モーメント (単位体積当たりの磁気

モーメント)
M = N ⟨mmol⟩ (157)

を導入した．
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上式 (156)は

A(x) =
1

c

∫
J(x′) + c∇′ ×M(x′)

|x− x′|
d3x′ (158)

と書き換えられ (導出は下記)，磁化のベクトル・ポテンシャルへの寄与は実効的な電流密度

JM = c∇×M (159)

と見なせる［これが Ja にあたる (静磁場では)］．

式 (158)の導出 ベクトル・ポテンシャル (156)の第 2項は∫
M(x′)× (x− x′)

|x− x′|3
d3x′ =

∫
M(x′)×∇′ 1

|x− x′|
d3x′ (『場の古典論』の式 (44.3))

=

∫ ∇′ ×M(x′)

|x− x′|
d3x′ −

∫
∇′ ×

(
M(x′)

|x− x′|

)
d3x′ (160)

と書き換えられる．さらに上式 (160) の第 2 項は無限遠での表面積分に書き換えられるので，ゼロに

なる：∫
∇′ ×

(
M(x′)

|x− x′|

)
d3x′ =x̂iεijk

∫
∂j

′ Mk(x
′)

|x− x′|
d3x′ (x̂iは第 i軸の方向単位ベクトル)

=x̂iεijk

∫
Mk(x

′)

|x− x′|
njdS (njと dS は境界の外向き法単位ベクトルと面積要素)

=

∫
n×M(x′)

|x− x′|
dS

=0. (無限遠でM → 0)

ここで第 2の等号で用いた発散定理は，例えば流体の有限の体積 Vに作用する圧力 (の第 i成分)∫
V

(−∂ip)dV = −
∫
∂V

pnidS

を表すのに用いられる形であり，詳しくは付録 Cにおける式 (97)の導出を参照せよ．以上より式 (158)

が得られる．

ここで双極子近似 (155)の妥当性について言及しておく．磁気モーメントM の著しい空間変化が認められ

る距離を L 程度とする．このときベクトル・ポテンシャル (158) へのM の寄与は，近似の妥当性が疑わし

い，観測位置 xから数分子程度の距離 dにおいて

∇′ ×M(x′)

|x− x′|
d3x′ ∼ ⟨M⟩ /L

d
· d3 =

⟨M⟩
L

d2

のオーダーである．これは巨視的な距離 Lからの寄与

∇′ ×M(x′)

|x− x′|
d3x′ ∼ ⟨M⟩ /L

L
· L3 = ⟨M⟩L

の d2/L2 倍程度に過ぎないので，近距離での誤差は相対的に無視できる (L≫ dである限り)．こうして双極

子近似 (155)が正当化される．

さて，ベクトル・ポテンシャル (158)により基礎方程式 (154):∇× β = 4π
c j における電流密度は J + JM

に置き換わる：

∇×B =
4π

c
J + 4π∇×M . (161)
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［ここにB ≡ ⟨β⟩は平均の磁束密度．］ここで磁場

H = B − 4πM

を定義すると (D = E + 4πP との類似性に注意)，基礎方程式 (154)は巨視的な方程式

∇×H =
4π

c
J , ∇ ·B = 0 (162)

へと修正される．［第 2 式を得るには式 (154):∇ · β = 0 の空間平均をとるか，ベクトル・ポテンシャル

(158) の発散をとって電荷保存則 0 = ∇ · j = ∇ · J を考慮すれば良い．］これは静電気学における対応物
(151),(152):

∇ ·D = 4πρ, ∇×E = 0 (163)

を持つ．

基本的な量は E,B であることを強調しておく．それらは式 (162),(163)における斉次の［すなわち源の項

がない］方程式を満たす．これに対し導かれた場D,H はあくまで，原子の電荷と電流への寄与を平均の手法

で考慮する際，便宜的に導入された量に過ぎない．

H.3 媒質中の電磁気学

ここでは巨視的な場が時間変動する一般的な場合に対して，媒質中のMaxwell方程式

∇ ·D = 4πρ, ∇×H =
4π

c
J +

1

c

∂D

∂t
, ∇ ·B = 0, ∇×E +

1

c

∂B

∂t
= 0

を導出する．ここでも基本的な量は斉次方程式を満たす巨視的な場 E,B であり，それらは対応する微視的な

場 ε,β の平均
E(x, t) = ⟨ε⟩ , B(x, t) = ⟨β⟩

として定義される．ただしここでは平均は微小体積 ∆V と微小時間∆T にわたってとる：

⟨ε⟩ = 1

∆V∆T

∫
d3ξ

∫
dτε(x+ ξ, t+ τ), etc.

対応して巨視的なポテンシャルもまた

Φ(x, t) = ⟨ϕ⟩ , A(x, t) = ⟨a⟩ .

平均のポテンシャルを求める H.1節と H.2節の議論は，場の方程式の解として遅延ポテンシャルを用いな

ければならないという点で修正が必要である．例えば式 (147)におけるスカラー・ポテンシャルは

⟨ϕ⟩ =
∫
N(x′, t′)

[
⟨emol(x

′, t′)⟩
|x− x′|

+ ⟨pmol(x
′, t′)⟩ ·∇′

(
1

|x− x′|

)]
d3x′ (164)

に置き換わる (確認は下記)．ただし引数 t′ には遅延時間 t′ = t − |x − x′|/cを代入しなければならない［本
稿では分子数密度 N にも引数 t′ を補った］．

式 (164)の確認 はじめに原点において長さ a程度の拡がりを持つ分子が，距離 r ≡ |x| ≫ a隔たる位置 x

に作る遅延ポテンシャル

ϕmol(x, t) =

∫
ρ(x′, t− |x− x′|/c)

|x− x′|
d3x′
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を，a/r のベキに展開しよう．

|x− x′| ≃ r
(
1− x · x′

r2

)
,

1

|x− x′|
≃ 1

r

(
1 +

x · x′

r2

)
,

ρ

(
x′, t− |x− x′|

c

)
≃ ρ(x′, t0) +

∂ρ(x′, t0)

∂t0

x · x′

cr
(t0 ≡ t− r/c)

を代入して a/r の 1次まで考慮すると，

ϕmol(x, t) ≃
∫

d3x′
1

r

(
1 +

x · x′

r2

)(
ρ(x′, t0) +

∂ρ(x′, t0)

∂t0

x · x′

cr

)
≃1

r

∫
d3x′ρ(x′, t0)︸ ︷︷ ︸

分子の電荷 e (一定)

+
x

r3
·
∫

d3x′x′ρ(x′, t0)︸ ︷︷ ︸
分子の双極子 p(t0)

+
x

cr2
·
∫

d3x′x′ ∂ρ(x
′, t0)

∂t0︸ ︷︷ ︸
ṗ(t0)

=
e

r
+

x · p(t0)
r3

+
x · ṗ(t0)
cr2

(165)

となる [7, pp.294–296]．ここで電荷からの放射の波数を k = ω/cとして，最右辺の第 3項は第 2項の

kr 倍程度なので，波動帯 r ≫ λ ≡ 2π/k を仮定すれば無視できる．このとき全ての分子からの寄与の

重合せは，H.1節と同様に電荷密度と分極密度

ρmol(x, t) =
∑
j

ejδ(x− xj(t)), πmol(x, t) =
∑
j

pj(t)δ(x− xj(t))

を導入して連続的な表現に移行すると

ϕ(x, t) =

∫
d3x′

(
ρmol(x

′, t′)

|x− x′|
+

(x− x′) · πmol(x
′, t′)

|x− x′|3

)
(t′ = t− |x− x′|/c)

=

∫
d3x′

(
ρmol(x

′, t′)

|x− x′|
+ πmol(x

′, t′) ·∇′ 1

|x− x′|

)
.

(各分子の中心 xj は一定と仮定しており，連続体の表現では電荷の要素との相対位置ベクトル x − x′

における x′ は，単なる固定されたパラメーターである．)

次にこのポテンシャルをの平均する．ここでは時間についての平均もとらねばならないものの，その計

算は H.1節で行ったのとほぼ同様である．例えば第 1項について，平均操作をあらわに書くと⟨∫
d3x′

ρmol(x
′, t′)

|x− x′|

⟩
=

1

∆V∆T

∫
d3ξ

∫
dτ

∫
d3x′

ρmol(x
′, t+ τ − |x+ ξ − x′|/c)
|x+ ξ − x′|

=
1

∆V∆T

∫
d3ξ

∫
dτ

∫
d3x′′

ρmol(x
′′ + ξ, t+ τ − |x− x′′|/c)

|x− x′′|
(x′′ = x′ − ξ)

=

∫
d3x′′

⟨ρmol(x
′′, t′′)⟩

|x− x′′|
(t′′ = t− |x− x′′|/c)

=

∫
d3x′

N(x′, t′) ⟨emol(x
′, t′)⟩

|x− x′|
.

第 2項の平均も同様に計算すると式 (164)を得る．

式 (164)を部分積分すると

⟨ϕ⟩ =
∫
N(x′, t′) ⟨emol(x

′, t′)⟩ −∇′ · (N(x′, t′) ⟨pmol(x
′, t′)⟩)

|x− x′|
d3x′ =

∫
ρ(x′, t′)−∇′ · P (x′, t′)

|x− x′|
d3x′
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となるので，これを

⟨ϕ(x, t)⟩ =
∫
⟨ρ′(x′, t′)⟩
|x− x′|

d3x′ (166)

と書いたときの，巨視的な平均の電荷密度は

⟨ρ′⟩ = ρ−∇ · P (167)

と同定される．ただしここまでは (単一種類の)分子の寄与のみを考慮しており，もし過剰な自由電荷がある

場合には，定義式 (153)にしたがってその寄与 ρex を ρに含めなければならない．

同様にベクトル・ポテンシャルの平均を計算すると，H.2節のように分子電流からの寄与を

⟨a(x, t)⟩ = 1

c

∫
⟨Ja(x′, t′)⟩
|x− x′|

d3x′

と書いたときの平均の分子電流密度には，静磁場に対する式 (159):JM = c∇×M に比べて分極 P の時間変

化の寄与が加わることが見出される：

⟨Ja⟩ = c(∇×M) +
∂P

∂t
. (導出は下記) (168)

磁化M は (時間依存性を持つという点を除けば)，H.2節の式 (157)と同様に定義される．

⟨Ja⟩の式 (168)の導出 再び原点における 1個の分子が遠方の位置 xに作る遅延ポテンシャル amol を，a/r

のベキに展開すると，

amol(x, t) =
1

c

∫
j(x′, t′)

|x− x′|
d3x′ ≃

∫
d3x′

1

r

(
1 +

x · x′

r2

)(
ρ(x′, t0) +

∂ρ(x′, t0)

∂t0

x · x′

cr

)
≃ 1

cr

∫
d3x′j(x′, t0) +

1

cr3

∫
d3x′(x · x′)j(x′, t0) +

1

c2r2

∫
d3x′(x · x′)

∂j(x′, t0)

∂t0
.

最右辺の第 1項は『場の古典論』(67.4)で見たように，電気双極子近似の場 ṗ(t0)/cr である*51．第 2

項は『場の古典論』(44.3)における，磁気モーメントの作る静的な場と同じ形

1

c

∑
ev(x′ ·∇)

1

r
=

m(t0)× x

r3
= −m(t0)×∇1

r

をしており，ここでは時刻 t0 = t− r/cで評価される“準定常的な”場を表す．第 3項は『場の古典論』

(71.3)で導いた 4重極放射 (と磁気双極放射)の項

1

6c2r
D̈ +

1

cr
ṁ× n

なので，省略する (ϕmol の式 (165)で第 3項 (∼ ṗ)を落としたことに対応)．以上をまとめると

amol(x, t) =
ṗ(t0)

cr
−m(t0)×∇1

r

*51 これを連続体の表現のまま確認するには，連続の式を用いて

ṗi =

∫
xi

∂ρ

∂t
d3x = −

∫
xi∂kjkd

3x =

∫
(∂kxi)jkd

3x =

∫
jid

3x

とすれば良い．
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なので，全分子からの寄与の時間・空間平均は

⟨a(x, t)⟩ =1

c

∫ (
Ṗ (x′, t′)

|x− x′|
+ cM(x′, t′)×∇′ 1

|x− x′|

)
d3x′

=
1

c

∫
Ṗ (x′, t′) +∇′ ×M(x′, t′)

|x− x′|
d3x′

と表される．第 2項の変形は式 (158)の箇所で確認済みである．よって

⟨Ja⟩ = c(∇×M) +
∂P

∂t
: (168)

と同定される．

さらに ⟨a⟩には，通常の巨視的な伝導電流密度 J の寄与を加えなければならない．よってその結果を

⟨a(x, t)⟩ = 1

c

∫
⟨j(x′, t′)⟩
|x− x′|

d3x′ (169)

と書いたときの平均の電流密度は，

⟨j⟩ = J + ⟨Ja⟩ = J + c(∇×M) +
∂P

∂t
(170)

と同定される．

巨視的な電荷密度 (167)と電流密度 (170)が定まったことで，我々は巨視的なMaxwell方程式を導出でき

る段階に達した．斉次方程式の組

∇ ·B = 0, ∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0

はもとより，対応する微視的な方程式の平均をとれば直ちに得られる．次に Ampère-Maxwellの法則

∇× β =
4π

c
j +

1

c

∂ε

∂t

の平均をとると，式 (170)の ⟨j⟩に対して

∇×B =
4π

c

(
J + c(∇×M) +

∂P

∂t

)
+

1

c

∂E

∂t

となる．よってここでもH = B − 4πM ,D = E + 4πP と定義すれば，

∇×H =
4π

c
J +

1

c

∂D

∂t

が得られる．さらに微視的な方程式∇ · ε = 4πρ′ の平均をとって ⟨ρ′⟩の式 (167)を用いると，

∇ ·E = 4π ⟨ρ′⟩ = 4π(ρ−∇ · P ), ∴ ∇ ·D = 4πρ

が導かれる．［実際，巨視的な源 (167),(170)に対するポテンシャル (166),(169)から導かれる場の強度は，こ

れらの方程式を満たすことが期待できる．］
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付録 I Schwarzschild解の導出過程

Schwarzschild 解は中心対称な重力場を表す Einstein 方程式の解である．本章では§ 100 における

Schwarzschild解の導出について，省略された計算過程の詳細を示す．

中心対称な重力場に対して，ds2 の表式が

ds2 = eνc2dt2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− eλdr2, λ = λ(r, t), ν = ν(r, t) (100.2)

という形になるような極座標 (x0, x1, x2, x3) = (ct, r, θ, ϕ)をとれる．このとき計量テンソルの全成分は

(gik) =


eν 0 0 0
0 −eλ 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ

 , ∴ (gik) =


e−ν 0 0 0
0 −e−λ 0 0
0 0 − 1

r2 0
0 0 0 − 1

r2 sin2 θ


で与えられる．ここで λ, ν は無次元量であることに注意する．このことは以降の計算を進めていく上で，検

算に役立つ．

さて，未知関数 λ(r, t), ν(r, t)を Einstein方程式から定めれば，時空の幾何学が決定される．そこで Einstein

方程式に現れる Ricciテンソルやスカラー曲率を，未知関数 λ(r, t), ν(r, t)を用いて表すことを考える．

Christoffel記号の計算

まず λ(r, t), ν(r, t)を用いて Christoffel記号を表そう．(gik)の非対角成分はゼロだから，Christoffel記号

Γikl =
1

2
gim(∂kglm + ∂lgmk − ∂mgkl) (86.3)

の i, k, l が相異なるものはゼロになる．よってゼロでない Christoffel記号 Γikl は，対称な添字 k, l が等しい

ものと異なるものに分類すると

対称な添字が等しいもの Γikk =− 1

2
gii∂igkk (i, k について和をとらない) (171)

対称な添字が異なるもの Γiki =
1

2
gii∂kgii(= Γiik) (i ̸= k, iについて和をとらない) (172)

に限られる．以下，x1 = r による微分をプライムで，x0 = ctによる微分をドットで表す．

式 (171)の形の Christoffel記号は以下の 16個である．

Γ0
00 =

1

2
e−ν∂0e

ν =
ν̇

2
, Γ0

11 =
1

2
e−ν∂0e

λ =
1

2
λ̇eλ−ν ,

Γ0
22 =

1

2
e−ν∂0r

2 = 0, Γ0
33 =

1

2
e−ν∂0(r

2 sin2 θ) = 0,

Γ1
00 =

1

2
(−e−λ)(−eν)′ = ν′

2
eν−λ, Γ1

11 =
1

2
(−e−λ)(e−λ)′ = λ′

2
,

Γ1
22 =

1

2
(−e−λ)(−r2)′ = −re−λ, Γ1

33 =
1

2
(−e−λ)(−r2 sin2 θ)′ = −re−λ sin2 θ,

Γ2
00 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

ν = 0, Γ2
11 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

−λ = 0,

Γ2
22 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

33 = −1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2 sin2 θ) = − sin θ cos θ,
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Γ3
00 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕe

ν = 0, Γ3
11 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ3
22 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

33 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2 sin2 θ) = 0.

式 (172)左辺の形の Christoffel記号は以下の 12個である．

Γ0
10 =

1

2
e−ν∂re

ν =
ν′

2
, Γ0

20 =
1

2
e−ν∂θe

ν = 0,

Γ0
30 =

1

2
e−ν∂ϕe

ν = 0, Γ1
01 =

1

2
(−e−λ)∂0(−eλ) =

λ̇

2
,

Γ1
21 =

1

2
(−e−λ)∂θ(−eλ) = 0, Γ1

31 =
1

2
(−e−λ)∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ2
02 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

12 =
1

2

(
− 1

r2

)
∂r(−r2) =

1

r
,

Γ2
32 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

03 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂0(−r2 sin2 θ) = 0,

Γ3
13 =

1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂r(−r2 sin2 θ) =

1

r
, Γ3

23 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂θ(−r2 sin2 θ) =

1

tan θ
.

以上で教科書の式 (100.3)に与えられている，ゼロでない Christoffel記号の全成分が網羅されている．

Ricciテンソル，スカラー曲率の計算

曲率テンソル
Riklm ≡ ∂lΓikm − ∂mΓikl + ΓinlΓ

n
km − ΓinmΓnkl (91.4)

に対して，Ricciテンソルとスカラー曲率はそれぞれ

Rik ≡Rlilk, (92.6)

R ≡gikRik (92.9)

で定義される．先に求めた Christoffel記号の表式を用いて，Ricciテンソルとスカラー曲率は以下のように計

算される．その際，
対称性 Rik = Rki ⇒ Rik = gilRlk = gilRkl = R i

k

にも注意する．

■R00 の計算 R00 = Rl0l0 = ∂lΓ
l
00 − ∂0Γl0l + ΓllnΓ

n
00 − Γl0nΓ

n
0l の最右辺について，

• 第 1項の Γl00，第 2項の Γl0l がゼロでない値を持つのはいずれも l = 0, 1のときである．

• 第 3項の Γn00 がゼロでない値を持つのは n = 0, 1のときであり，

– n = 0に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 0, 1のとき，

– n = 1に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 0, 1, 2, 3のときである．

• 第 4項の Γl0n がゼロでない値を持つのは (l, n) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)のときである．
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よって

R00 =
�
��∂0
ν̇

2
+ ∂1

(
ν′

2
eν−λ

)
⇐ ∂lΓ

l
00

�
��−∂0
ν̇

2
− ∂0

λ̇

2
⇐ −∂0Γl0l

Z
Z
Z
Z

+

(
ν̇

2

)2

+
λ̇

2

ν̇

2
+

(
ν′

2
+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
ν′

2
eν−λ ⇐ ΓllnΓ

n
00

−2× ν′

2
· ν

′

2
eν−λ

Z
Z
Z
Z

−
(
ν̇

2

)2

−

(
λ̇

2

)2

⇐ −Γl0nΓn0l

=

(
ν′

2
eν−λ

)′

− λ̈

2
+
λ̇ν̇

4
−ν

′2

4
eν−λ +

(
λ′

2
+

2

r

)
ν′

2
eν−λ − λ̇2

4

=

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
eν−λ − λ̈

2
+
λ̇ν̇

4
− λ̇2

4
.

■R01 の計算 R01 = Rl0l1 = ∂lΓ
l
01 − ∂1Γl0l + ΓllnΓ

n
01 − Γl1nΓ

n
0l の最右辺について，

• 第 1項の Γl01，第 2項の Γl0l がゼロでない値を持つのはいずれも l = 0, 1のときである．

• 第 3項の Γn01 がゼロでない値を持つのは n = 0, 1のときであり，

– n = 0に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 0, 1のとき，

– n = 1に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 0, 1, 2, 3のときである．

• 第 4項の Γn0l がゼロでない値を持つのは (l, n) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)のときである．

よって

R01 =
�

��∂0
ν′

2

@
@
@

+∂1
λ̇

2
⇐ ∂lΓ

l
01

�
��−∂1
ν̇

2

@
@
@

−∂1
λ̇

2
⇐ −∂1Γl0l

+

(
C
CC
ν̇

2

S
SS

+
λ̇

2

)
ν′

2
+

(
�
��ν
′

2�
��+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
λ̇

2
⇐ ΓllnΓ

n
01

��������
− λ̇
2
eλ−ν

ν′

2
eν−λ

Z
Z
Z

−ν
′

2

ν̇

2

@
@
@

− λ̇
2

ν′

2�
�
�

−λ
′

2

λ̇

2
⇐ −Γl1nΓn0l

=
λ̇

r
(= R10).

■R02 の計算 R02 = Rl0l2 = ∂lΓ
l
02 − ∂2Γl0l + ΓllnΓ

n
02 − Γl2nΓ

n
0l の最右辺について，

• 第 1項における Γl02，第 3項における Γn02 の形の Christoffel記号は全てゼロである．

• 第 2項について，x2 = θ依存性を持つ Christoffel記号は Γ2
33,Γ

3
23,Γ

1
33 のみであり，

いずれも Γl0l の形ではない．

• 第 4項の Γl2n がゼロでない値を持つのは (l, n) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときであり，

いずれに対しても Γn0l = 0となる．

よって
R02 = 0(= R20).
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■R03 の計算 R03 = Rl0l3 = ∂lΓ
l
03 − ∂3Γl0l + ΓllnΓ

n
03 − Γl3nΓ

n
0l の最右辺について，

• 第 1項における Γl03，第 3項における Γn03 の形の Christoffel記号は全てゼロである．

• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．

• 第 4項の Γl3n がゼロでない値を持つのは (l, n) = (1, 3), (2, 3), (3, 1), (3, 2)のときであり，

いずれに対しても Γn0l = 0となる．

よって
R03 = 0(= R30).

■R11 の計算 R11 = Rl1l1 = ∂lΓ
l
11 − ∂1Γl1l + ΓllnΓ

n
11 − Γl1nΓ

n
1l の最右辺について，

• 第 1項の Γl11 がゼロでない値を持つのは l = 0, 1のときである．

• 第 3項の Γn11 がゼロでない値を持つのは n = 0, 1のときであり，

– n = 0に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 0, 1のとき，

– n = 1に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 0, 1, 2, 3のときである．

• 第 4項の Γl1n がゼロでない値を持つのは

(l, n) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)のときである．

よって

R11 =∂0

(
λ̇

2
eλ−ν

)
�
�
��

+∂1
λ′

2
⇐ ∂lΓ

l
11

− ∂1
(
ν′

2�
��+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
⇐ −∂1Γl1l

+

(
ν̇

2
+
λ̇

2

)
λ̇

2
eλ−ν +

(
ν′

2
@

@@
+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
λ′

2
⇐ ΓllnΓ

n
11

Z
Z
Z
ZZ

−
(
λ′

2

)2

−
(
ν′

2

)2

− λ̇

2
eλ−ν

λ̇

2
× 2−

(
1

r

)2

× 2 ⇐ −Γl1nΓn1l

=∂0

(
λ̇

2
eλ−ν

)
− ν′′

2 �
��@
@@

+
2

r2
+
ν̇

2

λ̇

2
eλ−ν+

(
λ̇

2

)2

eλ−ν +
λ′ν′

4
+
λ′

r
−
(
ν′

2

)2

�
��@
@@
− 2

r2
−2

(
λ̇

2

)2

eλ−ν

=∂0

(
λ̇

2
eλ−ν

)
+
λ̇

2

(
ν̇

2
− λ̇

2

)
eλ−ν − ν′′

2
+
λ′ν′

4
+
λ′

r
− ν′

2

4

=

{
λ̈

2
+
λ̇

4
(λ̇− ν̇)

}
eλ−ν − ν′′

2
+
λ′ν′

4
+
λ′

r
− ν′

2

4
.

■R12 の計算 R12 = Rl1l2 = ∂lΓ
l
12 − ∂2Γl1l + ΓllnΓ

n
12 − Γl2nΓ

n
1l の最右辺について，

• 第 1項の Γl12 がゼロでない値を持つのは l = 2のときである．

ところが l = 2のとき，∂lΓl12 = ∂2
1
r = 0となる．

• 第 2項について，x2 = θ依存性を持つ Christoffel記号は Γ2
33,Γ

3
23,Γ

1
33 のみであり，

いずれも Γl1l の形ではない．
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• 第 3項の Γn12 がゼロでない値を持つのは n = 2のときであり，

n = 2に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 3のときである．

(l, n) = (3, 2)のとき，ΓllnΓ
n
12 = cot θ

r となる．

• 第 4項の Γl2n がゼロでない値を持つのは (l, n) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときであり，

(l, n) = (1, 2), (2, 1)に対しては Γn1l = 0となる．(l, n) = (3, 3)のとき，−Γl2nΓn1l = − cot θ
r となる．

よって

R12 =
cot θ

r
− cot θ

r
= 0(= R21).

■R13 の計算 R13 = Rl1l3 = ∂lΓ
l
13 − ∂3Γl1l + ΓllnΓ

n
13 − Γl3nΓ

n
1l の最右辺について，

• 第 1項の Γl13 がゼロでない値を持つのは l = 3のときである．

ところが l = 3のとき，∂lΓl13 = ∂3
1
r = 0となる．

• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．

• 第 3項の Γn13 がゼロでない値を持つのは n = 3のときであり，n = 3に対して Γlln = 0となる．

• 第 4項の Γl3n がゼロでない値を持つのは (l, n) = (1, 3), (2, 3), (3, 1), (3, 2)のときであり，

いずれに対しても Γn1l = 0となる．

よって
R13 = 0(= R31).

■R22 の計算 R22 = Rl2l2 = ∂lΓ
l
22 − ∂2Γl2l + ΓllnΓ

n
22 − Γl2nΓ

n
2l の最右辺について，

• 第 1項の Γl22 がゼロでない値を持つのは l = 1のときである．

• 第 2項の Γl2l がゼロでない値を持つのは l = 3のときである．

• 第 3項の Γn22 がゼロでない値を持つのは n = 1のときである．

• 第 4項の Γl2n がゼロでない値を持つのは (l, n) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときである．

よって

R22 =∂1(−re−λ) ⇐ ∂lΓ
l
22

− ∂2(cot θ) ⇐ −∂2Γl2l

+

(
ν′

2
+
λ′

2�
�
��

+
1

r
× 2

)
(−re−λ) ⇐ ΓllnΓ

n
22

������−(−re−λ)1
r������−1

r
(−re−λ)− cot2 θ ⇐ −Γl2nΓn2l

=∂1(−re−λ) +
(
ν′

2
+
λ′

2

)
(−re−λ)− ∂2(cot θ)− cot2 θ

=

{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ + 1.

(
∵ −∂2(cot θ)− cot2 θ =

1

sin2 θ
− cos2 θ

sin2 θ
= 1

)

■R23 の計算 R23 = Rl2l3 = ∂lΓ
l
23 − ∂3Γl2l + ΓllnΓ

n
23 − Γl3nΓ

n
2l の最右辺について，

• 第 1項の Γl23 がゼロでない値を持つのは l = 3のときである．

ところが l = 3のとき，∂lΓl23 = ∂3 cot θ = 0となる．

324



• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．

• 第 3項の Γn23 がゼロでない値を持つのは n = 3のときであり，n = 3に対して Γlln = 0となる．

• 第 4項の Γn2l がゼロでない値を持つのは (l, n) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときであり，

いずれに対しても Γl3n = 0となる．

よって
R23 = 0(= R32).

■R33 の計算 R33 = Rl3l3 = ∂lΓ
l
33 − ∂3Γl3l + ΓllnΓ

n
33 − Γl3nΓ

n
3l の最右辺について，

• 第 1項の Γl33 がゼロでない値を持つのは l = 1, 2のときである．

• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．

• 第 3項の Γn33 がゼロでない値を持つのは n = 1, 2のときであり，

– n = 1に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 0, 1, 2, 3のとき，

– n = 2に対して Γlln がゼロでない値を持つのは l = 3のときである．

• 第 4項の Γl3n がゼロでない値を持つのは (l, n) = (1, 3), (2, 3), (3, 1), (3, 2)のときである．

よって

R33 =∂1(−r sin2 θe−λ) + ∂2(− sin θ cos θ) ⇐ ∂lΓ
l
33

+

(
ν′

2
+
λ′

2�
�
��

+
1

r
× 2

)
(−r sin2 θe−λ)+ cot θ(− sin θ cos θ)︸ ︷︷ ︸

− cos2 θ

⇐ ΓllnΓ
n
33

−(− sin θ cos θ) cot θ × 2︸ ︷︷ ︸
2 cos2 θ

����������
−(−r sin2 θe−λ)1

r
× 2 ⇐ −Γl3nΓn3l

=∂1(−r sin2 θe−λ) + ∂2(− sin θ cos θ) +

(
ν′

2
+
λ′

2

)
(−r sin2 θe−λ) + cos2 θ

=− e−λ sin2 θ
{
1 + r

(
ν′

2
− λ′

2

)}
+ sin2 θ.

■Ricciテンソルの全成分 以上で Ricciテンソルの全成分が得られたことになる．これを混合テンソル Rik

の形に書き換え，以下にまとめる．その際 (gik)は対角的なので，例えば

R0
0 = g0iRi0 = g00R00

のように計算できることに注意すれば良い．

R0
0 =g00R00 = e−νR00, R00 =

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
eν−λ − λ̈

2
+
λ̇ν̇

4
− λ̇2

4
,

R0
1 =g00R01 = e−ν

λ̇

r
,

R0
2 =g00R02 = 0,

R0
3 =g00R03 = 0,

R1
0 =g11R10 = −e−λ λ̇

r
,
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R1
1 =g11R11 = −e−λR11, R11 =

{
λ̈

2
+
λ̇

4
(λ̇− ν̇)

}
eλ−ν − ν′′

2
+
λ′ν′

4
+
λ′

r
− ν′

2

4
,

R1
2 =g11R12 = 0,

R1
3 =g11R13 = 0,

R2
0 =g22R20 = 0,

R2
1 =g22R21 = 0,

R2
2 =g22R22 = − 1

r2
R22, R22 =

{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ + 1,

R2
3 =g22R23 = 0,

R3
0 =g33R30 = 0,

R3
1 =g33R31 = 0,

R3
2 =g33R32 = 0,

R3
3 =g33R33 = − 1

r2 sin2 θ
R33, R33 = −e−λ sin2 θ

{
1 + r

(
ν′

2
− λ′

2

)}
+ sin2 θ.

■スカラー曲率 Rの計算 以上よりスカラー曲率 Rは

R =gikRik =

3∑
i=0

giiRii

=e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
+ e−ν

(
− λ̈
2
+
λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ g00R00

+e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
− λ′

r

)
+ e−ν

(
− λ̈
2
+
λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ g11R11

+ e−λ
(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g22R22

+ e−λ
(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g33R33

=e−λ

(
ν′′ +

ν′
2

2
− ν′λ′

2
+ 2

ν′

r
− 2

λ′

r
+

2

r2

)
+ e−ν

(
−λ̈+

λ̇ν̇

2
− λ̇2

2

)
− 2

r2

と求まる．

■Einsteinテンソル Einstein方程式の左辺 (Einsteinテンソル)

Rik −
1

2
δikR ≡ Gik

は i ̸= k に対して Gik = Rik となる．このうちゼロでない成分は，上記のように R0
1 と R1

0 がある．これ以

外のゼロでない Einsteinテンソル Gik の成分として，i = k の成分を計算する．まず，

G0
0 =

��������������

e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)XXXXXXXXXXXX
+e−ν

(
− λ̈
2
+
λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ R0

0

+ e−λ

(
�����������

−ν
′′

2
− ν′

2

4
+
ν′λ′

4
− ν′

r
+
λ′

r
− 1

r2

)XXXXXXXXXXX
+e−ν

(
λ̈

2
− λ̇ν̇

4
+
λ̇2

4

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ00R
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=− e−λ
(

1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
,

G1
1 =

��������������

e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
− λ′

r

)XXXXXXXXXXXX
+e−ν

(
− λ̈
2
+
λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ R1

1

+ e−λ

(
�����������

−ν
′′

2
− ν′

2

4
+
ν′λ′

4
+
λ′

r
− ν′

r
− 1

r2

)XXXXXXXXXXX
+e−ν

(
λ̈

2
− λ̇ν̇

4
+
λ̇2

4

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ11R

=− e−λ
(
ν′

r
+

1

r2

)
+

1

r2

である．次に

R2
2 = − 1

r2

[{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ + 1

]
= − 1

r2 sin2 θ

[{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ sin2 θ + sin2 θ

]
= R3

3

に注意すると，

G2
2 =G3

3

=e−λ
(
ν′

2r
− λ′

2r�
��+
1

r2

)
@

@@
− 1

r2
⇐ R2

2 = R3
3

+ e−λ

(
−ν

′′

2
− ν′

2

4 �
��− 1

r2
+
λ′

r
− ν′

r
+
ν′λ′

4

)
+ e−ν

(
λ̈

2
+
λ̇2

4
− λ̇ν̇

4

)
@
@@

+
1

r2
⇐ −1

2
δ22R = −1

2
δ33R

=− 1

2
e−λ

(
ν′′ +

ν′
2

2
+
ν′ − λ′

r
− ν′λ′

2

)
+

1

2
e−ν

(
λ̈+

λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)

を得る．

Einstein方程式，Schwarzschild解

以上より Einstein方程式 (95.6):Rik − 1
2δ
i
kR = 8πk

c4 T
i
k は，未知関数 λ(r, t), ν(r, t)に対する式

8πk

c4
T 1

1 =− e−λ
(
ν′

r
+

1

r2

)
+

1

r2
, (100.4)

8πk

c4
T 2

2 =
8πk

c4
T 3

3 =− 1

2
e−λ

(
ν′′ +

ν′
2

2
+
ν′ − λ′

r
− ν′λ′

2

)
+

1

2
e−ν

(
λ̈+

λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)
, (100.5)

8πk

c4
T 0

0 =− e−λ
(

1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
, (100.6)

8πk

c4
T 1

0 =− e−λ λ̇
r

(100.7)

になる．真空中，すなわち，場を生ずる質量の外側での中心対称な場を考え T ik = 0とおくと，

式 (100.4) ⇒ e−λ
(
ν′

r
+

1

r2

)
− 1

r2
= 0, (100.8)

式 (100.6) ⇒ e−λ
(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
, (100.9)

式 (100.7) ⇒ λ̇ = 0 (100.10)
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が得られる．式 (100.8)と式 (100.9)を辺々足すと，f(t)を時間だけの関数として

λ′ + ν′ = 0, ∴ λ+ ν = f(t) (100.11)

となる．

ところで ds2 の表式 (100.2)の形を壊すことなく，時間に t = f(t′)という形の任意の変換を施すことがで

きる．これは ν に任意の時間の関数を加えることと同等である．この任意性を利用すると，一般性を失うこと

なく
λ+ ν = 0

とおくことができる．ここで式 (100.10)より λは時間に依らないから ν = −λも時間に依らず，真空中の中
心対称な重力場は静的な場となることが結論される．

式 (100.9)は

1 = e−λ(1− rλ′) = (re−λ)′, ∴ e−λ = 1− rg
r

と積分される (rg は積分定数)．重力源となる星の質量を mとすると，重力場が弱いときの式 (87.12):g00 =

1 + 2ϕ
c2 における重力ポテンシャル ϕに対して Newtonの万有引力の法則 (99.4):ϕ = −kmr が満たされるため

には rg =
2km
c2 ととれば良い

*52．定数 rg は重力半径と呼ばれる．こうして Schwarzschild解

ds2 =
(
1− rg

r

)
(cdt)2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− dr2

1− rg
r

(100.14)

が得られる (r > rg)．

あらかじめ静的な場を仮定した場合

本章では Schwarzschild解 (100.14):

ds2 =
(
1− rg

r

)
(cdt)2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− dr2

1− rg
r

を導くにあたって，真空中の中心対称な重力場としてあらかじめ静的な場を考える．すなわち適当な球座標

(ct, r, θ, ϕ)を用いたときの世界間隔の表式 (100.2):

ds2 = eν(cdt)2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− eλdr2

において，ν, λが tに依らないような座標系 (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, r, θ, ϕ)をとれると仮定する:

ν = ν(r), λ = λ(r).

これにより計算は大幅に簡略化される．そこでこれまでの内容との重複を厭わずに，未知関数 ν(r), λ(r)を真

空中の Einstein方程式 Gik ≡ Rik − 1
2δ
i
kR = 0から定める計算を以下で行う．その際，以降で明らかになる

ように，Schwarzschild解を導くには G0
0 = 0, G1

1 = 0だけ用いれば十分であることにも注意する．

計量テンソル

(gik) =


eν(r) 0 0 0
0 −eλ(r) 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ

 , ∴ (gik) =


e−ν(r) 0 0 0

0 −e−λ(r) 0 0
0 0 − 1

r2 0
0 0 0 − 1

r2 sin2 θ


*52 ここで ds2 の表式 (100.2) における極座標 r を，Newtonの万有引力の法則 (99.4):ϕ = − km

r
における r と同一視した．
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の非対角成分はゼロだから，Christoffel記号 (86.3):

Γikl =
1

2
gim(∂kglm + ∂lgmk − ∂mgkl)

の i, k, l が相異なるものはゼロになる．よってゼロでない Christoffel記号 Γikl は，対称な添字 k, l が等しい

ものと異なるものに分類すると

対称な添字が等しいもの Γikk =− 1

2
gii∂igkk (i, k について和をとらない) (173)

対称な添字が異なるもの Γiki =
1

2
gii∂kgii(= Γiik) (i ̸= k, iについて和をとらない) (174)

に限られる．以下，r による微分をプライムで表す．

式 (173)の形の Christoffel記号は以下の 16個である．

Γ0
00 =

1

2
e−ν∂0e

ν = 0, Γ0
11 =

1

2
e−ν∂0e

λ = 0,

Γ0
22 =

1

2
e−ν∂0r

2 = 0, Γ0
33 =

1

2
e−ν∂0(r

2 sin2 θ) = 0,

Γ1
00 =

1

2
(−e−λ)(−eν)′ = ν′

2
eν−λ, Γ1

11 =
1

2
(−e−λ)(e−λ)′ = λ′

2
,

Γ1
22 =

1

2
(−e−λ)(−r2)′ = −re−λ, Γ1

33 =
1

2
(−e−λ)(−r2 sin2 θ)′ = −re−λ sin2 θ,

Γ2
00 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

ν = 0, Γ2
11 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

−λ = 0,

Γ2
22 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

33 = −1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2 sin2 θ) = − sin θ cos θ,

Γ3
00 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕe

ν = 0, Γ3
11 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ3
22 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

33 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2 sin2 θ) = 0.

式 (174)左辺の形の Christoffel記号は以下の 12個である．

Γ0
10 =

1

2
e−ν∂re

ν =
ν′

2
, Γ0

20 =
1

2
e−ν∂θe

ν = 0,

Γ0
30 =

1

2
e−ν∂ϕe

ν = 0, Γ1
01 =

1

2
(−e−λ)∂0(−eλ) = 0,

Γ1
21 =

1

2
(−e−λ)∂θ(−eλ) = 0, Γ1

31 =
1

2
(−e−λ)∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ2
02 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

12 =
1

2

(
− 1

r2

)
∂r(−r2) =

1

r
,

Γ2
32 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

03 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂0(−r2 sin2 θ) = 0,

Γ3
13 =

1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂r(−r2 sin2 θ) =

1

r
, Γ3

23 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂θ(−r2 sin2 θ) =

1

tan θ
.

ここから G0
0, G

1
1 を求めるのに必要な Ricciテンソル Rik を定義式

Rik ≡ Rlilk, Riklm ≡ ∂lΓikm − ∂mΓikl + ΓinlΓ
n
km − ΓinmΓnkl
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に従って計算すると以下のようになる．

R00 =Ri0i0

=∂iΓ
i
00 − ∂0Γi0i + ΓiikΓ

k
00 − Γi0kΓ

k
0i

=∂1Γ
1
00 − 0 + Γii1Γ

1
00 −

∑
Γi0kΓ

k
0i

(∑
は (i, k) = (0, 1), (1, 0)の和

)
=

(
ν′

2
eν−λ

)′

+

(
ν′

2
+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
ν′

2
eν−λ − 2× ν′

2

ν′

2
eν−λ

=

(
ν′′

2
+
ν′

2

2
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
eν−λ,

R11 =Ri1i1

=∂iΓ
i
11 − ∂1Γi1i + ΓiikΓ

k
11 − Γi1kΓ

k
1i

=∂1Γ
1
11 − ∂1Γi1i + Γii1Γ

1
11 − Γi1iΓ

i
1i

=
�
�

��
(
λ′

2

)′

−

(
ν′

2�
��+
λ′

2�
�
��Z

Z
ZZ

+
1

r
× 2

)′

+

(
ν′

2
@
@@

+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
λ′

2
−
(
ν′

2

)2Z
Z
Z
ZZ

−
(
λ′

2

)2

������HHHHHH
−
(
1

r

)2

× 2

=− ν′′

2
+
λ′ν′

4
+
λ′

r
− ν′

2

4
,

R22 =Ri2i2

=∂iΓ
i
22 − ∂2Γi2i + ΓiikΓ

k
22 − Γi2kΓ

k
2i

=∂1Γ
1
22 − ∂2Γ3

23 + Γii3Γ
3
22 −

∑
Γi2kΓ

k
2i

(∑
は (i, k) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)の和

)
=(−re−λ)′−∂θ(cot θ) +

(
ν′

2
+
λ′

2�
�
��

+
1

r
× 2

)
(−re−λ)��������

−(−re−λ)1
r
× 2− cot2 θ

=

{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ+1,

R33 =Ri3i3

=∂iΓ
i
33 − ∂3Γi3i + ΓiikΓ

k
33 − Γi3kΓ

k
3i

=
∑
i=1,2

∂iΓ
i
33 − 0 + (Γii1Γ

1
33 + Γ3

32Γ
2
33)−

∑
Γi3kΓ

k
3i

(∑
は (i, k) = (1, 3), (3, 1), (2, 3), (3, 2)の和

)

=(−r sin2 θe−λ)′+∂θ(− sin θ cos θ) +

(
ν′

2
+
λ′

2�
�

��
+
1

r
× 2

)
(−r sin2 θe−λ)

+ cot θ(− sin θ cos θ)− (− sin θ cos θ) cot θ × 2
����������
−(−r sin2 θe−λ)1

r
× 2

=−
{
1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ sin2 θ+sin2 θ

さらに Rik = gilRlk やスカラー曲率 R = gikRik において (gik)の非対角成分がゼロであることに注意すると

R0
0 =g00R00 = e−νR00, R1

1 = g11R11 = −e−λR11,

R2
2 =g22R22 = − 1

r2
R22, R3

3 = g33R33 = − 1

r2 sin2 θ
R33,

R =e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

2
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
⇐ g00R00
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+e−λ

(
ν′′

2
+
ν′

2

4
− ν′λ′

4
− λ′

r

)
⇐ g11R11

+ e−λ
(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g22R22

+ e−λ
(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g33R33

=e−λ

(
ν′′ +

ν′
2

2
− ν′λ′

2
+ 2

ν′

r
− 2

λ′

r
+

2

r2

)
− 2

r2

を得るから，Einstein方程式を書き下すと

0 = G0
0 =e−λ

(
����������
ν′′

2
+
ν′

2

2
− ν′λ′

4
+
ν′

r

)
⇐ R0

0

+e−λ

(
�����������

−ν
′′

2
− ν′

2

2
+
ν′λ′

4
− ν′

r
+
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ00R

=− e−λ
(

1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
(175)

0 = G1
1 =e−λ

(
����������
ν′′

2
− ν′λ′

4
− λ′

r
+
ν′

2

4

)
⇐ R1

1

+e−λ

(
�����������

−ν
′′

2
+
ν′λ′

4
+
λ′

r
− ν′

2

4
− ν′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ11R

=− e−λ
(

1

r2
+
ν′

r

)
+

1

r2
(176)

となる．

式 (175) ⇔ 1 = e−λ(1− rλ′) = (re−λ)′, ∴ e−λ = 1− rg
r

(rgは積分定数).

さらに式 (175)，式 (176)を辺々引くと

(λ+ ν)′ = 0, ∴ λ+ ν = const, ∴ eν = const× e−λ = const×
(
1− rg

r

)
となる．第 3式の constに対して

√
const× t→ tと時間の尺度を改めると

eν(r)c2dt2 = const×
(
1− rg

r

)
c2dt2 =

(
1− rg

r

)
c2dt2

となり，Schwarzschild解 (100.14):

ds2 =
(
1− rg

r

)
(cdt)2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− dr2

1− rg
r

を得る．
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