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第 11章 ゲージ理論

強い/弱い相互作用 · · · · · · 古典的対応物がなく，相互作用の形が不明

• 理論的制約
– Lorentz不変性，局所性 (LI の含む場の値が同じ時空点で評価される)，繰り込み可能性

• 実験的制約
– 素粒子のスペクトル，対称性と保存則

Yagn(ヤン)とMills(ミルズ) · · · · · ·特に繰り込み可能性とゲージ不変性を重視してゲージ理論を構築
(電磁相互作用，強い/弱い相互作用はその実例)

• 強い相互作用 (第 11–15章)

– 相互作用 LI は単純だが，摂動論が有効でない

• 電弱統一理論 (第 16–19章)

– 相互作用HI は複雑だが，摂動論が有効である

11.1 最も単純なゲージ理論：QED

ゲージ理論を構築する際の手本として，QEDの復習を行う．

自由 Dirac場のラグランジアン密度 L0 = ψ̄(i/∂ −m)ψ において極小置換

∂µ → Dµ ≡ ∂µ + iqAµ

を施すと，電磁場との相互作用する Dirac場のラグランジアン密度

L = L0 + LI, LI ≡ −qψ̄ /Aψ

が得られる．このとき電磁場のゲージ変換 Aµ → Aµ + ∂µf と同時に Dirac場に局所的な位相変換

ψ(x)→ ψ(x)e−iqf(x), ψ̄(x)→ ψ̄(x)eiqf(x)

を施せば，ラグランジアン密度 L は (従って理論は) 不変に留まる．電磁場と Dirac 場の変換を一括して

ゲージ変換と呼ぶ．逆に言えば，Dirac 場の局所的位相変換に対して不変なラグランジアン密度を得るには

Aµ → Aµ + ∂µf と変換するゲージ場 Aµ を導入して，極小置換 ∂µ → Dµ ≡ ∂µ + iqAµ を施せば良い．

ゲージ不変性の観点からは，極小置換によって得られないゲージ不変な項をラグランジアン密度に付け加え

た理論も考えられる．しかしながら，そのような“極小でない”相互作用は，繰り込み可能性によって排除さ

れる［11.3節］．
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11.1について

■Dµψ のゲージ変換 (11.9)の確認

Dµψ = (∂µ + iqAµ)ψ

→ [∂µ + iq(Aµ + ∂µf)][ψe
−iqf ]

=(∂µψ)e
−iqf

(((((((−iq(∂µf)e−iqf + iqAµψe
−iqf

(((((((
+iq(∂µf)e

−iqf

=e−iqfDµψ.

11.2 量子色力学

量子色力学 (quantum chromodynamics：QCD)は強い相互作用を記述するゲージ理論であり，いわゆる色

電荷 (color charge)が中心的な役割を担う．

本節では，まず色の概念を，単純なクォーク模型の文脈において導入する．そして QEDからの類推

に基づき，ただし通常の電荷の代わりに色電荷の保存から出発して，ゲージ理論としての QCDの定式

化を行う．(p.270，序文より)

11.2.1 色と閉じ込め

クォークはスピン 1/2の粒子であり，質量と電荷の異なる 6種類の“香り”(フレーバー) u, d, c, s, t, bが存

在する．
軽い ←→ 重い

電荷 2e/3 u : up c : charm t : top
電荷− e/3 d : down s : strange b : bottom

重粒子 (バリオン)と中間子 (メソン)は以下のようなクォークの束縛状態であり (クォーク q の反クォークを

q̄ と表記)，これらを総称して強粒子 (ハドロン)と呼ぶ [1, pp.5–7]．

• 重粒子 (バリオン)∼ qqq
– 例：陽子 (uud)，中性子 (udd)

• 中間子 (メソン)∼ qq̄
– パイオン：π+(ud̄)，π−(ūd)，π0((uū− dd̄)/

√
2)

さて，単純なクォーク模型では解釈しがたい事実が 2つある：

• 実験的に自由クォーク q やクォーク対 qq［電荷 4e/3,−2e/3］，
その他の分数電荷状態が観測されないこと

• 3個のクォークから成るバリオンが，そのスピン-統計性 (4.3.1節)にも関わらず

クォーク模型では全体として対称な波動関数によって記述されること

［クォークはスピン 1/2を持つから，その複合粒子の波動関数は反対称でなければならない］

この問題は，クォークの色と呼ばれる自由度を導入し，色の閉じ込め条件を課すことで自然に解消・説明さ

れる．
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色の自由度の導入から始めよう．

• 色の波動関数　 χc

– 色状態を表す．

– 3つの色の固有状態 χc = r, g, b (red,green,blue)には色スピノル

r =

1
0
0

 , g =

0
1
0

 , b =

0
0
1


が充てられる．

• 色 (電荷の)演算子　 F̂i (i = 1, 2, · · · , 8)
– χc に作用する 8種類の 3× 3の Hermite行列．

(スピン波動関数に作用する，スピン演算子を表す Pauli行列の類似物．)

– 慣例として［Gell-Mann (ゲルマン)行列 [2, p.138]］

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


(の 1/2倍) F̂i =

1
2λi が用いられる．

– 色演算子の交換関係

[F̂i, F̂j ] = ifijkF̂k. (k = 1, 2, · · · , 8について和をとる)

“構造定数”fijk は完全反対称であり，ゼロでない独立な成分は以下．

f123 = 1, f147 = f246 = f257 = f345 =
1

2
, f156 = f367 = −1

2
, f458 = f678 =

√
3

2
.

– F̂3 と F̂8 だけが可換な組であり，

3つの色状態 χc = r, g, bは F̂3 と F̂8 の同時固有状態である (固有値は表 1)．

• 多クォーク状態 h

– 各クォークに対する色波動関数 χc1 = r1, g1, b1, etc.の積

χch ≡ χc1χc2 · · ·χcn

で記述される．

– 電荷演算子の作用は分配則

F̂i(χ
c
1χ

c
2) = (F̂iχ

c
1)χ

c
2 + χc1(F̂iχ

c
2), etc.

で決まる． → 固有値 F3, F8 は表 1の値の和．

さて，ここで自由な強粒子の色波動関数 χch は

F̂iχ
c
h = 0 (i = 1, 2, · · · , 8)
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表 1 色電荷の固有値 F3, F8

クォーク 反クォーク

F3 F8 F3 F8

r 1/2 1/2
√
3 r̄ −1/2 −1/2

√
3

g −1/2 1/2
√
3 ḡ 1/2 −1/2

√
3

b 0 −1/
√
3 b̄ 0 1/

√
3

を満たすと仮定する．これを色の閉じ込めの仮説という．このとき特に色電荷の固有値は

F3 = F8 = 0

とならなければならない．すると表 1の値より，

• 自由クォーク q やクォーク対 qq は存在できない．

• クォーク対 qq̄ や重粒子 qqq は許容される．

この結果は観測と合っている．さらに重粒子については，閉じ込め条件 F̂iχ
c
h = 0を完全に考慮すると，色の

波動関数が (規格化因子を除いて)
χcB = εijk(rigjbk) (1)

と定まる (3つのクォーク i, j, k = 1, 2, 3について和をとる，導出は下記)．色の波動関数 χcB が同種クォーク

の入れ替えに関する反対称性を担っているので［「11.2.1について」で補足］，波動関数の空間-スピン部分 ψ

が対称であるとき，バリオンの全波動関数Ψ = ψχcB は反対称となることが保証される．こうしてスピン-統

計の問題も解決する．

11.2.1節，式の導出など

■重粒子 (バリオン)の色波動関数 (1)の導出 表 1の値を見ると，色電荷の固有値が F3 = F8 = 0を満たす

のは，重粒子を構成する 3つのクォークの色状態が相異なる場合に限られることが分かる．よって重粒子の波

動関数は

χcB = α1(r1g2b3) + α2(g1r2b3) + α3(b1r2g3) + α4(b1g2r3) + α5(g1b2r3) + α6(r1b2g3) (2)

という形をとる (αi は定数)［本稿次節で補足］．さらに例えば閉じ込め条件 F̂1χ
c
h = 0を考慮すると，

α1 = −α2, α3 = −α4, α5 = −α6

が見出される［本稿次節で補足］．他の閉じ込め条件 F̂iχ
c
h = 0からも同様の関係が得られ，それらをまとめ

ると波動関数 (1)を得る．

11.2.1について

■クォークの波動関数Ψ = ψχc(p.271下から 4行目)や重粒子 (バリオン)の波動関数Ψ = ψχcB(p.274下か

ら 3行目)について 空間-スピン波動関数 ψ と色の波動関数 χc の行列としての積が定義されている必要はな

い．異なる状態空間のケットを並べて |α⟩ |β⟩と書くのと同様に，単に波動関数を Ψ = ψχc と並べているだ

けと考えられる．多クォーク状態 hの色波動関数 χch ≡ χc1χc2 · · ·χcn(p.273，l.11)についても同様である．
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なお，全波動関数Ψと次節の Dirac場 (11.19a):Ψf (x)の混同に注意する．

■p.272，l.3の非相対論的なスピン波動関数 χ = α, β について Pauliの 2成分 (固有)スピノル

α =

(
⟨+|+⟩
⟨−|+⟩

)
=

(
1
0

)
, β =

(
⟨+|−⟩
⟨−|−⟩

)
=

(
0
1

)
である．スピン演算子を表す Pauli 行列がスピン波動関数 χ に作用することと併せて，例えば文献 [3,

pp.220–222]を参照．

■Gell-Mann行列 (11.11)と構造定数 fijk について なるほど，Gell-Mann行列 λi は最初の 3つが，Pauli

行列 σi を

λi =

(
σi 0
0 0

)
の形に含んでいるという意味で，Pauli行列の一般化である．そして

容易に推測できるように，これらの 3× 3行列を同じように含む 4× 4行列を作れるし，さらにそれ

を含む…，というように続けることができる [4, p.105]．

とは言え結局，SU(3)の基底を Gell-Mann行列 λi に選べることは，SU(2)の基底を Pauli行列 σi に選べる

ことと同様に非自明である．SU(N) の生成子 Ti をどのように構成すれば良いかはあくまで数学的な問題で

あって*1，ひとまずそれらが SU(N)の (N2 − 1)個の独立な基底を成す Hermite行列であることが納得でき

れば良いとは言える (11.2.2節のノート，あるいは付録 B.1を参照)．

次に確認しなければならないのは，SU(3)の生成子 Ti ≡ F̂i = λi/2の交換関係 (11.12a):[Ti, Tj ] = ifijkTk

における構造定数 fijk の具体的な値である．一般に規格直交条件 Tr(TiTj) =
1
2δij を満たす生成子 Ti に対し

て，構造定数は
ifijk = 2Tr([Ti, Tj ]Tk)

で定まる (再び付録 B.1を参照)．そこで準備として行列の積をいくらか具体的に計算すると，例えば

T 2
4 = T 2

5 =
1

4

1 0 0
0 0 0
0 0 1

 , T4T5 = −T5T4 =
1

4

i 0 0
0 0 0
0 0 −i


である．ここから規格直交性 Tr(TiTj) =

1
2δij が，少なくとも i, j = 4, 5に対して成り立っていることが見て

取れる．また上式を用いて交換子 [T4, T5]を評価すると

[T4, T5]T8 =
1

4
√
3

i 0 0
0 0 0
0 0 2i

 , ∴ f458 =
2

i
Tr([T4, T5]T8) =

√
3

2

となって，教科書 p.273の表 11.1に示された構造定数の値の 1つが得られる．

■色演算子 (11.11)の添字 i = 1, 2, · · · , 8について 色電荷は r, g, bの 3種類であるにも関わらず，後に iは

色電荷の添字と呼ばれる．(これに対し a, b, c, · · · = r, g, bはクォークの色の添字と呼ばれる．例えば p.370の

脚注を参照．)これは香りの添字 f = d, u, s, c, b, t (11.2.2節)と区別するための呼び方と考えられる．

*1 文献 [4, pp.194–197]には SU(N)生成子・一般化 Gell-Mann行列への言及がある．
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■「3つの色状態 χc = r, g, bは F̂3 と F̂8 の両方の固有状態にあたる」(p.273，l.5,6)について Gell-Mann

行列 (11.11b)は λ3, λ8 のみ非対角成分がゼロとなっていることに注目する．

■多クォーク状態 h の色波動関数 χch ≡ χc1χ
c
2 · · ·χcn(p.273，l.11) について 右辺 χc1χ

c
2 · · ·χcn は縦ベクトル

の積としては定義されない．異なるクォークの色状態は異なるベクトル空間に属しており，単に対応する色波

動関数を並べているだけと考えられる．

なお hは hadronの頭文字と考えられる．

■「反クォーク状態 r̄, ḡ, b̄については，……色電荷の符号が逆転する」(p.273下 2行)について そのことを

「次節において導出する」(p.273脚注)際に，本節における場の量子論に移行する前段階の色スピノル r̄, ḡ, b̄を

具体的に特定しておく必要はない．

■p.274，l.13の重粒子 (バリオン)の波動関数［本稿の式 (2)］について 「χc1 = r1, g1, b1 etc.」(式 (11.14)の

1行上)とあるように，各 χci は ri, gi, bi のいずれかであり，その線形結合の状態はとらない．

■「α1 = −α3, etc.」(p.274下から 10行目)について 式 (11.13):

F̂1r =
1

2
g, F̂1g =

1

2
r, F̂1b = 0

を用いると，

F̂1(r1g2b3) = F̂1(r2g1b3) =
1

2
g1g2b3 +

1

2
r1r2b3,

F̂1(r2g3b1) = F̂1(r3g2b1) =
1

2
b1g2g3 +

1

2
b1r2r3,

F̂1(r3g1b2) = F̂1(r1g3b2) =
1

2
r1b2r3 +

1

2
g1b2g3

となることによる．

■重粒子 (バリオン)の色波動関数 (1)の反対称性について

χcB = εijkrigjbk =

∣∣∣∣∣∣
r1 r2 r3
g1 g2 g3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
と書くと，これは行列式の列の入れ替えに，したがってクォーク 1,2,3の入れ替えに関して反対称となってい

ることが見て取れる．行列式を展開すると，色波動関数の式 (2)において

α1 = 1, α2 = −1, α3 = 1, α4 = −1, α5 = 1, α6 = −1

と同定される．

11.2.2 大域的な位相不変性と色電荷の保存

香り f，色 r, g, bのクォークを表す Dirac場 ψfr,g,b(x)を香りごとに

Ψf =

ψfrψfg
ψfb

 , Ψ̄f =
(
ψ̄fr ψ̄fg ψ̄fb

)
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とまとめると，自由クォークのラグランジアン密度は

L = Ψ̄f (i/∂ −mf )Ψ
f =

∑
c=r,g,b

ψ̄fc (i/∂ −mf )ψ
f
c

で与えられる (繰り返された香りの添字 f = d, u, s, c, b, tについて和をとる)．これは大域的位相変換

Ψf (x)→ eiαiλi/2Ψf (x), Ψ̄f (x)→ Ψ̄f (x)e−iαiλi/2

(α ≡ {αi}は実パラメーター)の下で不変である．

SU(3)変換 行列 U(α) = eiαiλi/2 は detU(α) = 1を満たす 3 × 3のユニタリー行列である［本稿次節を参

照］．このため U(α)による上記の大域的位相変換は SU(3)変換と呼ばれる．

この不変性に付随する，保存するカレントと色電荷は

Sµi (x) =
1

2
Ψ̄f (x)γµλiΨ

f (x),

F̂i =

∫
d3xS0

i (x) =
1

2

∫
d3xΨf†(x)λiΨ

f (x) (i = 1, 2, · · · , 8)

である (2.4節の一般論を参照)．Gell-Mann行列 λi の具体的な表式と場の Fourier展開を利用すると，

F̂3 =
1

2

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfr (x)− ψf†g (x)ψfg (x)

]
=
1

2
(Nr − N̄r)−

1

2
(Ng − N̄g), etc.

が得られる (問題 11.1)．この結果は前節の表 1における色電荷の固有値と整合している．

11.2.2について

■3成分場 (11.19a)について 4成分スピノル ψfr,g,b(x)を各成分に持つ，あくまで 3成分の場であると見な

して，3× 3行列 λi との積の計算などを行う (例えばカレントの式 (11.23)において)．

■行列 U(α) = eiαiλi/2 のユニタリー性 (p.275)について 各 λi の Hermite性により U†(α) = e−iαiλi/2 と

なるので，Baker-Hausdorffの補助定理を用いると [3, p.129]，ユニタリー性

e±iαiλi/2e∓iαiλi/2 = 1

が確かめられる．同じことは次のように理解することもできる．すなわち

[λi, λj ] = 4[F̂i, F̂j ] = 4ifijkF̂k ̸= 0

ではあるものの，
[αiλi, αjλj ] = 4ifijkαiαjF̂k = 0

は成り立つので (添字 i, j に関する αiαj の対称性と fijk の反対称性による)，今の場合には“指数法則”

e±iαiλi/2e∓iαiλi/2 = 1

が成立する．

大域的位相変換 (11.21)に対するラグランジアン密度 (11.20)の不変性はここから理解できる．
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■SU(3)Yang-Mills理論 自由クォークに関するここまでの議論では，3種類の色 r, g, bの自由度に対して色

演算子 F̂i が 8種類あることは天下りに説明されている．以下ではこの点に関する背景を簡単に見ておこう [2,

pp.137–138,p.145]．

N 種類の Dirac場

ψ =


ψ1

ψ2

...
ψN

 , ψ̄ =
(
ψ̄1 ψ̄2 · · · ψ̄N

)

に対するラグランジアン密度

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ =
N∑
α=1

ψ̄α(i/∂ −m)ψα

は，N ×N のユニタリー行列 U = eiH(したがってH はHermite行列)による大域的位相変換 ψ → Uψ の下
で不変に留まる．このような対称変換は 2回繰り返し行っても，Lを不変に保つ単一の N 次ユニタリー行列
による変換となるから，U(N)群と呼ばれる群を成す．ところで一般に N ×N の Hermite行列 H は N2 個
の独立な実数によって特定できる [1, p.254]．
証明 Hermite性より H の N 個の対角成分は全て実数であり，また下三角成分は上三角成分を与えると完全に定まる．

上三角成分は全部で (N2 −N)/2個あり，その各々が 2つの実数で指定されるので，Hermite行列 H は合計

N + 2× N2 −N

2
= N2 個

の実数パラメーターを持つ．

そこで N2 個の適当な Hermite行列 Ti と実パラメーター αi を用いて，一般に

H =
∑
i

αiTi, U = exp

(
i
∑
i

αiTi

)

と書くことができる (このとき Ti を変換の生成子と呼ぶ)．

次に QCD を念頭に，N = 3 の場合を考えよう．我々の目的のためには，生成子 Ti の具体的な行列表現

に頼って議論を進めれば充分である．このとき N2 = 9個の Ti として，Gell-Mann行列 (11.11b)の 1/2倍

(11.11a):

Ti =
1

2
λi(≡ F̂i) (i = 1, 2, · · · , 8)

と，単位行列 1に比例した T0 = 1√
6
1を選ぶことができる．T0 を生成子とするユニタリー行列

exp(iα0T0) = exp

(
i
α0√
6
1

)
= 1 + i

α0√
6
1+

1

2!

(
i
α0√
6

)2

12 + · · · =

[
1 + i

α0√
6
+

1

2!

(
i
α0√
6

)2

+ · · ·

]
1

=exp

(
i
α0√
6

)
1

による変換

ψ → exp(iα0T0)ψ, i.e. ψα → exp

(
i
α0√
6

)
ψα

は U(1)部分群を成す．また残りの 8個の生成子 F̂i はいずれもトレースがゼロになっていることに注目する

と，exp
(
i
∑8
i=1 αiF̂i

)
は行列式が 1となることが分かる．
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証明 一般に αi を無限小パラメーターとして，生成子 Ti によるユニタリー変換の演算子を

1 + i
∑
i

αiTi

と書くと，有限の αi による変換の演算子は無限小変換を合成して

U = lim
n→∞

(
1 + i

∑
i

αi

n
Ti

)n

= exp

(
i
∑
i

αiTi

)
と求まる [3, p.64]．また行列式は

detU =det

[
lim

n→∞

(
1 + i

∑
i

αi

n
Ti

)n]

= lim
n→∞

[
det

(
1 + i

∑
i

αi

n
Ti

)]n
= lim

n→∞

[
1 + i

αi

n
Tr(Ti) +O

((αi

n

)2)]n
= lim

n→∞

[
1 + iαiTr(Ti) +O

((αi

n

)2)]
=1 + iαiTr(Ti)

と表される．ただし第 3の等号では，αi/n程度の N ×N 行列 A = i
∑

i
αi
n
Ti に対して

det(1+A)

=εi1···iN (1+A)1i1 · · · (1+A)NiN

=εi1···iN δ1i1 · · · δNiN

+ εi1···iN {(A1i1δ2i2 · · · δNiN ) + (δ1i1A2i2δ3i3 · · · δNiN ) + · · ·+ (δ1i1 · · · δN−1,iN−1ANiN )}+O((αi/n)
2)

=ε1···N + (εi12···NA1i1 + ε1i23···NA2i2 + · · ·+ ε1···(N−1)iNANiN ) +O((αi/n)
2)

=1 + ε1···N (A11 +A22 + · · ·+ANN ) +O((αi/n)
2)

=1 + TrA+O((αi/n)
2)

=1 +
∑
i

αi

n
Tr(Ti) +O((αi/n)

2)

となることを用いた (εi1···iN は ε1···N = 1を満たす反対称テンソル) [5, pp.70–71]．以上より

Tr(Ti) = 0 ⇒ det

[
exp

(
i
∑
i

αiTi

)]
= 1.

なお正方行列 Aに対する公式 det(expA) = exp(TrA)を利用すれば，近似に頼らずに

det(expA) = 1 ⇔ TrA = 0

が言える [6, pp.88–90]．

行列式が 1のユニタリー行列 exp
(
i
∑8
i=1 αiF̂i

)
による位相変換は特殊ユニタリー群 SU(3)を成す．こう

して半ば直観的に述べると，U(3)群は U(1)群と SU(3)群に分解される*2：

U(3) = U(1)× SU(3).

QCD は SU(3) 変換に関してゲージ不変な理論であり，いわゆる SU(3)Yang-Mills 理論の実例にあたる．

クォークの各香り f = d, u, s, c, b, tについて 3種類の色状態 a = r, g, bの Dirac場 ψfa が定義され，8種類の

色演算子 F̂i = λi/2が SU(3)変換の生成子となる．

*2 T0 ∼ 1は明らかに他の Ti と交換するため，{Ti}を基底とする Lie代数は T0 を基底とする Lie代数とその他の Ti を基底に持つ
Lie代数の直和に分解される．このとき対応する Lie群は，各々の Lie代数が生成する Lie群の直積 U(3) ≃ U(1)× SU(3)にな

10



11.2.3 SU(3)ゲージ不変性

我々は自由クォーク場に関して，大域的な位相変換の下での不変性から保存する色電荷を見出した．次に

QEDの場合と同様に，クォーク場と相互作用するゲージ場を導入し，局所的な位相変換の下でゲージ不変な

理論を構築する．QEDに対する式において

物質場 ψ(x) → Ψf (x),

電荷 q → gsλj/2, (gs : 結合定数)

ゲージ関数 f(x) → ωj(x),

ゲージ場 Aµ(x) → Aµj (x)：グルーオン場

(ただし j = 1, 2, · · · , 8)と置き換えると，QCDに対する式が得られる：

• 局所的な位相変換

式 (11.2b) :

{
ψ(x)→ ψ′(x) = ψ(x)e−iqf(x)

ψ̄(x)→ ψ̄′(x) = ψ̄(x)e−iqf(x)
→ 式 (11.26a) :

{
Ψf (x)→ ψf

′
(x) = exp[igsλjωj(x)/2]Ψ

f

Ψ̄f (x)→ ψ̄f
′
(x) = Ψ̄f exp[igsλjωj(x)/2]

• 共変微分

式 (11.7) : Dµψ(x) = [∂µ+iqAµ(x)]ψ(x) → 式 (11.27) : DµΨf (x) = [∂µ+igsλjA
µ
j (x)/2]Ψ

f (x).

• ラグランジアン密度

式 (11.8) :


L = ψ̄(i /D −m)ψ = L0 + LI

L0 = ψ̄(i/∂ −m)ψ

LI = −qψ̄γµψAµ
→ 式 (11.28) :


Lq = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ

f = L0 + LI

L0 ≡ Ψ̄f (i/∂ −mf )Ψ
f

LI ≡ − 1
2gsΨ̄

fγµλjΨ
fAµj

• 場の微分のゲージ変換

式 (11.9) : Dµψ(x)→ e−iqf(x)Dµψ(x) → (11.29) : DµΨf (x)→ exp[igsλjωj(x)/2]D
µΨf (x).

これにより QCDにおける極小置換 ∂µ → Dµ が定義され，クォーク場とゲージ場 (グルーオン場)の相互作

用が導入されたことになる．ここで得たクォークを記述するラグランジアン密度 (11.28)がゲージ不変となる

ためには，無限小の ωj(x)に対してグルーオン場 Aµj (x)は

Aµi (x) → Aµj
′
(x) ≡ Aµi (x)− ∂

µωi(x)− gsfijkωj(x)Aµk(x) (11.26b)

と変換しなければならない (証明は 11.4節)．上式 (11.26a)，(11.26b)を合わせて SU(3)ゲージ変換と呼ぶ．

式 (11.26b) 右辺の最後の項 −gsfijkωj(x)Aµk(x) のために，ゲージ場のゲージ不変なラグランジアン密度
LG を得るには，場の強度 Fµνi ≡ ∂νAµi − ∂µAνi に付加的な項を導入した

Gµνi ≡ F
µν
i + gsfijkA

µ
jA

ν
k (11.33)

る (記号「≃」は同型を表す)．変換群の元が生成子の指数で表される場合は簡単である．実際 [T0, Ti] = 0のとき“指数法則”

exp

(
i
∑
i

θiTi

)
= exp

(
iθ0T0

)
exp

i ∑
i( ̸=0)

θiTi


が成り立つ．これは U(1) 群と SU(3) 群の元の積 (組，表現では文字通りの積) が U(3) 群の元となることを，表現の水準で表し
ている．以上，Lie代数の直和や Lie群の直積の定義を含め，文献 [7, p.11,p.23,p.80,p.86,p.240]を参照．なお文献 [7, p.88]で
は一般に任意のコンパクト Lie群が，単純 Lie群たちと 1次元ユニタリー群 U(1)たちの直積となることを証明した．
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図 1 QCDの相互作用

を用いて

LG = −1

4
GiµνG

µν
i (11.34)

としなければならない (証明は 11.4節)．

なお，式 (11.28)の相互作用ラグランジアン LI は図 1(a)のようなクォーク-グルーオンの 3点結節点を作

る．LIにおける λiは非対角行列を含むので，r, g, bのうちある色のクォークを 1つ消滅させ，別の色のクォー

クを生成し得る．ところが色電荷は保存するから，QEDとは対照的に，ゲージ場の量子 (グルーオン)もゼロ

でない電荷を持たなければならない．

11.2.3について

■gs の添字 sについて 強い相互作用 (strong interaction)の頭文字と想像される．

■「行列 λi には対角行列ではない……あり得る」(p.277 下から 5～3 行目) について 場の量子化以前の

クォークモデル (11.2.1節)の水準で言うと，色スピノル (11.10)は対角行列の固有ベクトルだから，対角行列

は色の状態を変えない．しかし対角行列ではない λi は色スピノルに作用して，色状態を変化させることがで

きる (式 (11.13)参照)．

また場の量子論においても，例えば非対角行列 λ1 の寄与

LI ∼ Ψf†(x)λ1Ψ
f (x) = ψf†r (x)ψfg (x)− ψf†g (x)ψfr (x)

は色状態 g(または r)のクォークを消滅させ，色状態 r(または g)のクォークを生成する作用を持つ．

■ゲージ場Aµi のゲージ変換 (11.26b)について DµΨf のゲージ変換 (11.29)さえ満たされれば，式 (11.28a)

の Lq はゲージ不変である．11.4節 (付録)ではその条件としてゲージ場 Aµi のゲージ変換 (11.26b)が導かれ

る．これは電磁場のゲージ変換 (11.2a)の一般化になっており，付加的な項 −gsfijkωj(x)Aµk(x)があるのは
これで構わない．

■場の強度のゲージ不変性について 電磁場に対してはラグランジアン密度 −1
4FµνF

µν のみならず，場の強

度 Fµν(すなわち E,B)そのものがゲージ不変であった．これに対し QCDでは，グルーオン場のラグランジ

アン密度 (11.34):LG = − 1
4GiµνG

µν
i はゲージ不変であるものの (式 (11.69)参照)，“場の強度”Gµνi は不変で

はない．実際，ゲージ変換に伴う変化量を δGµνi = 0と仮定すると，行列Gµν ≡ λiGµνi の変化量も δGµν = 0
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でなければならず，これは式 (11.68):

δGµν =
1

2
igs[ω,G

µν ]

に矛盾する．場 Fµνi もゲージ不変ではない：

δFµνi =∂νδAµi − ∂
µδAνi

=[−∂µ∂νωi − gsfijk{(∂νωj)Aµk + ωj∂
νAµk}]− (ν ↔ µ)

=− gsfijk{(∂νωj)Aµk − (∂µωj)A
ν
k + ωjF

µν
k }.

11.2.4 量子色力学

以上より QCD (量子色力学)の完全なラグランジアン密度は� �
L = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ

f − 1

4
GiµνG

µν
i� �

である．純粋なグルーオン場の項 (11.34)は，Gµνi の式 (11.33)を代入して具体的に書くと

LG =− 1

4
GiµνG

µν
i

=− 1

4
FiµνF

µν
i ← 自由グルーオン場

+ gsfijkAiµAjν∂
µAνk ← Aµiを 3つ含む

− 1

4
g 2
s fijkfilmA

µ
jA

ν
kAlµAmν ← Aµiを 4つ含む (11.37)

となる［本稿次節で補足］．

• 式 (11.37)最右辺の第 1項 (自由グルーオン場)

– グルーオンは色電荷を持つので，色の閉じ込め効果のために，孤立状態では観測されない．

• 式 (11.37)最右辺の第 2項，第 3項

– それぞれ図 1(b),(c)に示された，

3本，4本のグルーオン線の集まるグルーオン-グルーオン結節点を作る．

– グルーオンの自己相互作用は，グルーオン自体がゼロでない色電荷を持つことに起因する．

• “香り独立性”
LI におけるクォーク-グルーオン相互作用の強さと形は，香り f = d, u, s, · · · に依らない．
→ uクォークと dクォークの質量が完全に等しければ，

陽子 p ≡ uudと中性子 n ≡ uddは同じ質量を持つ (アイソスピン対称性)．

(実際，これは良い近似である．)

• 相互作用 LI の形より，クォーク数

Nf ≡ N(f)−N(f̄) (f = d, u, s, c, b, t)

が保存する (QEDにおいてレプトン数が保存するのと同じ事情である)．

– 奇妙さ数 (ストレンジネス)S ≡ −Ns，チャーム数 C ≡ Nc．
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11.2.4について

■LG の式 (11.37)の右辺第 2項の確認

− 1

4
{Fiµν(gsfilmAµl A

ν
m) + (gsfijkAjµAkν)F

µν
i }

=− 1

2
gsfijkF

µν
i AjµAkν

=
1

2
fijkF

µν
k AiµAjν (i→ k → j → iと巡回置換し，f の反対称性を用いた)

=
1

2
fijk(∂

νAµk − ∂
µAνk)AiµAjν

=gsfijk(∂
νAµk)AiµAjν . (第 2項でµ↔ ν, i↔ j とし，f の反対称性を用いた)

11.3 他の相互作用？

QEDと QCDは極小置換 ∂µ → Dµ により定式化された極小ゲージ理論である．理論のゲージ不変性を破

ることなく，ラグランジアン密度にさらなる項を付け加えることは原理的には可能だが，そのような“極小で

ない”項は繰り込み可能性の要請によって排除されることを示す．

11.3.1 非極小相互作用

QEDの極小相互作用 LI = eψ̄ /Aψ における結合定数である電荷 eは無次元である．実際，任意の量 αの自

然単位系における次元［を (質量)[α] と書いて，ベキ指数］を [α]と表記し，各量の次元を書き添えると，

LI = e ψ̄ /A ψ
4 0 3

2 1 3
2

である．

非極小相互作用は一般に極小相互作用と比べて余計に場の微分や場の因子を含むため，結合定数の次元は

[gi] < 0となる．例えばゲージ不変性を満たす，興味ある次の 2つの非極小相互作用に対して，このことを見

て取れる (再び次元を書き添えた)．

式 (11.39) : LI
′ = g1 ψ̄ σµν ψ ∂ν Aµ,

4 −1 3
2 0 3

2 1 1

式 (11.47) : LI
′′ = g2 ψ̄ ψ Fµν Fµν .

4 −3 3
2

3
2 2 2

QCDにおいても事情は同じである．実際{
クォーク場の次元 [Ψf ] = 3/2 (電子場と同じ)

グルーオン場の次元 [Aµi ] = 1 (電磁場と同じ)

であり，

極小相互作用 (11.28b) : LI = − 1
2gs Ψ̄f γµ λj Ψf Aµj ,

4 0 3
2 0 0 3

2 1

非極小相互作用の例 (11.36) : LI
′ = igs

′ Ψ̄f Ψf Giµν Gµνi .
4 −3 3

2
3
2 2 2
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次項において，結合定数が負の次元を持つ相互作用を含む理論は繰り込み不可能であるという一般的な定理

を導く．それに先立ち，準備として非極小相互作用 (11.39):

LI
′ = g1ψ̄σ

µνψ∂νAµ

を含めた理論を調べておく．この場合，S行列展開

S =
∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{LI(x1) · · · LI(xn)}

補足 ただし行列要素を評価する際，LI が微分量を含むため，「正準共役な場は自由場でも相互作用する場で

も共通となる．(たとえば QEDでは ∂L/∂ψ̇α = ∂L0/∂ψ̇α, etc)……I.P.の下で相互作用している場の

交換関係は，自由場の (H.P.の)交換関係と同じになる」(6.2節)という議論を適用できず，自由場の

交換関係を用いなければならないことに注意する．

において
LI = e(ψ̄γµψAµ)x + g1(ψ̄σ

µνψ∂νAµ)x (11.43)

と置き換わり，これを用いて反応 e−(p)→ e−(p′) + γ(k′)の 1次振幅を計算すると

M = iū(p′)[eγµ + ig1σ
µνk′ν ]u(p)εµ(k

′) (11.44)

となる．これは結節点の置き換え
ieγµ → ieγµ − g1σµνk′ν (11.45)

に対応しており，第 2項の運動量因子 k′ν は LI
′ における電磁場の微分 ∂ν に由来している［以上，問題 11.2

を参照］．Gordonの恒等式 (A.80)を用いて Feynman振幅を書き換えると

M = iū(p′)

[
e(p+ p′)µ

2m
− i
( e

2m
− g1

)
σµνk′ν

]
u(p)εµ(k

′)

となるので，g1 は輻射補正から生じる異常磁気能率 (9.6.1項)にさらに上乗せされる磁気能率と解釈できる．

それで LI
′ を「磁気相互作用」(p.285，l.8)と呼べる．

11.3.2 繰り込み可能性

QEDにおいて発散の (必要)条件は，発散次数K に対する式 (9.109):

K = 4d− fi − 2bi ≥ 0

で与えられた．磁気相互作用 (11.39):LI
′ = g1ψ̄σ

µνψ∂νAµ を加えた場合，bi 本の各光子伝播関数による収束

因子 k−2 は，それが接続する 2箇所の結節点に現れる新たな運動量因子 kµ に打ち消されるので，基本発散グ

ラフの条件は

K = 4d− fi, ∴ K = 4− 3

2
fe − 2be + n ≥ 0

へと修正される*3．このとき摂動次数 nの増加に応じて発散次数 K が増えるので，これらの発散を有限個の

物理定数に吸収させることはできず，繰り込み不可能である．

*3 式 (9.110):d = fi + bi − (n− 1)，式 (9.111):2n = fe + 2fi, n = be + 2bi を用いた．
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図 2 2次元 Ising模型のブロック化．緑の枠線で示した 3× 3個のサイトから成るブロック内で，上向き

スピンとした向きスピンの“多数決”をとり (引き分けにはならない)，各ブロックを多数派の向きのスピ

ン 1個で代表させる．次いでそれぞれのブロックを相似比 1/3で縮小してサイト 1個の面積にすると，新

しいスピンの配置が得られる (ブロック化)．

任意の非極小相互作用に対しては
K = K0(be, fe)−

∑
i

ni[gi]

となる．ここに ni は結合 gi の摂動次数であり，K0(be, fe)は摂動次数に依存しない．これは摂動次数を∆ni

変更すると，グラフから外線を除いた結節部分の n.u. 次元を不変に保つように運動量因子の数が −∆ni[gi]
変化すること，そしてこの補償は内部運動量によることを表している．ところが非極小相互作用に対しては

[gi] < 0なので，発散次数K は摂動次数 ni とともに増大することになり，繰り込み不可能である．

11.3.2について

■第 3段落 (「さらに 9.9節で……」で始まる段落)について このことは 9.9節ではあからさまには述べられ

ていないが，式 (11.49)以降の段落の説明から理解できる．

■繰り込み可能性 (まとめ) 11.3.2節では，摂動論の次数を上げるにつれて理論から現れる発散が際限なく増

えることがなく，それ故それらを有限個の物理定数に吸収できることとして繰り込み可能性を検討した．他方

で我々は繰り込み可能性を，異なる観点 (繰り込み群の見地)から理解することもできる．以下ではこの点に

ついてまとめる [8, pp.232–236,pp.239–242pp.248–249]．

例えば 2次元 Ising模型では，自発磁化を生じる臨界温度において，スピンの空間配置はフラクタルとなる．

このときスピン-スピン相関関数は距離のベキ関数で表される．実際，ベキ分布はスケール不変である (フラク

タル性に整合)．またベキ分布は広いすそ野を持つため，相関長がサイト間隔に比べて長距離に及ぶ．よって

臨界点は格子場の理論の連続極限に対応すると言える．一般に相関長が巨視的となるパラメーター空間の“臨

界点”において，場 φ(x)の典型的な空間分布はフラクタル性を持つ．

フラクタルな場の分布は解像度を下げて見ても──粗視化を施しても──様子が変わらない．再び 2 次元

Ising模型を考えれば，粗視化の方法の 1例として，図 2に示したスピンのブロック化を採用することができ
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る．ところで場の分布の粗視化は長距離 (したがって長波長・低エネルギー)の物理を見ることに対応してい

る．また粗視化の操作は繰り返し行うことができ，“繰り込み群”を成す*4．一般に 1回の繰り込み群変換 (粗

視化)はハミルトニアン H を変更することに相当し，臨界点では例外的に H は不変に留まる．そこで不変な

ハミルトニアン H∗ に対する摂動を V として

H = H∗ + V

と書くと，繰り込み群変換のたびに

• |V |が減少するとき，V は H∗ に対して (赤外で)“無効 (irrelevant)な摂動”

• |V |が増大するとき，V は H∗ に対して (赤外で)“有効 (relevant)な摂動”

と言われる．特に質量mを持つ場は相関長が 1/mで表されるため (Compton波長に対応)，質量ゼロの自由

場は相関長が無限遠に及ぶ臨界点にある．そこで V (φ)を自由場に対する摂動と見なした場合には，

• V が“無効 (irrelevant)な摂動” ↔ V は“繰り込み不可能 (nonrenormalizable)な摂動”

• V が“有効 (relevant)な摂動” ↔ V は“繰り込み可能 (renormalizable)な摂動”

と言い換えられる．実際，例えば格子正則化を採用すれば*5，繰り込み処方を施した後に，粗視化の流れを逆

に“遡って”，“上流の”連続理論を回復する必要がある．ところが“無効な摂動”は定義により，粗視化の流

れの下流に影響を及ぼさないため，上流の理論へ遡ることができなくなり，そのような摂動は“繰り込み不

可能”ということになる．実際このことは繰り込み不可能な相互作用が，格子間隔 a → 0，エネルギー切断

Λ = a−1 →∞の連続極限に対応する上流でよく定義されず*6，切断依存性をあらわに導入しなければ扱えな

いという，伝統的な理解に整合している．もっとも“無効な摂動”が下流に影響しないことは，裏を返せば低

エネルギー領域 (下流)の物理を考える際には，繰り込み不可能な摂動を無視しても差し支えないことを意味

してもいる．

“有効”または“繰り込み可能”な摂動 O(x)の相関関数は，臨界点においてベキ関数

⟨O(x)O(x′)⟩ ∼ |x− x′|−2(d−y) (y > 0)

に従う．ここに dは考えている空間 (時空)の次元であり，y は摂動 O に応じて決まる．ここでは場 O(x)が

あたかも自然次元 [M ]d−y を持つように振舞っていることから，(d− y)を Oの“スケーリング次元”と呼ぶ．

すると摂動が“有効”である条件は

(スケーリング次元) < (時空次元)

と表されることになる．これは発散次数の議論と似たところがある．

なお第 15章で見るする「繰り込み群方程式」にも，「繰り込み群」という用語が含まれてはいる．もっとも，

これはもとの裸の相関関数が，繰り込みの際に導入される質量尺度 µに依存しないことから，繰り込まれた場

の相関関数の µ依存性を規定する方程式である．

*4 ここで“群”という術語は操作の繰り返しという意味を強調しているに過ぎない．また粗視化の過程は非可逆なので，繰り込み群
は正確には“半群”である．

*5 格子点上で場を定義すると，波数の定義域が Brillouin領域に制限されるため，理論から紫外発散が除かれる．これは格子間隔に
比べて短い波長を考えることに意味はないという直観と整合している．

*6 一見すると粗視化は，場の長距離の様子 (ないし長波長成分)を見ることを意味するため，繰り込み群変換の流れの下流へ行くこと
が連続極限をとることに対応すると考えたくもなる．しかしながら格子間隔 a → 0 の意味での連続極限はむしろ，繰り込み群変
換の流れを逆に遡ることである．実際，直観的にも場の分布の粗視化は，例えばより大きなサイズ aの格子の中で場を平均するこ
とで達成される．これは切断 aの導入による系の離散化を意味する．
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11.4 付録：SU(3)ゲージ変換の 2つの性質

11.4.1節 ゲージ不変性が満たされるためには，共変微分の (無限小の)ゲージ変換

DµΨf = [∂µ + igsλjA
µ
j /2]Ψ

f → [∂µ + igsλj(A
µ
j + δAµj )/2][1 + igsλjωj/2]Ψ

f

が DµΨf → [1 + igsλjωj/2]D
µΨf に一致しなければならない．

このことからゲージ場 Aµj の変換則 (11.26b):

Aµi (x) → Aµj
′
(x) ≡ Aµi (x)− ∂

µωi(x)− gsfijkωj(x)Aµk(x)

を導く．

11.4.2節 Aµj のゲージ変換の下で，

グルーオン場の項 (11.34):LG = −1
4GiµνG

µν
i が不変に保たれることを示す．

証明の見通しを良くするために，3× 3行列

ω(x) ≡ λiωi(x), Aµ(x) ≡ λiAµi (x) (11.51)

を導入する (電磁場 Aµ(x)との混同に注意)．式 (11.11):F̂i = λi/2と式 (11.12):[F̂i, F̂j ] = ifijkF̂k より，こ

れらは交換関係
[ω,Aµ] = 2ifijkλiωjA

µ
k (11.52)

を満たす．また共変微分の式 (11.27)と局所的な位相変換の式 (11.26a)はそれぞれ，

DµΨf = [∂µ + igsA
µ/2]Ψf , (11.53)

Ψf → Ψf ′ = [1 + igsω/2]Ψ
f (無限小のωに対して) (11.54)

と表される．

11.4.1 変換則 (11.26b)

ゲージ不変性の条件として，共変微分 DµΨf が場Ψf そのものと同じ変換則 (11.54):

DµΨf → [1 + igsω/2]D
µΨf

=[1 + igsω/2][∂
µ + igsA/2]Ψ

f (11.56)

に従うことを要請しよう．式 (11.53)に変換 (11.54)および

Aµ → Aµ′ = Aµ + δAµ, δAµ ≡ λiδAµi

を適用すると
DµΨf → [∂µ + igsA/2 + igsδA/2][1 + igsω/2]Ψ

f (11.57)

となる．上式 (11.56)，(11.57)の右辺を比較すると，微小量の 1次までの近似で

δAµ = −∂µω +
1

2
igs[ω,A

µ] (11.58)

が得られる［本稿次節で補足］．ここに交換関係 (11.52) を代入し，次いで定義式 (11.51) を用いると，式

(11.26b):
δAµi (x) = −∂

µωi(x)− gsfijkωj(x)Aµk(x)

が得られる［本稿次節で補足］．
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11.4.1について

■Aµ ≡ λiAµi の変換則 (11.58)の導出について 実際の変換則 (11.57)は

[∂µ + igsA
µ/2 + igsδA

µ/2][1 + igsω/2]Ψ
f

=(1 + igsω/2)Ψ
f + (igs∂

µω/2)Ψf ← ∂µの Leibnizルール

+(1 + igsω/2)(igsA
µ/2)Ψf + [igsA

µ/2, 1 + igsω/2]Ψ
f ← ω ≡ λiωiと Aµ ≡ λjAµjは交換しない

+ (igsδA
µ/2)Ψf +O(ωδAµ)

≃(式 (11.56)最右辺) +
igs
2

(
∂µω − igs

2
[ω,Aµ] + δAµ

)
Ψf

となる．ここで
(
∂µω − igs

2 [ω,Aµ] + δAµ
)
= 0を要求すれば良い．

■Aµk の変換則 (11.59)の導出について 式 (11.58)より

λkδA
µ
k = −λk∂µωk − gsfijkλkωiAµj

であり，上式の両辺から λk を除き fijk = fkij と書き換えれば良い．

λk を取り除く操作は，厳密には次の手順により正当化できる．すなわち上式の両辺に λl をかけ (右からで

も左からでも良い)，式 (11.62):Tr(λkλl) = 2δkl を用いると，λk を除いた関係

δAµl = −∂µωl − gsfijlωiAµj

が得られる．

11.4.2 式 (11.34)の SU(3)ゲージ不変性

行列 Gµν ≡ λiGµνi を導入する．Gell-Mann行列 λi は“規格直交条件”

Tr(λiλj) = 2δij (11.62)

を満たすように選ばれており，このため式 (11.34):LG = − 1
4GiµνG

µν
i は

LG = −1

8
Tr(GµνG

µν)

と書ける．そこで LG の不変性を示す準備として，Gµν の変換則を調べよう．

Gµν ≡ λiGµνi = λi(F
µν
i + gsfijkA

µ
jA

ν
k) = ∂νAµ − ∂µAν + gsλifijkA

µ
jA

ν
k

の最右辺において，式 (11.11):F̂i = λi/2と式 (11.12):[F̂i, F̂j ] = ifijkF̂k より

2iλifijkA
µ
jA

ν
k = [Aµ, Aν ]

なので，

Gµν = ∂νAµ − ∂µAν − 1

2
igs[A

µ, Aν ] (11.65)
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である．よって SU(3)変換 (11.58):δAµ = −∂µω + 1
2 igs[ω,A

µ]に伴う Gµν の変化量は，

δGµν =∂ν(δAµ)− ∂µ(δAν)− 1

2
igs[δA

µ, Aν ]− 1

2
igs[A

µ, δAν ]

=
1

2
igs[ω, ∂

νAµ − ∂µAν ] + 1

4
g 2
s [[ω,Aµ], Aν ] +

1

4
g 2
s [[Aν , ω], Aµ] (11.67)

=
1

2
igs[ω, ∂

νAµ − ∂µAν ]− 1

4
g 2
s [[Aµ, Aν ], ω]

(∵ Jacobi恒等式 [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] ≡ 0)

=
1

2
igs[ω,G

µν ] (∵ 式 (11.65)) (11.68)

と計算される［式 (11.67)について本稿次節で補足する］．ここから LG = −1
8Tr(GµνG

µν)の変化量は

δLG =− 1

8
Tr(δGµνG

µν +GµνδG
µν)

=− 1

16
igsTr{[ω,Gµν ]Gµν +Gµν [ω,G

µν ]}

=− 1

16
igsTr[ω,GµνG

µν ] = 0 (11.69)

となる［第 3の等号について本稿次節で補足］．ただし最後の等号では［Tr(AB) = AijBji = Tr(BA)より］

恒等式 Tr[A,B] = 0が成り立つことを用いた．上式 (11.69)は LG の SU(3)ゲージ不変性を意味する．

11.4.2について

■式 (11.62):Tr(λiλj) = 2δij について 一般に U(N)変換の N2 個の生成子 Ti は，規格直交条件

Tr(TiTj) =
1

2
δij

を満たすようにとるのが慣例となっている．単位行列に比例する T0 を選ぶと，残りの N2 − 1個の Ti は特に

Tr(Ti) = 0 (i ̸= 0)

を満たすことになり，SU(N) 変換を生成する (11.2.2 節のノートを併せて参照)．また交換関係 [Ti, Tj ] =

ifijkTk における構造定数 fijk は
ifijk = 2Tr([Ti, Tj ], Tk)

と書けることになるから，Ti の具体的な行列表現に依らずとも fijk は添字に関して完全反対称であることが

結論される [2, pp.138–139]．

N = 3 の場合，SU(3) 変換の生成子 Ti は F̂i = λi/2 だから，上式は式 (11.62):Tr(λiλj) = 2δij を意味

する．

■交換関係 (11.64)について [Aµ, Aν ] = Aµi A
ν
j [λi, λj ]による．
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■δGµν の式 (11.67)の確認

δGµν =∂ν
(
���−∂µω +

i

2
gs[ω,A

µ]

)
− ∂µ

(
���−∂νω +

i

2
gs[ω,A

ν ]

)
← (i)

− i

2
gs

[
−∂µω +

i

2
gs[ω,A

µ], Aν
]
− i

2
gs

[
Aµ,−∂νω +

i

2
gs[ω,A

ν ]

]
← (ii)

=
i

2
gs[ω, ∂

νAµ − ∂µAν ] + i

2
gs(

XXXXX[∂νω,Aµ]−�����[∂µω,Aν ]) ← (i)

+
i

2
gs(�����[∂µω,Aν ]−XXXXX[Aµ, ∂νω])− g 2

s

4
([[ω,Aµ], Aν ] + [Aµ, [ω,Aν ]]). ← (ii)

■式 (11.69)について 第 3の等号は

[ω,Gµν ]G
µν +Gµν [ω,G

µν ] = ωGµνG
µν
������−GµνωGµν������

+GµνωG
µν −GµνGµνω

による．

練習問題 (第 11章)

11.1 場の量子論における色電荷

香り f，色 c = r, g, bのクォークを記述する Dirac場は，式 (4.38)にならって

ψfc (x) =
∑
s,p

(
mf

V Efp

)1/2 [
cfsc(p)u

f
s (p)e

−ipf ·x + df†sc (p)v
f
s (p)e

ipf ·x
]

ψf†c (x) =
∑
s,p

(
mf

V Efp

)1/2 [
dfsc(p)v

f†
s (p)e−ipf ·x + cf†sc (p)u

f†
s (p)eipf ·x

]
と Fourier 展開される (Efp =

√
m 2
f + p2, pf = (Efp ,p))．ここで u, v-スピノルは Dirac 方程式 (/pf ∓

mf )ψ = 0の平面波解を表すことを思い出すと，香り f に依存するものの色 cには依らないと考えられること

に注意した．

さて，色電荷 (11.24)に繰り返し現れる量をあらかじめ評価しておこう．常套的な計算により∑
f

∫
d3xN

[
ψf†c (x)ψfc′(x)

]
=

∫
d3x

∑
s,s′,p,p′

∑
f

mf

V (EfpE
f
p′)1/2

N
[{
dfsc(p)v

f†
s (p)e−ipf ·x + cf†sc (p)u

f†
s (p)eipf ·x

}
×
{
cfs′c′(p

′)ufs′(p
′)e−ip

′
f ·x + df†s′c′(p

′)vfs′(p
′)eip

′
f ·x
}]

=

∫
d3x

∑
s,s′,p,p′

∑
f

mf

V (EfpE
f
p′)1/2

×N
[
dfsc(p)c

f
s′c′(p

′)vf†s (p)ufs′(p
′)e−i(p+p

′)f ·x

+ dfsc(p)d
f†
s′c′(p

′)vf†s (p)vfs′(p
′)e−i(p−p

′)f ·x

+ cf†sc (p)c
f
s′c′(p

′)uf†s (p)ufs′(p
′)ei(p−p

′)f ·x

+ cf†sc (p)d
f†
s′c′(p

′)uf†s (p)vfs′(p
′)ei(p+p

′)f ·x
]
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=
∑
s,s′,p

∑
f

mf

Efp
N
[
dfsc(p)c

f
s′c′(−p)v

f†
s (p)ufs′(−p)e

−2iEf
pt

+ dfsc(p)d
f†
s′c′(p)v

f†
s (p)vfs′(p)

+ cf†sc (p)c
f
s′c′(p)u

f†
s (p)ufs′(p)

+ cf†sc (p)d
f†
s′c′(−p)u

f†
s (p)vfs′(−p)e

2iEf
pt

=
∑
s,p

∑
f

{
cf†sc (p)c

f
sc′(p)− d

f†
sc (p)d

f
sc′(p)

}
を得る．特に c = c′ のとき，これは∑

s,p

∑
f

{
Nf
sc(p)− N̄f

sc(p)
}
≡ Nc − N̄c

となる．この結果は QEDにおける電荷の計算

Q = q

∫
d3xN[ψ†ψ] : (4.27) → Q = q

∑
s,p

{
Ns(p)− N̄s(p)

}
: (4.46)

との類似性から期待される通りである．

以上より Gell-Mann行列 (11.11b)の具体的表式を用いると，

F̂3 =
1

2

∫
d3xN

[
Ψf†(x)λ3Ψ

f (x)
]

=
1

2

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfr (x)− ψf†g (x)ψfg (x)

]
=
1

2
(Nr − N̄r)−

1

2
(Ng − N̄g) : (11.25),

F̂8 =
1

2

∫
d3xN

[
Ψf†(x)λ8Ψ

f (x)
]

=
1

2
√
3

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfr (x) + ψf†g (x)ψfg (x)− 2ψf†b (x)ψfb (x)

]
=

1

2
√
3
(Nr − N̄r) +

1

2
√
3
(Ng − N̄g)−

1√
3
(Nb − N̄b)

が得られる．これは 11.2.1節の表 1に示された，色電荷 F3, F8 の固有値と整合している．さらに

F̂1 =
1

2

∫
d3xN

[
Ψf†(x)λ1Ψ

f (x)
]

=
1

2

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfg (x)− ψf†g (x)ψfr (x)

]
=
1

2

∑
s,p,f

{
cf†sr (p)c

f
sg(p)− df†sr (p)dfsg(p) + cf†sg (p)c

f
sr(p)− df†sg (p)dfsr(p)

}
である．これによりクォークモデルの式 (11.13):

F̂1r =
1

2
g, F̂1g =

1

2
r, F̂1b = 0

は，場の量子論に移行すると対応する式

F̂1 |r,p, s⟩ =
1

2
|g,p, s⟩ , F̂1 |g,p, s⟩ =

1

2
|r,p, s⟩

に置き換わる．ただし例えば |r,p, s⟩は，色 r，運動量 p，スピン sの自由クォークが 1つある状態を表す．
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■考察 以上を踏まえると，場の量子論の文脈では多クォーク状態 |χch⟩ に対して，色の閉じ込めの条件
(11.15)は

F̂i |χch⟩ = 0 (i = 1, 2, · · · , 8)

と表現できると考えられる．実際，本問の結果よりこれは固有値に対する条件 (11.16):F3 = F8 = 0を含意す

る．また式 (11.17)の導出過程と同様の手順を踏めば，再び重粒子 (バリオン)の色状態が

|χcB⟩ ∼ εijk |ri, gj , bk⟩

という形をとることが導かれる [1, p.200]．

11.2 相互作用 (11.43)に対応する結節点因子 (11.45)の導出

Feynman振幅 (11.44)を導けば十分である．

∂νA
+
µ (x) |γk⟩ =

∑
s,k′

(
1

2V ωk′

)1/2

εsµ(k
′)as(k

′)(∂νe
−ik′·x)

 |γk⟩
= |0⟩

(
1

2V ωk

)1/2

εrµ(k)(−ikν)e−ik·x

の Hermite共役をとった関係を用いると，式 (11.43)の付加的な項 g1(ψ̄σ
µνψ∂νAµ)x の確率振幅への寄与は，

7.2節と同様に

⟨e−p′; γk′|ig1
∫

d4xψ̄−σµν(∂νA
−
µ )ψ

+|e−p⟩

=ig1

∫
d4x

[(
m

V Ep′

)1/2

ū(p′)eip
′·x

]
σµν

[(
1

2V ωk′

)1/2

εµ(k
′)(ik′ν)e

ik′·x

][(
m

V Ep

)1/2

u(p)e−ip·x

]

=(2π)4δ(4)(p′ + k′ − p)
(

m

V Ep

)1/2(
m

V Ep′

)1/2(
1

2V ωk′

)1/2

M′,

M′ ≡iū(p′)ig1σµνk′νu(p)εµ(k′)

と計算される．このM′ は Feynman振幅 (11.44)における付加的な項に一致している．
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第 12章 場の理論の方法

手引きとして序文を引用する (強調は本稿筆者，脚注は省略)．

ここからの 4つの章では，QCDと，これを理解するために必要となるいくつかの技法について論じ

る．ここで取り上げる概念は，第 16–19章において扱う電弱統一理論では不要なので，そちらを優先し

たい読者は直接，第 16章へ進めばよい．

QCD は多くの面で QED と似ているが，重要な相違点もある．それはグルーオン場のゲージ変換

(11.26b)がより複雑であることに起因している．このためグルーオン場の量子化は，電磁場の量子化よ

りも挑戦的な課題であり，ここまで我々が採用してきた正準形式によってこれを達成するには多大な困

難が伴う．

我々は正準形式の代わりに，非 Abelゲージ理論の議論に適した Feynmanの径路積分による定式化

を採用することにする．次章において径路積分を導入し，［第 14 章で］QCD に対してこれを適用す

る．しかしその前に，新たな概念──すなわち Green関数と生成汎関数──を導入しておく．これら

は QCDの理論展開において中心的な役割を担うことになる．

12.1 Green関数

はじめに第 1段落を引用する．

任意の場の量子論による物理的な予言は，その S行列要素に含まれている．(中略) しかしここでは

Ｓ行列と密接な関係を持つ Green関数と呼ばれる関数を集中的に論じることにする．(中略) Green関

数はＳ行列要素ほど観測可能量と直接的な関係を持つわけではないが，計算しやすく，そこからＳ行列

要素を導くことも容易である．その上，いくつかの異なる過程のＳ行列要素を単一の Green関数から

導くことも可能であり，そのような諸過程の関係を考察できるようになる．(中略) 本節では QEDの文

脈において様々な種類の Green関数を導入し，続く 12.2節と 12.3節において，その性質を調べる．

Green関数は Heisenberg描像 (H.P.)において，複数の場の演算子の時間順序化積の真空期待値

Gµ···(x, · · · y, · · · z, · · · ) ≡ H⟨0|T{AµH(x) · · ·ψH(y) · · · ψ̄H(z) · · · }|0⟩H (12.1)

として定義される (添字の Hは H.P.を表す)．これは伝播関数を“脚”に持つダイヤグラムに対応付けられ，

• 電磁場演算子 AµH には光子の脚が，

• 電磁場演算子 ψH には外向きの電子の脚が，

• 電磁場演算子 ψ̄H には内向きの電子の脚が

充てられる．例えば Green関数

Gµν(x, y, z, w) = H⟨0|T{AµH(x)AνH(y)ψH(z)ψ̄H(w)}|0⟩H (12.2)

は図 3のダイヤグラムで表される．［グラフとの対応付けは，この後で具体的に見るように，Green関数もま

たグラフに Feynman規則を適用して求められることから正当化される．］S行列要素が外線を持つのに対し，
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図 3 Green関数 (12.2)を表すダイヤグラム

Green関数の各脚は伝播関数であり，S行列要素と関係付けるときに始・終状態の粒子のいずれにも対応し得

る．また Green関数の中央の斜線部分には，脚に接続する可能なあらゆるグラフが摂動展開の形で寄与する．

Green関数の定義式 (12.1)は，相互作用描像 (I.P.)に移行させると

Gµ···(x, · · · y, · · · z, · · · ) = ⟨0|T{SA
µ(x) · · ·ψ(y) · · · ψ̄(z) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩
(12.8)

となる．［本稿次節で教科書を補足しつつ導出する．式 (12.8) を Gell-Mann Low の定理という [8, pp.69–

71]．］

運動量空間の Green関数 Gµ···(q1, q2, · · · , qn)は，慣例に従って運動量変数 qi［の正の向き］をダイヤグラ

ムの内向きにとり，Fourier変換∫
d4x1d

4x2 · · ·d4xn

(
n∏
i=1

e−iqi·xi

)
Gµ···(x1, x2, · · · , xn)

=(2π)4δ(4)(q1 + q2 + · · ·+ qn)G
µ···(q1, q2, · · · , qn) (12.10)

で定義される．エネルギー-運動量保存を保証する δ 関数は Fourier変換に伴って必ず現れる．

12.1について

■I.P.と H.P.の関係 (1.90–92)について

OH(x) =eiHtOSe−iHt = eiHt(e−iH0tOIeiH0t)e−iHt,

|A, t⟩I =e
iH0t |A, t = 0⟩S = eiH0te−iHt |A⟩H

による．一般には H と H0 は交換しないから，式 (1.92):U(t) = eiH0te−iHt を式 (12.4c):U(t) = ei(H0−H)t

のようにまとめることはできないと考えられる．ただしこの点は，以降の議論に影響しない．

■Green 関数の I.P. への書き換え (12.6c) が x0, y0 の時間順序や場 A,B の種類に依らないことの確認と，

式 (12.8) の導出 時空点 x, y の時間成分を x0, y0 で表す．H.P. と I.P. を関係付けるユニタリー演算子

U(t) = eiH0te−iHt に対して U(t1, t2) = U(t1)U
†(t2)を定義すると，

|A, t1⟩I = U(t1, t2) |A, t2⟩I , U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3)
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である (添字の Iは I.P.を表す)．

さて，2つの場の Green関数に対して式 (12.8)を示そう (場が 3つ以上の場合への一般化は直接的である)．

G(x, y)

≡H⟨0|T{AH(x)BH(y)}|0⟩H : (12.3)

=

{
H⟨0|AH(x)BH(y)|0⟩H (x0 > y0のとき)

±H⟨0|BH(y)AH(x)|0⟩H (y0 > x0のとき．複号は A,B の両方がフェルミオン場のときのみ下側をとる)

=

{
I⟨0, t0|U†(x0)A

I(x)U(x0)U
†(y0)B

I(y)U(y0)|0, t0⟩I : (12.5)
±I⟨0, t0|U†(y0)B

I(y)U(y0)U
†(x0)A

I(x)U(x0)|0, t0⟩I

=

{
I⟨0, t0|U†(∞)U(∞, x0)AI(x)U(x0, y0)B

I(y)U(y0,−∞)U(−∞)|0, t0⟩I : (12.6b)，A†(x)は AI(x)の誤り

±I⟨0, t0|U†(∞)U(∞, y0)BI(y)U(y0, x0)A
I(x)U(x0,−∞)U(−∞)|0, t0⟩I

=

{
I⟨0, t0|U†(∞)T{U(∞, x0)U(x0, y0)U(y0,−∞)AI(x)BI(y)}U(−∞)|0, t0⟩I
(±1)2I⟨0, t0|U†(∞)T{U(∞, y0)U(y0, x0)U(x0,−∞)BI(y)AI(x)}U(−∞)|0, t0⟩I

(U(t1, t2) = U(t1)U
†(t2)と分解すれば時間順序化を考えられる．

各 U(t1, t2)は AI(x), BI(y)のいずれとも交換すると仮定した．)

=I⟨0, t0|U†(∞)T{U(∞,−∞)AI(x)BI(y)}U(−∞)|0, t0⟩I : (12.6c)
=I⟨0,∞|T{SAI(x)BI(y)}|0,−∞⟩I : (12.6e). (∵ S = U(∞,−∞))

ここで断熱仮説 (6.2節)を採用すると，|0,±∞⟩I は相互作用のない理論における真空状態に一致する．よっ
て (この状態が縮退しておらず，一意的に定まるものと仮定すると)，始・終状態の違いは位相因子だけになる．

I⟨0,∞| = e−iϕI⟨0,−∞| .

このとき I⟨0,−∞|S|0,−∞⟩I = I⟨0,−∞|0,∞⟩I = eiϕ となるので，上式 (12.6c)は

G(x, y) =
⟨0|T{SA(x)B(y)}|0⟩

⟨0|S|0⟩
: (12.8)

と書き換えられる (|0,−∞⟩I ≡ |0⟩ , AI(x) ≡ A(x))．

■運動量空間の Green 関数の定義式 (12.10) について 指数 e−iqi·xi の肩の負号は，教科書のこれまでの

Fourier 展開の流儀と異なっており，要注意である．この負号は運動量変数 qi を内向きにとったことに対

応していると考えられる．実際，式 (12.10) おいて指数を e−iqi·xi → e+iqi·xi と改めて Gµ···(q1, q2, · · · , qn)
を再定義すると，Green 関数 Gµ···(q1, q2, · · · , qn) の計算結果における運動量はすべて符号が逆転すること
になる．このため指数因子 e−iqi·xi を用いた場合の Gµ···(q1, q2, · · · , qn) が内向き運動量 qi のグラフに対応

付けられるならば (12.2 節の具体例に対して，これは結果的に正しい)，逆符号の e+iqi·xi を用いた場合の

Gµ···(q1, q2, · · · , qn) は必然的に，外向き運動量 qi のグラフに対応付けられなければならない．14.2.2 節の

ノートも参照．

12.2 Feynmanダイヤグラムと Feynman規則

12.2.1 摂動展開

Green関数 (12.8):

Gµ···(x, · · · ) = ⟨0|T{SAB · · · }|0⟩
⟨0|S|0⟩
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に S行列展開を代入すると，分母と分子はそれぞれ

⟨0|S|0⟩ =
∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xn ⟨0|T{LI(x1) · · · LI(xn)}|0⟩ , (12.11)

⟨0|T{SAB · · · }|0⟩ =
∞∑
n=0

(ie)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xn ⟨0|T{AB · · ·N(ψ̄ /Aψ)x1 · · ·N(ψ̄ /Aψ)xn}|0⟩ (12.13)

と摂動展開される (LI(x) = eN(ψ̄ /Aψ)x)．上式 (12.13)の真空期待値にWickの定理を適用すると，全ての場

が縮約を作る項だけが生き残る．

ここから直ちに次のことが分かる．

• 電子数の保存

Green関数において入る電子と出る電子の個数が異なる

→ Green関数の分子 (12.13)において QED場 A,B, · · ·が同数のψ̄, ψを含まない
→ Gµ···(x, · · · ) = 0

→ 電子数の保存．

• Furryの定理

Green関数が奇数 n本の光子の脚だけをもつ

→ Gµ···ρ(x1, · · · , xn) ≡ H⟨0|T{AµH(x1) · · ·AρH(xn)}|0⟩H
=(H⟨0|C−1) · T{(CAµH(x1)C−1) · · · (CAρH(xn)C−1)} · (C |0⟩H)
(C は荷電共役変換 (粒子と反粒子を入れ替える変換)を表すユニタリー演算子 (問題 3.5，5.4))

=(−1)nH⟨0|T{AµH(x1) · · ·AρH(xn)}|0⟩H
=−Gµ···ρ(x1, · · · , xn)

→ Gµ···ρ(x1, · · · , xn) = 0. (Furryの定理 (9.1節を併せて参照))

12.2.1について

■「これと同じ結果が次の形の期待値の展開にも適用される」(p.300，l.10,11)について

T{SAB · · · } =T{AB · · ·N(ψ̄ /Aψ)x1 · · ·N(ψ̄ /Aψ)xn}
=T{AB · · · (ψ̄ /Aψ)x1 · · · (ψ̄ /Aψ)xn}no e.t.c. (式 (6.38)の導出と同様)

=N(AB · · · (ψ̄ /Aψ)x1 · · · (ψ̄ /Aψ)xn) + · · ·
+N(AB · · · (ψ̄ /Aψ)x1 · · · (ψ̄ /Aψ)xn) + · · · ← 縮約を 1つ含む項

+N(ABCD · · · (ψ̄ /Aψ)x1 · · · (ψ̄ /Aψ)xn) + · · · . ← 縮約を 2つ含む項

(∵ Wickの定理 (6.35)，同時刻縮約は除く)

このうち全ての場が縮約を作る項以外は正規積を含み，真空期待値がゼロになる．

次節 (12.23) における ⟨0T{Aµ(x)Aν(y)N(ψ̄ /Aψ)x1}||0⟩ のように奇数個の電磁場を含み，それゆえ全ての
場の縮約を作ると電磁場以外の場と縮約される電磁場が現れ，ゼロになると言えるものもある．この場合，同

時刻縮約が除かれるから ψ, ψ̄ が Aµ(x), Aν(y)と縮約されてゼロになるとも言える．
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図 4 (a)最も単純な真空ダイヤグラム，(b)(c)高次の真空ダイヤグラム．

12.2.2 真空の振幅

Green関数の分母 (12.11):

⟨0|S|0⟩ =
∞∑
n=0

⟨0|S(n)|0⟩ ≡
∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · ·d4xn ⟨0|T{N(ψ̄ /Aψ)x1

· · ·N(ψ̄ /Aψ)xn
}|0⟩

において

⟨0|S(0)|0⟩ = ⟨0|0⟩ = 1, ⟨0|S(1)|0⟩ = ie

∫
d4x ⟨0|N(ψ̄ /Aψ)x|0⟩ = 0

であり，n = 2の項

⟨0|S(2)|0⟩ = (ie)2

2!

∫
d4x1d

4x2(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 (12.19)

には，(7.1節で見たように)図 4(a)の真空ダイヤグラムが対応する．この後で示すように，実は真空ダイヤグ

ラムは Green関数に寄与を持たない．

12.2.3 光子の伝播関数

図 5の光子伝播関数で表される 2点 Green関数

Gµν(x, y) =
⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)S}|0⟩

⟨0|S|0⟩
(12.20)

を考える．ゼロ次の摂動論では S = S(0) = 1なので，これは自由な光子の伝播関数 ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)}|0⟩を
与える．全伝播関数 (12.20)は，自己エネルギー部分の挿入による寄与を摂動の高次の項として含むことを以

下に見る．

2次の摂動論では，分子の 2次の項 T{Aµ(x)Aν(y)S(2)}から，図 6の非連結ダイヤグラムに対応する量

F (2)
a ≡ (ie)2

2!

∫
d4x1d

4x2A
µ(x)Aν(y)(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 = iD µν

F (x− y) ⟨0|S(2)|0⟩ (12.26)

が現れる．右辺の真空ダイヤグラム ⟨0|S(2)|0⟩は，Green関数の分母における 2次の項 ⟨0|S(2)|0⟩と相殺する．
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図 5 Green関数 (12.20)

図 6 式 (12.26) に対応する非

連結ダイヤグラム

図 7 運動量空間における Green関数 (12.31)に対応する低次項の 2番目までの寄与

このような事情は Green関数のすべての摂動次数において一般に成立する．Green関数 (12.8)の分

子の摂動展開において現れる非連結の“真空気泡”(vacuum-bubble)のグラフは，必ず Green関数の

分母の ⟨0|S|0⟩の展開から現れる同じグラフによって正確に相殺される．(p.305，l.1–4)

結局，Green関数は (2次の摂動論で)

Gµν(x, y) = iD µν
F (x− y) +

∫
d4x1d

4x2iD
µα

F (x− x1)(−1)

× Tr{(ieγα)iSF(x1 − x2)(ieγβ)iSF(x2 − x1)}iD βν
F (x2 − y) (12.29)

と求まる (以上，詳しい計算は下記)．

対応する運動量空間の Green関数 Gµν(q1, q2)を定義式 (12.10)に基づいて計算すると，q1 = −q2 ≡ k と

して

Gµν(k,−k) = iD µν
F (k) + iD µα

F (k)

∫
d4p

(2π)4
(−1)Tr{(ieγα)iSF(p)(ieγβ)iSF(p+ k)}iD βν

F (k) (12.31)

となる［導出は「12.2.3について」を参照］．これは図 7に示す運動量空間のダイヤグラムに Feynman規則

を適用した結果に一致している．

12.2.3節，式の導出など

■式 (12.29)の導出 Green関数 (12.20)の分子は

F ≡ ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)S}|0⟩ =
∞∑
n=0

F (n), F (n) ≡ ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)S(n)}|0⟩
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と摂動展開される．n = 0, 1, 2の項は

F (0) = ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)S(0)}|0⟩ = iD µν
F (x− y),

F (1) =ie

∫
d4x1 ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)N(ψ̄ /Aψ)x1}|0⟩ = 0,

(奇数個の電磁場演算子を含むため［12.2.1節参照］)

F (2) =
(ie)2

2

∫
d4x1d

4x2 ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)N(ψ̄ /Aψ)x1N(ψ̄ /Aψ)x2}|0⟩

=F (2)
a + F

(2)
b , (12.4)

F (2)
a ≡ (ie)2

2!

∫
d4x1d

4x2A
µ(x)Aν(y)(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2 (12.25a)

=iD µν
F (x− y) ⟨0|S(2)|0⟩ , (∵ 式 (12.19)) (12.26)

F
(2)
b ≡ (ie)2

2!

∫
d4x1d

4x2A
µ(x)(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2A

ν(y)

+
(ie)2

2!

∫
d4x1d

4x2A
ν(y)(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2A

µ(x) (12.25b)

となる．式 (12.25b)の 2つの項は積分変数 x1, x2 が入れ替わった関係にあり，互いに等しい．光子の自己エ

ネルギー部分の計算 (式 (7.21)と式 (7.22))と同様にして

F
(2)
b =

∫
d4x1d

4x2iD
µα

F (x− x1)(−1)Tr{(ieγα)iSF(x1 − x2)(ieγβ)iSF(x2 − x1)}iD βν
F (x2 − y) (12.27)

を得る［本稿次節を参照］．

以上より

⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)S(0)}|0⟩ =F (0) + F (1) + F (2) + · · ·

=iD µν
F (x− y) + iD µν

F (x− y) ⟨0|S(2)|0⟩+ F
(2)
b + · · ·

=
{
iD µν

F (x− y) + F
(2)
b + · · ·

}[
1 + ⟨0|S(2)|0⟩+ · · ·

]
=
{
iD µν

F (x− y) + F
(2)
b + · · ·

}
⟨0|S|0⟩ (12.28)

となるので，Green関数 (12.20)は式 (12.29)へと書き換えられる［本稿次節で補足］．

12.2.3について

■式 (12.23)2行下の F (2) の式について 係数 (ie)2/2が落ちている (本稿では訂正済み)．

■F (2) の式 (12.24)，(12.25)の確認

ψ̄(x1)ψ(x2) = −iSF(x1 − x2), ψ(x1)ψ̄(x2) = iSF(x1 − x2)

をまず作る．両者の積は x1 ↔ x2 の入れ替えで

ψ̄(x1)ψ(x2)ψ(x1)ψ̄(x2)

→ ψ̄(x2)ψ(x1)ψ(x2)ψ̄(x1) = (−ψ̄(x1)ψ(x2))(−ψ(x1)ψ̄(x2)) (∵ 式 (12.17a))
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となり，不変である．残る Aµ(x), Aν(y), /A(x1), /A(x2)の縮約の仕方は，

Aµ(x)Aν(y), /A(x1)/A(x2) → 式 (12.25a)

Aµ(x)/A(x1), A
ν(y)/A(x2) = /A(x2)A

ν(y) → 式 (12.25b)第 1項

Aµ(x)/A(x2) = /A(x2)A
µ(x), Aν(y)/A(x1) → 式 (12.25b)第 2項

の 3通りである．

■F (2)
b の式 (12.27)の導出

F
(2)
b = (ie)2

∫
d4x1d

4x2A
µ(x)(ψ̄ᾱ(A

αγα)ᾱβ̄ψβ̄)x1(ψ̄γ̄(A
βγβ)γ̄δ̄ψδ̄)x2A

ν(y)

において

Aµ(x)Aα(x1) =iD
µα

F (x− x1),

ψ̄ᾱ(x1)ψδ̄(x2) =− iSFδ̄ᾱ(x2 − x1),

ψβ̄(x1)ψ̄γ̄(x2) =iSFβ̄γ̄(x1 − x2),

Aβ(x2)A
ν(y) =iD βν

F (x2 − y)

なので，

F
(2)
b =

∫
d4x1d

4x2iD
µα

F (x− x1)(−1){(ieγα)ᾱβ̄iSFβ̄γ̄(x1 − x2)(ieγβ)γ̄δ̄iSFδ̄ᾱ(x2 − x1)}iD
βν

F (x2 − y)

を得る．これは式 (12.27)に他ならない．

■式 (12.28)，式 (12.29) について 式 (12.28) のように Green 関数の分子から ⟨0|S|0⟩ をくくり出す代わ
りに，

⟨0|S(2)|0⟩ = O(e2), F
(2)
b = O(e2)

に注意して，

Gµν(x, y) =
iD µν

F (x− y) + iD µν
F (x− y) ⟨0|S(2)|0⟩+ F

(2)
b +O(e3)

1 + ⟨0|S(2)|0⟩+O(e3)

を O(e2)までとっても良いと考えられる (2次の摂動論)．実際，

iD µν
F (x− y)

1 + ⟨0|S(2)|0⟩+O(e3)
=iD µν

F (x− y)
(
1− ⟨0|S(2)|0⟩+O(e3)

)
,

iD µν
F (x− y) ⟨0|S(2)|0⟩

1 + ⟨0|S(2)|0⟩+O(e3)
=iD µν

F (x− y) ⟨0|S(2)|0⟩+O(e4),

F
(2)
b +O(e3)

1 + ⟨0|S(2)|0⟩+O(e3)
=F

(2)
b +O(e3)

であり，これら 3式を足すと

Gµν(x, y) = iD µν
F (x− y) + F

(2)
b +O(e3) : (12.29)

を得る．
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■運動量空間の Green関数 (12.31)の導出∫
d4xd4ye−i(q1·x+q2·y)Gµν(x, y)

=i

[∫
d4xd4yD µν

F (x− y)e−i(q1·x+q2·y)
]

+

∫
d4x1d

4x2i

[∫
d4xD µα

F (x− x1)e−iq1·x
]

× (−1)Tr{(ieγα)iSF(x1 − x2)(ieγβ)iSF(x2 − x1)}i
[∫

d4yD βν
F (x2 − y)e−iq2·y

]
(3)

において，x, y に関する積分は∫
d4xd4yD µν

F (x− y)e−i(q1·x+q2·y) =
∫

d4y

∫
d4x′D µν

F (x′)e−i{q1·x
′+(q1+q2)·y}

=

(∫
d4ye−i(q1+q2)·y

)
D µν

F (−q1)

=(2π)4δ(4)(q1 + q2)D
µν

F (k), (式 (7.24)より D µν
F (−q1) = D µν

F (q1))∫
d4xD µα

F (x− x1)e−iq1·x =

∫
d4x′D µα

F (x′)e−iq1·(x
′+x1)

=e−iq1·x1D µα
F (q1),∫

d4yD βν
F (x2 − y)e−iq2·y =

∫
d4y′D βν

F (y′)eiq2·(y
′−x2)

=e−iq2·x2D βν
F (q2) = e−iq2·x2D βν

F (k)(
∵
∫ ∞

−∞
dyλf(y) =

∫ −∞

∞
d(−y′λ)f(x2 − y′) =

∫ ∞

−∞
dy′

λ
f(x2 − y′)

)
と計算される．よって

(上式 (3)第 1項) =(2π)4δ(4)(q1 + q2)iD
µν

F (k),

(上式 (3)第 2項) =

∫
d4x1d

4x2e
−iq1·x1iD µα

F (k)

× (−1)Tr{(ieγα)iSF(x1 − x2)(ieγβ)iSF(x2 − x1)}e−iq2·x2iD βν
F (k)

=

∫
d4x2d

4Xe−iq1·Xe−iq1·x2e−iq2·x2iD µα
F (k)

× (−1)Tr{(ieγα)iSF(X)(ieγβ)iSF(−X)}iD βν
F (k) (x1 − x2 ≡ X)

=

(∫
d4x2e

−i(q1+q2)·x2

)
iD µα

F (k)(−1)

×
∫

d4Xe−ik·XTr

{
(ieγα)

[∫
d4p

(2π)4
e−ip·X iSF(p)

]
(ieγβ)iSF(−X)

}
iD βν

F (k).

ここで ∫
d4Xe−ik·X

{
(ieγα)

[∫
d4p

(2π)4
e−ip·X iSF(p)

]
(ieγβ)iSF(−X)

}
=(ieγα)

∫
d4p

(2π)4
iSF(p)(ieγβ)

∫
d4(−X)ei(p+k)·(−X)iSF(−X)
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図 8 Green関数 (12.32)の連結部分と非連結部分への分解．丸い灰色の［斜線］部分は連結ダイヤグラムの和を表す．

だから，

(上式 (3)第 2項) =(2π)4δ(4)(q1 + q2)iD
µα

F (k)

∫
d4p

(2π)4
(−1)Tr{(ieγα)iSF(p)(ieγβ)iSF(p+ k)}iD βν

F (k),

∴ (上式 (3)) =(2π)4δ(4)(q1 + q2)× (式 (12.31)).

■運動量空間の Green関数 (12.31)と Feynman規則について Feynman規則を適用して運動量空間のGreen

関数 (12.31)を導く際，Feynmanグラフに充てる添字の上下は，Green関数において生きている添字 µ, ν が

上付きであることと，ダミー添字 α, β は上下で和をとることとから決まり，Feynman規則 1,2(p.138)の通り

でなくても良い．

運動量空間の Green関数 (12.31)において，固定されない内部運動量 pに関する積分
∫

d4p
(2π)4 と，フェルミ

オン内線のループに関する対角和 (−1)Trが施される．

12.2.4 連結 Green関数

Green関数

Gµν(x, y, z, w) =
⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)ψ(z)ψ̄(w)S}|0⟩

⟨0|S|0⟩
(12.32)

は図 8のように，連結ダイヤグラム (連結 Green関数 Gµνc (x, y, z, w))と，非連結ダイヤグラム (の寄与)に分

解される．実際，図 8の非連結ダイヤグラムは摂動の 0次の項 (自由場の寄与)

G(0)µν(x, y, z, w) =Aµ(x)Aν(y)ψ(z)ψ̄(w)ψ(z)ψ̄(w)

=iD µν
F (x− y)iSF(z − w) (12.33)

として得られる．また光子や電子の脚を 1本だけ持つ 1粒子 Green関数から成る非連結部分は寄与を持たな

い［12.2.1節］．

非連結ダイヤグラムはその構成要素となっている独立な過程のダイヤグラム以上の情報を含んではいない．

そこで興味のある連結 Green関数を運動量空間に移すと，2次までの計算で

Gµνc (k1, k2, p1, p2) =iD
µα

F (k1)iSF(−p2)Γαβ(k1, k2, p1, p2)iSF(p1)iD
βν

F (k2), (12.35)

Γαβ(k1, k2, p1, p2) ≡(ieγβ)iSF(p1 + k1)(ieγα) + (ieγα)iSF(p1 + k2)(ieγβ) (12.37)

となる［問題 12.1］．これは Green関数の脚を表す伝播関数と“結節部分関数”Γαβ(k1, k2, p1, p2)から構成

されており，図 9のダイヤグラムに Feynman規則を適用した結果に一致している［図 9の青い字で示した因
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図 9 連結 Green関数 (12.35)

子が結節部分関数 (12.37)に一致する］．Green関数に付した運動量 p2 は内向きを基準としているのに対し，

伝播関数 SF の引数は常にフェルミオン線の矢の向きに一致させる約束だから，iSF(−p2)における引数の負
号を要する．

12.2.4について

■Green関数への S(0) = 1の寄与 (12.33)について

G(0)µν(x, · · · , w) = ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)ψ(x)ψ̄(w)}|0⟩

に対して式 (12.16a)を適用し，全ての場が縮約された項だけを残す．

摂動の 0次の項 (12.33)が自由場の寄与を表すことを考えると，これが電子と光子の連結のないダイヤグラ

ムに対応するのはもっともである．

■連結 Green関数 (12.34)について Gµ···c (x1, · · · )の添字の cは connectedの頭文字と想像される．

12.3 Green関数と Feynman振幅の関係

［ここまで，いくつかの具体例に対して直接確かめたように，］運動量空間の Green 関数もまた Feynman

規則に従う．よって任意の過程の Feynman 振幅を得るには，関係する (連結) Green 関数の脚 (内線) を表

す伝播関数を，外線粒子の因子に適切に置き換えさえすれば良い*7．例えば図 11のダイヤグラムで表される

Compton散乱
γ(k, r) + e−(p, s) → γ(k′, r′) + e−(p′, s′)

の Feynman振幅を求めるには，図 10のダイヤグラムで表される Green関数 (12.35):

Gµνc (k1, k2, p1, p2) = iD µα
F (k1)iSF(−p2)Γαβ(k1, k2, p1, p2)iSF(p1)iD

βν
F (k2)

において内向き運動量を
k1 = k, p1 = p, k2 = −k′, p2 = −p′

と同定し，さらに Green関数の脚 (伝播関数)の外線因子への置き換え

iD µα
F (k1)→ εαr (k), iSF(p1)→ us(p),

iD βν
F (k2)→ εβr′(k

′), iSF(−p2)→ ūs′(p
′) (12.40a)

*7 このような Green関数と Feynman振幅 (S行列要素)の関係は一般に，LSZ簡約公式としてまとめられる [2, pp.71–76]．LSZ

簡約公式が外線因子の置き換えに対応していることは，文献 [8, pp.75–76]の説明が見やすい．
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図 10 Green関数 Gµν
c (k1, k2, p1, p2) 図 11 Compton散乱の Feynman振幅

を施せば良い．ただしここでは最低次の摂動論を念頭に，結節部分関数 Γαβ は 2次の表式 (12.37)を想定し

ており，また置き換え (12.40a)では伝播関数と外線に対する輻射補正を考慮していない．このとき得られる

Feynman振幅
M(k, k′, p, p′) = εαr (k)ūs′(p

′)Γαβ(k,−k′, p,−p′)us(p)εβr′(k
′)

は確かに，以前 2次の摂動論で求めた Compton散乱の振幅 (7.38a)，(7.38b)に一致している．

最低次の摂動から高次の摂動に進むには

iD µα
F (k1)→ Z

−1/2
3 εαr (k), iSF(p1)→ Z

−1/2
2 us(p),

iD βν
F (k2)→ Z

−1/2
3 εβr′(k

′), iSF(−p2)→ Z
−1/2

2 ūs′(p
′) (12.40b)

とすれば良い［本稿次節で補足］．

12.3節の序文について

■Green関数 (12.36)の Feynman振幅 (12.41)への置き換えについて

• Green関数の持っていた添字 µ, ν の情報は失われる．

• Feynman振幅における入射光子 γ(k, r)の因子 εr(k)は，元の Green関数では

Γαβ と αで和をとられる伝播関数 iD µα
F (k1)だから，Lorentz添字 αを充てて εαr (k)とする．

• 出射粒子の運動量の引数は

iD βν
F (k2) = iD βν

F (−k2) → εβr′(k
′), iSF(−p2) → ūs′(p

′)

と置き換わる．

■式 (12.40b)について 輻射補正を考慮すると，両端の電荷を含めた電子の伝播関数は式 (9.103)，(9.104)，

(9.108a)より

ie 2
0 SF(p) =

ie 2
0

/p−m(0) + iε
→ ie2

(/p−m) + e2(/p−m)Σc(p) + iε
iZ2e

2
0 SF(p)

のように置き換わり，両端の電荷を含めた光子の伝播関数は式 (9.106)，(9.107)，(9.108b)より

ie 2
0 DFαβ(k) =

−igαβ
k2 + iε

e 2
0 → −igαβ

k2 + iε+ e2Πc(k2)
e2 = iZ3e

2
0 DFαβ(k)
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図 12 連結 Green関数 (12.35) 図 13 Compton散乱 (12.42a) 図 14 電子-陽電子消滅 (12.42d)

と置き換わる．そこで繰り込み定数 Z2, Z3 を伝播関数に充て，また外線因子の補正は式 (9.45):

εµ(k)→ Z
1/2

3 εµ(k), etc.

で与えられることを用いると，Green関数の脚の外線への置き換え (12.40a): iD µα
F (k1)→ εαr (k), etc.は，

iZ3D
µα

F (k1)→ Z
+1/2

3 εαr (k), etc. i.e. iD µα
F (k1)→ Z

−1/2
3 εαr (k), etc : (12.40b)

へと修正される．

12.3.1 交差関係

Compton散乱 (12.38):
γ(k, r) + e−(p, s) → γ(k′, r′) + e−(p′, s′) (12.42a)

および電子-陽電子消滅 (12.43):

e+(p′, s′) + e−(p, s) → γ(k′, r′) + γ(k, r) (12.42d)

を考える．反応 (12.42d) は反応 (12.42a) の始・終状態の粒子 γ(k, r), e−(p′, s′) を終・始状態の反粒子

γ(k, r), e+(p′, s′) に置き換えた過程である．これらの Feynman 振幅は以下のように同一の Green 関数から

得られ，結節部分関数 Γαβ の引数は入れ替えた粒子の運動量について逆符号になる (交差関係)．

• 連結 Green関数 (12.35)(図 12)

Gµνc (k1, k2, p1, p2) = iD µα
F (k1)iSF(−p2)Γαβ(k1, k2, p1, p2)iSF(p1)iD

βν
F (k2).

• Compton散乱 (12.42a)の Feynman振幅 (図 13)

Ma(k, k
′, p, p′) = εαr (k)us′(p

′)Γαβ(k,−k′, p,−p′)us(p)εβr′(k
′).

• 電子-陽電子消滅 (12.42d)の Feynman振幅 (図 14)

Md(k, k
′, p, p′) = εαr (k)v̄s′(p

′)Γαβ(−k,−k′, p, p′)us(p)εβr′(k
′).

12.3.1について

■運動量 (12.44):p2 = p′ について 陽電子の外線 (本稿の (図 14)参照)は陽電子の実際の 4元運動量 p′ が矢

と逆向き (内向き)であることを意味することによる (p.134)．
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■「式 (12.42b)と式 (12.42c)に関する考察は，読者の練習問題とする」(p.310，l.10,11)について 章末の問

題 12.2を参照．

12.4 汎関数と Grassmann場

次に生成汎関数の議論に移ろう．任意の過程の S行列要素は，関係する Green関数から得られる．そして

特定の場の理論に対するあらゆる Green関数は，生成汎関数から導くことができる．

生成汎関数 → Green関数 → S行列要素．

このため理論の予言は全て生成汎関数に集約されることになる．

本節では生成汎関数を導入するための数学的準備として，汎関数微分と Grassmann場について説明する．

12.4.1 汎関数

時空座標 xの関数 ϕ(x)に対し，汎関数 F [ϕ]とは関数 ϕ(x)の“関数”のことである．

例 1 F [ϕ] ≡
∫

d4xf{ϕ(x)}, (12.48)

例 2 [AKB] ≡
∫

d4xd4yA(x)K(x, y)B(y), e[AKB],

例 3 Gx[ϕ] ≡
∫
K(x, y)ϕ(y)d4y. (xの関数，ϕの汎関数)

ϕ(x)の変化 ϕ→ ϕ+ δϕに伴う F [ϕ]の 1次の変化を δF [ϕ]として，汎関数微分
δF [ϕ]

δϕ(x)
を

δF [ϕ] =

∫
d4x

δF [ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x) (4)

で定義する［例 1の形 (12.48)に限らず，一般の F [ϕ]に対して］．特に汎関数 F が場 ϕ(x)の時空点 y での値

ϕ(y)を与えるような“関数”である場合を考えよう．このとき F [ϕ] = ϕ(y)なので，上式 (4)から

δϕ(y) =

∫
d4x

δϕ(y)

δϕ(x)
δϕ(x) ⇒ δϕ(y)

δϕ(x)
= δ4(x− y) (5)

が得られる．その他の汎関数微分の性質については，本稿次節で導出と合わせてまとめる．

12.4.1について

■汎関数微分の次元について 汎関数微分 δF/δϕは定義式 (4)より，通常の微分とは異なり

1

L4
× [F ]

[ϕ]
(L : 長さ)

の次元を持つ．

■公式 (5)の導出について 教科書では式 (4)を δϕ(y)で割って δϕ→ 0とした式 (12.54):

δF [ϕ]

δϕ(y)
=

∫
d4x

δF [ϕ]

δϕ(x)

δϕ(x)

δϕ(y)
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を根拠として導いている．この場合，上式左辺の δF [ϕ]/δϕ(y)は本来

F [ϕ+ δϕ]− F [ϕ]
δϕ(y)

の意味であり，これが δϕ→ 0で汎関数微分の意味になればこそ，公式 (5)を導ける．本稿では説明の仕方を

改めた．

■汎関数微分の性質 (12.56)の導出 一連の公式 (12.56a–e)を示す．まず教科書にあるように，式 (12.48)の

形の汎関数に対して

F [ϕ+ δϕ] =

∫
d4xf{ϕ(x) + δϕ(x)} =

∫
d4x

[
f{ϕ(x)}+ ∂f{ϕ(x)}

∂ϕ(x)
δϕ(x)

]
=F [ϕ] +

∫
d4x

∂f{ϕ(x)}
∂ϕ(x)

δϕ(x),

∴ δF [ϕ]

δϕ(x)
=
∂f{ϕ(x)}
∂ϕ(x)

(12.56a)

を得る．
次に読者に証明が委ねられている，式 (12.56b–e)に移る．これらは「式 (12.48)の形で与えられる汎関数に
適用できる一般的な関係」（p.315，l.6,7）とある．そこでまずは式 (12.48)の形の汎関数を仮定して証明を行
うものの，後から見るように，公式 (12.56b–e)に関しては汎関数を式 (12.48)の形に限定せずとも成り立つこ
とを証明できる．まず

G[ϕ] ≡
∫

d4xg{ϕ(x)}

とおくと，

δ

δϕ(x)
(aF [ϕ] + bG[ϕ]) =

∂

∂ϕ(x)
(af{ϕ(x)}+ bg{ϕ(x)}) (∵ 式 (12.56a))

=a
∂f{ϕ(x)}
∂ϕ(x)

+ b
∂g{ϕ(x)}
∂ϕ(x)

=a
δF [ϕ]

δϕ(x)
+ b

δG[ϕ]

δϕ(x)
(∵ 式 (12.56a)) (12.56b)

および

δ

δϕ(x)
F [ϕ]G[ϕ] =

∂

∂ϕ(x)
f{ϕ(x)}g{ϕ(x)} (∵ 式 (12.56a))

=
∂f{ϕ(x)}
∂ϕ(x)

g{ϕ(x)}+ {ϕ(x)}∂g{ϕ(x)}
∂ϕ(x)

=a
δF [ϕ]

δϕ(x)
G[ϕ] + F [ϕ]

δG[ϕ]

δϕ(x)
(∵ 式 (12.56a)) (12.56c)

が成立する．

次に式 (12.56d) を示す．式 (12.56d) の f を，汎関数 (12.48) の f と無関係であることを明確にするために，g に改

める． ∫
d4y

δg(F [ϕ])

δϕ(y)
δϕ(y) = δ{g(F [ϕ])} =

∂g(F [ϕ])

∂F [ϕ]
δF [ϕ].

これを δϕ(x)で割り，δϕ(x) → 0とすると
δg(F [ϕ])

δϕ(x)
=

∂g

∂F

δF [ϕ]

δϕ(x)
(12.56d)

を得る．
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最後に連鎖律 (12.56e)を確かめる．∫
δF [Gx[ϕ]]

δϕ(x)
δϕ(x)d4x = δF [Gx[ϕ]] = δ

∫
f(Gy[ϕ])d

4y =

∫
∂f

∂Gy[ϕ]
δGy[ϕ]d

4y

であり (最後の等号では式 (12.56a)を用いた)，これを δϕ(z)で割って δϕ(z) → 0とすると

δF [Gx[ϕ]]

δϕ(z)
=

∫
∂f

∂Gy[ϕ]

δGy[ϕ]

δϕ(z)
d4y (12.56e)

が見出される．

次に汎関数の具体的な形 (12.48)を仮定せずに，汎関数微分の定義だけから公式 (12.56b–e)が導かれるこ

とを示す．

式 (12.56b)の証明から始めよう．定数 a, bに対して，汎関数微分の定義より

δ{aF [ϕ] + bG[ϕ]} =
∫

d4x
δ{aF [ϕ] + bG[ϕ]}

δϕ(x)
δϕ(x),

aδF [ϕ] + bδG[ϕ] =a

∫
d4x

δF [ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x) + b

∫
d4x

δG[ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x)

=

∫
d4x

(
a
δF [ϕ]

δϕ(x)
+ b

δG[ϕ]

δϕ(x)

)
δϕ(x) (∵ 積分の線形性)

であり，左辺の変分の線形性より 2式を等置し，被積分関数における δϕ(x)の係数を比較すると，式 (12.56b)

を得る．

続いて式 (12.56c)を示す．場の変分 δϕ(x)に伴う積 F [ϕ]G[ϕ]の変化は，δϕ(x)の 1次までの近似で

δ(F [ϕ]G[ϕ]) ≡F [ϕ+ δϕ]G[ϕ+ δϕ]− F [ϕ]G[ϕ]
=(F [ϕ+ δϕ]− F [ϕ])G[ϕ+ δϕ]− F [ϕ](G[ϕ+ δϕ]−G[ϕ])
≃G[ϕ]δF [ϕ] + F [ϕ]δG[ϕ]

となる．両辺にそれぞれ汎関数微分の定義

δ(F [ϕ]G[ϕ]) =

∫
d4x

δ(F [ϕ]G[ϕ])

δϕ(x)
δϕ(x),

G[ϕ]δF [ϕ] + F [ϕ]δG[ϕ] =G[ϕ]

∫
d4x

δF [ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x) + F [ϕ]

∫
d4x

δG[ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x)

=

∫
d4x

(
G[ϕ]

δF [ϕ]

δϕ(x)
+ F [ϕ]

δG[ϕ]

δϕ(x)

)
δϕ(x) (∵ F [ϕ], G[ϕ]は xに依らない)

を代入し，再び被積分関数における δϕ(x)の係数を比較すると，式 (12.56c)を得る．

式 (12.56d)の証明も同様に行える．場の変分 δϕ(x)に伴う 1次の変化量

δf(F [ϕ]) = f(F [ϕ+ δϕ])− f(F [ϕ]) = f(F [ϕ] + δF [ϕ])− f(F [ϕ]) ≃ ∂f(F [ϕ])

∂F [ϕ]
δF [ϕ]

の両辺に，汎関数微分の定義

δf(F [ϕ]) =

∫
d4x

δf(F [ϕ])

δϕ(x)
δϕ(x),

∂f

∂F
δF [ϕ] =

∂f

∂F

(∫
d4x

δF [ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x)

)
=

∫
d4x

∂f

∂F

δF [ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x)

(
∵ ∂f

∂F
は xに依らない

)
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を代入し，やはり被積分関数における δϕ(x)の係数を比較すると，式 (12.56d)を得る．

最後に式 (12.56e)を証明する．通常の関数と同じ意味で変数 x (特定の時空点)にも依存する場 ϕの汎関数

Gx[ϕ]を考える．汎関数微分の定義より

δF [Gx[ϕ]] =

∫
d4z

δF [Gx[ϕ]]

δϕ(z)
δϕ(z),

δF [Gx[ϕ]] =

∫
d4y

δF [Gx[ϕ]]

δGy[ϕ]
δGy[ϕ] =

∫
d4y

δF [Gx[ϕ]]

δGy[ϕ]

(∫
d4z

δGy[ϕ]

δϕ(z)
δϕ(z)

)
=

∫
d4z

(∫
d4y

δF [Gx[ϕ]]

δGy[ϕ]

δGy[ϕ]

δϕ(z)

)
δϕ(z)

であり，2式を比較すると式 (12.56e)が得られる．

なお空間の次元がD ̸= 4の場合，複数種類の場 ϕr が存在する場合への一般化は直接的である．汎関数微分

を定義する式 (4)は

δF [ϕ] =

∫
dDx

δF [ϕ]

δϕr(x)
δϕr(x) (ϕ ≡ {ϕr})

に置き換わる (繰り返された添字 r で和をとる)．これに対応して，例えば公式 (5)は自然な一般化

δϕr(x)

δϕs(y)
= δrsδ

D(x− y)

を受ける．

12.4.2 Grassmann代数と Grassmann場

Grassmann変数 (生成子)θ1, θ2, · · · , θn は次の反交換関係を満たすものとして定義される．

{θi, θj} = 0. (6)

よって θ 2
i = 0となるから，n個の生成子 θi の Grassmann代数における最も一般的な代数要素 (Grassmann

変数 θi の“関数”)は次の形を持つ．

f(p) = p0 +
∑

piθi +
∑

pijθiθj + · · ·+ p12···nθ1θ2 · · · θn. (7)

ここで
∑
は 1 ≤ i < j < · · · ≤ nを満たす添字 i, j, · · · に関する和を表す．また係数 p0, pi, pij , · · · は通常の

数であり，我々は代数要素 (7)を θi よりもむしろ係数 p ≡ {p0, pi, pij , · · · }の関数と見なす．
代数要素の積 f(p)f(q)もまた代数要素であり［説明は下記］，

結合律 f(p)[f(q)f(r)] = [f(p)f(q)]f(r),

分配律 f(p)[f(q) + f(r)] = f(p)f(q) + f(p)f(r)

が成り立つ．異なる代数要素は一般に交換も反交換もしない．

次に Grassmann 変数 {θi} ≡ θ の任意の関数 f(θ) の，Grassmann 変数 θi による微分 ∂/∂θi を定義しよ

う．Grassmann数は連続変数のようなものではなく，純粋に上述のような操作上の性質だけで定義された抽

象的な対象であり，∂/∂θi もまた通常の微分とは全く異なるものである (表面的には類似の性質を持つにせ

よ)．f(θ)は式 (7)の形を持つので，θi による微分が線形性を持つものとして式 (7)の各項の微分

∂

∂θi
(θj1θj2 · · · θjω ) (8)
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を定義すれば十分である．ここで θi による微分は

∂θi
∂θj

= δij (9)

を満たすものとする．また通常の数の θi による微分はゼロとする．これを踏まえ，θj1θj2 · · · θjω の θi による

微分 (8)を定義する．まず θj1θj2 · · · θjω が θi を含まないとき，式 (8)はゼロとする．次に θj1θj2 · · · θjω が θi

を 2つ以上含むとき，反交換関係 (6)によりこれはゼロになるので，その θi による微分 (8)もゼロである．そ

こで θj1θj2 · · · θjω が θi を 1つだけ含む場合を考える．このとき θi による微分 (8)を実行するには，次のよう

に反交換関係 (6)を用いて θi を積 θj1θj2 · · · θjω の左端まで移動してから，式 (9)を適用すれば良い (左微分

の約束)．

∂

∂θi
(θj1θj2 · · · θjk−1

θiθjk+1
· · · θjω ) =(−1)k−1

(
∂

∂θi
θi

)
θj1θj2 · · · θjk−1

θjk+1
· · · θjω

=(−1)k−1θj1θj2 · · · θjk−1
θjk+1

· · · θjω .

なお，微分の定義により反交換関係{
∂

∂θi
,
∂

∂θj

}
= 0,

{
θi,

∂

∂θj

}
= δij (12.65)

が成立する［本稿「12.4.2について」の節で補足］．

さらに

θi → 各時空点 xに付随する無限個の生成子 θ(x) : Grassmann場, {θ(x), θ(y)} = 0

とし，Grassmann汎関数を

F [θ] = f0 +

∫
d4xf1(x)θ(x) +

∫∫
d4xd4yf2(x, y)θ(x)θ(y) + · · ·

によって定義する (fi は通常の関数)．そして Grassmann 場による汎関数微分 δ/δθ(x) を，∂/∂θi と類似の

性質

δ

δθ(x)
{θ(x1)θ(x2)θ(x3) · · · θ(xn)}

=δ(4)(x− x1){θ(x2)θ(x3) · · · θ(xn)} − δ(4)(x− x2){θ(x1)θ(x3) · · · θ(xn)}

+ · · ·+ (−1)n−1δ(4)(x− xn){θ(x1)θ(x2) · · · θ(xn−1)} (12.68)

を満たす線形演算子として“定義”する．このとき次の関係式が成立する．

• 式 (5)と同様の関係
δθ(x)

δθ(y)
= δ(4)(x− y). (12.69)

• 微分演算子の反交換関係［本稿「12.4.2について」の節で補足］{
δ

δθ(x)
,

δ

δθ(y)

}
= 0,

{
θ(x),

δ

δθ(y)

}
= δ(4)(x− y). (12.70)
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具体的な応用では，
δθ(x)

δθ̃(y)
= 0,

δθ̃(x)

δθ(y)
= 0 (12.71)

を満たす互いに独立な 2つの Grassmann場の組 θ(x), θ̃(x)に興味が持たれる．2つの独立な場，もしくはそ

の汎関数微分を含む反交換子はすべてゼロになる．

{θ(x), θ̃(y)} = 0,

{
δ

δθ(x)
,

δ

δθ̃(y)

}
= 0, (12.72a){

θ(x),
δ

δθ̃(y)

}
= 0,

{
θ̃(x),

δ

δθ(y)

}
= 0. (12.72b)

既知の積分核K(x, y)と独立な Grassmann場 θ, θ̃から成る汎関数

[θKθ̃] =

∫
d4xd4yθ(x)K(x, y)θ̃(y)

に対して，次の有用な公式が成立する．

δ[θKθ̃]

δθ̃(z)
=−

∫
d4xθ(x)K(x, z), (12.74)

δ

δθ(z)
exp i[θKθ̃] =i

δ[θKθ̃]

δθ(z)
exp i[θKθ̃]. (12.76)

［上式 (12.76)の導出については，本稿「12.4.2について」の節を参照．］

12.4.2節，式の導出など

■積 f(p)f(q)が代数要素であることについて 例えば n = 2の場合，

f(p) =p0 + p1θ1 + p2θ2 + p12θ1θ2, (12.61a)

f(q) =q0 + q1θ1 + q2θ2 + q12θ1θ2,

⇒ f(p)f(q) =p0q0 + (p0q1 + p1q0)θ1 + (p0q2 + p2q0)θ2 + (p0q12 + p1q2 − p2q1 + p12q0)θ1θ2.

［なるほど，θ1θ2の係数は一般に入れ替え p↔ qに関して対称でも反対称でもないため，f(p)f(q) ̸= ±f(q)f(p)
である．］

12.4.2について

■指数関数 なお f(θ)の指数関数はベキ級数 ef(θ) =
∞∑
n=0

1

n!
{f(θ)}n として定義される．このとき θ をある

Grassmann数とすると θ2 = 0なので，eθ = 1+ θとなることを注意しておく [9, pp.87–88]．後の式 (13.49)

でこの事情を見ることになる．

■反交換関係 (12.65)の確認 「読者は，たとえば n = 2の場合について，上式を容易に証明できるはずであ

る」(p.318，l.9)という助言にしたがって，n = 2を仮定する．代数要素 f(p)は式 (12.61a)の形におけて，

∂

∂θj
f(p) =p1δ1j + p2δ2j + p12(δ1jθ2 − δ2jθ1),

∴ ∂

∂θi

∂

∂θj
f(p) =p12(δ1jδ2i − δ2jδ1i), ∴

{
∂

∂θi
,
∂

∂θj

}
f(p) = 0
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となるので，第 1式
{

∂
∂θi
, ∂
∂θj

}
= 0が成立する．

第 2式の確認に移ろう．

θi
∂

∂θj
f(p) =θi{p1δ1j + p2δ2j + p12(δ1jθ2 − δ2jθ1)}

=p1δ1jθ1 + p2δ2jθi + p12(δ1jδ1i + δ2jδ2i)θ1θ2

において δ1jδ1i + δ2jδ2i = δij に気付くと，

θi
∂

∂θj
f(p) = p1δ1jθ1 + p2δ2jθi + p12δijθ1θ2

と書ける．他方，θjθ1θ2 = 0とできることに注意すると

∂

∂θj
θif(p) = p0δij + p1(δijθ1 − δ1jθi) + p2(δijθ2 − δ2jθi)

であり，以上 2式を辺々足すと {
θi,

∂

∂θj

}
f(p) = δijf(p)

となるので，第 2式
{
θi,

∂
∂θj

}
= δij が成立する．

■反交換関係 (12.70)の確認 式 (12.65)の場合と同様に，汎関数 (12.67)の右辺第 3項までとった

F [θ] = f0 +

∫
d4x′f1(x

′)θ(x′) +

∫
d4x′d4y′f2(x

′, y′)θ(x′)θ(y′)

に対して反交換関係 (12.70)を確かめる．ただしここでは δ 関数を δ(4)(· · · )→ δ(· · · )と略記する．まず

δ

δθ(y)
F [θ] =

∫
d4x′f1(x

′)δ(x′ − y) +
∫

d4x′d4y′f2(x
′, y′){δ(x′ − y)θ(y′)− θ(x′)δ(y′ − y)}

=f1(y) +

∫
d4y′f2(y, y

′)θ(y′)−
∫

d4x′f2(x
′, y)θ(x′),

∴ δ

δθ(x)

δ

δθ(y)
F [θ] =

∫
d4y′f2(y, y

′)δ(y′ − x)−
∫

d4x′f2(x
′, y)δ(x′ − x)

=f2(y, x)− f2(x, y),

∴
{

δ

δθ(x)
,

δ

δθ(y)

}
F [θ] =0

となるので，第 1式
{

δ
δθ(x) ,

δ
δθ(y)

}
= 0が成立する．

第 2式の確認に移ろう．

δ

δθ(y)
θ(x)F [θ] =f0δ(x− y) +

∫
d4x′f1(x

′){δ(x− y)θ(x′)−δ(x′ − y)θ(x)}

+

∫
d4x′d4y′f2(x

′, y′){δ(x− y)θ(x′)θ(y′)−δ(x′ − y)θ(x)θ(y′)−δ(y − y′)θ(x)θ(x′)}
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において，

θ(x)
δ

δθ(y)
F [θ]−

∫
d4x′f1(x

′)δ(x′ − y)θ(x)−
∫

d4x′d4y′f2(x
′, y′){δ(x′ − y)θ(x)θ(y′)+δ(y − y′)θ(x)θ(x′)}

=θ(x)

[
f1(y) +

∫
d4y′f2(y, y

′)θ(y′)−
∫

d4x′f2(x
′, y)θ(x′)

]
−θ(x)f1(y)−

∫
d4y′f2(y, y

′)θ(x)θ(y′)+

∫
d4x′f2(x

′, y)θ(x)θ(x′)

=0

より {
θ(x),

δ

δθ(y)

}
F [θ] =δ(x− y)

[
f0 +

∫
d4x′f1(x

′)θ(x′) +

∫
d4x′d4y′f2(x

′, y′)θ(x′)θ(y′)

]
=δ(x− y)F [θ]

となるので，第 2式
{
θ(x), δ

δθ(y)

}
= δ(x− y)が成立する．

■「因子 [θ(xi)K(xi, yi)θ̃(yi)]の順序は重要ではない……δ/δθ(z)や δ/δθ̃(z)とも可換」(p.320上 3行)につ

いて θ1 ≡ θ(x1), θ̃1 ≡ θ̃(y1), θ2 ≡ θ(x2), θ̃2 ≡ θ̃(y2)は式 (12.72)よりいずれも反交換するので，

θ1θ̃1θ2θ̃2 = θ2θ̃2θ1θ̃1. (入れ替えθ1 ↔ θ2, θ̃1 ↔ θ̃2のそれぞれが奇置換)

よって因子 [θ(xi)K(xi, yi)θ̃(yi)]を [i]と略記すると，[1]と [2]は交換する．

[1][2] = [2][1].

さらに δ/δθ(z)と δ/δθ̃(z)は式 (12.72b)より θ(xi), θ̃(yi)と反交換するから，[i]と交換する．

■公式 (12.76)の証明 「練習問題として次式［式 (12.76)］を証明してもらいたい」(p.320，l.4)とある．「これ

らの結果を利用」(p.320，l.4)せずとも，次のように証明できるだろう．引き続き [i] ≡ [θ(xi)K(xi, yi)θ̃(yi)]

と略記すると，

exp i[θKθ̃] =

∞∑
n=0

in

n!

∞∏
n=0

∫
d4xid

4yi[i]

なので (ただし
∏∞
n=0

∫
d4xid

4yi[i]は n = 1に対して 1と約束する)，

δ

δθ(z)
exp i[θKθ̃] =

∞∑
n=0

in

n!

( ∞∏
n=0

∫
d4xid

4yi

)
δ

δθ(z)

n∏
i=1

[i].

ここで δ/δθ(z)は式 (12.72b)により θ(xi), θ̃(yi)と反交換するから，

δ

δθ(z)

n∏
i=1

[i] =

{
δθ(x1)

δθ(z)
K(x1, y1)θ̃(y1)− θ(x1)K(x1, y1)

δθ̃(y1)

δθ(z)

}
[2][3] · · · ← {· · · }内は δ[1]

δθ(z)

+ [1]

{
δθ(x2)

δθ(z)
K(x2, y2)θ̃(y2)− θ(x2)K(x2, y2)

δθ̃(y2)

δθ(z)

}
[3] · · · ← {· · · }内は δ[2]

δθ(z)

+ · · ·

=

n∑
j=1

[1] · · · [j − 1]
δ[j]

δθ(z)
[j + 1] · · · [n]
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となる (ただし最右辺は n = 0に対してゼロと約束する)．よって(
n∏
i=1

∫
d4xid

4yi

)
δ

δθ(z)

n∏
i=1

[i] =
n∑
j=1

{∏′
∫

d4xid
4yi[i]

}(∫
d4xjd

4yj
δ[j]

δθ(z)

)

=n

{
n−1∏
i=1

∫
d4xid

4yi[i]

}
︸ ︷︷ ︸

j によらない量だから

とできる．ここに
∏′は i = 1, · · · , j−1, j+1, · · · , nにわたる積であり，また 2つの {· · · }はいずれも n = 0

で 0，n = 1で 1と約束する．以上より

δ

δθ(z)
exp i[θKθ̃] = i

δ[θKθ̃]

δθ(z)

∞∑
n=1

in−1

(n− 1)!

{
n−1∏
i=1

∫
d4xid

4yi[i]

}
= i

δ[θKθ̃]

δθ(z)
exp i[θKθ̃] : (12.76)

を得る．

12.5 生成汎関数

QEDの生成汎関数を構築する準備として，QEDの量子場 Aκ, ψ, ψ̄ に対応［結合］する虚構的な古典的源

Jκ, σ̄, σ(ただし σ, σ̄ は独立なスピノル Grassmann場)を導入し，ラグランジアン密度を

L = L0 + LI + LS, L′
I ≡ LI + LS :源がある場合の相互作用

とする．ここに

• 自由場のラグランジアン密度 (6.9): L0 = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ − 1
2 (∂νAµ)(∂

νAµ)

• 相互作用ラグランジアン密度 (6.10): LI = −sµAµ
• 源のラグランジアン密度 (12.78b): LS = JκA

κ + σ̄ψ + ψ̄σ

である．源の導入により，相互作用 LI を無視したときの運動方程式は

□Aµ = −Jµ, (12.80)

iγµ∂µψ −mψ = −σ, (12.81a)

i∂µψ̄γ
µ +mψ̄ = +σ̄ (12.81b)

となる (問題 12.3)．

さて，源の項 LS を含むラグランジアン密度に対する S演算子を S′ として，生成汎関数は

Z[Jκ, σ, σ̄] =
⟨0|S′|0⟩
⟨0|S|0⟩

(12.83)

で定義される．源がなければ S′ → S なので，Z[0, 0, 0] = 1となることに注意しよう．次式のように生成汎

関数を源で汎関数微分すると，Green関数が得られる (導出は下記)．

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · ,
n̄ 個︷ ︸︸ ︷
z1, · · ·︸ ︷︷ ︸

n 個

) ≡⟨0|T{SA
µ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩

=(−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x1) · · · δσ̄(y1) · · · δσ(z1) · · ·

∣∣∣∣
0

. (12.91)
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ただし最右辺の添字 0は汎関数微分の後，虚構的な源の項をゼロとおくことを意味する．σと σ̄をGrassmann

源としたため，Green関数 (12.91)は y1, · · · に関して反対称かつ z1, · · · に関して反対称となり，Pauli原理

に整合する［本稿「12.5節の序文について」の節で補足］．

12.5節の序文，式の導出など

■式 (12.91)の導出 3点 Green関数

Gµ(x, y, z) =
⟨0|T{SAµ(x)ψ(y)ψ̄(z)}|0⟩

⟨0|S|0⟩

に対して

Gµ(x, y, z) =

(
1

i

δ

δJµ(x)

)(
1

i

δ

δσ̄(y)

)(
−1

i

δ

δσ(z)

)
Z[Jκ, σ, σ̄]|0 (12.86)

を示せば十分である．n個の場の Green関数に対する式 (12.91)への一般化は直接的である．

まず η(x)を源 Jκ, σ(x), σ̄(x)のいずれかとすると，S演算子

S′ =
∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · ·d4xnT{L′

I(x1) · · · L′
I(xn)}

の η(x)による汎関数微分は
δS′

δη(x)
= · · · = i

∫
d4zT

{
S′ δL′

I(z)

δη(x)

}
(12.87)

と計算される［本稿次節で補足］．最右辺において

δL′
I(z)

δJµ(x)
= Aµ(x)δ(4)(x− z), δL′

I(z)

δσ(x)
= −ψ̄(x)δ(4)(x− z), δL′

I(z)

δσ̄(x)
= ψ(x)δ(4)(x− z) (12.88)

なので［本稿次節で補足］，

δS′(z)

δJµ(x)
= iT{S′Aµ(x)}, δS′(z)

δσ̄(x)
= iT{S′ψ(x)}, δS′(z)

δσ(x)
= −iT{S′ψ̄(x)} (12.89)

を得る．生成汎関数 Z[Jκ, σ, σ̄] ≡ ⟨0|S′|0⟩ / ⟨0|S|0⟩の分母は源に依存しないので，上式 (12.89)を用いて

1

i

δZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)
=

⟨
0
∣∣∣ 1i δS′

δJµ(x)

∣∣∣ 0⟩
⟨0|S|0⟩

=
⟨0|T{S′Aµ(x)}|0⟩

⟨0|S|0⟩

と計算でき，これをさらに σ(z)と σ̄(y)で汎関数微分すると，冒頭の式 (12.86)が導かれる．
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12.5節の序文について

■S′ の汎関数微分 (12.87)の補足

δS′

δη(x)
=

δ

δη(x)

∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · ·d4xnT{L′

I(x1) · · · L′
I(xn)}

=

∞∑
n=1

in

n!

∫
d4x1 · · ·d4xnT

{
δL′

I(x1)

δη(x)
L′

I(x2) · · · L′
I(xn) + · · ·+ L′

I(x1) · · · L′
I(xn−1)

δL′
I(xn)

δη(x)

}
(η = Jµに対し Leibniz則 (12.56c)を，Grassmann源η = σ, σ̄に対し式 (12.68)を適用し，

各 L′
I(xi)どうしが交換することを用いた)

=

∞∑
n=1

in

n!
× n

∫
d4x1 · · · d4xnT

{
L′

I(x1) · · · L′
I(xn−1)

δL′
I(xn)

δη(x)

}
(T積中の n個の項は積分変数を入れ替えると，積分に等しい寄与を与えることが分かる)

=
∞∑
m=0

im+1

m!

∫
d4x1 · · · d4xmd4zT

{
L′

I(x1) · · · L′
I(xm)

δL′
I(z)

δη(x)

}
(m ≡ n− 1, xn → z)

=i

∫
d4zT

{[ ∞∑
m=0

im

m!

∫
d4x1 · · · d4xmT{L′

I(x1) · · · L′
I(xm)}

]
δL′

I(z)

δη(x)

}
(T積中に T積を入れても式は不変)

=i

∫
d4zT

{
S′ δL′

I(z)

δη(x)

}
.

■δL′
I(z)/δη(x)の式 (12.88)の導出

δL′
I(z)

δJµ(x)
=

δ

δJµ(x)
(Jκ(z)A

κ(z)) =
δ

δJµ(x)
(δµκJµ(z)A

κ(z))

=δµκA
κ(z)δ(4)(x− z) (∵ 式 (12.55)(本稿の式 (5)))

=Aµ(x)δ(4)(x− z), (以上，κで和をとり，µでは和をとらない)

δL′
I(z)

δσ(x)
=

δ

δσ(x)

(
ψ̄(z)σ(z)

)
=− δ

δσ(x)

(
σ(z)ψ̄(z)

) (
これは− δ

δσα(x)

(
σβ(z)ψ̄β(z)

)
をα = 1, 2, 3, 4についてまとめた式

)
=− ψ̄(z)δ(4)(x− z) (∵ 式 (12.69))

=− ψ̄(x)δ(4)(x− z), etc.

■生成汎関数と Green関数の関係 (12.91)について 生成汎関数 Z を場で (汎関数)微分すると Green関数が

得られるのは，統計力学において分配関数 Z を適当なパラメーターで微分すると熱力学的特性関数が得られ

るのに似ている．

■生成汎関数 (12.91)の Pauli原理との整合性 (p.323)について Green関数

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) =
⟨0|T{SAµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩
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の中の T 積 T{· · ·ψ(yi) · · ·ψ(yj) · · · } で yi と yj を入れ替えたものは，ψ(yi) と ψ(yj) を互換した

T{· · ·ψ(yj) · · ·ψ(yi) · · · }である．互換は ψ(yj), · · · , ψ(yi)の奇置換である．ここで Pauli原理より各 ψ(yi)

は反交換するから，
T{· · ·ψ(yi) · · ·ψ(yj) · · · } = −T{· · ·ψ(yj) · · ·ψ(yi) · · · }

となり，Green 関数 Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) は yi, yj に関して反対称でなければならない．ところが

δ/δσ̄(yi), δ/δσ̄(yj)は反交換するから，式 (12.91)右辺はこの反対称性を満足する．同様に

Pauli原理 → ψ̄(zi)どうしは反交換

→ Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · )は zi, zjに関して反対称

→ 式 (12.91)右辺も zi, zjに関して反対称

⇐
{

δ

δσ(zi)
,

δ

δσ(zj)

}
= 0より満たされる．

12.5.1 自由場の場合

自由場に対する生成汎関数
Z0[Jκ, σ, σ̄] = ⟨0|S′

0|0⟩ (12.94)

を考える．これは式 (12.83)において LI = 0(したがって L′
I = LS ，S → S0 = 1［本稿「12.5.1について」

の節で補足］)としたものであり，このとき S′ → S′
0 と表記している．Z0 の源 Jκ, σ, σ̄ 依存性を，各源につ

いての汎関数微分方程式を作って調べると，

Z0[Jκ, σ, σ̄] = Z0[Jκ]Z0[σ, σ̄],Z0[Jκ] = exp

{
− i
2
[JµD

µν
F Jν ]

}
Z0[σ, σ̄] = exp {−i[σ̄SFσ]}

(12.110)

となることが示される (導出は下記)．ここに [σ̄SFσ] ≡
∫
d4x′d4x′′σ̄(x′)SF(x

′ − x′′)σ(x′′)である．

12.5.1節，式の導出など

■自由場に対する生成汎関数 (12.110) の導出 はじめに生成汎関数 Z0[Jκ, σ, σ̄]の源 Jµ(x) への依存性を調

べよう．そのために Z0[Jκ, σ, σ̄]の汎関数微分方程式を作ることを考える．まず

δZ0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)
= i ⟨0|T{S′

0A
µ(x)}|0⟩ (12.96)

が成り立つことに注目する［本稿次節で補足］．上式 (12.96)の右辺を H.P.に変換すると

⟨0|T{S′
0A

µ(x)}|0⟩ = H⟨0|AµH(x)|0⟩H ⟨0|S
′
0|0⟩ (12.97)

となる［本稿次節で補足］．これを Z0 の定義式 (12.94)と考え合わせると，式 (12.96)は

δZ0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)
= iH⟨0|AµH(x)|0⟩H Z0[Jκ, σ, σ̄]

と書き換えられる．ここに左から □x を作用させよう．右辺において Z0[Jκ, σ, σ̄]は xに依存せず，また場の

演算子 AµH(x)は運動方程式 (12.80):
□xAµH(x) = −Jµ(x) (12.99)
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を満たし，古典的な源の真空期待値は ⟨0|Jµ(x)|0⟩ = Jµ(x)であることを用いると，必要な汎関数微分方程式

□x
δZ0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)
= −iJµ(x)Z0[Jκ, σ, σ̄] (12.100)

が得られる．

この式を解くために，
□x∆µν(x− x′) = gµνδ(4)(x− x′) (12.101)

を満たす［Green関数］∆µν(x− x′)を導入すると (境界条件は後から決める)，

□x
∫

d4x′∆µν(x− x′) {−iJν(x′)Z0[Jκ, σ, σ̄]} = −iJµ(x)Z0[Jκ, σ, σ̄]

となる．これを式 (12.100)と比較すると

δZ0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)
=

{
−i
∫

d4x′∆µν(x− x′)Jν(x′)
}
Z0[Jκ, σ, σ̄] (12.103)

が見出される．通常の微分方程式 df(x)
dx = Φ(x)f(x)が f(x) = const.eF (x) という形の解を持つことからの類

推で，式 (12.103)の解を
Z0[Jκ, σ, σ̄] = N [σ, σ̄]eF [J] (12.104)

の形に求めよう．式 (12.104)の Z0 に対し式 (12.56d)を適用すると

δZ0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)
= N [σ, σ̄]eF [J] δF [J ]

δJµ(x)
≡N [σ, σ̄]eF [J]Φ (12.105a)

であり，これと式 (12.104)を汎関数微分方程式 (12.103)に代入して

������
N [σ, σ̄]eF [J]Φ =

{
−i
∫

d4x′∆µν(x− x′)Jν(x′)
}
������
N [σ, σ̄]eF [J],

∴ Φ=− i
∫

d4x′∆µν(x− x′)Jν(x′)

を得る．［このように教科書の式 (12.105a)は「=」と「≡」が逆と考えられる．］これを解いて F [J ]を ∆µν

で表すために，Φを

Φ =− i
∫

d4x′d4x′′[δµσδ
(4)(x′′ − x′)]∆σν(x′′ − x′)Jν(x′)

=− i
∫

d4x′d4x′′
δJσ(x

′′)

δJµ(x)
∆σν(x′′ − x′)Jν(x′)

と書き直す．さらに式 (12.101)より ∆σν(x′′ − x′) = ∆νσ(x′′ − x′)が成り立つことを用いると

Φ =
−i
2

∫∫
d4x′d4x′′

{
δJσ(x

′′)

δJµ(x)
∆σν(x′′ − x′)Jν(x′) + Jσ(x

′′)∆σν(x′′ − x′)δJν(x
′)

δJµ(x)

}
=

δ

δJµ(x)

{
−i
2

∫∫
d4x′d4x′′Jσ(x

′′)∆σν(x′′ − x′)Jν(x′)
}

≡ δ

δJµ(x)

{
−i
2
[Jσ∆

σνJν ]

}
(12.105b)
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となる［本稿次節で補足］．これを式 (12.105a): δF [J]
δJµ(x)

= Φと見比べると

F [J ] =
−i
2
[Jσ∆

σνJν ]

と同定され，

Z0[Jκ, σ, σ̄] = N [σ, σ̄] exp

{
− i
2
[Jσ∆

σνJν ]

}
(12.106)

が得られる．

最後に式 (12.101)の適切な解∆µν(x− x′)を求めよう．自由場 (S → S0 = 1)に対して 2点 Green関数は

Gµν0 (x− y) = ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)}|0⟩ = iD µν
F (x− y) (12.107a)

である［本稿次節で補足］．他方，

Gµν0 (x− y) =
(
1

i

)2
δ2Z0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)δJν(y)

∣∣∣∣∣
0

(∵ 式 (12.91)) (12.108)

=i∆µν(x− y) (∵ 式 (12.106b)) (12.107b)

なので (上式 (12.107)の導出は問題 12.5)，

∆µν(x− y) = D µν
F (x− y)

が導かれる．［このため ∆µν は D µν
F と同じ境界条件を満たすことになる．］したがって自由場生成汎関数の

源 Jµ(x)に対する依存性は

Z0[Jκ, σ, σ̄] = N [σ, σ̄] exp

{
− i
2
[JσD

σν
F Jν ]

}
(12.109)

と定まる．

同様の手法で Z0 のスピノル源 σ(x), σ̄(x)依存性を求め，式 (12.110)を証明できる (問題 12.6)．

12.5.1について

■「S0 = 1」(12.5.1節，l.3)について

S0 = 1 +
∞∑
n=1

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{LI(x1) · · · LI(xn)}

∣∣∣∣∣
LI=0

= 1

による．

■微分方程式 (12.96)について

δZ0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)
=

⟨
0

∣∣∣∣ δS′
0

δJµ(x)

∣∣∣∣ 0⟩ =

⟨
0

∣∣∣∣ δS′

δJµ(x)

∣∣∣∣ 0⟩
= ⟨0|iT{S′

0A
µ(x)}|0⟩ (∵ 式 (12.89))

と導ける．ただし第 2の等号では，S′
0 において無視される S′ 中の LI が Jµ を含まないことに注意した．
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■H.P.への変換 (12.97)について Green関数の H.P.における表式 (12.1)の，I.P.での表現 (12.8)への書き

換え

H⟨0|AH(x)BH(y) · · · |0⟩H =
⟨0|T{SA(x)B(y) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩

で，S → S′
0，A(x)B(y) · · · → Aµ(x)とおけば良い．

■Φの式 (12.105b)第 1の等号について p.325一番下の式

Φ = −i
∫

d4x′d4x′′
δJσ(x

′′)

δJµ(x)
∆σν(x′′ − x′)Jν(x′)

の右辺を，ダミー添字 σ, ν に依らないことを承知で説明のために (σ, ν)と書くと，

Φ = (σ, ν) = (ν, σ) =
(σ, ν) + (ν, σ)

2

と表現できることによる．

■自由場の Green関数 (12.107a)について

Gµν0 (x− y) = ⟨0|T{A
µ(x)Aν(y)S0}|0⟩
⟨0|S0|0⟩

において S0 = 1だから．

12.5.2 摂動展開

相互作用 LI を λLI(ただし λは実数)で置き換えた生成汎関数

Zλ =
⟨0|S′

λ|0⟩
⟨0|Sλ|0⟩

を定義し (λ = 1 で Zλ = Z)，これを λ で展開した式を導くと，Z0 を 12.5.1 節で求めた自由場生成汎関数

(12.110)として，相互作用がある場合の生成汎関数 Z の摂動展開

⟨0|S|0⟩Z[Jκ, σ, σ̄] = exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄] (12.121)

=
∞∑
n=0

(ie)n

n!

[∫
d4xIδ(x)

]
Z0[Jκ, σ, σ̄] (12.122)

が得られる (導出は下記)．ここに

Iδ(x) ≡
(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµ

(
1

i

δ

δσ̄(x)

)(
1

i

δ

δJµ(x)

)
(12.119)

である．

式 (12.121) もしくは式 (12.122) を式 (12.91) に代入して Green 関数を計算すると，分母にも因子

⟨0|S|0⟩ が現れることが分かる［本稿の「12.5.2 について」の節で補足］．12.2.3 項で見たように，こ

の因子は Green関数の分子の展開において現れる非連結真空グラフの部分とちょうど相殺する．連結

Green関数を計算する際には，これらを無視してよい．(p.329より)
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12.5.2節，式の導出など

■生成汎関数の摂動展開 (12.121)の導出 式 (12.114):L′
Iλ ≡ λLI + LS に対して ∂L′

Iλ/∂λ = LI なので，

S′
λ =

∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{L′

Iλ(x1) · · · L′
Iλ(xn)}

の微分は
∂S′

λ

∂λ
= i

∫
d4xT{S′

λLI(x)} (12.117)

と計算される［本稿次節で補足］．ところで式 (12.119)で定義される相互作用演算子 Iδ(x)に対して，

eIδ(x)S
′
λ = T{S′

λLI(x)} (12.118)

となる［本稿次節で補足］．式 (12.117)と式 (12.118)を組合せると，λに関する微分方程式

∂S′
λ

∂λ
= ie

∫
d4xIδ(x)S

′
λ, ∴ ∂

∂λ
⟨0|S′

λ|0⟩ = ie

∫
d4xIδ(x) ⟨0|S′

λ|0⟩

が得られる．ここで

⟨0|S′
λ|0⟩ = exp

{
ieλ

∫
d4xIδ(x)

}
⟨0|S′

0|0⟩ (12.120)

とおくと，これは上式を満たし［本稿次節で補足］，さらに λ→ 0での境界条件 ⟨0|S′
λ|0⟩ → ⟨0|S′

0|0⟩も満足
するので，上式の適正な解となっている．

式 (12.94) : Z0[Jκ, σ, σ̄] = ⟨0|S′
0|0⟩ , 式 (12.116) : Zλ =

⟨0|S′
λ|0⟩

⟨0|Sλ|0⟩

を用いて式 (12.120)を

⟨0|Sλ|0⟩Z[Jκ, σ, σ̄] = exp

{
ieλ

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄]

と書き換え，λ = 1とおくと式 (12.121)を得る．

LI の正規順序化を無視した措置の正当化 以上を得る際，LI = eψ̄ /Aψ として場の正規順序化を省いた．する

とWick展開の真空期待値 (12.16b):

⟨0|T{AB · · ·N(ψ̄ /Aψ)x1 · · ·N(ψ̄ /Aψ)xn}|0⟩ = ⟨0|T{AB · · · (ψ̄ /Aψ)x1 · · · (ψ̄ /Aψ)xn}|0⟩no. e.t.c.

において本来省かれる同時刻縮約が生き残ることになる．ところが QEDでは最初から，一見ゼロにならない

可能性のある唯一の同時刻縮約
FµAµ(xi) ≡ ψ̄(xi)/Aψ(xi)

は実際にはゼロになるから［本稿次節で教科書を修正しつつ確認］，正規順序化を無視したことが正当化さ

れる．

12.5.2について

■ラグランジアンの置き換え (12.114)について 式 (12.114):LI + LS → λLI + LS は，非相対論的量子力学

の摂動論におけるハミルトニアンの置き換え HI +H0 → λHI +H0 と比較される．
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■式 (12.117)について δS′/δη(x)の式 (12.87)の導出と同様に，式 (12.87)で

L′
I → L′

Iλ (∴ S′ → S′
λ),

δ

δη(x)
→ ∂

∂λ

と置き換えた関係
∂S′

λ

∂λ
= i

∫
d4zT

{
S′
λ,
∂L′

Iλ

∂λ

}
⇔ 式 (12.117)

が成り立つことを確かめられる．

■S′
λ の汎関数微分 (12.118)の確認 δS′/δη(x)の式 (12.89)で S′ を S′

λ に置き換えた関係を逐次用いると，

eIδ(x)S
′
λ =e

(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµ

(
1

i

δ

δσ̄(x)

)(
1

i

δ

δJµ(x)

)
S′
λ

=e

(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµ

(
1

i

δ

δσ̄(x)

)
T{S′

λA
µ(x)}

=e

(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµT

{(
1

i

δS′
λ

δσ̄(x)

)
Aµ(x)

}
=e

(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµT{T{S′

λψ(x)}Aµ(x)}

=eT

{(
−1

i

δS′
λ

δσ(x)

)
γµψ(x)A

µ(x)

}
=eT

{
T{S′

λψ̄(x)}γµψ(x)Aµ(x)
}

=T{S′
λe(ψ̄ /Aψ)x}

=T{S′
λLI(x)}.

■式 (12.120) や p.328 下から 3 行目の指数 exp
{
ieλ
∫
d4xIδ(x)

}
について これは式 (12.122) の形のベキ

級数
∑∞
n=0

(ieλ)n

n!

[∫
d4xIδ(x)

]n
で定義され，汎関数微分演算子 Iδ(x)が後続の量に作用して作られる xの関

数を xで積分する働きを持つと見なせば良い．実際このとき式 (12.120):

⟨0|S′
λ|0⟩ = exp

[
λ

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}]
⟨0|S′

0|0⟩

に対して

∂

∂λ
⟨0|S′

λ|0⟩ =
{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
exp

[
λ

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}]
⟨0|S′

0|0⟩

=

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
⟨0|S′

λ|0⟩

となって，式 (12.120)の 2行上の微分方程式が満たされる．

■「Green関数を計算すると，分母にも因子 ⟨0|S|0⟩が現れる」(p.329，l.4,5)について これは式 (12.122)左

辺の ⟨0|S|0⟩に由来するものと考えられる．実際，

(Green関数) ∼(源による汎関数微分演算子)Z

=(源による汎関数微分演算子)
(式 (12.122)右辺)

⟨0|S|0⟩

=
(源による汎関数微分演算子)(式 (12.122)右辺)

⟨0|S|0⟩
.
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■図 12.14(p.329)のサブグラフについて 点 xi で生成された e− または e+ が同一の点 xi で消滅している．

これは p.79下から 10–4行目の伝播関数
ψ(x)ψ̄(x′)

の解釈で，特に x = x′ ≡ xi として図示したものである．

■p.329下から 4行目の Fµ の式について 最右辺の (−1)は正しくは (−i)と考えられる．実際，

Fµ ≡ψ̄α(xi)γµαβψβ(xi)

=− iSF(xi − xi)βαγµαβ (∵ 式 (6.32c))

=− iTr{γµSF(0)}.

これに伴い p.329一番下の式は

Fµ =− iTr
{
γµ
[∫

d4p

(2π)4
e−ip·x

/p+m

p2 −m2 + iε

]
x=0

}
=
−i

(2π)4

∫
d4p

4pµ

p2 −m2 + iε
(∵ 式 (A.16)より Tr{γµ} = 0, 式 (A.17)より Tr{γµ/p} = 4pµ)

と修正される．これは奇関数の積分なので，ゼロになることには変わりない (式 (10.2)，あるいは次元正則化

を念頭に置いた式 (10.32))．

練習問題 (第 12章)

12.1 式 (12.35)の導出

「式 (12.32)に対応する連結 Green関数 Gµνc (x, y, z, w)を 2次まで計算し，……次式［式 (12.35)］となる

ことを，読者各自の練習問題として確認してもらいたい」(p.307，l.3–5)とある．

Green関数 (12.32)の分子の摂動展開を再び F (0) + F (1) + · · · と書くと，

F (0) =iD µν
F (x− y)iSF(z − w) : (12.33) (非連結ダイヤグラムに対応)

F (1) =ie

∫
d4x′ ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)ψ(z)ψ̄(w)N[(ψ̄ /Aψ)x′ ]}|0⟩

=0. (奇数個の電磁場を含むため (12.2.1節))

また T積中の T積は不要であることと，混合 T積の式 (6.38)の導出過程とより，

F (2) =
(ie)2

2

∫
d4x1d

4x2 ⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)ψ(z)ψ̄(w)(ψ̄ /Aψ)x1(ψ̄ /Aψ)x2}no e.t.c.|0⟩ .

ここで 12.2.1節で説明されているように，真空期待値に対するゼロでない寄与として，Wickの定理 (6.35)で

全ての場が縮約された
{N(ABCD · · ·Y Z) + · · · }no e.t.c.

のような項を考慮すれば充分である．ここでゼロでない縮約は

式 (6.32c) :ψα(x1)ψ̄β(x2) = −ψ̄β(x2)ψα(x1) = iSFαβ(x1 − x2),

式 (6.32d) :Aµ(x1)A
ν(x2) = iD µν

F (x1 − x2)
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であることを思い出そう．電磁場どうしの縮約は次の 3通りがある．

A12 ≡Aµ(x)Aν(y)/A(x1)/A(x2) = [iD µν
F (x− y)][γαγβiD αβ

F (x1 − x2)],

B12 ≡Aµ(x)/A(x1)Aν(y)/A(x2) = [γαiD
µα

F (x− x1)][γβiD νβ
F (y − x2)],

C12 ≡Aµ(x)/A(x2)Aν(y)/A(x1)

=B21.

また正規積を外す前後を比べてフェルミオン演算子が偶置換か奇置換かに応じて，符号 ±1が生じること (式

(6.33))を考慮すると，Dirac場どうしの縮約は次の 3通りである．

A′
12 ≡(+1)ψ(z)ψ̄(w)ψ̄(x1)ψ(x2)ψ(x1)ψ̄(x2) = [iSF(z − w)][−iSF(x2 − x1)][iSF(x1 − x2)],

B′12 ≡(−1)ψ(z)ψ̄(x1)ψ(x1)ψ̄(x2)ψ̄(w)ψ(x2) = −[iSF(z − x1)][iSF(x1 − x2)][−iSF(x2 − w)],

C′12 ≡(+1)ψ(z)ψ̄(x2)ψ̄(x1)ψ(x2)ψ̄(w)ψ(x1) = [iSF(z − x1)][−iSF(x2 − x1)][iSF(x1 − w)]

=B′21.

よって

F (2) =
(ie)2

2

∫
d4x1d

4x2(A+ B + C)12(A′ + B′ + C′)12

であり，AA′ の寄与は

F
(2)
AA′ ≡

(ie)2

2

∫
d4x1d

4x2A12A′
12 = (式 (12.33))× ⟨0|S(2)|0⟩

だから (以前の式 (12.26)と同様である)，それ以外の寄与を F
(2)
∗ とおいて

F (2) = F
(2)
AA′ + F

(2)
∗ = (式 (12.33))× ⟨0|S(2)|0⟩+ F

(2)
∗

と書くと，式 (12.28)と同様に

⟨0|T{Aµ(x) · · · ψ̄(w)S}|0⟩ = {(式 (12.33)) + F
(2)
∗ + · · · } ⟨0|S|0⟩ ,

∴Gµν(x, · · · , w) = F
(2)
∗ =

(ie)2

2

∫
d4x1d

4x2{A(B′ + C′) +A′(B + C) + (BB′ + CC′) + (BC′ + CB′)}12

を得る．このうち Aは図 15のグラフを，A′ は図 16のグラフを作るから，これらを含む項は連結ダイヤグラ

ムに対応しない．
(CC′)12 = (BB′)21, (CB′)12 = (BC′)21

とより結局，

Gµνc (x, · · · , w) =F (2)
BB′ + F

(2)
BC′ ,

F
(2)
BB′ ≡

(ie)2

2

∫
d4x1d

4x2(BB′)12

=
i7e2

2
γαγβ

∫
d4x1d

4x2D
µα

F (x− x1)D νβ
F (y − x2)SF(z − x1)SF(x1 − x2)SF(x2 − w),

F
(2)
BC′ ≡

(ie)2

2

∫
d4x1d

4x2(BC′)12

=
i7e2

2
γαγβ

∫
d4x1d

4x2D
µα

F (x− x1)D νβ
F (y − x2)SF(z − x2)SF(x2 − x1)SF(x1 − w)
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図 15 A 図 16 A′

を得る．

これらを式 (12.9)に従って運動量空間に移そう．

(2π)4δ(4)(k1 + k2 + p1 + p2)G
µν
BB′(k1, k2, p1, p2)

≡
∫

d4xd4yd4zd4we−ik1·xe−ik2·ye−ip1·ze−ip2·wF
(2)
BB′ (10)

の右辺の x, · · · , w に関する積分を実行すると∫
d4xe−ik1·xD µα

F (x− x1) =e−ik1·x1D µα
F (k1),∫

d4ye−ik2·yD νβ
F (y − x2) =e−ik2·x2D νβ

F (k2),∫
d4ze−ip1·zSF(z − x1) =e−ip1·x1SF(p1),∫

d4we−ip2·wSF(x2 − w) =
∫

d4w′e−ip2·(x2−w′)SF(w
′)

=e−ip2·x2SF(−p2)

となるので，

(上式 (10)右辺) =i7e2γαγβD
µα

F (k1)D
νβ

F (k2)SF(p1)SF(−p2)

×
∫

d4x1d
4x2e

−i(p1+k1)·x1e−i(p2+k2)·x2SF(x1 − x2)

を得る．2行目の積分は∫
d4x2e

−i(k1+k2+p1+p2)·x2

∫
d4x1e

−i(p1+k1)·(x1−x2)SF(x1 − x2)

=(2π)4δ(4)(k1 + k2 + p1 + p2)SF(p1 + k1)

である．こうして得られた

GµνBB′(k1, k2, p1, p2) = i7e2γαγβD
µα

F (k1)D
νβ

F (k2)SF(p1)SF(−p2)SF(p1 + k1)

は式 (12.35)右辺第 1項に一致する (D µα
F (x) = D αµ

F (x)より D µα
F (k1) = D αµ

F (k1)だから)．

参考 光子伝播関数

Aµ(x)Aν(x′) =iD µν
F (x− x′) (式 (5.26))

=− igµν lim
m→0

∆(x− x′) (式 (5.25))

は最右辺を見ると，∆(x)が奇関数なので (式 (3.43))

• µ, ν に関して対称
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• x, x′ に関して反対称

である．

F
(2)
BC′ も同様に運動量空間に移せる．すなわち

(2π)4δ(4)(k1 + k2 + p1 + p2)G
µν
BC′(k1, k2, p1, p2)

≡
∫

d4xd4yd4zd4we−ik1·xe−ik2·ye−ip1·ze−ip2·wF
(2)
BC′ (11)

の右辺における xと y の積分は式 (10)の場合と変わらず，z, w に関する積分は∫
d4ze−ip1·zSF(z − x2) =e−ip1·x2SF(p1),∫

d4we−ip2·wSF(x1 − w) =e−ip2·x1SF(−p2)

となるから，

(上式 (11)右辺) =i7e2γαγβD
µα

F (k1)D
νβ

F (k2)SF(p1)SF(−p2)

×
∫

d4x1d
4x2e

−i(p2+k1)·x1e−i(p1+k2)·x2SF(x2 − x1)

を得る．2行目の積分は (2π)4δ(4)(k1 + k2 + p1 + p2)SF(p1 + k2)だから，G
µν
BC′(k1, k2, p1, p2)は式 (112.35)

の右辺第 2項に一致する．

以上で式 (12.35)が示された．

12.2 式 (12.42b)と式 (12.42c)に関する交差関係の考察

陽電子の Compton散乱
γ(k, r) + e+(p, s) → γ(k′, r′) + e+(p′, s′) (12.42b)

の始・終状態の粒子 e+(p, s), γ(k′, r′)を終・始状態の反粒子 e−(p, s), γ(k′, r′)に置き換えると，電子-陽電子

生成
γ(k, r) + γ(k′, r′) → e−(p, s) + e+(p′, s′) (12.42c)

になる．それぞれの Feynman振幅Mb,Mc は以下のように同一の Green関数から得られ，交差関係 (12.3

節)を見て取れる．

• 連結 Green関数 (12.35)(図 17)

Gµνc (k1, k2, p1, p2) = iD µα
F (k1)iSF(−p2)Γαβ(k1, k2, p1, p2)iSF(p1)iD

βν
F (k2).

ここに結節部分関数は式 (12.37):

Γαβ(k1, k2, p1, p2) ≡ (ieγβ)iSF(p1 + k1)(ieγα) + (ieγα)iSF(p1 + k2)(ieγβ)

で与えられる．

• Compton散乱 (12.42b)の Feynman振幅 (図 18)

Mb = εαr (k)vs′(p
′)Γαβ(k,−k′, p,−p′)v̄s(p)εβr′(k

′).

• 電子-陽電子消滅 (12.42c)の Feynman振幅 (図 19)

Mc = εαr (k)v̄s′(p
′)Γαβ(k, k

′,−p,−p′)ūs(p)εβr′(k
′).
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図 17 連結 Green関数 (12.35)
図 18 陽電子の Compton 散乱

(12.42b)
図 19 電子-陽電子生成 (12.42c)

12.3 運動方程式 (12.80)，(12.81a,b)の導出

EAα ≡ ∂β ∂
∂(∂βAα) −

∂
∂Aα

に対し，

EAα [L0] =∂β

{
−1

2

∂

∂(∂βAα)
(∂νAµ)(∂

νAµ)

}
= −∂β∂βAα = −□Aα,

EAα [LI] =−
∂

∂(∂βAα)
(−sµAµ) = sµ,

EAα [LS] =−
∂

∂(∂βAα)
(JκAκ) = −Jα

なので，Euler-Lagrange方程式

EAα [L0 + LI] = 0, EAα [L0 + LS] = 0

はそれぞれ運動方程式
□Aα = sα : (5.12), □Aα = −Jα : (12.80)

を与える．

次に Eψ̄ ≡ ∂λ ∂
∂(∂λψ̄)

− ∂
∂ψ̄
に対し，

Eψ̄[L0] =−
∂

∂ψ̄
{ψ̄(i/∂ −m)ψ} = −(i/∂ −m)ψ,

Eψ̄[LS] =−
∂

∂ψ̄
(ψ̄σ) = −σ

なので，Euler-Lagrange方程式 Eψ̄[L0 + LS] = 0から運動方程式 (12.81a):

(i/∂ −m)ψ = −σ

が得られる．

さらに Eψ ≡ ∂λ ∂
∂(∂λψ)

− ∂
∂ψ に対し，

Eψ[L0] =∂λ
∂

∂(∂λψ)
(ψ̄iγµ∂µψ)−

∂

∂ψ̄
(−mψ̄ψ) = i(∂λψ̄)γ

λ +mψ̄,

Eψ[LS] =−
∂

∂ψ
(σ̄ψ) = −σ̄
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なので，Euler-Lagrange方程式 Eψ[L0 + LS] = 0から運動方程式

i(∂λψ̄)γ
λ +mψ̄ = σ̄

が導かれる．このため式 (12.81b)右辺の負号は誤植と考えられる (本稿では修正済み)．実際，式 (12.81a)の

両辺の Hermite共役をとって (−1)倍したときの右辺を p.321脚注 11で定義した σ†(≡ σ̄γ0)と見なしてしま
ううと，

i(∂µψ
†)γµ† +mψ† = σ†.

右から γ0 をかけると

i(∂µ(ψ
†γ0))(γ0γµ†γ0) +m(ψ†γ0) = σ̄(γ0)2,

∴i(∂µψ̄)γµ +mψ̄ = σ̄

となり，確かに右辺に負号は現れない．

12.5 式 (12.107b)の導出

式 (12.106):Z0[Jκ, σ, σ̄] = N [σ, σ̄] exp
{
− i

2 [Jσ∆
σρJρ]

}
に対して，

δ2Z0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)δJν(y)

∣∣∣∣
0

= −i∆µν(x− y)

を示せば良い．

F [J ] ≡ − i
2 [JσD

σρ
F Jρ]とおくと，

δ2Z0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)δJν(y)
=N [σ, σ̄]

δ2eF [J]

δJµ(x)δJν(y)

=N [σ, σ̄]
δ

δJν(y)

(
δF [J ]

δJµ(x)
eF [J]

)
=N [σ, σ̄]

(
δ2F [J ]

δJµ(x)δJν(y)
+

δF [J ]

δJµ(x)

δF [J ]

δJν(y)

)
eF [J].

ここに

δF [J ]

δJµ(x)
=− i

2

δ

δJµ(x)

∫
d4x′d4x′′Jσ(x

′)∆σρ(x′ − x′′)Jρ(x′′)

=− i

2

∫
d4x′d4x′′[{δµσδ(4)(x′ − x)}∆σρ(x′ − x′′)Jρ(x′′) + Jσ(x

′)∆σρ(x′ − x′′){δµρδ(4)(x′′ − x)}]

=− i

2

{∫
d4x′′∆µρ(x− x′′)Jρ(x′′) +

∫
d4x′Jσ(x

′)∆σµ(x′ − x)
}

=− i
∫

d4x′Jσ(x
′)∆σµ(x′ − x),

∴ δ2F [J ]

δJµ(x)δJν(y)
=− i

∫
d4x′{δνσδ(4)(x′ − y)}∆σµ(x′ − x)

=− i∆µν(x− y)

を代入する．さらに上式で源をゼロとおく際，Z0の式 (12.106)に式 (12.84):Z[0, 0, 0] = 1を課すとN [0, 0] =

1となることに注意すると，目標の式

δ2Z0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x)δJν(y)

∣∣∣∣
0

= −i∆µν(x− y)

が得られる．
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12.6 Z0[Jκ, σ, σ̄]の σ, σ̄ 依存性と式 (12.110)の導出の完成

以下，Z0[Jκ, σ, σ̄] ≡ Z0 と引数を省略する．式 (12.89)の第 2式を出発点とすると，

δZ0

δσ̄(x)
=

⟨
0

∣∣∣∣ δS′
0

δσ̄(x)

∣∣∣∣ 0⟩ = ⟨0|iT{S′
0ψ(x)}|0⟩ = iH⟨0|ψH(x)|0⟩H Z0

なので，両辺 (i/∂ −m)x ≡ iγµ ∂
∂xµ −mを左から作用させ，運動方程式 (12.81a):(i/∂ −m)ψ = −σ に注意す

ると，汎関数微分方程式

(i/∂ −m)x
δZ0

δσ̄(x)
= −iσ(x)Z0

を得る (式 (12.100)に対応)．(式 (12.101)に対応して，) (i/∂ −m)xS(x− x′) = δ(4)(x− x′)を満たす Green

関数 S(x− x′)を導入し，上式の両辺に −iσ(x′)Z0 をかけて x′ で積分すると

(i/∂ −m)x

∫
d4x′S(x− x′){−iσ(x′)Z0} = −iσ(x)Z0

となるので，汎関数微分方程式は

δZ0

δσ̄(x)
=

{
−i
∫

d4x′S(x− x′)σ(x′)
}
Z0

に置き換わる (式 (12.103)に対応)．この解は (式 (12.104)に対応して) Z0 = N [Jκ]e
F [σ,σ̄] の形をしており，

これに対し
δZ0

δσ̄(x)
= N [Jκ]e

F [σ,σ̄]Φ, Φ ≡ δF

δσ̄(x)

だから，これらを上の微分方程式に代入し

Φ =− i
∫

d4x′S(x− x′)σ(x′) (式 (12.105a)に対応)

=− i
∫

d4x′d4x′′δ(4)(x′′ − x)S(x′′ − x′)σ(x′)

=− i
∫

d4x′d4x′′
δσ̄(x′′)

δσ̄(x)
S(x′′ − x′)σ(x′)

=
δ

δσ̄(x)
{−i[σ̄Sσ]} (式 (12.105b)に対応)

∴ F [σ, σ̄] =− i[σ̄Sσ].

次に (式 (12.107a)，(12.108)に対応して)

G0(x, y) ≡
⟨0|T{S0ψ(x)ψ̄(y)}|0⟩

⟨0|S0|0⟩
= ⟨0|T{ψ(x)ψ̄(y)}|0⟩ = iSF(x− y)

を考える．この Green関数は生成汎関数から

G0(x, y) =
������(
1

i

)2

(−1) δ2Z0

δσ̄(x)δσ(y)

∣∣∣∣
0

と導かれる．上式に
Z0 = N [Jκ]e

F [σ,σ̄], F [σ, σ̄] ≡ −i[σ̄Sσ]
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を代入すると

G0(x, y) = N [Jκ]
δ

δσ̄(x)

(
δF

δσ(y)
eF
)∣∣∣∣

0

= N [Jκ]

(
δF

δσ̄(x)

δF

δσ(y)
+

δ2F

δσ̄(x)δσ(y)

)
eF
∣∣∣∣
0

.

ここで δF
δσ̄(x) = Φ = −i

∫
d4x′S(x− x′)σ(x′)を思い出すと

δ2F

δσ̄(x)δσ(y)
= − δ2F

δσ(y)δσ̄(x)
= iS(x− y)

であり，さらに Z0 = N [Jκ]e
F [σ,σ̄] に式 (12.84):Z[0, 0, 0] = 1を課すと N [0] = 1だから，

G0(x, y) = iS(x− y)

となる．これを G0(x, y) = iSF(x− y)と等置すると，

S(x− y) = SF(x− y), ∴ Z0 = N [Jκ] exp{−i[σ̄SFσ]}

となる．Jκ 依存性 (12.109)とより

Z0 = const× exp

{
− i
2
[JµD

µν
F Jν ]

}
exp{−i[σ̄SFσ]}

であり，再び規格化条件 (12.84):Z[0, 0, 0] = 1を考慮すると const = 1と定まる．
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第 13章 径路積分

序文を引用する (強調は本稿筆者)．

ここまで我々は場の量子論を，場を非可換な演算子によって表す正準形式の定式化の下で利用してき

た．このアプローチは非相対論的な量子力学から入りやすい方法であり，その定式化の物理的な意味を

単純かつ直接的な方法で把握することができる．しかしこれを非 Abelゲージ理論に適用することは難

しい．非 Abelゲージ理論では，相互作用の源として働く各保存電荷が互いに非可換である．QCDに

おける色電荷 F̂i はその例にあたる．そこで我々は，このような理論の取扱いに適している“径路積分”

(path integral) による定式化を導入する．

本章では最初に汎関数積分の諸性質を考察するが，この知識は本章の後の方で必要となる．それから

径路積分による場の量子論の定式化を，QEDの文脈において導入する．QCDへの応用は，次の第 14

章で行う．

13.1 汎関数積分

“汎関数積分”は“径路積分”と同義である．「本節では，簡潔に汎関数積分を導入し，後から必要となる重

要な力学的性質をいくつか調べておく」(13.1節序文より)．

13.1.1 古典場

汎関数積分の定義 完全正規直交関数系 {ui(x)}で実スカラー場を

ϕ(x) =
∞∑
i=1

αiui(x)

と展開し，右辺の級数を第 n 項で打ち切る．このとき ϕ の汎関数 F [ϕ] = F (α) はパラメーターの組

α = {α1, · · · , αn}で指定される．F [ϕ]の汎関数積分は∫
DϕF [ϕ] ≡ lim

n→∞

(
n∏
i=1

∫ ∞

−∞

dαi√
2π

)
F (α) (13.4)

で定義され，これはあらゆる ϕ(x)の関数形 (したがって α)［あらゆる場の時間発展の仕方］についての F [ϕ]

の“和”を表す．

汎関数積分は等価的に次のように定義することもできる．時空を微小体積 ∆ の胞 (セル) に分割し，胞

の内部における場 ϕ の値を，胞の中心点 xi における値 ϕi = ϕ(xi) で近似する．このとき ϕ の汎関数は

F [ϕ] = F ({ϕi})と表され，∫
DϕF [ϕ] ≡ lim

∆→0

(∏
i

(
∆

2π

)1/2 ∫ ∞

−∞
dϕi

)
F ({ϕi}). (13.16)

以降では定義式 (13.4)を採用して具体的な計算を行う．
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“Gauss型”の汎関数積分 実対称な積分核 K(x, y) = K(y, x)と n番目までの関数 ui(x)(i = 1, · · · , n)に
対して，n次元正方行列Kn = (Kij)を

Kij = [uiKuj ] ≡
∫

d4x

∫
d4yui(x)K(x, y)uj(y) (13.8)

で定義する．このとき“Gauss型”の汎関数積分の公式

I ≡
∫
Dϕ exp

{
−1

2
[ϕKϕ]

}
(13.5)

=(detK)−1/2 (13.12)

が導かれる (証明は下記)．ここに detK ≡ limn→∞ detKn であり［det(limn→∞Kn)と定義するわけにはい

かない］，引き続き略記法

[AKB] ≡
∫

d4x

∫
d4yA(x)K(x, y)B(y)

を用いている (以下，同様)．公式 (13.12)の係数が簡単になるように，汎関数積分の定義式 (13.4)において

“加重因子”を 1/
√
2π に選んである［式 (13.12)の導出過程を参照］．

汎関数積分の性質

• 線形性 ∫
Dϕ (aF [ϕ] + bG[ϕ]) = a

∫
DϕF [ϕ] + b

∫
DϕG[ϕ]. (a, bは任意の定数)

• “並進”不変性 (導出は下記)∫
DϕF [ϕ+ f ] =

∫
DϕF [ϕ]. (f(x)は任意の関数) (13.18)

• 変数変換 ϕ→ ϕ̄(導出は下記)

ϕ̄(x) =

∫
d4yK(x, y)ϕ(y) (13.19)

⇒
∫
Dϕ̄F [ϕ] = (detK)

∫
DϕF [ϕ]. (13.22)

ただしここでも

Kij = [uiKuj ], Kn = (Kij), detK = lim
n→∞

(detKn)

である［K(x, y)の対称性は仮定しなくてよい］．

場の理論で典型的に現れる汎関数 実スカラー源 J(x)と実対称な積分核K(x, y) = K(y, x)に対し，汎関数

I[J ] = N

∫
Dϕ exp (A[Jϕ]) , A[J, ϕ] ≡ −1

2
[ϕKϕ] + [Jϕ] (13.23)

を考える ([Jϕ] ≡
∫
d4xJ(x)ϕ(x))．∫

d4x′K(x, x′)K−1(x′, x′′) = δ(4)(x− x′′) (13.26)

によって定義されるK の“逆演算子”K−1 を用いて，I[J ]は汎関数積分を含まない Gauss型の式

I[J ] = N ′ exp

{
1

2
[JK−1J ]

}
(13.33)

に書き換えられる (導出は下記)．ただし N,N ′ は規格化定数であり，規格化条件 I[J = 0] = 1 を課すと

N ′ = 1と定まる．
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13.1.1節，式の導出など

■“Gauss型”の汎関数積分に対する公式 (13.12)の証明 “Gauss型”の汎関数積分 (13.5)に対して汎関数

積分の定義式 (13.4)を適用すると，

I = lim
n→∞

In = lim
n→∞

∫ ∞

−∞

(
n∏
i=1

dαi√
2π

)
exp

−1

2

∫
d4xd4y

(
n∑
i=1

αiui(x)

)
K(x, y)

 n∑
j=1

αjuj(y)


= lim
n→∞

∫ ∞

−∞

(
n∏
i=1

dαi√
2π

)
exp

−1

2

n∑
i,j=1

αiKijαj

 (13.7)

となる．ただし Kij は式 (13.8)で定義されている．K(x, y)の対称性より Kn = (Kij)は実対称行列となる

から，適当な n次元正方行列 On = (Oij)によって対角化できる．ここで新たな変数 βi =
∑n
j=1Oijαj を導

入すると，λ1, · · · , λn をKn の固有値として上式 (13.7)の指数部分は

n∑
i,j=1

αiKijαj =

n∑
i,j=1

βiλiδijβj =

n∑
i,j=1

λiβ
2
i (13.10)

と書き換えられる［本稿次節で補足．2次形式の主軸変換である］．また式 (13.7)における積分要素の積は

n∏
i=1

dβi = (detOn)
n∏
i=1

dαi =
n∏
i=1

dαi (13.11)

の関係によって変換できる (直交行列の行列式は detOn = 1である)［本稿次節で補足］．よって式 (13.7)の

積分 In は

In =

n∏
i=1

{∫ ∞

−∞

dβi√
2π

exp

(
−1

2
λiβ

2
i

)}
=

n∏
i=1

λ
−1/2
i = (detKn)

−1/2

(
∵ detKn =

n∏
i=1

λi

)

と実行できる．最後に n→∞の極限をとって，式 (13.12)を得る．

■“並進”不変性 (13.18)の確認

f(x) =
∞∑
i=1

fiui(x)

と展開すると，定義式 (13.4)より∫
DϕF [ϕ+ f ] = lim

n→∞

{(
n∏
i=1

∫ ∞

−∞

dαi√
2π

)
F (α1 + f1, · · · , αn + fn)

}

であり，積分変数 βi = αi + fi を導入すると式 (13.18)が得られる［本稿次節で補足］．

■変数変換の公式 (13.22) の導出 ϕ(x) =
∑∞
i=1 αiui(x), ϕ̄(x) =

∑∞
i=1 ᾱiui(x) と展開して正規直交性∫

d4xui(x)uj(x) = δij を用いると

ᾱi =
∞∑
j=1

Kijαj (13.20)
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を得る［本稿次節で補足］．よって展開を第 n項までで打ち切ると

n∏
i=1

dᾱi = (detKn)
n∏
i=1

dαi

となり，これを汎関数積分の定義式 (13.4)と合わせると式 (13.22)が得られる．

■I[J ]の式 (13.33)の導出 「源の項があるために式 (13.23)は Gauss型 (13.5)ではない．しかし“自乗を形

成する”ことで Gauss型へ移行できる」(p.338，l.5,6)．式 (13.26)で定義した逆演算子K−1 に対して“シフ

トした”スカラー場

ϕ′(x) = ϕ(x)−
∫

d4x′K−1(x, x′)J(x′) (13.27)

を導入すると，

A[J, ϕ] =− 1

2

∫
d4xd4y

{
ϕ′(x) +

∫
d4x′K−1(x, x′)J(x′)

}
K(x, y)

{
ϕ′(y) +

∫
d4y′K−1(y, y′)J(y′)

}
+

∫
d4x

{
ϕ′(x) +

∫
d4x′K−1(x, x′)J(x′)

}
(13.28)

=
1

2
[JK−1J ]− 1

2
[ϕ′Kϕ′] (13.29)

と書き換えられる［本稿次節で補足］．式 (13.29)におけるすべての因子は互いに可換なので，

exp (A[J, ϕ]) = exp

{
1

2
[JK−1J ]

}
× exp

{
−1

2
[ϕ′Kϕ′]

}
,

∴ I[J ] =N exp

{
1

2
[JK−1J ]

}∫
Dϕ exp

{
−1

2
[ϕ′Kϕ′]

}
とできる．式 (13.27)は f(x)を ϕ(x)に依存しない関数として ϕ′(x) = ϕ(x) + f(x)という形になっているの

で，並進不変性 (13.18)を適用して∫
Dϕ exp

{
−1

2
[ϕ′Kϕ′]

}
=

∫
Dϕ exp

{
−1

2
[ϕKϕ]

}
とできる．これは定数なので規格化定数 N に吸収させると，式 (13.33)を得る．

13.1.1について

■2次形式の書き換え (13.10)について Kn が (O −1
n KnOn ではなく)

OnKnO
−1
n =

λ1 . . .

λn

 , i.e. OikKklOjl = λiδij

(ただし iで和をとらない)と対角化されるものとする．

βi = Oijαj , i.e. β = Onα

を逆に解くと
α = O −1

n β, i.e. αi = Ojiβj

だから，
αiKijαj = (Okiβk)Kij(Oljβl) = βkβl(OkiKijOlj) = βkβl(λkδkl) = λkβ

2
k .
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図 20 粒子の径路積分 図 21 場の径路積分

■式 (13.11)について 線形変換 (13.9)において Oij = ∂βi/∂αj なので，detOn は変数変換の Jacobianで

ある．式 (13.21)についても同様である．

■汎関数積分の等価な定義 (13.16)について 場の汎関数積分 (13.16):

lim
∆→0

∫
dϕ1
w(∆)

· · ·
∫

dϕN
w(∆)

F [ϕ(x)] (図 20参照)

を粒子に対する Feynmanの径路積分 [3, p.163]

lim
∆t→0

1

w(∆t)

∫
d3x1
w(∆t)

· · ·
∫

d3xN−1

w(∆t)
F [x(t)] (図 21参照)

と比べると，

パラメーター t → x,

関数 (観測量) x(t) → ϕ(x)

と置き換わっている．

■定義 (13.16)から Gauss型に対する公式 (13.14)を導けることの確認

∫
Dϕe−[ϕ2]/2 = lim

N→∞

(
N∏
i=1

(
∆

2π

)1/2 ∫
dϕi

)
exp

(
−∆

2

N∑
i=1

ϕ 2
i

)

= lim
N→∞

[(
∆

2π

)1/2 ∫
dϕ exp

(
−∆

2
ϕ2
)

︸ ︷︷ ︸
1

]N

=1.

■“並進”不変性 (13.18)の確認について ϕ(x), {αi}が変化し，f(x), {fi}は固定されているから∏
i

dαi =
∏
i

dβi

66



であり， ∫
DϕF [ϕ+ f ] = lim

n→∞

(
n∏
i=1

∫ ∞

−∞

dαi√
2π

)
F ({αi + fi})

= lim
n→∞

(
n∏
i=1

∫ ∞

−∞

dβi√
2π

)
F ({βi}) =

∫
DϕF [ϕ]

とできる．

■展開係数の変換 (13.20)の確認

ᾱi =

∫
d4xui(x)ϕ̄(x) =

∫
d4xui(x)

∫
d4yK(x, y)ϕ(y) =

[∫
d4xd4yui(x)K(x, y)uj(y)

]
αj = Kijαj .

■A[J, ϕ]の式 (13.28) の，式 (13.29)への書き換えについて まず K−1 も実対称と仮定すると，式 (13.26)

と同時に ∫
d4x′K−1(x′′, x′)K(x′, x) = δ(4)(x′′ − x)

が成り立つ．よって式 (13.28)右辺第 1項は

− 1

2
[ϕ′Kϕ′]

− 1

2

∫
d4xd4y′ϕ′(x)J(y′)

∫
d4yK(x, y)K−1(y, y′)︸ ︷︷ ︸

δ(4)(x−y′)

− 1

2

∫
d4yd4x′J(x′)ϕ′(y)

∫
d4xK−1(x, x′)K(x, y)︸ ︷︷ ︸

δ(4)(x′−y)

− 1

2

∫
d4x′d4y′J(x′)

[∫
d4yK−1(y, y′)

∫
d4xK(y, x)K−1(x, x′)︸ ︷︷ ︸

δ(4)(x′−y)

]
J(y′)

=− 1

2
[ϕ′Kϕ′]− [ϕ′J ]− 1

2
[JK−1J ]

となる．ここに
(式 (13.28)右辺第 2項) = [Jϕ′] + [JK−1J ]

を加えて式 (13.29):

A[J, ϕ] =
1

2
[JK−1J ]− 1

2
[ϕ′Kϕ′]

を得る．

13.1.2 Grassmann数

Grassmann変数 {θi} ≡ θ の任意の関数 f(θ)の，Grassmann変数 θi による積分を定義しよう．f(θ)は式

(7):

f(p) = p0 +
∑

piθi +
∑

pijθiθj + · · ·+ p12···nθ1θ2 · · · θn
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の形を持つので，それには θi による積分が線形性を持つものとして式 (7)の各項の積分∫
dθi(θj1θj2 · · · θjω )

を定義すれば良い．そしてこれを計算するには，次の規則を与えれば十分である．∫
dθi1 =0,

∫
dθiθi = 1,∫

dθ1 · · ·dθn−1dθnF (θ) =

∫
dθ1 · · · dθn−1

{∫
dθnF (θ)

}
,∫

dθi(θj1θj2 · · · θjk−1
θiθjk+1

· · · θjω ) =(−1)k−1

(∫
dθiθi

)
θj1θj2 · · · θjk−1

θjk+1
· · · θjω

=(−1)k−1θj1θj2 · · · θjk−1
θjk+1

· · · θjω .

ただし第 3 式の F (θ) は Grassmann 変数 {θi} ≡ θ の任意の関数であり，第 4 式の Grassmann 変数

θj1 , θj2 , · · · , θjk−1
, θjk+1

, · · · , θjω は θi を含まないものとする．以上により，例えば p0, p1, p2, p12 を通常の数

として ∫
dθ1dθ2(p0 + p1θ1 + p2θ2 + p12θ1θ2) = −p12

∫
dθ1dθ2θ2θ1 = −p12

となる．なお，Grassmann数に関する積分を微分の逆演算として定義することは不可能である．と言うのも，

θi についての微分が θi となるような Grassmann代数の要素 (7)は存在しないからである．

2つの独立な Grassmann数 (生成子)θi, θ̃j と任意の数 Aij に対して，標準的な積分の公式

In ≡
∫

dθ1dθ̃1 · · · dθndθ̃n exp

− n∑
i,j=1

θiAij θ̃j

 (13.44)

=detAn (13.53)

(ただし An = (Aij))が成立する (導出は下記)．

13.1.2節，式の導出など

■積分公式 (13.53)の導出 新たな変数

η̃i =
n∑
j=1

Aij θ̃j (13.47)

を導入すると，式 (13.44)の被積分関数は

exp

− n∑
i,j=1

θiAij θ̃j

 = exp

(
−

n∑
i=1

θiη̃j

)
=

n∏
i=1

e−θiη̃i =
n∏
i=1

(1− θiη̃i) (13.49)

と書き換えられる．ただし第 2の等号では

{θi, θj} = {θ̃i, θ̃j} = {θi, θ̃j} = 0, ∴ {η̃i, η̃j} = {η̃i, θj} = 0

より各 θiη̃i が交換することを考慮しており［本稿次節で補足］，第 3の等号では θ 2
i = η̃ 2

i = 0を用いた．上

式 (13.49)のうちすべての変数 θ1, θ2, · · · , θn を含む項だけが積分 (13.44)に寄与するので，

In =

∫
dθ1dθ̃1 · · ·dθndθ̃n(−1)n(θ1η̃1) · · · (θnη̃n) (13.50)
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を得る．さらに

η̃1η̃2 · · · η̃n =
∑
α,β,···

A1αA2β · · ·Anν θ̃αθ̃β · · · θ̃ν (∵ 式 (13.47))

=θ̃1θ̃2 · · · θ̃n
∑
α,β,···

εαβ···νA1αA2β · · ·Anν

=θ̃1θ̃2 · · · θ̃ndetAn (13.51)

を用いると，

In = detAn

∫
dθ1dθ̃1 · · · dθndθ̃n(−1)n(θ1θ̃1) · · · (θnθ̃n) (13.52)

と書き換えられる［本稿次節で補足］．被積分関数を

(−1)n(θ1θ̃1) · · · (θnθ̃n) = (θ̃nθn) · · · (θ̃1θ1) (12)

と並べ替えると［本稿次節を参照］，式 (13.52) の積分は 1 となることが分かる．こうして式 (13.53):In =

detAn に到達する．

13.1.2について

■Grassmann代数の要素 (13.35)について A,B は θj (̸= θi)を含んでよい．

■並進不変性 (113.38)について∫
dθiF (θ1, · · · , θi + α, · · · , θn) =

∫
dθi{A+ (θi + α)B}

=

∫
dθi(A+ θiB)

(
∵
∫

dθi(αB) = 0

)
=

∫
dθiF (θ1, · · · , θi, · · · , θn)

と示される．

■指数 κの式 (13.42)について θ1θ2 · · · θn を右から順に並べ直すための置換の回数は，以下に見て取れるよ
うに式 (13.42):

κ = (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1 =
n(n− 1)

2

で与えられる．

θ1θ2 · · · θn−2θn−1θn

↓ (n− 1)回

θnθ1θ2 · · · θn−2θn−1

↓ (n− 2)回

θnθn−1θ1θ2 · · · θn−2

↓
...

↓
θnθn−1θn−2 · · · θ1θ2
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↓ 1回
θnθn−1θn−2 · · · θ2θ1

■「[η̃i, η̃j ]+ = [η̃i, θ̃j ]+ = 0を満たすので，(θiη̃i)と (θj η̃j)は交換し」(p.341下から 7,6行目)について 以

下で確かめるように，直接的な根拠に用いるのは [η̃i, η̃j ]+ = [η̃i, θj ]+ = 0である (つまり θ̃j → θj と修正す

る．本稿では修正済み)．

反交換子 [ , ]+(以下ではこれまで通り { , }と表記)も線形性

{A, bB + cB} = b{A,B}+ c{A,C}

を満たすので，

{η̃i, η̃j} =AikAjl{θ̃k, θ̃l} = 0,

{η̃i, θ̃j} =Aik{θ̃k, θ̃j} = 0,

{θi, η̃j} =Ajk{θi, θ̃k} = 0

が成り立つ．よって恒等式 (4.8):
[AB,C] = A{B,C} − {A,C}B

も思い出すと

[θiη̃i, θj η̃j ] (i, j について和をとらない)

=θj [θiη̃i, η̃j ] + [θiη̃i, θj ]η̃j

=θj(θi{η̃i, η̃j} − {θi, η̃j}η̃i) + (θi{η̃i, θj} − {θi, θj}η̃i)η̃j
=0.

■In の式 (13.52)について

(θ1η̃1) · · · (θnη̃n) =(−1)m(θ1 · · · θn)(η̃1 · · · η̃n)

=(detAn)(−1)m(θ1 · · · θn)(θ̃1 · · · θ̃n) (∵ 式 (13.51))

=(detAn)(θ1θ̃1) · · · (θnθ̃n)

を In の式 (13.50)に代入して得られる．ただし上式の第 1，第 3の等号における Grassmann数の置換は等し

い回数で行うことができ，その回数をmとおいた．

■p.342，l.10 の式 (本稿の式 (12)) について 2n 個の Grassmann 数 (θ1θ̃1) · · · (θnθ̃n) を右から順に並べ
直すための置換の回数 κ は，式 (13.42) において n を 2n で置き換えた κ = n(2n − 1) である．よって

(−1)κ = (−1)n．

13.1.3 Grassmann場

Grassmann 場による汎関数積分の定義 場の量子論において興味の持たれる，2 つの独立な Grassmann 場

θ(x), θ̃(x)の汎関数 F [θ, θ̃]を考える．Grassmann場を正規直交関数系で

θ(x) =
∞∑
i=1

θiui(x), θ̃(x) =
∞∑
i=1

θ̃iui(x)
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と展開したときの展開係数 θi, θ̃i は Grassmann数であり，展開を第 n項で打ち切ると F [θ, θ̃] = F (θi, θ̃i)は

2n個の生成子 θ1, · · · , θn, θ̃1, · · · , θ̃n の関数となる．θと θ̃ による 2重の汎関数積分は∫
DθDθ̃F [θ, θ̃] ≡ lim

n→∞

∫ ( n∏
i=1

dθidθ̃i

)
F (θi, θ̃i)

で定義される．

一般的な性質

• 線形性∫
DθDθ̃

(
aF [θ, θ̃] + bG[θ, θ̃]

)
= a

∫
DθDθ̃F [θ, θ̃] + b

∫
DθDθ̃G[θ, θ̃]. (a, bは任意の定数)

• “並進 (平行移動)”不変性∫
DθDθ̃F [θ + ξ, θ̃ + ξ̃] =

∫
DθDθ̃F [θ, θ̃]. (ξ(x), ξ̃(x)はθ(x), θ̃(x)と独立の Grassmann場)

“Gauss型”の積分 ∫
DθDθ̃e−[θAθ̃] = detA (導出は下記) (13.61)

ただし n番目までの関数 ui(x)に対して

An = (Aij), Aij = [uiAuj ]

とし，行列式の極限値 detA = limn→∞ detAn を定義した［detAは単なる記号であって，A(x, y)の行列式

とは関係ない］．

13.1.3節，式の導出など

■公式 (13.61)の導出 汎関数積分の定義式を適用すると，［式 (13.7)との類似性の助けを借りて］

∫
DθDθ̃e−[θAθ̃] = lim

n→∞

∫ ( n∏
i=1

dθidθ̃i

)
exp

− n∑
i,j=1

θiAij θ̃j


を得る．極限操作 limn→∞ の下の積分は既に式 (13.53)として計算したように detAn となるから，式 (13.61)

が導かれる．

13.2 径路積分

正準形式の定式化では，Green関数と生成汎関数をそれぞれ

式 (12.1) : Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) ≡H⟨0|T{AµH(x) · · ·ψH(y) · · · ψ̄H(z) · · · }|0⟩H ,

式 (12.83) : Z[Jκ, σ, σ̄] ≡
⟨0|S′|0⟩
⟨0|S|0⟩

によって定義したところ，生成汎関数から Green関数を導く式 (12.91):

Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) = (−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x) · · · δσ̄(y) · · · δσ(z) · · ·

∣∣∣∣
0
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が示された．ところで正準形式の場の量子論から，Feynmanによる径路積分形式の場の量子論を導くことが

できる．しかし我々は生成汎関数に対する径路積分の表式を天下りに引用し，その正準形式との等価性を確認

して満足することにする．証明は次の 2段構えとなる．

• まず 2つの形式が自由場の場合に等価であれば，

相互作用を含む場合にも等価であることを示す (13.2.2項)．

• 次に 2つの形式が自由場の場合に等価であることを示す (13.2.3項と 13.2.4項)．

13.2.1 生成汎関数

生成汎関数に対する径路積分の表式は，虚構的な場の項も含めた作用

X ′ =

∫
d4x(L0 + LI + LS)

を用いて

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

N

∫
DADψ̄DψeiX

′
(13.63a)

と与えられる (ただしDA =
∏3
µ=0DAµ)［αをスピノル添字としてDψ̄Dψ =

∏
αDψ̄αDψα (後の式 (14.36)

を参照)］．規格化定数 N は条件 Z[0, 0, 0] = 1から

N =

∫
DADψ̄DψeiX , X ≡

∫
d4x(L0 + LI) : QEDの作用

と定まる．これを式 (12.91):

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) = (−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x1) · · · δσ̄(y1) · · · δσ(z1) · · ·

∣∣∣∣
0

に代入すると，Green関数に対する径路積分の表式

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) =
1

N

∫
DADψ̄Dψ{eiXAµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · } (13.70)

が得られる［本稿次節で補足］．

13.2.1について

■Green関数の定義について 径路積分形式では生成汎関数から Green関数を導く式 (12.91)を Green関数

の定義と見なす*8．このとき生成汎関数を径路積分で表した式 (13.63a)が，式 (13.28)で定義される正準形式

での生成汎関数と一致すれば，2つの形式で Green関数は一致することになる．したがって理論の予言もまた

一致する．

■Green関数の径路積分表式 (13.70)について 汎関数微分の性質 (12.56d)および式 (12.88a)を用いると

δ

δJµ(x1)
eiX

′
= ieiX

′
∫

d4x
δJκ(x)

δJµ(x1)
Aκ(x) = ieiX

′
Aµ(x1)

*8 あるいは等価的に，ここに経路積分で表した生成汎関数 (13.63)を代入した式 (13.70)，式 (13.111)を Green関数の定義と見て
も良い．実際，QCDでの Green関数 (14.38)の箇所には，「Green関数も，QEDの場合の式 (13.111)と同様に定義される」と
ある．
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を得る．同様に Grassmann場による微分に対しても汎関数微分の性質 (12.56d)が成立すると仮定し，同様

に式 (12.88b)を用いると

δ

δσ̄(y1)
eiX

′
= ieiX

′
ψ(y1),

δ

δσ(z1)
eiX

′
= −ieiX

′
ψ̄(z1)

となる．以上より

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) =
1

N

∫
DADψ̄Dψ(−1)n̄

(
1

i

)n
δn

δJµ(x1) · · · δσ̄(y1) · · · δσ(z1) · · ·
eiX

′
∣∣∣∣
0

=
1

N

∫
DADψ̄Dψ{eiXAµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · } : (13.70)

を得る．以上で用いた公式 (12.56d)，(12.88)の導出では，正準形式に特有の事情を仮定していないことに注

意しよう．

■生成汎関数と分配関数 ラグランジアン密度 L = 1
2 (∂µφ)

2 − V (φ)で記述されるスカラー場 φ(x)に対して

も，Heisenberg描像において Green関数は式 (13.70)と類似の径路積分

⟨0|T{φ̂(x1) · · · φ̂(xn)}|0⟩ =
1

Z

∫ τ=∞

τ=−∞
d[φ(x)]{φ(x1) · · ·φ(xn)}e−S[φ], (13)

S[φ] =

∫
ddx

{
1

2
(∂µφ)

2 + V (φ)

}
,

Z =

∫ τ=∞

τ=−∞
d[φ(x)]e−S[φ], (14)

で与えられる (d は時空の次元)．ただし，ここでは Euclid 時間 (虚時間) τ = it を用いており，それ故，式

(13)は統計力学における変数の熱平均の式

⟨X1X2 · · ·XN ⟩ =
1

Z

∑
{X1X2 · · ·XN}e−βH

と同じ形を持つ (β は逆温度，H はハミルトニアン，Z は分配関数)．これらを比較すると，“生成汎関数”(14)

は分配関数に相当することが見て取れる (どちらも文字 Z で表される) [8, pp.168–169]．

分配関数 Z = Tr{e−βĤ}は生成汎関数と同じ形の径路積分で表すことができる．ポイントは，β を Euclid

時間と見なすと径路積分の手法を導入でき，また対角和 (トレース)により始・終状態が繋がっているという

解釈に導かれるということである [8, pp.200–202]．

13.2.2 自由場と相互作用をする場

径路積分形式の枠組みの中で，自由場の生成汎関数 Z0 の経路積分表式

Z0[Jκ, σ, σ̄] =
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0

′
, N0 =

∫
DADψ̄Dψ exp

(
i

∫
d4xL0

)
(13.75)

(ただし X ′
0 ≡

∫
d4x(L0 + LS)) に対して

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

NI
exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄] (13.74)

が示される (導出は下記)．ただし

Iδ(x) =

(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµ

(
1

i

δ

δσ̄(x)

)(
1

i

δ

δJµ(x)

)
: (12.119), NI =

N

N0
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である．よって経路積分表式の Z0 が正準形式と同じであれば，上式は正準形式の生成汎関数 (12.121):

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

⟨0|S|0⟩
exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄]

と同じものである (どちらも Z[0, 0, 0] = 1となるように規格化されている)．

そこで次節以降で自由場の生成汎関数について，2つの形式の等価性を証明する．ここでは準備として，経

路積分表式 (13.75)より自由場の生成汎関数 Z0 が，自由な電磁場の生成汎関数

Z0[Jκ] =
1

N1

∫
DA exp(iX[Jκ]), X[Jκ] =

∫
d4x

{
−1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ) + JκA
κ

}
(ただし Z0[Jκ = 0] = 1となるように規格化定数 N1 を選ぶ)と，自由スピノル場の生成汎関数

Z0[σ, σ̄] =
1

N2

∫
Dψ̄Dψ exp(iX[σ, σ̄]), X[σ, σ̄] =

∫
d4x

{
ψ̄(i/∂ −m)ψ + σ̄ψ + ψ̄σ

}
(ただし Z0[σ = 0, σ̄ = 0] = 1となるように規格化定数 N2 を選ぶ) に分解できることに注意を促しておく：

Z0[Jκ, σ, σ̄] = Z0[Jκ]Z0[σ, σ̄].

正準形式においてもこのように分解できるため (式 (12.110a)参照)，後は自由電磁場と自由スピノル場のそれ

ぞれに対して，生成汎関数が 2つの形式において同一であることを示せば良い．

13.2.2節，式の導出など

■式 (13.74)の導出 まず直接証明できるように，式 (12.119)の“相互作用演算子”Iδ(x)に対して

eIδ(x) exp

{
i

∫
d4x(L0 + LS)

}
= LI(x) exp

{
i

∫
d4x(L0 + LS)

}
(13.71)

が成り立つ［本稿次節で確認する］．ここから

exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
exp

{
i

∫
d4x(L0 + LS)

}
=exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
exp

{
i

∫
d4x(L0 + LS)

}
=exp

{
i

∫
d4x(L0 + LI + LS)

}
= eiX

′

が得られるので (第 2の等号は L0,LI,LS が古典場と Grassmann場の双 1次量のみを含み，互いに可換であ

ることによる)，

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

N

∫
DADψ̄Dψ exp

{
i

∫
d4x(L0 + LI + LS)

}
=

1

N
exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}∫
DADψ̄Dψ exp

{
i

∫
d4x(L0 + LS)

}
︸ ︷︷ ︸

N0Z0[Jκ,σ,σ̄]

=
1

NI
exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄] : (13.74), NI ≡

N

N0

となる．
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13.2.2について

■式 (13.71) について X0
′ ≡

∫
d4x′{L0(x

′) + LS(x
′)}:(13.76b) に対して式 (13.70) の導出の際に用いた

関係

1

i

δ

δJµ(x)
eiX0

′
= eiX0

′
Aµ(x),

1

i

δ

δσ̄(x)
eiX0

′
= ieiX0

′
ψ(x), −1

i

δ

δσ(x)
eiX0

′
= −ieiX0

′
ψ̄(x)

を再び利用すると，
eIδe

iX0
′
= (eψ̄γµA

µψ)eiX0
′
= LIe

iX0
′
: (13.71)

を得る．(汎関数)微分は 1つずつ実行しなければならず，3つの微分 Iδ に対して一気に

Iδe
iX0

′
= (ieiX0

′
)(IδX0

′)

としてはいけないことに注意する．

13.2.3 自由な電磁場

自由電磁場の生成汎関数に対する経路積分表式 (13.79a):

Z0[Jκ] =
1

N1

∫
DA exp(iX[Jκ])

が，正準形式における表式 (12.110b):

Z0[Jκ] = exp

(
− i
2
[JκDFκλJ

λ]

)
に一致することを示した．

証明の概略は以下のようである．まず生成汎関数の経路積分表式における作用を

X[Jκ] =−
1

2

∫
d4xd4x′Aµ(x)K

µν(x, x′)Aν(x
′) +

∫
d4xJκ(x)A

κ(x), (13.85)

Kµν(x, x′) ≡− gµνδ(4)(x− x′)□x′ :波動演算子 (13.83)

と書き換える (計算は下記)．すると式 (13.24):

A[J, ϕ] ≡ −1

2

∫
d4xd4x′ϕ(x)K(x, x′)ϕ(x′) +

∫
d4xJκ(x)ϕ(x)

に対する公式 (13.33):

I[J ] ≡ N
∫
Dϕ exp(A[J, ϕ]) = exp

(
1

2
[JK−1J ]

)
の導出と同様の計算により，これを

Z0[Jκ] = exp

(
i

2
[JκK−1

κλ J
λ]

)
(13.90)

と変形できる (導出は下記)．ここに

K−1
µν (x, x

′) =

∫
d4k

(2π)4
gµν
k2

e−ik·(x−x
′) (15)
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であり，これは極 k0 = |k|の扱い方に関する曖昧さを持つ．そこで式 (12.106)のときと同様に，生成汎関数

から導かれる 2点 Green関数が光子伝播関数にならなければならないことを要求すると，k2 → k2 + iεと修

正して

Z0[Jκ] = exp

(
− i
2
[JκDFκλJ

λ]

)
とすれば良いことが分かる (詳細は下記)．

13.2.3節，式の導出など

■X[Jκ]の式 (13.85)の導出

X[Jκ] = −
1

2

∫
d4x(∂νAµ(x))(∂

νAµ(x)) +

∫
d4xJκ(x)A

κ(x)

の第 1項を次のように書き換えれば良い．

− 1

2

∫
d4x(∂νAµ(x))(∂

νAµ(x))

=
1

2

∫
d4xAµ(x)□xAµ(x) (部分積分した)

=− 1

2

∫
d4xAµ(x)

∫
d4x′{−gµνδ(4)(x− x′)□x′}Aν(x′)

=− 1

2

∫
d4xd4x′Aµ(x)K

µν(x, x′)Aν(x
′).

■式 (13.90)の導出 波動演算子の逆演算子K−1
ντ (x

′, x′′)を∫
d4x′Kµν(x, x′)K−1

ντ (x
′, x′′) = δµτδ

(4)(x− x′′) (13.86)

で定義し，シフトした場

A′
µ(x) = Aµ(x)−

∫
d4x′K−1

µν (x, x
′)Jν(x′)

を導入すると，X[Jκ]の式 (13.85)は

X[Jκ] =
1

2
[JκK−1

κλ J
λ]− 1

2
[A′

µK
µνA′

ν ] (13.88)

と書き換えられる［本稿次節で確認する］．この結果は式 (13.29)に対応する．よって自由場の生成汎関数は

Z0[Jκ] =
1

N1

∫
DA exp {iX[Jκ]} =

1

N1

∫
DA exp

{
i

2
[JκK−1

κλ J
λ]− i

2
[A′

µK
µνA′

ν ]

}
=exp

{
i

2
[JκK−1

κλ J
λ]

}
: (13.90) (∵ Z0[Jκ = 0] = 1)

と表される．この結果は式 (13.33)に対応する．

■式 (15)の周辺について 式 (13.86)において

K−1
ντ (x

′, x′′) =

∫
d4k

(2π)4
Dντ (k)e

−ik·(x′−x′′)
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と Fourier展開すると，Fourier成分は

Dντ (k) =
gµν

k2
(13.92)

と求まる［本稿次節で補足］．これは極 k0 = ωk ≡ |k|に特異性を持つ．適正な解を得るには，

Dµν(k) =
gµν

k2 + iε
, ∴ K−1

µν (x, x
′) = −DFµν(x− x′), ∴ Z0[Jκ] = exp

{
−i
2
[JκDFκλJ

λ]

}
とすれば良い．実際このとき，生成汎関数から導かれる 2点 Green関数が光子伝播関数となること(

1

i

)2
δ2Z0[Jκ]

δJµ(x)δJν(y)

∣∣∣∣∣
0

= iD µν
F (x− y)

が保証される．

13.2.3について

■式 (13.88)について

X[Jκ] =−
1

2

∫
d4xd4x′

{
A′
µ(x) +

∫
d4yK−1

µλ (x, y)J
λ(y)

}
×Kµν(x, x′)

{
A′
ν(x

′) +

∫
d4y′K−1

νρ (x
′, y′)Jρ(y′)

}
+

∫
d4xJκ(x)

{
A′κ(x) +

∫
d4yK−1κ

λ(x, y)J
λ(y)

}
=− 1

2
[A′

µK
µνA′

ν ]

− 1

2

∫
d4xd4x′d4y′Kµν(x, x′)K−1

νρ (x
′, y′)A′

µ(x)J
ρ(y′)

− 1

2

∫
d4xd4x′d4yK−1

µλK
µν(x, x′)A′

ν(x
′)Jλ(y)

− 1

2

∫
d4xd4x′d4yd4y′K−1

µλ (x, y)K
µν(x, x′)K−1

νρ (x
′, y′)Jλ(y)Jρ(y′)

+

∫
d4xJκ(x)A

κ(x) + [JκK−1
κλ J

λ]

において式 (13.86)を用いると，最右辺の 2,3行目はいずれも 1
2

∫
d4xJκ(x)A

κ(x)となるので，5行目の第 1

項と相殺する．また最右辺の 4行目は −1
2 [J

κK−1
κλ J

λ]となるので，式 (13.88):

X[Jκ] =
1

2
[JκK−1

κλ J
λ]− 1

2
[A′

µK
µνA′

ν ]

を得る．

■式 (13.92)について 指示に従い式 (13.86)を

δµτ

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−x

′′) =

∫
d4x′{−gµνδ(4)(x− x′)□x′}

∫
d4k

(2π)4
Dντ (k)e

−ik·(x′−x′′)

=− gµν□x
∫

d4k

(2π)4
Dντ (k)e

−ik·(x−x′′)

=

∫
d4k

(2π)4
Dµ

τ (k)k
2e−ik·(x−x

′′)

と書き換えると，式 (13.92):Dµν(k) = gµν/k2 を得る．
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13.2.4 自由なスピノル場

自由電磁場の生成汎関数の場合と同様の方法により，自由なスピノル場に対する経路積分表式 (13.80a):

Z0[σ, σ̄] =
1

N2

∫
Dψ̄Dψ exp(iX[σ, σ̄])

が，正準形式における表式 (12.110c):

Z0[σ, σ̄] = exp (−i[σ̄SFσ])

に一致することを示した (証明は下記)．

13.2.4節 (証明)

対称な波動演算子
K(x, x′) = δ(4)(x− x′)(i/∂x′ −m)

を用いると

X[σ, σ̄] =

∫
d4xd4x′ψ̄(x)K(x, x′)ψ(x) +

∫
d4x{ψ̄(x)σ(x) + σ̄(x)ψ(x)} (13.96)

と書ける．逆演算子K−1(x′, x′′)を∫
d4x′K(x, x′)K−1(x′, x′′) = −δ(4)(x− x′′) (13.98)

で定義し，シフトした場

ψ′(x) =ψ(x)−
∫

d4x′K−1(x, x′)σ(x′), (13.99a)

ψ̄′(x) =ψ̄(x)−
∫

d4x′σ̄(x′)K−1(x′, x) (13.99b)

を導入して Z0[Jκ]の場合と同様の計算を繰り返すと，

Z0[σ, σ̄] = exp
{
i[σ̄K−1σ]

}
(13.100)

を得る［本稿次節で確認］．K−1 を定めるために

K−1(x′, x′′) =

∫
d4p

(2π)4
S(p)e−ip·(x

′−x′′)

と Fourier展開し，これを上式 (13.98)に代入すると，Fourier成分は

S(p) = − /p+m

p2 −m2
(13.102)

と求まる［本稿次節で補足］．これは p0 = ±
√
p2 +m2 に特異点を持ち，適正な解を得るには

S(p) = − /p+m

p2 −m2 + iε
, ∴ K−1(x, x′) = −SF(x− x′), ∴ Z0[σ, σ̄] = exp {−i[σ̄SFσ]}

とすれば良い．実際，このとき生成汎関数から導かれる 2点 Green関数は自由フェルミオン伝播関数になる

こと

(−1)
(
1

i

)2
δ2Z[σ, σ̄]

δσ̄(y)δσ(z)

∣∣∣∣∣
0

= iSF(y
z)

が保証される．
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13.2.4について

■式 (13.100)について 式 (13.96)右辺第 1項の被積分関数における ψの引数 xは x′ としても構わない．そ

のように式 (13.96)を修正した後，式 (13.99)を代入すると

X[σ, σ̄] =

∫
d4xd4x′

{
ψ̄′(x) +

∫
d4yσ̄(y)K−1(y, x)

}
×K(x, x′)

{
ψ′(x′) +

∫
d4y′K−1(x′, y′)σ(y′)

}
+

∫
d4x

[{
ψ̄′(x) +

∫
d4yσ̄(y)K−1(y, x)

}
σ(x) + σ̄(x)

{
ψ̄′(x′) +

∫
d4y′K−1(x′, y′)σ(y′)

}]
=[ψ̄′Kψ′]

+

∫
d4xd4x′d4y′ψ̄′(x)K(x, x′)K−1(x′, y′)σ(y′)

+

∫
d4xd4x′d4yσ̄(y)K−1(y, x)K(x, x′)ψ′(x′)

+

∫
d4xd4x′d4yd4y′σ̄(y)K−1(y, x)K(x, x′)K−1(x′, y′)σ(y′)

+

∫
d4xψ̄′(x)σ(x) + [σ̄K−1σ] +

∫
d4xσ̄(x)ψ′(x) + [σ̄K−1σ]

となる．ここで式 (13.98)を用いると，最右辺の 2,3行目はそれぞれ −
∫
d4xψ̄′(x)σ(x),−

∫
d4x′σ̄(x′)ψ′(x′)

となり，4行目は −[σ̄K−1σ]となるので

X[σ, σ̄] = [ψ̄′Kψ′] + [σ̄K−1σ]

を得る．これを生成汎関数の式 (13.80a)に代入すると

Z0[σ, σ̄] = exp(i[σ̄K−1σ])
1

N2

∫
Dψ̄Dψ exp(i[ψ̄′Kψ′])

となる．規格化条件 (13.80c):Z0[σ = 0, σ̄ = 0] = 1 を考慮して式 (13.100):

Z0[σ, σ̄] = exp(i[σ̄K−1σ])

を得る．

■式 (13.102)について 指示に従い式 (13.98)を

−
∫

d4p

(2π)4
e−ip·(x−x

′′) =

∫
d4x′{δ(4)(x− x′)(i/∂x′ −m)}

∫
d4p

(2π)4
S(p)e−ip·(x

′−x′′)

=

∫
d4p

(2π)4
S(p)(i/∂x −m)e−ip·(x−x

′′)

=

∫
d4p

(2π)4
S(p)(/p−m)e−ip·(x−x

′′)

と書き換えると，式 (13.102):S(p) = −1/(/p−m)を得る．
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13.3 摂動論

通常の応用のためには，生成汎関数の式 (13.74):

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

NI
exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄], Z0[Jκ, σ, σ̄] =

1

N0

∫
DADψ̄Dψ exp(iX0

′)

に基づき，指数関数を級数展開して eのベキによる摂動展開を得るよりも，以下で見るように直接，相互作用

を持つ系の Green関数を対象とし，これを自由場の Green関数に関係付けて級数に展開する方が容易である．

13.3.1 Wickの定理

相互作用する場の Green関数を

⟨Aµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · ·⟩ ≡ Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · )

と表記し，自由場の［すなわち相互作用項LIをゼロとした場合の］Green関数を ⟨Aµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · ·⟩0
と表す．これは自由場の生成汎関数

Z0[Jκ, σ, σ̄] = Z0[Jκ]Z0[σ, σ̄], Z0[Jκ] = exp

(
− i
2
[JµD

µν
F Jν ]

)
, Z0[σ, σ̄] = exp(−i[σ̄SFσ])

の汎関数微分

⟨Aµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · ·⟩0 = (−1)n̄
(
1

i

)n
δ(n)Z0[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x1) · · · δσ̄(y1) · · · δσ(z1) · · ·

∣∣∣∣
0

によって評価でき，例えば容易に確かめられるように

⟨Aµ(x)⟩0 = 0, ⟨ψ(x)⟩0 = 0, ⟨ψ̄(x)⟩0 = 0 (16)

である (下記参照)．また 2点 Green関数については

⟨AB⟩0 = AB (13.107)

となる (下記参照)．ただし場 A,B, · · · は電磁場 Aµ またはスピノル場 ψ, ψ̄ のいずれかである (以下同じ)．

QEDにおいてゼロにならない縮約は，光子伝播関数 iDµν
F (x)とフェルミオン伝播関数 iSF(x)だけである．

一般に自由場 Green 関数 ⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 は，場 A, · · · , Z が奇数個ならばゼロになり，偶数個な
らば

⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 = ABCD · · ·WXY Z +ABCD · · ·WXY Z + · · ·

となることを帰納的に証明し得る．ただし右辺は全ての場が縮約された全ての可能な項の和であり，任意の自

由場 Green関数は，光子伝播関数 iDµν
F (x)とフェルミオン伝播関数 iSF(x)だけで表されることになる．こ

れは T 積の真空期待値 ⟨0|T(ABCD · · ·WXY Z)|0⟩ にWick の定理を適用した結果 (12.16a) と一致してい

る．上の結果は経路積分形式の自由場 Green関数

⟨ABC · · ·⟩0 =
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0(ABC · · · ), X0 =

∫
d4xL0(x)

に対するWickの定理と見なされる．
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13.3.1節，式の導出など

■式 (16)について 例えば ⟨Aν(y)⟩0 について，

Z0[Jκ] = exp

{
− i
2
[JκDFκλJ

λ]

}
,

δZ0[Jκ]

δJν(y)
= exp

{
− i
2
[JκDFκλJ

λ]

}(
−i
2

)
δ

δJν(y)
[JκDFκλJ

λ] (17)

であり，第 2式右辺は汎関数微分の後に源 J が残るので

⟨Aν(y)⟩0 =
1

i
Z0[σ, σ̄]

δZ0[Jκ]

δJν(y)

∣∣∣∣
0

= 0

となる．

■2点 Green関数 (13.107)について 例えば A,B がともに電磁場の場合には

⟨Aµ(x)Aν(y)⟩0 =

(
1

i

)2
δ2Z0[Jκ]

δJµ(x)δJν(y)

∣∣∣∣
0

=

(
1

i

)2(−i
2

)
δ2

δJµ(x)δJν(y)
[JκDFκλJ

λ]

∣∣∣∣
0

=iD µν
F (x− y) = Aµ(x)Aν(y)

と計算できる［本稿次節で補足］．

13.3.1について

■2点 Green関数 ⟨Aµ(x)Aν(y)⟩0 の式 (p.353，l.9～11)について δZ0[Jκ]/δJν(y)の式 (17)(教科書 p.353，

l.6の式)をさらに Jµ(x)について汎関数微分する際，exp
{
− i

2 [J
κDFκλJ

λ]
}
を微分した項は最後に源をゼロ

にすると消えることを考慮している．

13.3.2 相互作用

相互作用する場の Green関数 ⟨ABC · · ·⟩は，以下のように自由場 Green関数に関係付けて評価できる．

⟨ABC · · ·⟩ = 1

N

∫
DADψ̄DψeiX(ABC · · · ) (∵ 式 (13.70))

=
1

N

∫
DADψ̄DψeiX0 exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

(
∵ X0 =

∫
d4x′L0(x

′)と LI(x)は交換

)
≡N0

N

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

⟩
0

,

N ≡
∫
DADψ̄DψeiX (13.2.1節)

=N0

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}⟩
0

,

(
N0 ≡

∫
DADψ̄DψeiX0 : (13.76)

)

∴ ⟨ABC · · ·⟩ =

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

⟩
0⟨

exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}⟩
0

.
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図 22 Green 関数 ⟨Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)⟩ に関わる
非連結ダイヤグラム

図 23 Green関数 ⟨Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)⟩への 1次の寄与

指数関数を級数展開すれば，Green関数の摂動展開が得られる．上式は正準形式における式 (12.8):

Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) = ⟨0|T{SA
µ(x) · · ·ψ(y) · · · ψ̄(z) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩

と似た関係であり，それと同様に分母は分子の摂動展開から現れる非連結の真空ダイヤグラムと正確に相殺す

るため，“連結 Green関数”を計算する際はそれらを無視して良い．

例として Green関数 ⟨Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)⟩を LI の 1次までの近似で計算すると，

⟨Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)⟩ =
⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)

⟩
0

(分母を無視した)

≃i
∫

d4x ⟨LI(x)A
µ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)⟩0 (LIのゼロ次の項はゼロ［本稿次節で補足］)

=ie

∫
d4x ⟨Aµ(x1)Aν(x)ψ(x2)[ψ̄(x)γνψ(x)]ψ̄(x3)⟩0

=ie

∫
d4xAµ(x1)A

ν(x)ψ(x2)ψ̄(x)γνψ(x)ψ̄(x3)

+ ie

∫
d4xAµ(x1)A

ν(x)ψ(x2)ψ̄(x)γνψ(x)ψ̄(x3) (Wickの定理)

となる．最右辺第 1項は図 22の非連結ダイヤグラムに対応するため，省くことができる．最右辺第 2項，す

なわち

ie

∫
d4xiDµν

F (x1 − x)iSF(x2 − x)γνiSF(x− x3) (13.118)

は図 23のダイヤグラムで表され，正準形式における結果に一致している．

13.3.2について

■p.355，1番下の式 ⟨Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)⟩0 = ⟨Aµ(x1)⟩0 ⟨ψ(x2)ψ̄(x3)⟩0 = 0について

⟨Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)⟩0

=
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0Aµ(x1)ψ(x2)ψ̄(x3)

=

[
1

N1

∫
DA exp

{
− i
2
(∂λAν)(∂

λAν)

}
Aµ(x1)

] [
1

N2

∫
Dψ̄Dψ exp{iψ̄(i/∂ −m)ψ}ψ(x2)ψ̄(x3)

]
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と分解したとき，電磁場に関する部分は

⟨Aµ(x1)⟩0 =
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0Aµ(x1) = 0

ではなく，
1

i

δZ0[Jκ]

δJµ(x1)

∣∣∣∣
0

= 0

であると考えられる．いずれにせよ上式はゼロとなる．

13.4 ゲージ独立な量子化？

ここまでは電磁場のラグランジアン密度 L = −1
4FµνF

µν の代わりに，Lorentz ゲージ ∂µA
µ = 0 の下で

正準量子化に適した形 L = − 1
2 (∂νAµ)(∂

νAµ) を考えてきた．ここではゲージ不変なラグランジアン密度

L = −1
4FµνF

µν ［電磁場の強度 Fµν はゲージ不変］に対して，生成汎関数の経路積分表式

Z0[Jκ] =
1

NZ

∫
DA exp(iX[Jκ]), X[Jκ] =

∫
d4x

(
−1

4
FµνF

µν + JλA
λ

)
(ただし Z0[Jκ = 0] = 1)を考える．これは自由電磁場の生成汎関数に対する 13.2.3項の計算と同様の手法に

より，

Z0[Jκ] = exp

(
i

2
[JνK−1

ντ J
τ ]

)
(13.122)

と書き換えられる (導出は下記)．ただし

K−1
ντ (x, x

′) =

∫
d4k

(2π)4
Dντ (k)e

−ik·(x−x′), (gµνk2 − kµkν)Dντ (k) = δµτ (13.123)

である［本稿次節で補足］．［この関係が Lorentz変換に対して共変的であるためには，］Dντ (k)は 4元ベク

トル kµ だけに依存する［2階共変］Lorentzテンソルでなければならないが，その一般的な形

Dντ (k) = a(k2)gντ + b(k2)kνkτ

(ただし a(k2)と b(k2)は任意のスカラー関数)は上式を満たさない［本稿次節で補足］．これは“ゲージ固定”

を行わない限り生成汎関数を定義できず，径路積分法により電磁場を矛盾なく量子化することはできないこと

を意味している．

13.4節，式の導出など

■式 (13.122)の導出
Kµν(x, x′) = −δ(4)(x− x′)

[
gµν□x′ − ∂′µ∂′ν

]
を定義すると，作用は

X[Jκ] =

∫
d4x

{
−1

4
Fµν(x)F

µν(x) + Jκ(x)A
κ(x)

}
=
1

2

∫
d4xAµ(x) [gµν□x − ∂µ∂ν ]Aν(x) +

∫
d4xJκ(x)A

κ(x) ［本稿次節で補足］

=− 1

2

∫
d4xd4x′Aµ(x)K

µν(x, x′)Aν(x
′) +

∫
d4xJκ(x)A

κ(x)

と書き換えられる．ここから式 (13.122)を導く流れは，式 (13.85)から式 (13.90)を導く議論と同じである．
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13.4について

■p.357下から 2行目の式について

FµνF
µν =(∂νAµ − ∂µAν)(∂νAµ − ∂µAν)

=2{(∂νAµ)(∂νAµ)− (∂µAν)(∂
νAµ)}

において，最右辺第 1項の積分を部分積分した結果は式 (13.81)に与えられており，第 2項を部分積分すると

−(∂µAν)(∂νAµ) → Aµ∂ν∂µAν = Aµ∂ν∂µA
ν

と置き換わる．

■p.358の訂正 1行目の式の右辺第 2項において，JκAν → JκA
κ と訂正する．

積分核Kµν の式 (13.121)右辺の添字 µ, ν を上付きに訂正する．

(いずれも本稿では修正済み．)

■式 (13.123)の導出 今考えている式 (13.121)(上記のように訂正)の積分核Kµν に対して，式 (13.86)は

δµτ

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−x

′′) =

∫
d4x′{−δ(4)(x− x′)[gµν□x′ − ∂′µ∂′ν ]}

∫
d4k

(2π)4
Dντ (k)e

−ik·(x′−x′′)

=

∫
d4k

(2π)4
Dντ (k){−[gµν□x − ∂µ∂ν ]}e−ik·(x−x

′′)

=

∫
d4k

(2π)4
Dντ (k)(g

µνk2 − kµkν)e−ik·(x−x
′′)

を与えるので，式 (13.123):
(gµνk2 − kµkν)Dντ (k) = δµτ

を得る．

■「式 (13.124)が解になり得ず」(p.358，l.18)について 式 (13.124)を式 (13.123)に代入すると

(gµνk2 − kµkν)Dντ (k) = δµτk
2a(k2) + (k2)2b(k2)− kµkτa(k2)− k2kµkτ b(k2)

となる．これが δµτ となるように a(k2), b(k2)を選ぶことはできない．
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第 14章 量子色力学

QEDの場合 (13.4節)と同様，グルーオン場のゲージ不変なラグランジアン密度 (11.34):

LG = −1

4
GiµνG

µν
i

は量子化に適していない．量子化に適したラグランジアン密度の形は de Witt(ド・ウィット)によって見出さ

れ，後に Faddeev(ファデエフ)と Popov(ポポフ)が径路積分法により同じ結果を再現した．ここでは径路積

分による量子化を取り上げる．

• 14.1節　グルーオン場だけの力学に対して Faddeev-Popovの手続きを適用

– QCDの量子化の困難はもっぱらグルーオン場に由来

• 14.2節　クォークを含む理論へと一般化

• 14.3節　 QCDの摂動論

• 14.4節　 QCDの Feynman規則

• 14.5節　 QCDの理論の繰り込み可能性

14.1 グルーオン場

14.1.1 生成汎関数

8つのグルーオン場 Aκi (x)に関係する源を表す古典場 Jiκ(x)を導入し，グルーオン場の生成汎関数

Z[Jiκ] =
1

N

∫
DAeiX[Jiκ], X[Jiκ] =

∫
d4x(LG + JiκA

κ
i ) (14.3)

(ただし DA ≡
∏8
i=1

∏3
µ=0DA

µ
i (x)，規格化条件 Z[Jiκ = 0] = 1)を考えると，自由場に対しては

Gµνi = Fµνi , LG = −1

4
FiµνF

µν
i

であり［本稿次節で補足］，QEDの場合 (13.4節)と同様，上式 (14.3)は適正に定義された量とならない．

ここでも何らかのゲージ固定を行わなければ，生成汎関数 (14.3)を適正に定義することはできない．この

ことは次のように自然に説明できる．すなわち電磁場については 4成分のうち 2つの横波成分だけが独立で

あった［のと同様に，グルーオン場も全ての成分が独立ではない］にも関わらず，上記の積分は場の 4 成分

µ = 0, 1, 2, 3の全てに対して施される．よって余分の自由度に関する積分を取り除く措置が必要である．

しかしながらグルーオン場に対してはゲージ変換 (11.26b)が電磁場の場合よりも複雑であるために，一般

に Lorenz条件
∂µA

µ
i (x) = 0 (i = 1, 2, · · · , 8)

を課すことはできない．また無理に Lorenz条件を課したとしても，相互作用を考える際に矛盾が生じてくる

ことが知られている．そこで hi(x)を任意関数として，より一般的なゲージ条件

fi(A
µ
i (x)) ≡ ∂µA

µ
i (x)− hi(x) = 0 (i = 1, 2, · · · , 8) (14.7)

を課すことを考える．このような制約を与えると，生成汎関数においてラグランジアン密度が適切に修正され

た形に置き換わる［14.1.4節の式 (14.20)参照］．その厳密な証明は行わず，我々は最終的な結果の主要な特

徴がもっともらしいことを確かめるに留めることにする．
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14.1.1について

■「相互作用がない場合には，Gµνi (x)が Fµνi (x)に帰着し」(p.362，l.12)について 相互作用ラグランジア

ン密度 (11.28b)は結合 gs に比例することに注意し，G
µν
i (x)の式 (14.2)において gs = 0と置けば良い．

14.1.2 数学的な類推

ここでは Faddeev-Popovの手続きの［完全な説明を与える代わりに，その］雛形となる議論を行う．［生成

汎関数 (14.3)の代わりに］n変数 zk+1, · · · , zk+n にのみ依存する“作用”X に対して，積分

Z =

∫ (k+n∏
i=1

dzi

)
e−X

を考える．これを，余計な自由度に関する積分を取り除いた

Z =

∫ ( k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X

に置き換えた上で，再び元と同じ (k + n) 変数に関する等価な積分として表したい．そのためには，n 変数

zk+1, · · · , zk+n の値から z1, · · · , zk を定める条件

fi(z1, z2, · · · , zk+n) = 0 (i = 1, · · · , k)

を導入し，

Z =

∫ ( k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X =

∫ { k∏
i=1

∫
dfiδ(fi)

}(
k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X

=

∫ (k+n∏
i=1

dzi

)
e−X det

(
∂f

∂z

) k∏
i=1

δ(fi) (18)

と書き換えれば良い［(∂f/∂z)は (∂fi/∂zj)を (i, j)成分に持つ Jacobi行列］．Grassmann変数 θi, θ̃i に対し

て最右辺の Jacobi行列式 det(∂f/∂z)を公式 (13.53):

det

(
∂f

∂z

)
=

∫ ( k∏
i=1

dθidθ̃i

)
exp

−∑
i,j

θi
∂fi
∂zj

θ̃j


のように表せば (指数関数において

∑
i,j は添字 i, j それぞれの 1, · · · , k についての和)，最終的な結果として

Z =

∫ (k+n∏
i=1

dzi

)∫ ( k∏
i=1

dθidθ̃i

)
e−X̃

k∏
i=1

δ(fi), X̃ = X +
∑
i,j

θi
∂fi
∂zj

θ̃j

を得る．

14.1.2について

(k + n) 変数に関する積分 (14.9) がゲージ条件の制約を与える前の積分 (14.3) に対応すると考えられる．

そして本節の最終的な結果 (14.12)は元の形 (14.3)に対応する式 (14.9)ではなく，むしろ独立な自由度に関

する積分 (14.8)と等価である．このことから「生成汎関数が元の形 (14.3)と等価な内容を持」(p.363下から

3,2行目)たなければならないというのは，正確にはむしろ「同じ変数を用いるけれども」(14.1.3項，l.1)こ

れを適正な積分へと積極的に置き換えることを意味すると考えられる．
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14.1.3 Faddeev-Popovの方法

生成汎関数を式 (18)に類似の

Z[Jiµ] ∝
∫
DAeiX det

(
δfi
δωj

)( 8∏
i=1

δ[fi]

)
(14.14a)

に置き換え，さらに Grassmann場 ηi(x), η̃i(x)を導入して右辺の“汎関数行列式”を公式 (13.61)の一般化

にあたる関係

det

(
δfi
δωj

)
∝
∫
DηDη̃

{
i

∫
d4xd4x′ηi(x)

δfi
δωj

η̃j(x
′)

}
(14.14b)

(ただし DηDη̃ ≡
∏8
i=1DηiDη̃i) ［右辺の量は後述の汎関数微分 δfi/δωj に対する解釈の下で，曖昧さなしに

理解できる］によって与える．こうすれば少なくとも S行列要素の計算に関して，適正な生成汎関数が得られ

ることを Faddeevと Popovは示した．ここに δ[fi]は任意の汎関数 F [fi]に対して，δ 関数と類似の性質∫
DfiF [fi]δ[fi] = F [0] (19)

を満たすように定義された δ 汎関数である．この δ 汎関数があるため，ゲージ場 Aiµ(x)に関する汎関数積分

(14.14a)には，ゲージ条件 fi = 0を満たす場 A
(0)
iµ (x)のみが寄与する．したがって場 A

(0)
iµ (x)から任意の場

Aiµ(x) へのゲージ変換に対するゲージ関数 ω˜ ≡ [ω1, ω2, · · · , ω8] がゼロになる極限を考えれば十分である．

そこで汎関数微分を
δfi
δωj
≡ δfi(Aiµ(x))

δωj(x′)

∣∣∣∣
ω˜=0

(14.16)

と解釈する．以上の結果は前節の公式と似ているとは言え完全に正確な類推関係は成り立たず，導出は容易で

はないので，我々はこれを仮定として受け容れることにする．問題の難しさの一因として，今の場合，作用

(14.3b):X[Jiκ] =
∫
d4x(LG + JiκA

κ
i )がゲージ不変ではないということを強調しておく．

14.1.3について

■「ここで導入している場 ηi(x)，η̃i(x)はスカラー Grassmann場なので」(p.366，l.22)について これは (汎

関数)行列式の書き換えに，通常の汎関数積分に関する公式 (13.12):∫
Dϕ exp

{
−1

2
[ϕKϕ]

}
= (detK)−1/2

ではなく Grassmann場に関する汎関数積分 (13.61)に対応する式 (14.14b):∫
DθDθ̃e−[θAθ̃] = detA

を用いたことによる．そうしなければならない必然性はおそらく，通常の場 ϕに関する対応する式 (13.12)で

は Gauss型の汎関数積分と“行列式”の分母・分子が逆になるため不都合であるという点に求められる．
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14.1.4 ゲージ固定とゴースト場

生成汎関数における汎関数行列式を評価して，目障りな δ 汎関数があからさまには現れない，摂動論に適し

た形

Z[Jiκ] =
1

N

∫
DADηDη̃ exp

{
i

∫
d4x(L+ JiκA

κ
i )

}
, (14.20)

L =LG′ + Lg,

LG′ =− 1

4
GiµνG

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2, (14.22)

Lg =(∂µηi)[∂
µη̃i + gsfijkη̃jA

µ
k ] : ゴースト項 (14.17)

(ただし Z[Jiµ = 0] = 1)に書き換えることができる (導出は下記)．［これが 14.1.1節で予告した，ラグランジ

アン密度を修正した式である．］LG′ における付加的な項 −1
2 (∂µA

µ
i )

2 は“ゲージ固定項”と呼ばれる (14.1.5

節)．ここでゴースト場と呼ばれる場 ηi(x), η̃i(x)とグルーオン場の相互作用に関する項 Lg が現れていること
に注目する．ゴースト場 ηi(x), η̃i(x)はスカラーの Grassmann場であり，それ故スピン 0のフェルミオンを

記述する．スピンが半整数値をとらないフェルミオンはスピン-統計定理 (4.3節)を破るのでそのようなゴー

スト粒子は許されないけれど，14.3節で見るようにゴースト粒子は中間状態における仮想的な粒子の伝播関数

という形で寄与を持つ．ゴースト粒子はあくまで都合の良い人工的な概念であって，現実的な概念ではない．

実際このことを反映して，ゲージを適当に選べばゴースト粒子は理論から完全に取り除くことができる．

14.1.4節，式の導出など

■式 (14.20) の導出 まず汎関数行列式 (14.14b) を評価しよう．無限小の ω˜ に対するゲージ変換は式
(11.26b):

Aiµ(x) = A
(0)
iµ (x)− ∂µωi(x)− gsfijkωj(x)A(0)

kµ (x)

なので，
δAµi (x)

δωj(x′)

∣∣∣∣
ω˜=0

= − [δij∂
µ
x′ + gsfijkA

µ
k(x

′)] δ(4)(x− x′) (20)

が得られる［本稿次節で補足］．すると式 (14.7)，式 (14.16)とより

δfi
δωj

= −∂µx′ [δij∂
µ
x′ + gsfijkA

µ
k(x

′)] δ(4)(x− x′) (21)

となる．式 (14.14b)は上式 (21)を代入して部分積分を行うと，

det

(
δfi
δωj

)
∝
∫
DηDη̃ exp

{
i

∫
d4xLg

}
(22)

と書き換えられる［本稿次節で補足］．これを式 (14.14a)に代入すると，生成汎関数は

Z[Jiµ] ∝
∫
DADηDη̃ exp

{
i

∫
d4x(LG + Lg + JiκA

κ
i )

}
(14.18)

と表される．

次に δ 汎関数を含まない形に上式 (14.18)を書き換える．そのために，定数

C ≡
∫ (∏

i

Dhi

)
exp

{
− i
2

∑
i

(hi(x))
2

}
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を生成汎関数に掛けて

Z[Jiµ] ∝ CZ[Jiµ] ∝
∫ (∏

i

Dhi

)
Z exp

{
− i
2

∑
i

(hi(x))
2

}
(14.19)

としても良いことに注目する．ただし Z[Jiµ]はゲージ不変であり，関数 hi(x)の選び方に依存してはならな

いことに注意して，最右辺において Z を hi(x)に関する汎関数積分の中に入れた．上式 (14.19)に式 (14.18)

を代入し， ∫ (∏
i

Dhi

)
exp

{
− i
2

∫
d4x

∑
i

(hi(x))
2

}(∏
i

δ [∂µA
µ
i (x)− hi(x)]

)

=exp

{
− i
2

∫
d4x

∑
i

(∂µA
µ
i (x))

2

}
(iについて和をとる) (23)

［本稿次節で補足］を用いて δ 汎関数 δ[fi]を消すと式 (14.20)が導かれる［本稿次節で補足］．

14.1.4について

■汎関数微分の式 (20)(教科書 14.1.4節，l.5)について

δ

δωj(x′)
gsfilkωl(x)A

(0)µ
k (x)

∣∣∣∣
ω˜=0

=gsfilkδljδ
(4)(x− x′)[A(0)µ

k (x′)]ω˜=0

=gsfijkA
µ
k(x

′)δ(4)(x− x′).

■汎関数行列式 (22)(教科書 14.1.4節，l.10)について 微分演算子が δ 関数にかかっているため，

det

(
δfi
δωj

)
∝
∫
DηDη̃ exp

[
i

∫
d4xd4x′ηi(x){−∂µx′ [δij∂

µ
x′ + gsfijkA

µ
k(x

′)]δ(4)(x− x′)}η̃j(x′)
]

=

∫
DηDη̃ exp

[
i

∫
d4xηi{∂µ(δij∂µ + gsfijkA

µ
k)}η̃j

]
=

∫
DηDη̃ exp

[
i

∫
d4x{(∂µηi)η̃i + gsfijkA

µ
k∂µ(ηiη̃j)}

]
としてはいけないことに注意する．

14.1.4節，l.5，l.7の式 (それぞれ，本稿の式 (20)，式 (21))の代わりに

δAµi (x)

δωj(x′)
=− {δij∂µ + gsfijkA

µ
k(x)}δ

(4)(x− x′),

∴ δfi
δωj

=− ∂µ[{δij∂µ + gsfijkA
µ
k(x)}δ

(4)(x− x′)]

と書いた方が便利である．δ関数にかかる微分を取り除くように xについて 2回部分積分すると，式 (14.14b)
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の指数は次のように計算できる．

− i
∫

d4xd4x′ηi(x)[∂µ{δij∂µ + gsfijkA
µ
k(x)}δ

(4)(x− x′)]η̃j(x′)

=i

∫
d4xd4x′(∂µηi(x))[{δij∂µ + gsfijkA

µ
k(x)}δ

(4)(x− x′)]η̃j(x′)

=i

∫
d4xd4x′{(−∂µ∂µηi(x))η̃i(x′) + (∂µηi(x))gsfijkη̃j(x

′)Aµk(x)}δ
(4)(x− x′)

=i

∫
d4x{(−∂µ∂µηi)η̃i + (∂µηi)gsfijkη̃jA

µ
k}.

最後に最右辺の被積分関数第 1項を再び部分積分すると (この手順は 2度手間ではなく，必要な措置である)，

i

∫
d4x(∂µηi)(∂

µη̃i + gsfijkη̃jA
µ
k)

となるので，汎関数行列式 (p.367，l.10)およびゴースト項 (14.17)を得る．

■δ 汎関数 δ[fi]を消去するための式 (23)(教科書 p.368，l.10,11)について 14.1.3節の δ 汎関数を定義する

式 (19)(教科書 p.366，l.4)による．

■式 (14.20)について 式 (14.19)に式 (14.18)を代入すると

Z[Jiκ] ∝
∫
DADηDη̃ exp

{
i

∫
d4x(LG + Lg + JiκA

κ
i )

}∫ (∏
i

Dhi

)
exp

{
− i
2

∫
d4x

∑
i

h 2
i

}(∏
i

δ[fi]

)

=

∫
DADηDη̃ exp

[
i

∫
d4x

{
LG + Lg + JiκA

κ
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2

}]
: (14.20)

を得る．

14.1.5 電磁場の再検討

［最後になるが，Faddeev-Popovの方法の試金石としてこれを電磁場に適用し，すでに得られている結果を

再現できるかを検討しよう．］Faddeev-Popovの手続きを電磁場に適用した場合の生成汎関数は，η(x), η̃(x)

をゴースト場としてグルーオン場の生成汎関数と類似の式 (fijk に比例する項は不要となる)

Z[Jµ] =
1

N

∫
DADηDη̃ exp

{
i

∫
d4x(L+ Lg + JκA

κ)

}
(
L = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(∂µA

µ)2, Lg = (∂µη)(∂
µη̃)

)
=

1

N ′

∫
DA exp

{
i

∫
d4x(L+ JκA

κ)

}
(

1

N ′ =
1

N

∫
DηDη̃ exp

(
i

∫
d4xLg

))
で与えられる．これを通常の Lorentzゲージを用いた場合の生成汎関数 (13.79):

Z[Jκ] =
1

N1

∫
DAeiX[Jκ], X[Jκ] =

∫
d4x

{
−1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ) + JκA
κ

}
と比べると，ラグランジアン密度は作用に寄与を持たない 4元発散だけ異なるので，両者は同じものであるこ

とが分かる．
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14.2 クォークの導入

クォークを含むようにこれまでの理論を拡張しよう．QEDにおいてはじめに荷電レプトンのうち電子-陽電

子だけを考えたのと同様に，簡単のために全体を通じて対象とするクォークの香りを 1種類に限定し，香りの

添字 f を省くことにする．

14.2.1 QCDのラグランジアン

• グルーオン場と相互作用するクォークのラグランジアン密度 (11.28):

Lq = ψ̄a(i /Dab −mδab)ψb, Dµ
ab = δab∂

µ +
i

2
gs(λj)abA

µ
j .

– 繰り返されたクォークの色の添字 a, b, · · · = r, g, bについて和をとる．

i, j, · · · = 1, 2, · · · , 8はグルーオンの色電荷の添字．
• 純粋なグルーオン場のラグランジアン密度 (14.22):

LG′ = −1

4
GiµνG

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2.

– 等価的に

−1

4
FiµνF

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2 → −1

2
(∂νAiµ)(∂

νAµi ). (問題 5.1)

• ゴースト場のラグランジアン密度 (14.17):

Lg = (∂µηi)(∂
µη̃i + gsfijkη̃jA

µ
k).

これらを足し合わせた全ラグランジアン密度は

L =LG′ + Lq + Lg
=L0 + LI,

L0 =− 1

2
(∂νAiµ)(∂

νAµi ) + ψ̄a(i/∂ −m)ψa + (∂µηi)(∂
µη̃i),

LI =−
1

2
gsψ̄aγµ(λj)abψbA

µ
j + gsfijkAiµAjν∂

µAνk −
1

4
g 2
s fijkfilmA

µ
jA

ν
kAlµAmν + gsfijk(∂µηi)η̃jA

µ
k

(14.32)

である (gs = 0とおくと LI = 0)．

14.2.1について

■クォークのラグランジアン密度

Lq =
∑
f

Ψ̄f (i /D −mf )Ψ
f =

∑
f

∑
a,b=r,g,b

ψ̄fa (i /D −mf )abψ
f
b : (11.28a)

→
∑

a,b=r,g,b

ψ̄a(i /D −m)abψb : (14.27).
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■ラグランジアン密度の自由場項 (14.30)と相互作用項 (14.31)への分解について

LG′ =− 1

4
GiµνG

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2

=−1

4
FiµνF

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2 + gsfijkAiµAjν∂
µAνk −

1

4
g 2
s fijkfilmA

µ
jA

ν
kAlµAmν , (∵ LGの式 (11.37))

Lq =ψ̄a(i /Dab −mδab)ψb

=ψ̄a(i/∂ −m)ψa −
1

2
gsψ̄aγµ(λj)abψbA

µ
j ,

Lg =(∂µηi)(∂
µη̃i + gsfijkη̃jA

µ
k)

において青字で示した項が p.371，l.9,10の自由場項 L0 を成し，gs を含む残りの項が式 (14.31)の相互作用

項 LI を形成する．

14.2.2 生成汎関数

生成汎関数 クォーク場 ψ̄a, ψa に対応する Grassmann源 σa, σ̄a に加え，

ゴースト場 η, η̃ に対応する Grassmann源 Si, S̃i を導入し，源による作用

LS = JiκA
κ
i + σ̄aψa + ψ̄aσa + Siηi + S̃iη̃i

を定義する．生成汎関数は径路積分

Z[Jiκ, σa, σ̄a, Si, S̃i] =
1

N

∫
DADψ̄DψDηDη̃eiX

′
, X ′ =

∫
d4x(L0 + LI + LS)

によって与えられる．

• a = r, g, bを色の添字，α = 0, · · · , 3をスピノル添字として，
クォーク場の積分は Dψ̄Dψ ≡

∏
a

∏
αDψ̄a,αDψa,α．

• 規格化条件　 Z[0, 0, 0, 0, 0] = 1．

Green関数 QEDの場合と同様，

• ゴースト場を除くクォーク場とグルーオン場の Green関数

⟨Aµi (x1) · · ·ψa(y1) · · · ψ̄b(z1) · · ·⟩ =(−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ

δJiµ(x1) · · · δσ̄a(y1) · · · δσb(z1) · · ·

∣∣∣∣
0

(nは全ての場の数，̄nは随伴クォーク場ψ̄bの数)

=
1

N

∫
DADψ̄DψDηDη̃{eiXAµi (x1) · · ·ψa(y1) · · · ψ̄b(z1) · · · }.

• ゴースト場を含む Green関数

(物理的な過程にゴースト粒子は現れないが，摂動論を構築するときに有用)

⟨Aµi (x1) · · · η̃j(y1) · · · ηk(z1) · · ·⟩ =
(
1

i

)n
δnZ

δJiµ(x1) · · · δS̃j(y1) · · · δSk(z1) · · ·

∣∣∣∣∣
0

.

• 運動量空間の Green関数 ⟨A1(q1) · · ·An(qn)⟩
(A1(x1), · · · , An(xn)は任意のクォーク場やグルーオン場の組合せ［ゴースト場も含めて良い］)
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(2π)4δ(4)(q1+· · ·+qn) ⟨A1(q1) · · ·An(qn)⟩ =
∫

d4x1 · · ·d4xn

(
n∏
i=1

e−iqi·xi

)
⟨A1(x1) · · ·An(xn)⟩ .

これは各運動量変数を内向きに定義したことになる．

［実際このように解釈すれば，例えば図 14.2(p.378)のダイヤグラムに対して

δ 関数 δ(k + p+ p′)は正しい保存則 p+ k = −p′ を表す．12.1節のノートも参照．］

14.2.3 自由場

相互作用項 LI をゼロと置いた自由場の生成汎関数

Z0[Jiκ, σa, σ̄a, Si, S̃i] =
1

N0

∫
DADψ̄DψDηDη̃eiX0

′
, X0

′ =

∫
d4x(L0 + LS)

(ただし Z0[0, 0, 0, 0, 0] = 1)は，

• 自由なグルーオン場の生成汎関数

Z0[Jiκ] =
1

N1

∫
DAeiX[Jiκ], X[Jiκ] =

∫
d4x

{
−1

2
(∂νAiµ)(∂

νAµi ) + JiκA
κ
i

}
• 自由なクォーク場の生成汎関数

Z0[σa, σ̄a] =
1

N2

∫
Dψ̄DψeiX[σa,σ̄a], X[σa, σ̄a] =

∫
d4x

{
ψ̄a(i/∂ −m)ψa + σ̄aψa + ψ̄aσa

}
• 自由なゴースト場の生成汎関数

Z0[Si, S̃i] =
1

N3

∫
DηDη̃eiX[Si,S̃i], X[Si, S̃i] =

∫
d4x

{
(∂µηi)(∂

µη̃i) + Siηi + S̃iη̃i

}
(ただし Z0[Jiκ = 0] = 1，Z0[σa = 0, σ̄a = 0] = 1，Z0[Si = 0, S̃i = 0] = 1)として，

Z0[Jiκ, σa, σ̄a, Si, S̃i] = Z0[Jiκ]Z0[σa, σ̄a]Z0[Si, S̃i]

と分解される．

各自由場の生成汎関数は QEDの場合と同様，次のように評価される．

• 自由なグルーオン場の生成汎関数

Z0[Jiκ] = exp

(
− i
2
[JiκD

κλ
FijJjλ]

)
, Dκλ

Fij(x) = δijD
κλ
F (x) : グルーオンの伝播関数．

• 自由なクォーク場の生成汎関数

Z0[σa, σ̄a] = exp (−i[σ̄aSFabσb]) , SFab(x) = δabSF(x) : クォークの伝播関数．

• 自由なゴースト場の生成汎関数

Z0[Si, S̃i] = exp
(
−i[Si∆FijS̃j ]

)
, ∆Fij(x) = δij∆F(x) : ゴースト (粒子)の伝播関数．

– ただし∆F(x)は中間子伝播関数 (3.59)において質量をゼロとおいたものである．

［ゴーストの伝播関数の導出は問題 14.3．］
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14.3 摂動論

［強い相互作用では摂動論が良い近似にならない (第 11章の序文)という事情はあれど，理論的に摂動展開

を考えることは可能である．特に短距離の相互作用に関しては，漸近的自由性により摂動論を利用することが

可能となる (15.4節)．］

14.3.1 Wickの定理と伝播関数

A,B,C, · · · をクォーク場，グルーオン場，ゴースト場の任意の組合せとすると，QEDの場合と同様，自由

場の Green関数 ⟨ABC · · ·⟩0 は場 A,B,C, · · · が奇数個のときゼロになり，偶数個のときWickの定理

⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 = ABCD · · ·WXY Z +ABCD · · ·WXY Z + · · ·

から評価される．ここでゼロにならない縮約は

Aµi (x)A
ν
j (y) =A

ν
j (y)A

µ
i (x) = iDµν

Fij(x− y) : グルーオン場の伝播関数， (14.52a)

ψa(x)ψ̄b(y) =− ψ̄b(y)ψa(x) = iSFab(x− y) : クォーク場の伝播関数， (14.52b)

η̃i(x)ηj(y) =− ηj(y)η̃i(x) = i∆Fij(x− y) : ゴーストの伝播関数 (14.52c)

に限られる．

14.3.2 摂動展開

QEDの場合と同様，［14.2.2節，14.2.3節の結果により］QCDの相互作用ラグランジアン密度 LI に対し

て Green関数は

⟨ABC · · ·⟩ =

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

⟩
0⟨

exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}⟩
0

と表される．指数関数を級数展開してWickの定理を適用すると，摂動展開が得られる．ここでも分母の非連

結ダイヤグラムは分子から現れる非連結ダイヤグラムと相殺するため，連結 Green関数を計算する際には分

母を無視して良い．

14.3.3 結節点因子

1次の摂動論では

⟨ABC · · ·⟩ = i

∫
d4x ⟨LI(x)(ABC · · · )⟩0 (14.54)

となる［QED の場合と同様，LI のゼロ次の項はゼロとなる］．Wick の定理を適用したときに

⟨LI(x)(ABC · · · )⟩0 がゼロにならない場の組合せ A,B,C, · · · を持つ Green 関数を計算すると，以下

のように関連する結節点因子が得られる．［単一種類の結節点に因子 ieγµ を充てれば良い QEDと違って，以

下に見るように QCDでは，異なる結節点に応じて異なる因子を充てなければならない．］

■クォーク-グルーオン結節点 Green関数 ⟨Aνi (x1)ψc(x2)ψ̄d(x3)⟩は 1次の摂動論において

⟨Aνi (x1)ψc(x2)ψ̄d(x3)⟩ = −
i

2
gs

∫
d4iDµν

F (x1 − x)iSF(x2 − x)γµ(λi)cdiSF(x− x3) (14.56)
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と計算され (導出は下記)，対応する運動量空間の Green関数は

⟨Aνi (k)ψc(p′)ψ̄d(p)⟩ = iDµν
F (k)iSF(p+ k)[−igs(Ti)cdγµ]iSF(p), Ti ≡

λi
2

(14.57)

となる［本稿「14.3.3について」の節を参照］．これは図 24の Feynmanグラフにおいて，Green関数の脚に

光子伝播関数 iDµν
F (k)とフェルミオン伝播関数 iSF(p + k), iSF(p)を充て［グルーオンとクォークの伝播関

数ではない］，結節点因子として
−igs(Ti)cdγµ

を充てれば得られる．

■3グルーオン結節点 Green関数 ⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)⟩は 1次の摂動論において

⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)⟩ = igsgµσgντflmn

∫
d4xiDσα

F (x− x1)iDτβ
F (x− x2)∂µx iD

νγ
F (x− x3) + · · ·

と計算される．ただし · · · は添字と引数の組 (l, α, x1), (m,β, x2), (n, γ, x3)を入れ替えて得られる項を表す．

対応する運動量空間の Green関数は

⟨Aαl (k1)Aβm(k2)A
γ
n(k3)⟩ =gsflmnVστνiDσα

F (k1)iD
τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3), (14.67)

Vστν ≡[gντ (k3 − k2)σ + gσν(k1 − k3)τ + gτσ(k2 − k1)ν ]

となる (以上の導出は下記)．これは図 25の Feynmanグラフにおいて，Green関数の脚に光子伝播関数

iDσα
F (k1), iDτβ

F (k2), iDνγ
F (k3)

を充て［グルーオンの伝播関数ではない］，結節点因子として

gsflmnVστν

を充てれば得られる．

図 24 クォーク-グルーオン結節点
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図 25 3グルーオン結節点

■4グルーオン結節点 1次の摂動論における Green関数 ⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)A

δ
o(x4)⟩に対応する運動量

空間の Green関数は

⟨Aαl (k1)Aβm(k2)A
γ
n(k3)A

δ
o(k4)⟩

=− ig 2
s FlmnoVλµνσiD

λα
F (k1)iD

µβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)iD

σδ
F (k4), (14.69)

FlmnoVλµνσ

≡filmfino(gλνgµσ − gµνgλσ) + finmfilo(gνλgµσ − gµλgνσ) + filnfimo(gλµgνσ − gνµgλσ)

と計算される［本稿「14.3.3について」の節で補足］．これは図 26の Feynmanグラフにおいて，Green関数

の脚に光子伝播関数
iDλα

F (k1), iDµβ
F (k2), iDνγ

F (k3), iDσδ
F (k4)

を充て［グルーオンの伝播関数ではない］，結節点因子として

−ig 2
s FlmnoVλµνσ

を充てれば得られる．

■ゴースト-グルーオン結節点 1次の摂動論における Green関数 ⟨Aαl (x1)η̃m(x2)ηn(x3)⟩に対応する運動量
空間の Green関数は

⟨Aαl (k1)η̃m(k2)ηn(k3)⟩ = gsflmnk2µiD
µα
F (k1)i∆F(k2)i∆F(k3) (14.71)

と計算される［本稿「14.3.3について」の節で補足］．これは図 27の Feynmanグラフにおいて，Green関数

の脚に光子伝播関数 iDµα
F (k1) ［グルーオンの伝播関数ではなく］とゴーストの伝播関数 i∆F(k2), i∆F(k3)

を充て．結節点因子として
gsflmnk2µ

を充てれば得られる．
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図 26 4グルーオン結節点

図 27 ゴースト-グルーオン結節点

14.3.3節，式の導出など

■式 (14.56) の導出 場の演算子を ABC · · · = Aνi (x1)ψc(x2)ψ̄d(x3) と選ぶと，1 次 Green 関数 (14.54) に

は，相互作用ラグランジアン (14.32)の最初の項だけが寄与を持つので［本稿次節で補足］，

⟨Aνi (x1)ψc(x2)ψ̄d(x3)⟩ =−
i

2
gs

∫
d4xF,

F = ⟨[ψ̄a(x)γµ(λj)abψb(x)]Aµj (x)A
ν
i (x1)ψc(x2)ψ̄d(x3)⟩0

= ⟨Aµj (x)A
ν
i (x1)ψc(x2)[ψ̄a(x)γµ(λj)abψb(x)]ψ̄d(x3)⟩0

となる．ここから QEDにおける連結 Green関数 (13.118)［13.3.2節］の導出と全く同様の計算を行うと，式

(14.56)を得る［本稿次節で補足］．
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■式 (14.67)の導出 場の演算子を ABC · · · = Aαl (x1)A
β
m(x2)A

γ
n(x3)と選ぶと，1次 Green関数 (14.54)に

は，相互作用ラグランジアン (14.32)の第 2項だけが寄与を持ち，

⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)⟩ =igsfijkgµσgντ

∫
d4xF, (14.60a)

F = ⟨Aσi (x)Aτj (x)∂µxAνk(x)Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)⟩0 (14.60b)

となる．上式 (14.60b) に Wick の定理を適用すると，場 Aαl (x1), A
β
m(x2), A

γ
n(x3) を相互作用項の中の場

Aσi (x), A
τ
j (x), A

ν
k(x)と縮約する方法に応じて 3! = 6通りの寄与が生じる［本稿次節で補足］．これらは変数

(添字と引数)の組
(l, α, x1), (m,β, x2), (n, γ, x3) (14.61)

を入れ替えた違いしかないので，例えば 1つの項

F1 = Aσi (x)A
α
l (x1)A

τ
j (x)A

β
m(x2)∂

µ
xA

ν
k(x)A

γ
n(x3)

を評価すれば充分である．対応する Green関数 (14.60a)への寄与は，伝播関数因子 (14.52a)を用いて

⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)⟩1 = igsgµσgντflmn

∫
d4xiDσα

F (x− x1)iDτβ
F (x− x2)∂µx iD

νγ
F (x− x3) (24)

と表される［本稿次節で補足］．これを運動量空間に移すと

⟨Aαl (k1)Aβm(k2)A
γ
n(k3)⟩1 = gsgµσgντflmnk

µ
3 iD

σα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3) (14.64)

となる (k1 + k2 + k3 = 0)［本稿次節で補足］．運動量空間では上式 (14.64)において，式 (14.61)に対応して

変数の組
(l, α, k1), (m,β, k2), (n, γ, k3) (14.65)

を入れ替えた項を合わせれば，Green関数 (14.67)が得られる［本稿次節で補足］．

14.3.3について

■「式 (14.32)の最初の項だけが式 (14.54)へ寄与を持ち」(p.377下から 6行目)について 同時刻縮約の項

は非連結ダイヤグラムを作るため，ここでも除かれる．このことは一般化されたWickの定理 (6.38)の径路

積分形式における表現と見なせるかもしれない．同じ理由により式 (14.55b)において，ψ̄a(x)と ψb(x)を縮

約した項も省略して良い．

■連結 Green関数の式 (14.56)について

F =Aµj (x)A
ν
i (x1)ψc(x2)ψ̄a(x)γµ(λj)abψb(x)ψ̄d(x3)

={iδijDµν
F (x− x1)}{iδcaSF(x2 − x)}γµ(λj)ab{iδbdSF(x− x3)}

=iDµν
F (x− x1)iSF(x2 − x)γµ(λi)cdiSF(x− x3).

「iSFab(p) = iSF(p)δab や iDµν
Fij(k) = iδijD

µν
F (k)のような伝播関数因子を充てるときには，我々は常套的に

a = b, i = j と置いて Kroneckerのデルタを省く」(p.378，l.13～15)とあるが，ここで行った計算のように

Kroneckerのデルタを消費してしまえば，既に Kroneckerのデルタは不要であり，グルーオンやクォークの

伝播関数の代わりに光子伝播関数 Dµν
F とフェルミオン伝播関数 SF を充てれば良い．あるいは Kroneckerの

デルタは色や色電荷の保存を表しており，あらかじめ保存則を満たす過程のみを考えて Kroneckerのデルタ

を省いたと考えても良い．
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■運動量空間の Green関数 (14.57)について∫
d4x1d

4x2d
4x3e

−ik·x1e−ip
′·x2e−ip·x3 ⟨Aνi (x1)ψc(x2)ψ̄d(x3)⟩

=− i

2
gs

∫
d4x

[∫
d4x1e

−ik·x1iDµν
F (x1 − x)

] [∫
d4x2e

−ip′·x2iSF(x2 − x)
]
γµ(λi)cd

[∫
d4x3e

−ip·x3iSF(x− x3)
]

=− i

2
gs

[∫
d4xe−i(k+p

′+p)·x
]
iDµν

F (−k)iSF(−p′)γµ(λi)cdiSF(p)

=(2π)4δ(4)(k + p+ p′)iDµν
F (k)iSF(p+ k)

[
− igs

2
(λi)cdγµ

]
iSF(p)

より，運動量空間の Green関数は式 (14.57)のように同定される．

■Ti の式 (14.58d)について 色演算子 (11.11a):F̂i =
1
2λi と同一である．

■「……縮約をつくる 3!通りの方法」(p.380，l.4,5)について 連結 Green関数を得るには，引数が xの 3つ

の場を，いずれも引数の異なる場 Aαl (x1), A
β
m(x2), A

γ
n(x3)のいずれかと縮約しなければならない．

■Green関数への F1 の寄与 (24)(教科書の p.380，l.13,14)について

F1 ={δiliDσα
F (x− x1)}{δjmiDτβ

F (x− x2)}∂µx{δkniD
νγ
F (x− x3)},

∴ igsfijkgµσgντ

∫
d4xF1 =igsgµσgντflmn

∫
d4xiDσα

F (x− x1)iDτβ
F (x− x2)∂µx iD

νγ
F (x− x3).

■運動量空間の Green関数への F1 の寄与 (14.64)について∫
d4x1d

4x2d
4x3e

−ik1·x1e−ik2·x2e−ik3·x3 ⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)⟩1

=igsgµσgντflmn

×
∫

d4x

[∫
d4x1e

−ik1·x1iDσα
F (x− x1)

] [∫
d4x2e

−ik2·x2iDτβ
F (x− x2)

] [∫
d4x3e

−ik3·x3∂µx iD
νγ
F (x− x3)

]
=igsgµσgντflmn

[∫
d4xe−i(k1+k2+k3)·x

]
iDσα

F (k1)iD
τβ
F (k2)(−ik µ

3 )iDνγ
F (k3)

=(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3)gsgµσgντflmnk
µ

3 iDσα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)

なので，運動量空間の Green関数への寄与 ⟨Aαl (k1)Aβm(k2)A
γ
n(k3)⟩1 は式 (14.64)のように同定される．

■3グルーオン結節点を持つ運動量空間の Green関数 (14.67)について 式 (14.64)において添字と引数の組

(14.65)を入れ替えて得られる 3!通りの項を表 2にまとめる．

■4グルーオン結節点を持つ運動量空間の Green関数 (14.69)について

⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)A

δ
o(x4)⟩ =−

i

4
g 2
s fiprfistgλνgµσ

∫
d4xF,

F ≡⟨Aλp(x)Aµr (x)Aνs (x)Aσt (x)Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)A

δ
o(x4)⟩0 .

ここで上式の F に対してWickの定理を適用する際に，連結ダイヤグラムに関係する，異なる引数の場どう

しの縮約を作る方法は 4!通りあり，それらは

F1 ≡ Aλp(x)Aαl (x1)Aµr (x)A
β
l (x2)A

ν
s (x)A

γ
l (x3)A

σ
s (x)A

δ
l (x4)
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表 2 式 (14.64)において添字と引数の組 (14.65)を入れ替えて得られる 3!通りの項

(l, α, k1) (m,β, k2) (n, γ, k3) gsflmngντk3σiD
σα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)

(l, α, k1) (n, γ, k3) (m,β, k2) gsflnmgντk2σiD
σα
F (k1)iD

τγ
F (k3)iD

νβ
F (k2)

= −gsflmngντk2σiDσα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)

(m,β, k2) (l, α, k1) (n, γ, k3) gsfnmlgντk3σiD
σβ
F (k2)iD

τα
F (k1)iD

νγ
F (k3)

= −gsflmngσνk3τ iDσα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)

(m,β, k2) (n, γ, k3) (l, α, k1) gsfmnlgντk1σiD
σβ
F (k2)iD

τγ
F (k3)iD

να
F (k1)

= gsflmngσνk1τ iD
σα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)

(n, γ, k3) (l, α, k1) (m,β, k2) gsfnlmgντk2σiD
σγ
F (k3)iD

τα
F (k1)iD

νγ
F (k3)

= gsflmngτσk2νiD
σα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)

(n, γ, k3) (m,β, k2) (l, α, k1) gsfnmlgντk1σiD
σγ
F (k3)iD

τβ
F (k2)iD

να
F (k1)

= −gsflmngτσk1νiDσα
F (k1)iD

τβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)

において添字と引数の組

(l, α, x1), (m,β, x2), (n, γ, x3), (o, δ, x4)

を入れ替えて得られる．F1 の Green関数への寄与は

⟨Aαl (x1)Aβm(x2)A
γ
n(x3)A

δ
o(x4)⟩1

=− i

4
g 2
s fiprfistgλνgµσ

∫
d4xF1

=− i

4
g 2
s filmfinogλνgµσiD

λα
F (x− x1)iDµβ

F (x− x2)iDνγ
F (x− x3)iDσδ

F (x− x4)

と評価される．これを運動量空間に移すと

⟨Aαl (k1)Aβm(k2)A
γ
n(k3)A

δ
o(k4)⟩1 = − i

4
g 2
s filmfinogλνgµσiD

λα
F (k1)iD

µβ
F (k2)iD

νγ
F (k3)iD

σδ
F (k4)

となることは，式 (14.57)や式 (14.64)の導出との類似性から容易に推察される．これと添字および引数の組

(l, α, k1), (m,β, k2), (n, γ, k3), (o, δ, k4)

の入れ替えを行った 4!個の項を合わせて式 (14.69)が得られれば良いが，その確認を省略する．

■ゴースト-グルーオン結節点を持つ運動量空間の Green関数 (14.71)について

⟨Aαl (x1)η̃m(x2)ηn(x3)⟩ =igsfijk
∫

d4xF,

F ≡⟨(∂µηi(x))η̃j(x)Aµk(x)A
α
l (x1)η̃m(x2)ηn(x3)⟩0

=−Aµk(x)A
α
l (x1)(∂µηi(x))η̃m(x2)η̃j(x)ηn(x3)

=− δklδimδjniDµα
F (x− x1){−∂µi∆F(x2 − x)}i∆F(x− x3)
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であり，これに対応する運動量空間の Green関数 (14.71)は以下の計算から見出される．∫
d4x1d

4x2d
4x3e

−ik1·x1e−ik2·x2e−ik3·x3 ⟨Aαl (x1)η̃m(x2)ηn(x3)⟩

=igsflmn

∫
d4x

[∫
d4x1e

−ik1·x1iDµα
F (x− x1)

] [∫
d4x2e

−ik2·x2∂xµi∆F(x2 − x)
] [∫

d4x3e
−ik3·x3i∆F(x− x3)

]
=igsflmn

[∫
d4xe−i(k1+k2+k3)·x

]
iDµα

F (k1)(−ik2µ)i∆F(−k2)i∆F(k3)

=(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3)gsflmnk2µiD
µα
F (k1)i∆F(k2)i∆F(k3).

14.4 QCDの Feynman規則

我々は QCDに対する Feynman規則を理解できる段階に達した．まずは QEDの場合と類似した，以下の

規則 1–7が成立する．

1. 結節点に応じた因子

−igs(Ti)cdγµ, gsflmnVστν , −ig 2
s FlmnoVλµνσ, gsflmnk2µ

を充てる (図 24，図 25，図 26，図 27参照)．

2. グルーオン，クォーク，ゴーストの内線に，それぞれの伝播関数

iDFµν(k)δij , iSF(p)δab, i∆F(k)δij

を充てる［14.3節で述べた事情により Kroneckerのデルタを省くと，

代わりに光子，フェルミオン，中間子の伝播関数を充てることになる］．

3.（a）始状態のクォークの外線

に因子 uar(p)を充てる．

（b）終状態のクォークの外線

に因子 ūar(p)を充てる．

（c）始状態の反クォークの外線

に因子 v̄ar(p)を充てる．
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（d）終状態の反クォークの外線

に因子 var(p)を充てる．

（e）始状態のグルーオンの外線

に因子 εirα(k)を充てる．

（f）終状態のグルーオンの外線

に因子 ε∗irα(k)を充てる．

ここに

• pと kは外線粒子の 3次元運動量を表し，

r(= 1, 2)はクォークのスピン状態もしくはグルーオンの偏極状態を表す．

自由グルーオン場は自由電磁場と同じ方程式に従うため，

グルーオンの偏極としても横波 r(= 1, 2)だけが許容される．

• a(= r, g, b)はクォークの色状態を表し，i(= 1, 2, · · · , 8)はグルーオンの色電荷を表す．
4. 各クォーク線と，それらを接続する各結節点に付随するスピノル因子を，

相互に接続している一連のクォーク線を矢印の向きに辿る順序で右から左に並べる．

5. 閉じたクォーク線それぞれに関して対角和をとり，因子 (−1)を掛ける．
6. 結節点においてエネルギー・運動量の保存を成立させる．

エネルギー・運動量保存の要請の下でも固定されないパラメーターとして残る

内部 4元運動量 q それぞれに関して積分
∫

d4q

(2π)4
を施す．

このような内部運動量変数 q に関する積分は，閉じたループそれぞれにおいて生じる．

7. 位相因子 δP として +1または −1を掛ける．
これは外線 Grassmann場の順序を外線指数 (引数)の順序が適正になるように

並べ直すときに，Grassmann場同士の置換が必要な回数が偶数回ならば +1，

奇数回ならば −1とする．
★ これは QEDに対する Feynman規則 (7.3節)の規則 8に対応する．

さらに QCDに特有の次の規則が加わる．

8. 閉じたゴースト線それぞれに対して，因子 (−1)を掛ける．
★ これはクォークのループに対する規則 5の因子 (−1)と同じ起源を持つ．
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9. グルーオンの閉ループの各々に対して，適切な“対称性因子”S を掛ける．

ここでグルーオンのループを持つ図 28のグラフを取り上げ，規則 9の対称性因子について説明する．3グ

ルーオン結節点に因子 gsflmnVστν を充てると自動的に，3グルーオン結節点を生じる Green関数

⟨L3(x)A
α
l (x1)A

β
m(x2)A

γ
n(x3)⟩ , L3(x) ≡ gsfijkAiµ(x)Ajν(x)∂µAνk(x)

において L3 に含まれる 3つの場を Aαl (x1), A
β
m(x2), A

γ
n(x3)と縮約する 3!通りの方法を考慮したことになる

(14.3節)．図 28のグラフは 3グルーオン結節点を 2つ持つので，規則 1–8に従ってグラフに対応する因子を

充てると，(3!)2 通りの組合せを考慮したことになる．ところがこれから説明するように，これは組合せを余

分に重複して考慮していることになる．実際，図 28に対応する項は，2点 Green関数 ⟨Aαl (x)Aβm(y)⟩に由来
する

⟨L3(x1)L3(x2)A
α
l (x)A

β
m(y)⟩0

から現れる．図 28のように時空点 x1 を伝播関数によって点 xと繋ぎ，時空点 x2 を伝播関数によって点 y と

繋ぐには，L3(x1)に含まれる 3つの場から 1つを選んで Aαl (x)と縮約し，L3(x2)に含まれる 3つの場から 1

つを選んで Aβm(y)と縮約しなければならない．L3(x1)の残り 2つの場は L3(x2)の残り 2つの場のいずれか

と縮約しなければならず，その方法は 2通りである．よって正しい縮約の組合せの総数は 3× 3× 2 = 18通り

である．これは (3!)2 = 36の 1/2倍なので，この場合は対称性因子として S = 1/2を掛けなければならない．

14.5 QCDの繰り込み可能性

QCDのグラフの発散次数 K は，クォーク外線の本数 fe，グルーオン外線の本数 be，ゴースト外線の本数

ηe のみを用いて

K = 4− be −
3

2
(fe + ηe) (14.79)

と表される (導出は下記)．基本発散グラフは K ≥ 0を満たす必要があるため，その外線数 (fe, be, ηe)は限ら

れ，基本発散グラフの種類は有限個となる．よって QCDは繰り込み可能な理論である．［有限個の発散なら

ば有限個の物理定数に吸収させることができるから (11.3.2節)．］

14.5節，式の導出など

■発散次数の式 (14.79)の導出

図 28 グルーオンの自己エネルギーを表すループダイヤグラム

103



• クォーク内線 (外線)の本数　 fi(fe)

• グルーオン内線 (外線)の本数　 bi(be)

• ゴースト内線 (外線)の本数　 ηi(ηe)

• クォーク-グルーオン結節点の個数　 na

• 3-グルーオン結節点の個数　 nb

• 4グルーオン結節点の個数　 nc

• ゴースト-グルーオン結節点の個数　 nd

• 結節点の総数　 n = na + nb + nc + nd

• エネルギー-運動量保存によって固定されない内部運動量の数　 d

運動量因子の冪を勘定すると，発散次数は

K = 4d−fi − 2bi − 2ηi︸ ︷︷ ︸
伝播関数に由来

+nb + (nd − ηe/2)︸ ︷︷ ︸
結節点因子に由来

(14.75)

と表される．

ゴースト-グルーオン結節点は，注意深い取扱いが必要である．図 14.4(d)(p.379)［本稿の図 27］と

式 (14.72)により，それぞれのゴースト-グルーオン結節点は“入射する”ゴースト線を 1本ずつ持ち，

それは Feynman 振幅に対してひとつの運動量因子の寄与を持つ．しかし nd 個あるゴースト-グルー

オン結節点の中で，ηe/2個はそこから“出射する”ゴースト線が外線となっているので，その結節点

は運動量因子の寄与を生じない．したがってゴースト-グルーオン結節点からの運動量因子への寄与は

(nd − ηe/2)個分だけになる．これが式 (14.75)の最後の項である．(p.387より)

また各結節点から現れる n個の δ 関数のうち 1つは，単に全体のエネルギー-運動量保存を保証するものなの

で，(fi + bi + ηi)個の内部運動量のうち独立な変数の個数は

d = fi + bi + ηi − (n− 1) (14.77)

で与えられる．さらに［QEDの式 (9.111)と同様の関係］
2fi + fe = 2na

2bi + be = na + 3nb + 4nc + nd

2ηi + ηe = 2nd

(14.78)

が成立する．式 (14.77)，発散次数 (14.75)から dを消去し，次いで式 (14.78)を用いて外線本数 fi, bi, ηi を消

去すると，式 (14.79)を得る．

練習問題 (第 14章)

14.1 ゴーストの伝播関数 (14.2.3節)の導出

多少，試行錯誤すると，次のようにすればこれまで学んだ手法をゴースト場に応用できることが分かる．作

用 (14.45b):

X[Si, S̃i] =

∫
d4x

{
(∂µηi(x))(∂

µη̃i(x)) + Si(x)ηi(x) + S̃i(x)η̃i(x)
}
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の第 1項は部分積分により∫
d4x(∂µηi(x))(∂

µη̃i(x)) =−
∫

d4xηi(x)□xη̃i(x)

=

∫
d4xd4x′ηi(x){−δijδ(4)(x− x′)□x′}η̃j(x′)

と書き換えられる．よって対称な演算子

Kij(x, x
′) ≡ −δijδ(4)(x− x′)□x′

を用いると，

X[Si, S̃i] = [ηiKij η̃j ] +

∫
d4x

{
Si(x)ηi(x) + S̃i(x)η̃i(x)

}
.

次に逆演算子K−1
jk (x′, x′′)を∫

d4x′Kij(x, x
′)K−1

jk (x′, x′′) = −δikδ(4)(x− x′′) (25)

で定義し，シフトした場

η′i(x) =ηi(x)−
∫

d4x′K−1
ij (x, x′)S̃j(x

′),

η̃′i(x) =η̃i(x)−
∫

d4x′K−1
ij (x, x′)Sj(x

′)

を導入すると，作用の第 1項は

[ηiKij η̃j ] = [η′iKij η̃
′
j ]− [η′i, Si]− [S̃i, η̃

′
i]− [SiK

−1
ij S̃j ],

第 2項は ∫
d4x

{
Si(x)ηi(x) + S̃i(x)η̃i(x)

}
= [Si, η

′
i] + [S̃i, η̃

′
i] + [SiK

−1
ij S̃j ] + [S̃iK

−1
ij Sj ]

と書き換えられる．これらを足すと

X[Si, S̃i] = [η′iKij η̃
′
j ] + [SiK

−1
ij S̃j ]

となるので，ゴースト場の生成汎関数は

Z0[Si, S̃i] =
1

N3

∫
DηDη̃ exp

{
iX[Si, S̃i]

}
: (14.45a)

= exp
{
iX[SiK

−1
ij S̃j ]

}
と表される．ただし規格化条件 Z0[0, 0] = 1を考慮した．

逆演算子K−1
ij (x, x′)を決めるために，上式 (25)において

K−1
ij (x, x′) =

∫
d4k

(2π)4
∆ij(k)e

−ik·(x−x′)

と Fourier展開すると，

∆ij(k) = −
δij
k2
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が見出される．k2 → k2 + iεとして解

K−1
ij (x, x′) = −∆Fij(x− x′) ≡ −δij∆F(x− x′) : (14.51)

を選び取ると，生成汎関数から導かれる 2点 Green関数がゴーストの伝播関数 (14.52c):

η̃i(x)ηj(y) = −ηj(y)η̃i(x) = i∆Fij(x− y)

となることが保証される．以上よりゴースト場の伝播関数は式 (14.50):

Z0[Si, S̃i] = exp
{
−i[Si∆FijS̃j ]

}
で与えられる．
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第 15章 漸近的自由性

強い相互作用は 1f(= 10−15m)程度よりも短距離になると，距離が短くなるにつれて弱くなる．この性質は

“漸近的自由性”と呼ばれる．漸近的自由性は“繰り込み群”の方法を用いて理論的に確認された．

• 15.1節　漸近的自由性の実験的証拠となった，

高エネルギー過程における強粒子噴射 (ハドロンジェット)の簡単な説明．

• 15.2節，15.3節　 QEDの文脈において繰り込み群の理論を導入．

短距離 (高エネルギー)極限の挙動を調べる方法を示す．

• 15.4節　 QCDへの拡張，漸近的自由性の証明．

• 15.5節　 QCDの応用．

15.1 電子-陽電子消滅による強粒子の生成

本節では高エネルギーにおいて電子-陽電子消滅から強粒子 (ハドロン)の噴射 (ジェット)が生成する過程

e+ + e− → 強粒子 (ハドロン)群

を考察する．

15.1.1 2-ジェット事象

電子-陽電子消滅による強粒子の生成において，重心系エネルギーが 15–40GeVの範囲では図 29のように

表される過程が支配的である．これは電子-陽電子消滅によるクォークと反クォークの生成と，それに続く，強

い相互作用によるクォーク・反クォークのハドロンジェットへの“破砕”から成る．［重心系では］クォーク

と反クォークは同大逆向きの運動量を持つ．短距離における強い力が極めて小さければ (漸近的自由性)，1つ

のジェットを構成するハドロンの全運動量
p =

∑
i

pi

(和はジェットを構成する全ハドロン i についてとる) は，もとのクォークまたは反クォークの生成時の運動

量にほぼ一致する．［このときハドロンは重心系において互いに逆向きの 2 方向へと噴射されるため，これ

は 2-ジェット事象と呼べる．］よって十分多くのジェットを観測したときに得られるジェット生成の角度分布

は，クォーク・反クォーク生成の角度分布に一致するはずである．そして［ある方向に散乱される粒子数は

対応する断面積に比例するから，］クォーク・反クォーク生成の角度分布はその断面積に比例する．断面積は

e+e− → µ+µ− の断面積 (8.46)と同様，

dσ

d(cos θ)
= 3e 2

f

[
πα2

8E2
(1 + cos2 θ)

]
によって与えられる．ただし生成するクォークの香りを f に固定してその電荷を ef (色状態 r, g, bに共通)と

書き，θ を電子とクォークの向きの成す角とし，生成するクォーク・反クォークの色状態として r, g, bの全て

を考えるために式全体を 3倍した．ジェット生成の角度分布は確かに漸近的自由性から期待されるように，こ

れと同じ角度依存性を持つことが実験的に確かめられている．
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図 29 電子-陽電子消滅によって 2-ジェット生成を起こす基本的な機構

15.1.2 3-ジェット事象

電子-陽電子消滅による強粒子の生成過程には図 30(a)のような 2-ジェット事象だけでなく，図 30(b)のよ

うなグルーオンの放射を伴う 3-ジェット事象もあり得る．3-ジェット事象の第 1段階

e+ + e− → q + q̄ + g

に寄与する最低次の過程は，図 31の 2つの Feynmanグラフで表される．3-ジェットを重心系におけるエネ

ルギーの大きい順にジェット 1，ジェット 2，ジェット 3と名付けると，ジェット 1はクォークと反クォーク

のうちグルーオンを生成していない方から生じていると考えられる．そしてジェット 2とジェット 3の重心系

でジェット 1の噴射方向を，ジェット 2とジェット 3の同一直線に対する角度 ϕとして表示した結果は，［お

そらく 2-ジェット事象の場合と同様，漸近的自由性の仮定の下で，］グルーオンのスピンを 1とする QCDの

理論予想とよく一致する．(計算結果はグルーオンのスピンに敏感であり，これを仮説的にゼロと置くと実験

結果と一致しなくなる．) 断面積の大きさは［図 31の Feynmanダイヤグラムに現れる］クォーク-グルーオ

ン結節点における相互作用の強さ

αs ≡
g 2
s

4π

に比例しており［結節点因子 (∼ gs) の 2 乗が現れるのは，断面積が確率振幅の絶対値の 2 乗に比例してい

ることによる］，この値は実験的に αs ≃ 0.14 と見積もられている．［これは電磁気力に関する微細構造定数

α = 1/137と比べると 1桁大きい．とは言え］結合強度は比較的小さく見積もられており，1f程度の距離に

見られる非常に強い力との齟齬を説明するには，次節以降の議論を俟たなければならない．

15.2 繰り込みの体系：修正極小減算法

クォークは常にハドロンに閉じ込められており“自由なクォーク”としては存在しないので，QEDに対し

て第 9章と第 10章で行った，自由電子の性質をパラメーターとする繰り込みの議論 (これを“質量殻上の体

系”と呼ぼう［自由粒子の運動量は p2 = m2 を満たす質量殻上にあるから］) は QCD に関しては不便であ

る．そこで別の繰り込みの枠組みとして，“修正された極小減算の体系”(MS)を QEDの文脈において導入す

る (15.2節)．この体系では質量尺度の選択の任意性に関係して，“繰り込み群方程式”が導かれる (15.3節)．

15.4節ではMSを QCDに適用し，このとき QEDの場合と違って漸近的自由性が導かれることを示す．
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図 30 電子-陽電子消滅による (a)2-ジェット事象と

(b)3-ジェット事象 (重心系)

図 31 3-ジェット事象の第 1段階に寄与する最低次

の Feynmanダイヤグラム

15.2.1 電子の伝播関数

輻射補正を考慮した電子の伝播関数 (9.24):

i

/p−m0 + iε
+

i

/p−m0 + iε
ie 2

0 Σ(p)
i

/p−m0 + iε

=
i

/p−m0 + e 2
0 Σ(p) + iε

+O(e 4
0 ) ≡ G(p)

における自己エネルギー項 e 2
0 Σ(p)を，D = 4− η 次元における式 (10.73):

e 2
0 Σ(p) =

ẽ 2
0

16π2
(/p− 4m)

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ ẽ 2

0 Σr(p),

16π2Σr(p) =2m0 − /p− 2

∫ 1

0

dz[/p(1− z)− 2m0] ln

[
m 2

0 z − p2z(1− z)
µ2

]
に拡張する．ただし任意の質量尺度 µに対し ẽ0 = µ−η/2e0 であり，また η → 0のときに消える項はあらか

じめ省いた．“修正された極小減算の体系”(MS)においては，発散定数を 1/η の項だけでなく −γ + ln(4π)

の項も含めて

A′ =
−m0

4π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
, B′ =

1

16π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
と選ぶ．［この意味で発散定数の選び方が“極小”でなく，“極小減算の体系”MSの修正に当たる．］このとき

Z2 = 1− e 2
r B

′ の関係を通して繰り込まれた質量と電荷

mr = Z2(m0 − e 2
r A

′), er = ẽ0Z
1/2

2

を定義すると，伝播関数は

G(p) =
iZ2

/p−mr + e 2
r Σr(p) + iε

+O(e 4
r )

と表される．分子の Z2 を伝播関数に接続する 2つの結節点に吸収させ，繰り込まれた伝播関数を

Gr(p) =
i

/p−mr + e 2
r Σr(p) + iε

+O(e 4
r )

とする．Σr(p)は，したがって Gr(p)は η → 0の極限でもよく定義された有限な量となっているけれど，質

量尺度 µ依存性を持っている．
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なお摂動の高次項を考慮する場合 Z2 の表式は変わるけれど，

er ≡ ẽ0Z 1/2
2 , Gr(p) ≡ Z −1

2 G(p)

の関係は保持するものとする．また繰り込まれた質量mr は伝播関数 Gr(p)の分母をゼロにする極 /p = mで

与えられる物理的な質量mとは異なっており，両者は

m−mr + e 2
r Σr(/p = m) = 0

によって関係付けられる．ここからmr が有限で質量尺度 µに依存することが見て取れる．

15.2.1について

■式 (15.8)について µ2 → µη, d4k → dDk と訂正されると考えられる (式 (10.71)参照)．

■式 (15.10)について 問題 10.2を解き (解答は第 1巻のノートにも載せてある)，自己エネルギー項 e 2
0 Σ(p)

の式 (10.73)あるいは式 (15.10)を示そう．式 (10.71):

ie 2
0 Σ(p) =

−ẽ 2
0 µ

4−D

(2π)D

∫
dDk

γα(/p− /k +m)γβ

(p− k)2 −m2 + iε

gαβ
k2 − λ2 + iε

において，縮約の公式 (10.37)より

gαβγ
α(/p− /k +m)γβ = Dm− (D − 2)(/p− /k)

である．ここで
a = (p− k)2 −m2 + iε, b = k2 − λ2 + iε

とおいて Feynmanのパラメーター積分 (10.10):

1

ab
=

∫ 1

0

dz
1

[b+ (a− b)z]2

を利用しよう．すると∫
dDk

γα(/p− /k +m)γβ

(p− k)2 −m2 + iε

gαβ
k2 − λ2 + iε

=

∫ 1

0

dz

∫
dDk

Dm− (D − 2)(/p− /k)

[b+ (a− b)z]2

となる．次に q = k − pz と変数変換すると

b+ (a− b)z =(k2 − λ2 + iε) + (p2 − 2p · k −m2 + λ2)z

=q2 − s+ iε,

s ≡m2z + λ2(1− z)− p2z(1− z)

なので式 (10.72):

ie 2
0 Σ(p) =

−ẽ 2
0

(2π)D
µ4−D

∫ 1

0

dz

∫
dDq

Dm− (D − 2)(/p− /q − /pz)

(q2 − s+ iε)2

を得る．公式 (10.27),(10.32)を用いて q に関する積分を評価すると∫
dDq

Dm− (D − 2)(/p− /q − /pz)

(q2 − s+ iε)2

={Dm− (D − 2)(1− z)/p}iπD/2Γ(2−D/2)
Γ(2)

1

s2−D/2

=[{4m− 2(1− z)/p} − η{m− (1− z)/p}]iπD/2Γ
(η
2

) 1

{m2z − p2z(1− z)}η/2
(λ = 0とした)
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なので，

e 2
0 Σ(p) =

−ẽ 2
0

16π2 · (4π)−η/2
Γ
(η
2

)∫ 1

0

dz[{4m− 2(1− z)/p} − η{m− (1− z)/p}]
{
m2z − p2z(1− z)

µ2

}−η/2

となる．公式 (10.28),(10.29)を用いてこれを η について展開し，η → 0において重要となる 1/η の項と定数

項だけを残すと

e 2
0 Σ(p) =

−ẽ 2
0

16π2

(
2

η
− γ + · · ·

){
1 +

1

2
η ln(4π) + · · ·

}
×
∫ 1

0

dz[{4m− 2(1− z)/p} − η{m− (1− z)/p}]
[
1− 1

2
η ln

{
m2z − p2z(1− z)

µ2

}
+ · · ·

]
=
−ẽ 2

0

16π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

] ∫ 1

0

dz{4m− 2(1− z)/p}

+
ẽ 2
0

16π2
2

∫ 1

0

dz{m− (1− z)/p}

− ẽ 2
0

16π2
2

∫ 1

0

dz{/p(1− z)− 2m} ln
{
m2z − p2z(1− z)

µ2

}
=
ẽ 2
0

16π2
(/p− 4m)

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ ẽ 2

0 Σc(p) : (10.73a),

16π2Σc(p) =(2m− /p)− 2

∫ 1

0

dz{/p(1− z)− 2m} ln
{
m2z − p2z(1− z)

µ2

}
を得る．よって Σc(p)の式 (10.73b)では被積分関数において 4m→ 2mと訂正する必要があると考えられる

(Σr(p)の式 (15.10b)ではそうなっている)．

■式 (15.14)について

G(p) =
i

/p−m0 + e 2
0 {A′ +B′/p+Σr(p)}+ iε

=
1Z2

Z2{(1 + e 2
0 B

′)/p− (m0 − e 2
0 A

′) + e 2
0 Σr(p) + iε}

の最右辺分母において，あらかじめ η → 0の極限を考えて e0 と ẽ0 を同一視し

Z2(1 + e 2
0 B

′) =Z2(1 + e 2
r B

′) +O(e 4
r ) = 1 +O(e 4

r ),

Z2(m0 − e 2
0 A

′) =Z2(m0 − e 2
r A

′) +O(e 4
r ) = mr +O(e 4

r ),

Z2e
2

0 =e 2
r , Z2iε→ iε

とすると，式 (15.14):

G(p) =
iZ2

/p−mr + e 2
r Σr(p) + iε

+O(e 4
r )

を得る．

15.2.2 光子の伝播関数

輻射補正を考慮した光子の伝播関数 (9.13):

−igαβ
k2 + iε

+
−igαµ
k2 + iε

ie 2
0 Πµν(k)

−igνβ
k2 + iε

=
−igαβ

k2 + iε+ e 2
0 A(k

2)
+O(e 4

0 ) ≡ Gαβ(k2)
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(ただし Πµν(k) = −gµνA(k) + kµkνB(k2))における自己エネルギー項 ie 2
0 Πµν(k)を D = 4 − η 次元にお

ける式へと拡張した結果 (10.4節)は

e 2
0 A(k

2) =ẽ 2
0

k2

12π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ ẽ 2

0 k
2Πr(k

2),

Πr(k
2) =

−1
2π2

∫ 1

0

dzz(1− z) ln
[
m2 − k2z(1− z)

µ2

]
と表される．ここでも任意の質量尺度 µに対し ẽ0 = µ−η/2e0 であり，また η → 0のときに消える項はあら

かじめ省いた．

MS体系では，

Z3 = 1− ẽ 2
0

12π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
に対して繰り込まれた電荷を er = Z

1/2
3 ẽ0 と定義し，再び因子

[
2
η − γ + ln(4π)

]
を含む発散定数を再定義す

る物理パラメーター er に吸収させる．すると伝播関数は

Gαβ(k2) =
−iZ3g

αβ

k2 + iε+ e 2
r k

2Πr(k2)
+O(e 4

r )

となる．最後に分子の Z3 を伝播関数に接続する 2つの結節点に吸収させ，繰り込まれた伝播関数を

Gαβr (k2) =
−igαβ

k2 + iε+ e 2
r k

2Πr(k2)
+O(e 4

r )

とする．Πr(k
2)は，したがって Gαβr (k2)は η → 0の極限でもよく定義された有限な量となっているけれど，

質量尺度 µ依存性を持っている．

15.2.2について

■D次元における A(k2)の式 (15.23)について 式 (10.48)，式 (10.52b)により

e 2
0 Πµν(k) = (kµkν − k2gµν)ẽ 2

0

[
1

12π

{
2

η
− γ + ln(4π)

}
+Πr(k

2)

]
である (Πr(k

2)は式 (15.24)で定義される)．これを式 (9.11):

e 2
0 Πµν(k) = e 2

0 {−gµνA(k) + kµkνB(k2)}

と比較すると式 (15.23):

e 2
0 A(k

2) = k2ẽ 2
0

[
1

12π

{
2

η
− γ + ln(4π)

}
+Πr(k

2)

]
が見出される．

15.2.3 電荷の繰り込み

輻射補正を考慮した結節点因子 (9.47):

iΓµ(p′, p) = ie0[γ
µ + e 2

0 Λµ(p′, p)]
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における自己エネルギー部分 e 2
0 Λµ(p′, p)は，Λµr (p

′, p)を質量尺度 µに依存する有限な量として D = 4− η
次元においては

e 2
0 Λµ(p′, p) =

ẽ 2
0 γ

µ

16π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ ẽ 2

0 Λµr (p
′, p)

という形に一般化される (10.5節)．MS体系では

Z1 = 1− e 2
r

16π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
という関係を通して，繰り込まれた電荷 er = ẽ0/Z1 を定義する．すると結節点因子は

iΓµ(p′, p) = ierµ
η/2[γµ + e 2

r Λµr (p
′, p)] +O(e 5

r )

という［よく定義された有限な］形に書き換えられる．

ここで行った結節点補正に伴う電荷の繰り込みを，15.2.1 節と 15.2.2 節における電子と光子の自己エネ

ルギー部分による電荷の繰り込みと併せて考える．［ここで電子と光子の伝播関数がそれぞれ式 (15.17) の

Gr(p)や式 (15.28)の Gαβ(k2)に修正されたのと同時に，接続する結節点の各々に因子 Z
1/2

2 , Z
1/2

3 が吸収

されたことを思い出そう．］各結節点には 2本のフェルミオン線と 1本の光子線が接続しているので，繰り込

まれた結節部分は

iΓµr (p
′, p) ≡iZ2Z

1/2
3 Γµ(p′, p)

=ierµ
η/2[γµ + e 2

r Λµr (p
′, p)] +O(e 5

r )

となる．ここに

er ≡ ẽ0
Z

1/2
3 Z2

Z1
= e0µ

−η/2Z
1/2

3 Z2

Z1

は完全に繰り込まれた電荷である．MS体系においてもWard恒等式として Z1 = Z2 が成り立つので，er の

定義式は
er = e0µ

−η/2Z
1/2

3

と簡略化される．

繰り込まれた質量と電荷 mr = mr(µ), er = er(µ)はいずれも質量尺度 µに依存し，それぞれ“走行質量”

“走行電荷”と呼ばれる．物理的な観測量は質量尺度 µに依存してはならないことから繰り込み群方程式が導

かれ，そこから走行電荷 er(µ)は µが大きいほどより短距離において相互作用の強さを計ることが示される

(15.3節)．完全に繰り込まれた電荷 er は

µ
∂er
∂µ

=
e 3
r

24π2
+O(e 5

r ) (η = 0のとき)

を満たし，µとともに増大する．このようなQEDにおける電荷の µ依存性は顕著に現れないのに対し (15.3.3

節)，QCDでは結合は µの増大に伴って減少し，その効果は顕著に現れる．漸近的自由性が QCDでは導か

れるのに対し QEDでは導かれないという違いは，このような事情に由来している (15.4節)．
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15.2.3について

■結節点因子の式 (15.34)について

e0 = er +O(e 3
0 ), ∴ e 2

0 = e 2
r +O(e 4

r )

なので

iΓµ(p′, p) =iẽ0µ
η/2

[
γµ
{
1 +

ẽ 2
0

16π2

(
2

η
− γ ln(4π)

)}
+ ẽ 2

0 Λµr (p
′, p)

]
=ierµ

η/2Z1

[
γµ
{
1 +

e 2
r

16π2

(
2

η
− γ ln(4π)

)}
+ e 2

r Λµr (p
′, p)

]
+O(e 5

r )

となる．ここで

Z1

{
1 +

e 2
r

16π2

(
2

η
− γ ln(4π)

)}
= 1 +O(e 4

r ), Z1e
2
r = e 2

r +O(e 4
r )

なので式 (15.34):

iΓµ(p′, p) = ierµ
η/2[γµ + e 2

r Λµr (p
′, p)] +O(e 5

r )

を得る．

■電荷の繰り込みへの 3つの寄与を考慮した式 (15.36)について MS体系での外線の繰り込みは論じられて

いないけれど，9.4節で見たように伝播関数の場合と同じ補正 (9.46):

e0 → e = Z
1/2

3 e0, e0 → e = Z
1/2

2 e0

を行えば良いものとすれば，式 (15.36)を正当化できる．

■完全に繰り込まれた電荷 (15.38)，(15.40)について これらは空間次元の違いを除けば，それぞれ質量殻上

の体系における式 (9.59)，式 (9.64)と同じものである．

■Ward恒等式 (15.39)について 質量殻上の体系では

• 2次のフェルミオン自己エネルギーループ (Z2 に関係)

• ゼロエネルギー光子を持つ結節点補正 (Z1 に関係)

を関係付ける恒等式 (9.60):∂Σ(p)/∂pµ = Λµ(p, p)から式 (9.63):Z2 = Z1 が得られた．

これに対しMS体系では，式 (15.39):Z1 = Z2 の起源は異なるようである：

Z2 =1− e 2
r B

′ (∵ 式 (15.15))

=1− e 2
r

16π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
(∵ 式 (15.12b))

=Z1. (∵式 (15.33))

■式 (15.41)について

µ
∂er
∂µ

=

(
µ
∂

∂µ
µ−η/2

)
e0

[
1− e 2

0

24π2

{
2

η
− γ + ln(4π)

}]
+O(e 5

0 )

→ e 3
0

24π2
(η → 0のとき)

であり，最右辺において e 3
0 を e 3

r に置き換えたときの誤差も O(e 5
0 )である．

114



15.3 繰り込み群

15.3.1 繰り込み群方程式

f 本のフェルミオン外線と b本の光子外線を持つ固有結節部分関数を，各外線の運動量を pi(i = 1, 2, · · · , b+
f ≡ n)として Γfb(p1, p2, · · · , pn)と表す．ここで結節部分関数は n > 2の場合，連結 Green関数から“脚”

にあたる伝播関数因子を除いた関数であり，我々はその 1例を既に 12.2.4節において見ている (式 (12.36))．

固有結節部分関数とは与えられた結節部分関数に寄与を持つすべての 1粒子既約なグラフの和であり，“1粒

子既約”とは線分を 1本だけ切断することで 2つの部分に分割できないことを意味する．例えば

Γ20(p) = e 2
0 Σ(p), Γ02(k) = e 2

0 Πµν(k), Γ21(p′, p) = ie0[γ
µ + e 2

0 Λµ(p′, p)]

である．これらの結節部分関数は一般に裸の量 m0, e0 で表されており，η → 0の極限でよく定義されていな

い．一方，繰り込みの後には結節部分関数は伝播関数から因子 Z
1/2

2 , Z
1/2

3 を吸収し，繰り込まれた結節部分

関数
Γfbr (pi,mr, er, µ) = Z

f/2
2 Z

b/2
3 Γfb(pi,m0, e0)

になる．これは繰り込まれた質量と電荷 mr, er によって表され，η → 0 の極限で有限の値に留まるけれど，

質量尺度 µに依存する．元の結節部分関数 Γfb は µに依らないこと

µ
d

dµ
Γfb(pi,m0, e0) = 0

を，繰り込まれた結節部分関数 Γfbr に対する条件式として書き下すと，’t Hooft-Weinberg(ト・フーフト-ワ

インバーグ)方程式と呼ばれる繰り込み群方程式[
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂er
− fγ2 − bγ3 +mrγm

∂

∂mr

]
Γfbr (pi,mr, er, µ) = 0,

β ≡ µ∂er
∂µ

, γ2 ≡
µ

2

∂

∂µ
(lnZ2), γ3 ≡

µ

2

∂

∂µ
(lnZ3), mrγm ≡ µ

∂mr

∂µ

が得られる．

15.3.1について

■繰り込み群方程式 (15.45)について

0 = µ
d

dµ
Γfb =Z

−f/2
2 Z

−b/2
3

(
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂er
+mrγm

∂

∂mr

)
Γfbr

− µ
(
f

2
Z

− f
2 −1

2

∂Z2

∂µ
+
b

2
Z

− b
2−1

3

∂Z3

∂µ

)
Γfbr

において

µ
f

2
Z

− f
2 −1

2

∂Z2

∂µ
=fZ

−f/2
2

µ

2

∂Z2/∂µ

Z2
= fZ

−f/2
2 γ2, γ2 ≡

µ

2

∂

∂µ
(lnZ2),

µ
b

2
Z

− b
2−1

3

∂Z3

∂µ
=bZ

−b/2
3

µ

2

∂Z3/∂µ

Z3
= bZ

−b/2
3 γ3, γ3 ≡

µ

2

∂

∂µ
(lnZ3)

なので，上式を両辺 Z
f/2

2 Z
b/2

3 倍して式 (15.45)を得る．
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15.3.2 スケール変換

tを無次元のスケール変数として，次元を持つ引数をすべて t倍するスケール変換

pi, t
−1mr, t

−1µ → tpi,mr, µ

を行うと，結節部分はその自然次元を dとして td 倍になると考えられる：

Γfbr (tpi,mr, er, µ) = tdΓfbr (pi, t
−1mr, er, t

−1µ).

ここに結節部分 Γfbr の自然次元は

d = 4− 3

2
f − b

と表されることが分かる．このことを前節の繰り込み群方程式と合わせると，運動量だけにスケール変換を施

した結節部分関数 Γfbr (tpi,mr, er, µ)に対する方程式[
t
∂

∂t
− β ∂

∂er
−mr(γm − 1)

∂

∂mr
+ fγ2 + bγ3 − d

]
Γfbr (tpi,mr, er, µ) = 0 (15.53)

が得られる．質量尺度 µの値を µ0 に固定してこの式を解いてみよう．このとき上式はスケール変数 tの微小

変化がmr と er の微小変化に係数の掛かった量によって保証されることを意味し，それ故，解を

Γfbr (tpi,mr, er, µ) = Λ(t)Γfbr (pi, m̃(t), ẽ(t), µ0) (15.54)

という形に仮定することができる．具体的に解を求めると

Γfbr (tpi,mr, er, µ) = td exp

[
−
∫ t

1

fγ2 + bγ3
t

dt

]
Γfbr (pi, t

−1mr(µ = tµ0), er(µ = tµ0), µ0) (15.61)

となる (導出は下記)．［t = 1 とおくと，これは正しい関係を与えることが見て取れる (mr = mr(µ0), er =

er(µ0))．］

最後に電子質量がゼロの極限mr = 0を考えよう．この場合にも上の結果によれば，結節部分関数は単純な

次元スケーリング
Γfbr (tpi,mr = 0, er, µ) = tdΓfbr (pi,mr = 0, er, µ)

には従わない．これは繰り込みの際，理論に質量尺度 µが導入されたことと関係している．実際，繰り込みを

行う前の (質量ゼロの)理論には次元を持つパラメーターが存在しないため (電荷は無次元)，ラグランジアン

はエネルギー尺度の変更の下で不変になる．この場合には結節部分関数はスケーリング則

Γfbr (tpi, er) = tdΓfbr (pi, er)

に従うと考えられる．

15.3.2節，式の導出など

■式 (15.61)の導出 結節部分関数 (15.54)に対し

t
∂

∂t
Γfbr (tpi,mr, er, µ0) =

(
t
dΛ

dt
+ tΛ

∂m̃

∂t

∂

∂m̃
+ tΛ

∂ẽ

∂t

∂

∂ẽ

)
Γfbr (pi, m̃(t), ẽ(t), µ0)

=

(
t

Λ

dΛ

dt
+ t

∂m̃

∂t

∂

∂m̃
+ t

∂ẽ

∂t

∂

∂ẽ

)
Γfbr (tpi,mr, er, µ0).
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ここに
mr ≡ mr(µ0) = m̃(1), er ≡ er(µ0) = ẽ(1).

これを式 (15.53)と比較すると，

t
∂m̃

∂t
= mr(γm − 1), t

∂ẽ

∂t
= β, (15.57)

t

Λ

dΛ

dt
= d− fγ2 − bγ3 (15.58)

であれば良い．
m̃(t) = t−1mr(µ = tµ0), ẽ(t) = er(µ = tµ0) (15.59)

とすれば，上式 (15.57)と境界条件

Λ(1) = 1, m̃(1) = mr(µ0), ẽ(1) = er(µ0) (15.55)

が満たされる［本稿次節で補足］．また式 (15.58)を積分すると

Λ(t) = td exp

[
−
∫ t

1

(fγ2 + bγ3)dt

t

]
(15.60)

となる［本稿次節で補足］．式 (15.59)，式 (15.60)を式 (15.54)に代入すると式 (15.61)が導かれる．

15.3.2について

■式 (15.50)について
d(t−1mr)

dt

∂

∂(t−1mr)
= −1

t
mr

∂

∂mr
, etc.

なので，15.3.2節 l.12の式は右辺全体を 1/t倍する必要があると考えられる．実際このとき，スケーリング則

(15.49)の両辺を tで微分すると

∂

∂t
Γfbr (tpi,mr, er, µ) =

(
dtd−1 + td

∂

∂t

)
Γfbr (pi, t

−1mr, er, t
−1µ)

=td−1

(
d−mr

∂

∂mr
− µ ∂

∂µ

)
Γfbr (pi, t

−1mr, er, t
−1µ)

=
1

t

(
d−mr

∂

∂mr
− µ ∂

∂µ

)
Γfbr (tpi,mr, er, µ)

となって式 (15.50)を得る．

■結節部分 Γfbr の自然次元の式 (15.52)について n = b+ f に対して式 (12.10)の各項の自然次元は

[δ(4)(q1 + · · ·+ qn)] = −4, [d4x1 · · ·d4xn] = −4n

なので，運動量空間の Green関数の自然次元は p.408，l.9の式

[Gµ···(q1, · · · , qn)] =[Gµ···(x1, · · · , xn)]− 4n+ 4

=

(
b+

3

2
f

)
− 4(b+ f) + 4

=4− 5

2
f − 3b
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で与えられる．

光子伝播関数とフェルミオン伝播関数の自然次元はそれぞれ −2,−1なので，結節部分 Γfbr の自然次元は(
4− 5

2
f − 3b

)
− f(−1)− b(−2) = 4− 3

2
f − b : (15.52)

と計算される．

■走行質量と走行電荷の式 (15.59)について 式 (15.53)と式 (15.56)を比較する際，係数だけでなく微分演

算子まで含めた関係

t
∂m̃

∂t

∂

∂m̃
= mr(γm − 1)

∂

∂mr
=

(
µ
∂mr

∂µ
−mr

)
∂

∂mr

が成り立つことを要求しよう．式 (15.59)の m̃(t)に対して ∂
∂mr

= 1
t
∂
∂m̃ なので，式 (15.57a)の代わりに

1

t

(
µ
∂mr

∂µ
−mr

)
= t

∂m̃

∂t

が成り立てば良い．実際

t
∂m̃

∂t
= −1

t
mr(µ = tµ0) +

∂

∂t
mr(µ = tµ0)

において
∂

∂t
mr(µ = tµ0) = µ0

∂

∂µ
mr(µ = tµ0) =

1

t
µ
∂

∂µ
mr(µ = tµ0)

なので，満たされている．

一方，式 (15.59)の ẽ(t)に対しては ∂
∂ẽ = ∂

∂er
なので，この場合には係数の関係として式 (15.57b)が成立

していれば良い．実際

t
∂

∂t
er(µ = tµ0) = (tµ0)

∂

∂µ
er(µ = tµ0) = µ

∂

∂µ
er(µ = tµ0)

なので，満たされている．

■式 (15.60)について

Λ(t) = const× exp

[∫ t

1

d− fγ2 − bγ3
t′

dt′
]

において境界条件 (15.55):Λ(1) = 1を考慮すると const = 1であり，dは積分の外に出せるので

exp

[
d

∫ t

1

1

t′
dt′
]
= exp

[
ln(td)

]
= td

とすれば式 (15.60)を得る．

γ2, γ3 は 15.3.1 節の定義式を通じて µ(t) に依存するので，t-積分の外に出せないことに注意する [8,

pp.257–259]．

15.3.3 走行電荷

最低次の輻射補正による式 (15.26):Z3 = 1− ẽ 2
r

12π2

[
2
η − γ + ln 4π

]
を用いると，

µ
∂er
∂µ

= β0e
3
r +O(e 5

r ), ∴ e 2
r (µ) =

e 2
r (µ0)

1− β0e 2
r (µ0) ln(µ2/µ 2

0 )
, β0 ≡

1

24π2
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図 32 1-グルーオン交換によるクォーク-クォーク散乱 (上段)と，最低次の補正を表す真空偏極グラフ (下段)

となる．よって［すでに式 (15.41) の箇所で述べたように，］走行電荷 er は µ に対して増加する．(ただし

t = µ/µ0 がある程度大きくなければ，この走行電荷の増加は目立たない．) ところで質量尺度をより大きな

値 µ = tµ0 に設定することは，［前節の結節部分関数 Γfbr (tpi,mr, er, µ)の表式 (15.61)によれば］移行運動

量 tpi の大きい場合［結節部分の運動量 pi は移行する運動量に当たる］，したがって短距離を考えることに相

当する．［したがってこの結果は，短距離において走行電荷 er(µ)が大きくなることを意味している．］これは

真空が量子ゆらぎによって生じる電子-陽電子対で満たされているため，誘電媒質中の電荷と同様に電荷は遮

蔽され，遠方では実効的に電荷が弱まるのに対し，短距離では遮蔽が効かなくなって実効的な電荷が増加する

ことを表していると解釈できる．

QCDでは例えば，図 32上段のダイヤグラムで表される 1-グルーオン交換によるクォーク-クォーク散乱を

考えると，これに対する最低次の補正には図 32下段の 2通りのダイヤグラムが考えられる．(a)のダイヤグ

ラムは通常の遮蔽効果を持つのに対し，(b)のダイヤグラムではグルーオン-グルーオン対が生じ，これは次節

で見るように短距離になるほど相互作用が弱くなるような“反遮蔽”の効果を持つ．補正 (a)(b)の正味の結果

として，短距離になるほど相互作用が弱くなる漸近的自由性がもたらされる．［遮蔽のない，湯川ポテンシャ

ルによる核子間の強い力との権藤に注意．］

15.3.3について

■式 (15.62)について 式 (15.26)，式 (15.40)により

er = e0µ
−η/2Z

1/2
3 = e0

[
1− 1

2
η lnµ+ · · ·

] [
1− e 2

r

24π2

{
2

η
− γ + ln(4π)

}]
+O(e 5

r )

なので，式 (15.62):

β ≡ µ∂er
∂µ

=
e 3
r

24π2
+O(e 5

r )
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を得る．以上の計算過程において，真数が次元を持つ量 lnµが現れていることは大きな問題ではない．望む

ならいつでも，真数が無次元化された形だけを用いて計算を行うことができる．

■式 (15.63)について 微分方程式 (15.62)を変数分離して解くと

der
e 3
r

= β0
dµ

µ
, ∴ −1

2

{
1

e 2
r (µ)

− 1

e 2
r (µ0)

}
= β0 ln

(
µ0

µ

)
, ∴ 1

e 2
r (µ)

− 1

e 2
r (µ0)

= β0 ln

(
µ2

µ 2
0

)
なので式 (15.63)を得る．

15.4 強い相互作用の結合定数

強い相互作用の結合 gs について，裸の結合と繰り込まれた結合を区別してそれぞれ g0, gr と書く．このと

きグルーオン伝播関数，クォーク伝播関数，クォーク-グルーオン結節部分に関わる繰り込み定数 Z3, Z2, Z1

に対して，QEDの場合と同様の式

gr = g0µ
−η/2Z

1/2
3 Z2

Z1

が成り立つことを本節で示す．

15.4.1 色因子

準備として色因子，すなわち構造係数 fijkと色行列 Ti = λi/2［既に指摘したように，これは式 (11.11a):F̂i =

λi/2と同じもの］に関する必要最小限の性質を列挙する．これらの具体的な成分は全て 11.2節に与えられて

いる．

• 構造係数　 fijk

添字に関する完全反対称性に加えて，次の性質がある．

fijkfljk = 3δil. (15.67)

• 色行列　 T i = λi/2

［式 (15.65)では下付き添字を用いた表記 Ti となっている．］

交換関係 (11.12a):[T i, T j ] = ifijkT
k に加えて，次の性質がある．

Tr(T i) =
1

2
Tr(λi) = 0,

Tr(T iT j) =
1

4
Tr(λiλj) =

1

2
δij ,

T iT j =
1

4
λiλj =

4

3
. (15.71)

［第 3式の最右辺には単位行列が掛かっているものと見なす．］

さらに以上の関係式から，次の恒等式が導かれる (導出は下記)．

ifijkT
jT k =− 3

2
T i, (15.72)

T jT iT j =− 1

6
T i. (15.73)
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15.4.1節，式の導出など

■式 (15.72)の導出

ifijkT
jT k =ifijk[T

j , T k] + ifijkT
kT j

=− ifijkfjklT l − ifikjT kT j

=− ifijkfljkT l − ifijkT jT k

=− 3T i − ifijkT jT k, (∵ 式 (15.67))

∴ ifijkT
jT k =− 3

2
T i : (15.72).

■式 (15.73)の導出

T jT iT j =T j [T i, T j ] + T jT jT i

=ifijkT
jT k +

4

3
T i (∵ 式 (15.71))

=− 3

2
T i +

4

3
T i (∵ 式 (15.72))

=− 1

6
T i : (15.73).

15.4.2 無効ダイヤグラム

図 33に示したループダイヤグラムに Feynman規則を適用するとゼロになる．(正規順序化を利用する正準

形式では，Wickの定理において同時刻縮約が除かれることから，これらのダイヤグラムが省かれる．)

15.4.2について

■図 15.12(p.415) のグラフ (a),(b) に関する因子 δjk について 14.3 節で見たように，伝播関数に由来する

Kroneckerのデルタを計算で消費してしまえば (あるいは等価的に，あらかじめ色や色電荷の保存する過程の

みを考えて Kroneckerのデルタを省けば)，グラフの内線に Kroneckerのデルタを充てる必要はなくなるけれ

ど，本来的には伝播関数因子は Kroneckerのデルタを含んでいる．

■図 15.12(p.415)のグラフ (d)に関する，p.414下から 2行目の式について 計量テンソル gµν はグルーオン

伝播関数に由来しており，正しくは gνσ と考えられる．

15.4.3 結合定数の繰り込み

本節ではクォークとグルーオンの伝播関数とクォーク-グルーオン結節部分の繰り込みを，2次の摂動論の範

囲で考える．

■クォークの自己エネルギー クォークの自己エネルギー部分は図 34 のダイヤグラム［ただし教科書の図

15.13(p.416)に対して，グルーオンの色電荷の添字 i, j とクォークの色の添字 a, a′, c, c′ の付け方を修正した］

に Feynman規則を適用すると

ig 2
0 Σac(p) =(ig0)

2Cac

∫
d4k

(2π)4
iDFαβ(k)γ

αiSF(p− k)γβ ,

Cac ≡T iabT ibc =
4

3
δac
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図 33 無効ダイヤグラム

図 34 2次のクォーク自己エネルギー

となる．［Kronecker のデルタ δac により色の保存しない過程 a ̸= c の確率はゼロになる．そこで］色の

保存する場合 a = c を考えると，これは単に電子の自己エネルギー部分 (15.7b) において e 2
0 → 4g 2

0 /3

と置き換えたものになっている．よってクォーク伝播関数の繰り込みは，繰り込み定数 (15.15): Z2 =

1− e 2
r

16π2

[
2
η − γ + ln(4π)

]
を

Z2 = 1− g 2
r

12π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
(15.77)

に置き換えさえすれば，電子伝播関数の場合 (15.2.1節)と全く同様に行われる．
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■グルーオンの自己エネルギー グルーオンの伝播関数に対する 2次の補正には，図 35の 3種類の自己エネ

ルギーダイヤグラムがある．これらは Feynman 規則に基づいて式 (15.80) のように評価されるので (15.6.1

節)，クォークループに関して nf 種類のクォークの香り考慮すると (標準理論では nf = 6)，自己エネルギー

部分は正味で

ig 2
0 Πµνij (k) =iδijg

2
0 Π̃µν(k),

g 2
0 Π̃µν(k) =(kµkν − k2gµν) g̃

2
0

16π2

(
2nf
3
− 5

)[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ · · ·

となる．ここに「· · ·」は有限な項を表す．［Kroneckerのデルタ δij により色電荷の保存しない過程 i ̸= j の

確率はゼロになる．そこで］色電荷の保存する場合 i = j を考えると，これは光子の自己エネルギー部分 (式

(10.48)，式 (10.52b))において
ẽ 2
0

12π2
→ g̃ 2

0

16π2

(
2nf
3
− 5

)
と置き換えたものになっている．よってグルーオン伝播関数の繰り込みは，繰り込み定数 (15.26) :Z3 =

1− ẽ 2
r

12π2

[
2
η − γ + ln(4π)

]
を

Z3 = 1− g̃ 2
0

16π2

(
2nf
3
− 5

)[
2

η
− γ + ln(4π)

]
(15.86)

に置き換えさえすれば，電子伝播関数の場合 (15.2.2節)と全く同様に行われる．

■クォーク-グルーオン結節点補正 クォーク-グルーオン結節点に対する 2次の補正 g 2
0 Λi,µ(p′, p)は図 36の

2つのダイヤグラムで表され，Feynman規則に基づいて式 (15.90)によって与えられる (15.6.2節)．このと

き繰り込み定数の表式

Z1 = 1− 13g 2
r

48π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
を通して繰り込まれた結合

gr =
g̃0
Z1

(15.94)

を定義すると，2次の輻射補正を含めたクォーク-グルーオン結節部分は

iΓi,µ(p′, p) =ig0[γ
µT i + g 2

0 Λi,µ(p′, p)]

=igrµ
η/2[T iγµ + g̃ 2

0 Λi,µr (p′, p)]

となる．ただし Λi,µr (p′, p)は有限な部分である．

QEDの場合と同様に，結節点に接続する伝播関数に由来する因子 Z
1/2

2 , Z
1/2

3 を吸収して，繰り込まれた

結節部分を

iΓi,µr (p′, p) = Z2Z
1/2

3 iΓi,µ(p′, p) = igrµ
η/2[T iγµ + g 2

r Λi,µr (p′, p) +O(g 5
r )]

とする．ここに

gr ≡ g̃0
Z

1/2
3 Z2

Z1
= g0µ

−η/2Z
1/2

3 Z2

Z1

は完全に繰り込まれた電荷であり，QCDの場合 Z1 = Z2 としてさらにこの式を簡略化することはできない．
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図 35 グルーオンの自己エネルギーへの 2次の寄与

図 36 2次のクォーク-グルーオン結節点補正
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15.4.3について

■自己エネルギーの式 (15.74a) について 図 34 のダイヤグラムに 14.4 節の Feynman 規則を適用して

Feynman振幅の式 ūc(p){ig 2
0 Σac(p)}ua(p)に翻訳すると，

ig 2
0 Σac(p) =

∫
d4k

(2π)4
{iDβα

F (k)δij}{−ig0(T j)cc′γα}{iSF(p− k)δa′c′}{−ig0(T i)a′aγβ}

=(ig0)
2(T i)cb(T

i)ba

∫
d4k

(2π)4
iDFαβ(k)γ

αiSF(p− k)γβ : (15.74)

となる．

■式 (15.81)について

nf
24π2

(kµkν − k2gµν) + 1

32π2

(
kµkν +

k2gµν

2

)
− 1

32π2

(
11kµkν − 19

2
k2gµν

)
=

1

16π2

(
2

3
nf +

1

2
− 11

2

)
kµkν +

1

16π2

(
−2

3
nf +

1

4
+

19

4

)
k2gµν

=
1

16π2

(
2nf
3
− 5

)
(kµkν − k2gµν)

による．

■Z3 の式 (15.86) について 2nf − 5 の箇所は
(

2nf

3 − 5
)
と考えられる．実際このときはじめて式 (15.98)

を正しく導ける．

■式 (15.88)について QEDにおける対応する式 (15.28)とともに，Πr(k
2)の項には係数 k2 を補う必要が

あると考えられる．実際，式 (15.24)の Πr(k
2)は無次元量なので，k2 を補って初めて次元の正しい式となる．

■式 (15.93)について

iΓi,µ(p′, p) =ig0T
iγµ

[
1 +

13g 2
r

48π2

{
2

η
− γ + ln(4π)

}]
+ · · ·

=igrµ
η/2T iγµZ1

[
1 +

13g 2
r

48π2

{
2

η
− γ + ln(4π)

}]
+ · · ·

=igrµ
η/2[T iγµ +O(g̃ 2

0 )] + · · ·

において，O(g̃ 2
0 )を有限な項「· · ·」と合わせて g̃ 2

0 Λi,µr (p′, p)と書けば，式 (15.93)を得る．

なお色電荷の添字が省かれているけれど，Ti は行列要素を表していると考えられ，それ故 γ 行列と順序交

換するのは何ら問題ない．

■“輻射補正”として可能なグラフ (図 15.13(p.416)，図 15.15(p.417)，図 15.17(p.420))について これらは

QCDの結節点が図 14.4(p.379)の 4種類であることを考慮して得られる．

15.4.4 走行電荷

完全に繰り込まれた結合 (15.97):gr = g0µ
−η/2 Z

1/2
3 Z2

Z1
に対して

µ
∂gr
∂µ

= −β0g
3
r

16π2
, β0 = 11− 2

3
nf (15.99)
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なので (導出は下記)，17 未満の香りの種類の数 nf に対して［したがって標準理論の値 nf = 6 に対して，

QED の場合とは対照的に］結合 gr は µ の増加に対して減少する［漸近的自由性 (15.5 節の第 1 段落を参

照)］．微細構造定数と同様に定義される結合の強さ αs(µ) ≡ g 2
r (µ)/4π に関する上式の解として，結合 gr の

具体的な µ依存性を以下の 2通りに表すことができる［本稿「15.4.4について」の節参照］．

αs(µ) =


4π

β0 ln(µ2/Λ2)
: (15.102) (Λは積分定数)

αs(µ0)

1 + (β0/4π)αs(µ0) ln(µ2/µ 2
0 )

: (15.103) (µは積分定数)

15.4.4節，式の導出など

■式 (15.99)の導出 式 (15.97):gr = g0µ
−η/2 Z

1/2
3 Z2

Z1
に式 (15.77)，(15.86)，(15.94)を代入すると

gr = g0µ
−η/2

[
1 +

g 2
r

32π2

(
11− 2nf

3

){
2

η
− γ + ln(4π)

}
+O(g 4

r )

]
(15.98)

となる［本稿次節で補足］ことによる．

15.4.4について

■完全に繰り込まれた結合 gr の式 (15.98)について

Z
1/2

3 Z2

Z1
=1 +

g 2
r

32π2

{
−
(
2nf
3
− 5

)
− 8

3
+

26

3

}{
2

η
− γ + ln(4π)

}
+O(g 4

r )

=1 +
g 2
r

32π2

(
11− 2nf

3

){
2

η
− γ + ln(4π)

}
+O(g 4

r )

による．

■αs に対する式 (p.421下から 3行目)とその解 (15.102)について

µ
∂αs
∂µ

=
µ

2π
gr
∂gr
∂µ

=
gr
2π

(
−β0g

3
r

16π2

)
= −β0

α 2
s

2π
.

これを変数分離して解くと

− 1

αs
= −β0

2π
lnµ+ const. = −β0

4π
ln

(
µ2

Λ2

)
となるので式 (15.102)を得る．積分定数 Λは真数を無次元化する意味でも必要である．

■α−1
s に対する式 (p.422，l.3)とその解 (15.103)について

µ
∂α −1

s

∂µ
= 4πµ

(
− 2

g 3
r

∂gr
∂µ

)
=

(
− 8π

g 3
r

)(
−β0g

3
r

16π2

)
=
β0
2π
.

これを解くと
1

αs(µ)
− 1

αs(µ0)
=
β0
2π

ln

(
µ

µ0

)
となるので式 (15.103)を得る．

■漸近的自由性 QEDに対する 15.3.3節の説明を踏まえると，結合 gr が µの増加に対して減少すること (式

(15.99)，式 (15.102)，式 (15.103))が漸近的自由性に他ならない．そのことの丁寧な説明が 15.5節の第 1段

落にある．
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図 37 反応 e+e− →ハドロン群に寄与するダイヤグラム

■尺度 µに Z0ボゾンの質量mZ を用いること (最終段落)について mZ は比較的大きな質量なので αs(mZ)

は 1 に比べて小さな値をとる．このため µ = Z0 と選ぶことは摂動論に適していると考えられる (15.5 節も

参照)．

15.5 応用

質量尺度に対する走行結合の減少 (15.4.4節)

↔ 漸近的自由性 (第 1段落)

→ 短距離の相互作用に関しては摂動論を利用可能．

そこで［摂動論から得られた］反応 e+e− →ハドロン群の全断面積 (15.5):

σ(e+e− → ハドロン群) =

3
∑
f

e 2
f

σ(e+e− → µ+µ−)

を考え，これを比

R ≡ σ(e+e− → ハドロン群)

σ(e+e− → µ+µ−)
= 3

∑
f

e 2
f =

11

3
≡ R0

の形に表す［電荷の値は素電荷を単位として表記してある］．ただしこれはハドロン群の生成に対する主要な

寄与として，重心系エネルギーが 15–40GeVの場合に支配的となる図 37(a)のダイヤグラムの過程を考えた

ものであり，ここではこのエネルギー範囲において生成し得るクォークの 5種類の香り f = d, u, s, c, bにつ

いて和をとっている．［クォークの質量 (静止エネルギー)は 6種類の香りのうち t(トップ)が最大である．］

これに対する αs のオーダーの補正として図 37(b)(c)(d)のダイヤグラムからの寄与を考慮すると

R = R0

[
1 +

αs(µ)

π

]
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となり (証明は行わない)，この値は尺度 µの選択に大きく依存する．しかし物理量の正確な値は人為的に導

入した尺度 µに依らないということから期待されるように，摂動の高い近似に進めばこの尺度 µ依存性は抑

制される．

しばしば尺度 µは特定の値 µ0 に固定せずに，考えている過程に特徴的な運動量尺度に選ぶことが有用とな

る．例えば今の場合 µとして，電子-陽電子対の不変質量 (重心系における全エネルギー)Qを選べば良い．そ

の利点を以下に述べる．MS体系では

R = R0

{
1 +

αs
π

+ 1.41
(αs
π

)2
− 12.8

(αs
π

)3
+ · · ·

}
, αs = αs(µ = Q;µ0) ≡ αs(Q)

となる［式 (15.103)の αs(µ;µ0)は µ2 の関数なので，αs = αs(µ
2 = Q2):(15.109b)とも書ける］．(証明は

行わない．別の繰り込みの体系では結果は異なる．) αs(µ;µ0)の式 (15.103):

αs(Q) = αs(µ0)−
β0
2π

ln

(
Q

µ0

)
αs(µ0)

2 + · · ·

を代入すると，固定した尺度 µ0 を用いた場合の αs(µ0)による展開の形

R = R0

[
1 +

αs(µ0)

π
+

{
1.41− β0

2
ln

(
Q

µ0

)}(
αs(µ0)

π

)2

+ · · ·

]

が得られる．このとき尺度 µ = Qを採用した場合の展開における最初の項 1 + αs(Q)
π は，αs(µ0)による展開

の各次数における係数から，“最初に現れる”対数 ln(Q/µ0)の項だけを取り出した

1 +
αs(µ0)

π

∞∑
n=0

[
−β0
2π

ln

(
Q

µ0

)
αs(µ0)

]n
に一致する．さらに α 2

s (Q) の項は次の対数の項を，α 3
s (Q) の項はその次の対数の項を含み，以下同様に

続く．

充分大きな µ = Qの値に対しては αs(Q)による展開は速く収束し，ゼロ次の結果 R = R0 に対する補正の

Q依存性は実験結果とよく合う．これは QCD理論の成功を示す 1例である．

15.6 付録：QCDにおけるループダイヤグラムの例

15.6.1 グルーオン自己エネルギー部分のグラフ

15.4.3節で予告したように，図 35のダイヤグラム (a),(b),(c)に対応する最低次でのグルーオンの自己エネ

ルギー部分はそれぞれ，Feynman規則に基づき式 (15.80):

ig 2
0 Πµνij (a) =δil(k

µkν − k2gµν) ig̃
2

0

24π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ · · · ,

ig 2
0 Πµνij (b) =δil

(
kµkν +

k2gµν

2

)
ig̃ 2

0

32π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ · · · ,

ig 2
0 Πµνij (c) =δil

(
11kµkν − 19

2
k2gµν

)
−ig̃ 2

0

32π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ · · ·

によって与えられることを証明した．ただし「· · ·」は η → 0の極限で発散せずに有限に留まる量である．
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15.6.1について

■クォークループの寄与 (15.110) について 図 35(a) のダイヤグラムに Feynman 規則を適用して対応する

Feynman振幅を εiµ(k)ig
2

0 Πµνil (a)ε
∗
lν(k) と書くと，

ig 2
0 Πµνil (a) =

∫
d4p

(2π)4
(−1)Tr[{−ig0(T i)abγµ}iSF(p+ k){−ig0(T l)baγν}iSF(p)]

=C
(a)
il (−1)(−ig0)2

∫
d4p

(2π)4
Tr[γµiSF(p+ k)γνiSF(p)] : (15.110),

C
(a)
il =T iabT

l
ba = Tr(T iT l) =

1

2
δil : (15.111)

となる．(トレースの中のスピノル因子の順序が，フェルミオン線の矢の向きをたどる順序と同じ順序で右か

ら並んではいないが，クォークのループに対してトレースをとって (−1)を掛ける Feynman規則 (14.4節の

規則 5) を適用できるのはこのときである (QED の場合の式 (7.22) 参照)．光子の自己エネルギー部分の式

(9.8)も同様である．)

■ゴーストループの寄与 (15.113)について 図 35(b) のダイヤグラムに Feynman規則を適用して対応する

Feynman振幅を εiµ(k)ig
2

0 Πµνil (b)ε
∗
lν(k) と書くと，

ig 2
0 Πµνil (b) =

∫
d4p

(2π)4
(−1)(g0fikjpµ)i∆F(p+ k){g0fljk(p+ k)ν}i∆F(p)

=C
(b)
il (−1)g 2

0

∫
d4p

(2π)4
(p+ k)νpµi∆F(p+ k)i∆F(p),

C
(b)
il =fikjfljk = −fijkfljk = −3δil : (15.113b)

となる．よって式 (15.113a)は添字 µ, ν が逆であると考えられる．ただし最終的な結果 (15.80b)は添字 µ, ν

に関して対称であり，結論に変わりはない．そこで本稿では以降の計算において，混乱を避けるため式の中の

添字 µ, ν の付け方は教科書に合わせることにする．いずれにせよ式 (15.113a) の kν は pν に，また i∆F(k)

の引数 k は pに訂正しなければならない．

■式 (15.115)，式 (15.116)の訂正 式 (15.113a)の訂正を反映して，式 (15.115)右辺の被積分関数分母にお

いて k2 + iε→ p2 + iεと訂正し，式 (15.116)右辺において kν → pν と訂正する．すると p.429，l.3以降の

式が正しく得られる．

■式 (15.80b)導出過程の最後 (式 (15.119)以降)について η による展開を行うにあたって，まず次のことに

注意する．

• 公式 (10.28):

x−η/2 = 1− η

2
lnx+ · · ·

は x < 0の場合にも，右辺において x→ |x|と置き換えれば成立する．
• ガンマ関数の性質 Γ(x+ 1) = xΓ(x)より

Γ
(η
2
− 1
)
=

Γ(η/2)
η
2 − 1

と書き換えれば，右辺の Γ(η/2)は公式 (10.29)を用いて評価できる．
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すると Iµν1 の項は

µη

(2π)D

∫ 1

0

dzIµν1 (k, z)

=
µη

(2π)4−η
(−i)

π2−η/2Γ
(
η
2 − 1

)
2

gµν
∫ 1

0

dz
1

[−k2z(1− z)](η/2)−1

=
igµν

32π2

[
1 +

η

2
ln(4π2) + · · ·

] [
1− η

2
lnπ + · · ·

] [
1 +

η

2
+ · · ·

] [2
η
− γ + · · ·

]
×
∫ 1

0

dz[−k2z(1− z)]
[
1− η

2
ln

(
k2z(1− z)

µ2

)
+ · · ·

]
=
igµν

32π2
×
∫ 1

0

dz[−k2z(1− z)]
[
2

η
− γ + ln(4π2)− lnπ + 1− ln

(
k2z(1− z)

µ2

)]
+ · · ·

=− i

32π2

k2gµν

6

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
− igµν

32π2
k2
∫ 1

0

dzz(1− z)
[
1− ln

(
k2z(1− z)

µ2

)]
+ · · ·

となる．最右辺の 2行目は η → 0のときに発散せずに有限に留まる量であり，特に「· · ·」の部分は η → 0と

すると消える．

Iµν2 の項に関しても同様に

µη

(2π)D

∫ 1

0

dzIµν2 (k, z)

=
µη

(2π)4−η

∫ 1

0

dzπ2−η/2Γ(η/2)
kµkν

[−k2z(1− z)]η/2

=
−ikµkν

16π2

[
1 +

η

2
ln(4π2) + · · ·

] [
1− η

2
lnπ + · · ·

] [2
η
− γ + · · ·

]
×
∫ 1

0

dzz(1− z)
[
1− η

2
ln

(
k2z(1− z)

µ2

)
+ · · ·

]
=
−ikµkν

16π2

∫ 1

0

dzz(1− z)
[
2

η
− γ + ln(4π2)− lnπ − ln

(
k2z(1− z)

µ2

)]
+ · · ·

=− i

32π2

kµkν

3

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+
ikµkν

16π2

∫ 1

0

dzz(1− z) ln
(
k2z(1− z)

µ2

)
+ · · ·

と計算できる．再び最右辺の 2行目は η → 0のときに発散せずに有限に留まる量であり，特に「· · ·」の部分
は η → 0とすると消える．

以上の 2式を足して全体に −3g̃ 2
0 δil を掛ければ，式 (15.80b)が得られる．

■グルーオンループの寄与 (15.121)について 図 35(c)のダイヤグラム (ただし教科書の図 15.15(c)(p.417)

の Lorentz添字 ρ, σ に加えて ρ′, σ′ を導入し，また運動量の向きを表す矢印を付記した) に Feynman規則を

適用して対応する Feynman振幅を εiµ(k)ig
2

0 Πµνil (c)ε
∗
lν(k) と書くと，

ig 2
0 Πµνil (c) =

1

2

∫
d4p

(2π)4
{g0fijkV µρσ(k,−p− k, p)}{g0flkjV νρ′σ′(−k,−p, p+ k)}{iDρρ′

F (p+ k)}{iDσσ′

F (k)}
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=3δil
1

2
g 2
0

∫
d4p

(2π)4
V µρσ(k,−p− k, p)V νσρ(−k,−p, p+ k)

[(p+ k)2 + iε][k2 + iε]
: (15.121)

(∵ −fijkflkj = fijkfljk = 3δil)

となる．

15.6.2 クォーク-グルーオン結節点補正

15.4.3節で予告したように，図 36のダイヤグラム (a),(b)に対応する最低次でのクォーク-グルーオン結節

点補正はそれぞれ，Feynman規則に基づき式 (15.90):

g 2
0 Λi,µ(a) =− γ

µ(T i)cd
g̃ 2
0

96π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ · · · ,

g 2
0 Λi,µ(b) =γ

µ(T i)cd
9g̃ 2

0

32π2

[
2

η
− γ + ln(4π)

]
+ · · ·

によって与えられることを証明した．ただし「· · ·」は η → 0の極限で発散せずに有限に留まる量である．

15.6.2について

■式 (15.123) について 図 36(a) のダイヤグラム (ただし教科書の図 15.17(a)(p.420) に Lorentz 添字 α, β

を補い，また運動量の向きを表す矢印を付記した) に Feynman 規則を適用して対応する Feynman 振幅を

ūc(p
′)ig 3

0 Λi,µ(a)ud(p)ε
(∗)
iµ (p− p′) と書くと，

ig 3
0 Λi,µ(a) =

∫
d4k

(2π)4
iDFαβ(k){−ig0(T j)cbγβ}iSF(p

′ − k){−ig0(T i)baγµ}iSF(p− k){−ig0(T j)adγα}

=ig 3
0 C(a)Λ

µ(p′, p) : (15.123),

C(a) =(T j)cb(T
i)ba(T

j)ad = −
1

6
(T i)cd : (15.124),

Λµ(p′, p) =
−i

(2π)4

∫
d4k

k2 + iε
γα

1

/p
′ − /k −m+ iε

γµ
1

/p− /k −m+ iε
γα : (9.48)

となる．

■式 (15.125) について 図 36(b) のダイヤグラム (ただし教科書の図 15.17(b)(p.420) に Lorentz 添字 α, β

を補い，2つある色電荷の添字 nの一方をmに訂正し，また運動量の向きを表す矢印を付記した) に Feynman

規則を適用して対応する Feynman振幅を ūc(p
′)ig 3

0 Λi,µ(b)ud(p)ε
(∗)
iµ (p− p′) と書くと，

ig 3
0 Λi,µ(b) =

∫
d4k

(2π)4
{g0finmV µβα(p′ − p, k − p′, p− k)}iDFνα(p− k)iDFτβ(p

′ − k)

× {−ig0(Tn)caγτ}iSF(k){−ig0(Tm)adγ
ν} : (15.125)

となる．ただし式 (15.125)のフェルミオン伝播関数 iSF(k)の部分において，k → /k,m2 → m 2
0 と訂正する．
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第 16章 弱い相互作用

16.1 緒論

弱い相互作用を媒介する粒子はスピン 1 の“仲介ベクトルボゾン”(intermediate vector boson：IVB)

W±, Z0 であり，これらは大きな質量

MW = 80.40GeV, MZ = 91.19GeV

を持つ．このため

• 弱い相互作用の到達距離を決める IVBの Compton波長［質量の逆数に比例］は 10−3f程度に過ぎず，

弱い相互作用は到達距離がゼロの点接触型相互作用のように近似できる (16.6.1節)．

• W±, Z0 ボゾン生成には非常に高いエネルギーを要し，実験的に発見されるまで時間がかかった．

当初の観測事実は，弱い相互作用が荷電ボゾン W± のみによって媒介されるという仮説を支持していた．

しかし Glashow (グラショウ)，Salam (サラム)，Weinberg (ワインバーグ)による電磁相互作用と弱い相互

作用の統一理論からは，弱い相互作用を媒介する中性ベクトルボゾン Z0 の存在が予言され，後に Z0 ボゾン

の交換が関与する“中性カレント反応”として，

νµ +N → νµ +X, N : 核子, X :ハドロン群

という反応が観測された．

電磁相互作用と弱い相互作用は“電弱相互作用”として統一的に理解されるようになったけれど，低エネル

ギーにおいては両者は明確に分離している (後で［19.4節にて］詳しく説明する)．

本章では基本となる理論として，W± の交換だけを考慮する IVB理論を扱う．この理論の困難は第 17–19

章の統一理論によって解消される．

弱い相互作用による過程は

• 純粋なレプトン的過程　 (レプトン，すなわち荷電レプトンと (反)ニュートリノのみを含む)

• 半レプトン的過程　 (レプトンとハドロンを両方とも含む)

• 純粋なハドロン的過程　 (ハドロンのみを含む)

に分類できる．ここでは電磁相互作用と弱い相互作用に関する摂動論を用いて記述できる，ハドロンの関与し

ない純粋なレプトン的過程に話を限定する．［クォークの弱い相互作用については，他の文献で補う必要があ

る (訳者あとがき)．本稿の付録 Cも参照．］

16.2 レプトンの弱い相互作用

弱い相互作用における相互作用ハミルトニアン密度HI は，QEDの場合

HQED = sµAµ, sµ = −eψ̄γµψ : 電磁カレント

と同様に，レプトン場演算子に関して双一次のレプトン (荷電)カレント

Jα =
∑
l

ψ̄lγα(1− γ5)ψνl , J †
α =

∑
l

ψ̄νlγα(1− γ5)ψl
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を用いて
HI = gW (Jα†Wα + JαW †

α ) (16.7)

と表される．ただし ψl と ψνl はそれぞれレプトン l = e, µ, τ と対応するニュートリノ νl, ν̄l を表す量子場で

あり，

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
i

4!
εµνρσγ

µγνγργσ

(式 (A.7)，式 (A.13))である．［ψl は l− の消滅演算子と l+ の生成演算子を含み，ψνl はニュートリノ νl の

消滅演算子と反ニュートリノ ν̄l の生成演算子を含む．］またWα(x)はW ボゾンを記述する場であり，gW は

無次元の結合定数である．［ここでは結合 gW はカレント Jα, J
†

α からくくり出されている．また 16.1節の予

告通り，弱い力を媒介する粒子としてW ボゾンだけが考慮されている．］

付録の式 (A.53)によりレプトンカレント Jα は

ベクトルカレント JαV =
∑
l

ψ̄lγ
αψνl ,

軸性ベクトルカレント JαA =
∑
l

ψ̄lγ
αγ5ψνl

の差 Jα = JαV − JαA で与えられる．ここではこのため，Jα は空間反転を考えなければ Lorentz変換に対して

ベクトルとして変換されることにまず注意を促しておく．

•［Jα がベクトルなので，HI が Lorentzスカラーとなるためには］Wα(x)は

［共変］ベクトル場でなければならず，したがってW ボゾンはスピン 1のベクトルボゾンとなる．

• HI の作る結節点には荷電レプトン，中性レプトン，W ボゾンが 1つずつ接続するので，

［電荷保存則を満たすには］W ボゾンは電荷を持たねばならず，

したがって場Wα(x)は非 Hermiteである．

［このことを考慮して，HI の式において既にWα とW †
α を区別してある．］

• ニュートリノを考慮してレプトン数を

N(l) = N(l−)−N(l+) +N(νl)−N(ν̄l), l = e, µ, τ

と再定義すると，HI は

– l− を生成して (消滅させて) νl を消滅させ (生成し)

– l+ を生成して (消滅させて) ν̄l を消滅させる (生成する)

ので，レプトン数 N(l)を保存する (観測事実にも整合)．

レプトンカレント Jα = JαV − JαA は，したがって相互作用ハミルトニアンはパリティ変換 (x, t)→ (−x, t)
の下で不変ではないため，パリティは保存されない．実際，質量がゼロに極めて近いニュートリノに対しては

カレントにおける PL = (1− γ5)/2を近似的にヘリシティ射影演算子と見なせるので，相互作用ハミルトニア
ンには

• ヘリシティが負の (r = 2)ニュートリノ

• ヘリシティが正の (r = 1)反ニュートリノ

の生成・消滅演算子のみが含まれることになり，それ故，弱い相互作用にはこれらの (反)ニュートリノしか

関与しない［パリティの非保存に対応するカイラル対称性の破れ，本稿次節で補足］．
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ここで“左手型の”場 ψL
l = PLψl, ψ

L
νl

= PLψνl を定義すると，レプトンカレントは左手型の場のみを用

いて
Jα = 2

∑
l

ψ̄L
l γαψ

L
νl

(16.16)

と表される［本稿次節で補足］．ところで荷電レプトンについても粒子のエネルギーが質量mに比べて非常に

高い極限では，近似的に PL をヘリシティ射影演算子と見なせる．このため弱い相互作用によって生成した電

子 (陽電子)は負 (正)のヘリシティを持つことになる．

16.2について

■レプトンカレント (16.6a)，(16.6b)の関係について γ5 の性質 (A.8):γ †
5 = γ5, [γ

µ, γ5]+ = 0に注意すると

(ψ̄lγαψνl)
† =ψ †

νl
(γ0γαγ

0)(γ0ψl) = ψ̄νlγαψl,

(ψ̄lγαγ5ψνl)
† =ψ †

νl
γ5(γ

0γαγ
0)(γ0ψl) = ψ †

νl
(γ0γαγ5)(γ

0)2ψl = ψ̄νlγαγ5ψl

なので，確かに式 (16.6)の Jα と J †
α は互いに Hermite共役となっている．

■演算子 (16.13)は「ヘリシティが負の……生成する」(p.439，l.13,14)について 式 (16.6b)の J †
α におい

てニュートリノに関係する部分は (ψLνl)
† なので，Jα の項と合わせてニュートリノに関しては

• ヘリシティが負の (r = 2)ニュートリノ

• ヘリシティが正の (r = 1)反ニュートリノ

の生成・消滅演算子のみが含まれることになる．よって「これらの状態だけが役割を担っており，……関わる

ことはない」(p.439，l.14～16)．

なおレプトンに関してはふつう質量をゼロと近似できないので，(1− γ5)/2をヘリシティ演算子と見なすこ
の議論は一般には適用できない (式 (16.14)の段落参照)．

■レプトンカレントの式 (16.16)について 任意の Diracスピノル ψ に対して

ψ̄L,R ≡ (ψL,R)†γ0 =
1

2
{(1∓ γ5)ψ}†γ0 = ψ† 1

2
(1∓ γ5)γ0 = ψ̄

1

2
(1± γ5) = ψ̄PR,L

(ただし式 (A.8):(γ5)
† = γ5, [γ5, γ

0]+ = 0を考慮した) と考える．すると再び γ5 の性質 (A.8):[γ5, γ
0]+ = 0

により
2ψ̄L

l γαψ
L
νl

= 2(ψ̄lPR)γα(PLψνl) = 2ψ̄lγαP
2

L ψνl = ψ̄lγα(1− γ5)ψνl

と計算できる．ただし最後の等号では，γ5 の性質 (A.8):(γ5)
2 = 1により射影演算子に対して期待される性質

P 2
L =

{
1

2
(1− γ5)

}2

=
1

2
(1− γ5) = PL

が満たされていることを用いた．

なお ψL の代わりに ψR を用いて，同様にレプトンカレントを表すことはできない．
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16.3 自由なベクトルボゾン場

［前節ではレプトンとニュートリノの量子場 ψl, ψνl と，W ボゾンの場Wα が導入された．このうち Dirac

場 ψl は QEDにおいて既に馴染みの概念であり，ニュートリノの場 ψνl もこれと同様の概念である．そこで

本節では残るベクトルボゾン場Wα(x)の性質について議論する．］

■場の方程式 自由なスピン 1のベクトルボゾン場Wα に対する場の方程式は，質量をmW として Proca方

程式
□Wα − ∂α(∂βW β) +m 2

W Wα = 0 (16.18)

によって与えられ，これはラグランジアン密度

L = −1

2
F †
WαβF

αβ
W +m 2

W W †
α Wα, FαβW = ∂βWα − ∂αW β

から導かれる．［確認は本稿次節．これを古典場の理論と見なせば，Hermite共役 (†)は複素共役 (∗)に置き
換わる．］Proca方程式 (16.18)はmW ̸= 0に対して自動的に Lorenz条件

∂αW
α = 0 (16.19)

を含意し (これは式 (16.18)の 4元発散をとれば直ちに導かれる)，

□Wα +m 2
W Wα = 0

と簡略化される［Klein-Gordon方程式と同じ形］．

■平面波展開と偏極ベクトル 場の方程式から得られる分散関係 ωk =
√
m 2
W + k2 を考慮して，波数

k = (ωk,k)によって特徴付けられる平面波を用いて場を次のように展開する．

Wα(x) =Wα+(x) +Wα−(x),

Wα+(x) =
∑
k

3∑
r=1

(
1

2V ωk

)1/2

εαr (k)ar(k)e
−ik·x,

Wα−(x) =
∑
k

3∑
r=1

(
1

2V ωk

)1/2

εαr (k)b
†
r(k)e

ik·x.

［Wα† に関しては Wα±† = (Wα∓)† とする．すなわち消滅演算子 br(k) を含む正振動数部分を Wα+† とお

き，生成演算子 a†r(k)を含む負振動数部分をWα−† とおく．］ここに εαr (k)(r = 1, 2, 3)は偏極ベクトルであ

り，Lorenz条件により
kαε

α
r (k) = 0

を満たす．k = (ωk, 0, 0, |k|)となる座標系では偏極ベクトルを
εα1 (k) = (0, 1, 0, 0),

εα2 (k) = (0, 0, 1, 0),

εα3 (k) = (|k|, 0, 0, ωk)/mW

(26)

と選ぶのが便利である．これらは

εαr (k)ε
α
s (k) = −δrs,

3∑
r=1

εαr (k)ε
β
r (k) = −gαβ +

kαkβ

m 2
W

(27)
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という性質を満たす［導出は本稿次節］．［電磁場の場合 (5.1節)と同様に式 (26)は特定の座標系でしか成り

立たないのに対し，性質 (27)は相対論的に不変な式となっているので，k = (ωk, 0, 0, |k|)となる座標系にお
いて成分が式 (26)で与えられる偏極ベクトルを考える限り任意の座標系で成立する．したがって式 (27)の性

質だけを要求すれば十分であると考えられる．］

■正準量子化 正準形式での量子化により

• a†r(k)と ar(k)をそれぞれモード (r,k)のW+ の消滅・生成演算子

• b†r(k)と br(k)をそれぞれモード (r,k)のW− の消滅・生成演算子

と見なすことが可能となる．

■W ボゾンの伝播関数

iDαβ
F (x− y,mW ) = ⟨0|T{Wα(x)W β†(y)}|0⟩ =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)iDαβ

F (k,mW ),

iDαβ
F (k,mW ) =

i(−gαβ + kαkβ/m 2
W )

k2 −m 2
W + iε

. ［導出は下記］ (16.30)

16.3について

■自由なベクトルボゾン場Wα(x)のラグランジアン密度 (16.21)について Wα(x)とW †
α (x)を独立な場と

見なすと，
∂

∂(∂βW
†

α )
(F †
WµνF

µν
W ) = FαβW − F βαW = 2FαβW

なので，場W †
α (x)に対する Euler-Lagrange方程式

0 = ∂β
∂L

∂(∂βW
†

α )
− ∂L
∂W †

α

= −∂βFαβW −m 2
W Wα

は Proca方程式 (16.18)を与える．

■偏極ベクトル εµr (k)について 光子の場合とは異なり，r = 0の偏極ベクトル εµ0 (k)は導入されていない．

古典電磁場の自由度は 2であり，場の量子論においてもゲージ条件を適切に考慮すると，2つの横波成分だけ

が観測量に寄与を持つことが説明された (5.1節，5.2節)．これに対して質量mW ̸= 0を持つベクトルボゾン

場Wα はゲージとは無関係に常に式 (16.19):∂αW
α = 0を満たすため，最初から電磁場よりも自由度が 1だ

け少ない (mW = 0では関係 ∂αW
α = 0が場の方程式から導かれないため，この論法は適用されない)．3つ

の偏極ベクトルを用いてWα を展開しなければならないのはこのためである [8, p.93] [10, p.211]．

式 (16.26)の偏極ベクトルに対して

3∑
r=1

εαr (k)ε
β
r (k) =


|k|2/m 2

W 0 0 |k|ωk/m
2

W

0 1 0 0
0 0 1 0

|k|ωk/m
2

W 0 0 ω 2
k /m 2

W



=


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+


ω 2
k /m 2

W 0 0 |k|ωk/m
2

W

0 0 0 0
0 0 0 0

|k|ωk/m
2

W 0 0 |k|2/m 2
W

 (
∵ ωk =

√
m 2
W + k2

)
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図 38 IVB相互作用の基本結節点

=− gαβ + kαkβ/m 2
W : (16.27) (∵ k = (ωk, 0, 0, |k|))

が成立する．

■W ボゾンの伝播関数 (16.30)について 式 (16.27):
∑3
r=1 ε

α
r (k)ε

β
r (k) = −gαβ + kαkβ/m 2

W を用いると，

Klein-Gordon場に対する第 3章の計算と同様に

iDαβ
F (x− y,mW ) = ⟨0|T{Wα(x)W β†(y)}|0⟩

=θ(x0 − y0) ⟨0|Wα(x)W β†(y)|0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|W β†(y)Wα(x)|0⟩

=θ(x0 − y0) ⟨0|[Wα+(x),W β−†(y)]|0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|[W β+†(y),Wα−(x)]|0⟩

=θ(x0 − y0) 1

2V ωk

∑
k,r

εαr (k)ε
β
r (k)e

−ik·(x−y) + θ(y0 − x0) 1

2V ωk

∑
k,r

εαr (k)ε
β
r (k)e

−ik·(y−x)

=

(
−gαβ +

kαkβ

m 2
W

)
{θ(x0 − y0)i∆+(x− y)− θ(y0 − x0)i∆−(x− y)},

i∆±(x− y) ≡± 1

2V

∑
k

1

ωk
e±ik·(x−y)

とできる．最右辺の {· · · }の部分は式 (3.56)の Feynman伝播関数∆F(x− y)(の i倍)に他ならないので，式

(3.57)のように Fourier展開される．よってW ボゾンの運動量空間の伝播関数は式 (16.30)で与えられる．

16.4 IVB理論に対する Feynman規則

16.2節で導入した IVB理論における相互作用ハミルトニアン密度 (16.7)が作る基本結節点は図 38のよう

である．ここではレプトン数の保存と電荷保存を満たす可能なレプトン線の組を代表して描いている．この場

合の Feynman規則は QEDの規則を，電子と同様の規則をすべてのレプトン (ニュートリノ・反ニュートリ

ノを含む)に適用してレプトンを含むように拡張した上で，次のように修正して得られる．

• 結節点　因子 −igW γα(1− γ5)を充てる．
• ボゾンの内線　W ボゾンの内線と見なして，その伝播関数 iDFαβ(k,mW )を充てる．

• ボゾンの外線　W ボゾンの外線と見なして，その偏極ベクトル εrα(k)を充てる．
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16.4について

■結節点因子 (16.31)について QEDと IVB理論の相互作用

HI = −eN[ψ̄ /Aψ] : (6.23), HI = gW
∑
l

N
[
ψ̄l /W (1− γ5)ψνl + ψ̄νl /W (1− γ5)ψl

]
: (16.7)

を比較すると，結節点因子は ieγα → −igW γα(1− γ5)と置き換わることが予想できる．

16.5 崩壊頻度

ミュー粒子の崩壊頻度の計算［16.6.1節］に先立ち，任意の崩壊過程の頻度を Feynman振幅から求める公

式を調べておこう．粒子 P の N 粒子への崩壊過程

P → P ′
1 + P ′

2 + · · ·+ P ′
N (28)

(粒子 P の運動量 p = (E,p)， 粒子 P ′
fの運動量 p′f = (E′

f ,p
′
f )， f = 1, 2, · · · , N)

を考える．終状態の各粒子を指定したスピン状態と運動量 p′f の与えられた範囲 d3p′f に見出すような崩壊頻

度は，単位時間当たりの遷移確率 wの式 (8.6)に状態数
∏
f V d3p′f/(2π)

3 を掛けた

dΓ = w
∏
f

V d3p′f
(2π)3

= (2π)4δ(4)

∑
f

p′f − p

 1

2E

(∏
l

(2ml)

)∏
f

d3p′f
(2π)32E′

f

 |M|2 (16.36)

によって与えられる．［レプトン l として (反)ニュートリノも考慮する．］さらに終状態のスピンについて和

をとり，終状態の運動量に関する積分を行うと，全崩壊頻度 Γが得られる．

粒子 P の崩壊には式 (28)の形の様々な反応過程 (崩壊モード)が考えられる．特定のモード (28)への分岐

比 B は

B =
Γ∑
Γ

で定義される．ただし右辺分母の和は全ての崩壊モードについてとる．このとき粒子 P の寿命は

τ =
1∑
Γ

=
B

Γ

と表される．

16.6 IVB理論の応用

本稿では詳しい解析が与えられているミュー粒子崩壊 (16.6.1節)のみをまとめ，簡単な言及で済まされて

いる

• ニュートリノ散乱　 νµ + e− → νe + µ− 　 (16.6.2節)

• W ボゾンのレプトン化崩壊　W+ → l+ + νl 　 (16.6.3節)

については省略することにする．いずれの過程についても，IVB理論の予想は実験結果と良く一致する．
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16.6.1 ミュー粒子の崩壊

レプトン的過程の重要な例として，ミュー粒子の崩壊過程

µ−(p, r) → e−(p′, r′) + ν̄e(q1, r1) + νµ(q2, r2) (16.39)

を取り上げよう．最低次の Feynmanダイヤグラムは図 39で表され，対応する Feynman振幅は Feynman規

則に基づき

M = −g 2
W [ū(p′)γα(1− γ5)v(q1)]

i(−gαβ + kαkβ/m
2

W )

k2 −m 2
W + iε

[ū(q2)γ
β(1− γ5)u(p)], k = p− q2 = p′ + q1

(16.40)

と与えられる．(ただしここではレプトンの種類の指標やスピン添字を省いた．)

W ボゾンの質量 mW は mµ に比べて大きいので，［現実的な状況として m 2
W が kαkβ に比べて大きい場

合を考えると，］伝播関数は近似的に

iDFαβ(k,mW ) =
i(−gαβ + kαkβ/m

2
W )

k2 −m 2
W + iε

→ igαβ
m 2
W

に置き換わり，Feynman振幅は

M = − iG√
2
[ū(p′)γα(1− γ5)v(q1)][ū(q2)γβ(1− γ5)u(p)]

となる．ここに Gは
G√
2
=

(
gW
mW

)2

で定義される Fermiの結合定数である［無次元の結合 gW とは対照的に，これは自然次元 −2を持つ］．［とこ
ろで 16.1節で説明されたように，W ボゾンの質量 mW が大きいことは弱い相互作用を点接触型相互作用の

ように扱うことを可能にする．実際，］この置き換えはあらかじめ，Fermiの提案した点接触型相互作用

H(F)
I (x) =

G√
2
Jα(x)J †

α (x) (16.44)

を考えることと等価である［本稿「16.6.1について」の節で補足］．このときの Feynmanダイヤグラムは図

40のように，W ボゾンの内線を 1点に縮めたゼロ距離の相互作用となる．

一般公式 (16.36)より，崩壊頻度は Feynman振幅を用いて

dΓ = (2π)4δ(4)(p′ + q1 + q2 − p)
mµmemνenνµ

E

1

(2π)9
d3p′

E′
d3q1
E1

d3q2
E2
|M|2 (16.45)

と表される．

• 終状態のスピンについて和をとり (
∑
r′,r1,r2

)，始状態のスピンについて平均をとると ( 12
∑
r)，

dΓ =
4G2

(2π)5E
(p · q1)(p′ · q2)δ(4)(p′ + q1 + q2 − p)

d3p′

E′
d3q1
E1

d3q2
E2

(16.53)

が得られる (導出は下記)．
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図 39 ミュー粒子の崩壊

図 40 ミュー粒子の崩壊の点接触型相互作用による表現

• 次いでニュートリノの質量をゼロと見なして，
ニュートリノの運動量 q1, q2 に関する積分を行うと，

1

2

∑
spins

dΓ =
2π

3

G2

(2π)5E

d3p′

E′ [(p · p′)q2 + 2(p · q)(p′ · q)] (16.64)

になる (導出は下記)．

• 最後に始状態のミュー粒子の静止系を採用し，m 2
e /m

2
µ を無視する近似の下で

電子の運動量 p′ に関する積分を行うと，全崩壊頻度

Γ =
1

2

∑
spins

∫
q1,q2,p′

dΓ =
G2m 5

µ

192π3
(16.68)

が導かれる (導出は下記)．

ここで扱った反応 µ− → e−ν̄eνµ の実験的な分岐比は 98.6％である．そこでこれをミュー粒子の唯一の崩壊
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モードと見なすと，ミュー粒子の寿命は

τµ =
1

Γ
=

192π3

G2m 5
µ

と表される．この結果はミュー粒子の質量 mµ と寿命 τµ に対する実験的な値から Fermi 結合定数を，した

がって結合の強さ g 2
W /4π を求めるのに用いることができ，その結果は

g 2
W

4π
≃ 4× 10−3

となる．これは 1に比べて小さい値となっているので，弱い相互作用においても摂動論による近似が有効であ

ると期待される．

• ミュー粒子の寿命に関する予言からは，実験との比較により結合定数 Gが決まるだけである．

そこで理論のさらなる検証を行う意味でも

– ミュー粒子の崩壊により生成した電子のエネルギースペクトル

– 偏極したミュー粒子の崩壊により生成した電子のエネルギースペクトルと角度分布

– 非偏極のミュー粒子の崩壊により生成した電子のヘリシティ

に関して理論的な予測を立てると，実験と良く一致する．

• 同様に τ 粒子の寿命に関しても同様の解析を適用すると，理論と実験が良く一致することから，

弱い相互作用が共通の結合 gW を用いて記述されることが裏付けられる．

16.6.1節，式の導出など

■式 (16.53)の導出 8.2節で示した，スピン状態についての和と平均を計算する手法を適用すると，

mµmemνemνµ

1

2

∑
spins

|M|2

=
G2

64
Tr[(/p

′
+me)γ

α(1− γ5)(/q1 −mνe)γ
β(1− γ5)]

× Tr[(/q2 +mνµ)γα(1− γ5)(/p−mµ)γβ(1− γ5)]

=
G2

64
Tr[/p

′
γα(1− γ5)/q1γβ(1− γ5)]Tr[/q2γα(1− γ5)/pγβ(1− γ5)] (16.46)

を得る［本稿次節で補足］．ただし最右辺ではmνe ,mνµ → 0を想定しており，第 1の対角和は

Eαβ ≡Tr[/p′γα(1− γ5)/q1γβ(1− γ5)]

=2p′µq1νTr[γ
µγαγνγβ(1− γ5)] (∵ {γ5, γα} = 0, (1− γ5)2 = 2(1− γ5))

=8p′µq1νx
µανβ (∵ 対角和の公式 (A.17), (A.21))

xµανβ ≡gµαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν + iεµανβ

と評価される．同様に
Mαβ ≡ Tr[/q2γα(1− γ5)/pγβ(1− γ5)] = 8qσ2 p

τxσατβ

と計算でき，これらを上式 (16.46)に代入すると

mµmemνemνµ

1

2

∑
spins

|M|2 = G2p′µq1νx
µανβqσ2 p

τxσατβ
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を得る．右辺において
xµανβxσατβ = 4δµσδ

ν
τ (16.51)

なので［本稿次節で補足］，

mµmemνemνµ

1

2

∑
spins

|M|2 = 4G2(p · q1)(p′ · q2)

である．よって微分崩壊頻度 (16.45)はスピン状態について和と平均をとると，式 (16.53)になる．

■式 (16.64)の導出 ニュートリノの運動量に関する積分は

Iµν(q) ≡
∫

d3q1d
3q2

qµ1 q
ν
2

E1E2
δ(4)(q1 + q2 − q), (16.54)

q ≡p− p′

という形をしている．式 (16.54)はその Lorentz共変性により［q から作られる 2階反変テンソルとなってい

るから (理由は本稿次節)，その］最も一般的な形として

Iµν(q) = gµνA(q2) + qµqνB(q2) (16.56)

と表せる．このとき

gµνI
µν(q) =4A(q2) + q2B(q2), (16.57a)

qµqνI
µν(q) =q2A(q2) + (q2)2B(q2) (16.57b)

となる．これ以降，ニュートリノの質量をゼロと置くことにすると q 2
1 = q 2

2 = 0なので，式 (16.54)のデル

タ関数の下で
q = q1 + q2, ∴ q2 = 2q1 · q2

を仮定して良い．式 (16.57)の左辺を計算し，A(q2)と B(q2)を求めよう．まず式 (16.57a)の左辺を

gµνI
µν(q) =

q2

2

∫
d3q1
E1

d3q2
E2

δ(4)(q1 + q2 − q) ≡
q2

2
I(q2)

と書いて I(q2)を定義すると，I(q2)は不変量となっているので［理由は本稿次節］その値を 2つのニュート

リノの重心系 (q1 = −q2, q = 0)で評価すれば充分である．この系では 2つのニュートリノのエネルギーは等

しく，
ω ≡ E1 = |q1| = E2 = |q2|

なので，

I(q2) =

∫
d3q1

δ(2ω − q0)
ω2

= 2π, ［本稿次節で計算］ (16.61)

∴ gµνI
µν(q) =πq2. (16.62a)

同様に

qµqνI
µν(q2) =

(
q2

2

)2

I =
1

2
π(q2)2 (16.62b)

を得る［第 1の等号を本稿次節で確認］．式 (16.62)を式 (16.57)に代入して A(q2)と B(q2)を定めると，式

(16.56)の Iµν は

Iµν(q) =
1

6
π(gµνq2 + 2qµqν) (16.63)

となる．ここから微分崩壊頻度 (16.64)を得る［本稿次節で補足］．
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■式 (16.68)の導出 始状態のミュー粒子の静止系では

p = (mµ,0), q0 = mµ − E′, q = −p′

なので，微分崩壊頻度 (16.64)は

dΓ =
2π

3

G2

(2π)5mµ
|p′|dE′dΩ′[(m 2

µ +m 2
e − 2mµE

′)mµE
′ + 2mµ(mµ − E′)(mµE

′ −m 2
e )] (16.66)

(d3p′ = |p′|E′dE′dΩ′)

=
2π

3

G2

(2π)5
mµE

′2dE′dΩ′(3mµ − 4E′) (m 2
e /m

2
µ の項を無視) (16.67)

となる［本稿次節で補足］．これを電子の放射範囲 dΩ′ の全方向と全エネルギー範囲 0 ≤ E′ ≤ mµ/2 にわ

たって積分すると，全崩壊頻度 (16.68)が導かれる［本稿次節で補足］．

16.6.1について

■ミュー粒子の崩壊過程 (16.39)について レプトン数 N(e), N(µ)と電荷の保存則を満たしていることが見

て取れる．

■Feynman 振幅 (16.40) について ここではレプトンの種類をスピノルの上付き添字として明記すると，図

39のダイヤグラムは Feynman規則に基づき

M = [ū
(e)
r′ (p

′){−igW γα(1− γ5)}v(νe)r1 (q1)]iDFβα(k,mW )[ū(νµ)r2 (q2){−igW γβ(1− γ5)}u(µ)r (p)] : (16.40)

に翻訳される．

IVB理論に対する Feynman規則 (16.4節)の起源を明確に理解するために，この Feynman振幅を直接導

こう．これは S行列展開の 2次の項

S(2) =
(−i)2

2!

∫
d4xd4yT{HI(x)HI(y)}

=
(−igW )2

2

∑
l,l′

∫
d4xd4yT

[
{ψ̄νl /W (1− γ5)ψl + ψ̄l /W

†
(1− γ5)ψνl}x{ψ̄νl′ /W (1− γ5)ψl′ + ψ̄l′ /W

†
(1− γ5)ψνl′}y

]
から現れる．ミュー粒子の崩壊過程 (16.39)を始・終状態 i, f に選ぶと，反応の確率振幅は

⟨f |S(2)|i⟩ =(−igW )2

2

∫
d4xd4y

[⟨
f
∣∣∣N{ψ̄νµ(x) /W (x)(1− γ5)ψµ(x)ψ̄e(y) /W †

(y)(1− γ5)ψνe(y)
} ∣∣∣ i⟩

+
⟨
f
∣∣∣N{ψ̄e(x) /W †

(x)(1− γ5)ψνe(x)ψ̄νµ(y) /W (y)(1− γ5)ψµ(y)
} ∣∣∣ i⟩]

=
(−igW )2

2

∫
d4xd4y

{(
mνµ

V Eq2

)1/2

ū(νµ)r2 (q2)e
iq2·x

}
γα(1− γ5)

{(
mµ

V Ep

)1/2

ū(µ)r (p)e−ip·x

}

× iDFαβ(x− y,mW )

{(
me

V Ep′

)1/2

ū
(e)
r′ (p

′)eip
′·y

}
γβ(1− γ5)

{(
mνe

V Ep1

)1/2

v̄(νe)r1 (q1)e
iq1·y

}
+ · · ·
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と計算される．ここで最右辺の「· · ·」の部分は積分変数の入れ替え x↔ y により第 1項に一致することに注

意し，また

iDFαβ(x− y,mW ) =

∫
d4k

(2π)4
eik·(x−y)iDFαβ(k,mW ) (∵ iDFαβ(−k,mW ) = iDFαβ(k,mW ))

と Fourier展開した上で xと y に関する積分を実行すると，

⟨f |S(2)|i⟩ =(2π)4δ(4)(p′ + q1 + q2 − p)
(
mµ

V Ep

)1/2(
me

V Ep′

)1/2(
mνe

V Ep1

)1/2( mνµ

V Eq2

)1/2

M,

M =[ū
(e)
r′ (p

′){−igW γα(1− γ5)}v(νe)r1 (q1)]iDFαβ(k,mW )[ū(νµ)r2 (q2){−igW γβ(1− γ5)}u(µ)r (p)] : (16.40)

が得られる．

■点接触型相互作用 (16.44)について 式 (16.44)の相互作用ハミルトニアン密度は gW の 2次の量であり，

これに対してミュー粒子崩壊 (16.39)の最低次の Feynman振幅は S行列展開の 1次の項

S(1) = −i
∫

d4xH(F)
I (x) = −i G√

2

∑
l,l′

∫
d4x{ψ̄lγα(1− γ5)ψνl ψ̄νl′γα(1− γ5)ψl′}x

から現れる．確率振幅は

⟨f |S(1)|i⟩ =− i G√
2

∫
d4x

[⟨
f
∣∣ ψ̄µγα(1− γ5)ψνµ ψ̄νeγα(1− γ5)ψe ∣∣ i⟩

+
⟨
f
∣∣ ψ̄eγα(1− γ5)ψνe ψ̄νµγα(1− γ5)ψµ ∣∣ i⟩

]

であり，これを元の IVB理論における表式 (上記)と比較すると，確かにこれはm 2
W ≫ kαkβ の場合の伝播

関数の置き換え

(−igW )2iDFαβ(x− y,mW )→ −i G√
2
gαβ , ∴ iDFαβ(x− y,mW )→ igαβ

m 2
W

を行った結果に相当していることが分かる．

■スピンの和と平均をとった式 (16.46)について

Γα ≡ γα(1− γ5), Γ̃α ≡γ0Γα†γ0 = γ0(1− γ5)(γ0γαγ0)γ0

=γα(1− γ5)

と書き，

[ūr′(p
′)Γαvr1(q1)]

∗ = [ūr′(p
′)Γαvr1(q1)]

† = v†r1(q1)Γ
α†ur′(p

′) = v̄r1(q1)Γ̃
αur′(p

′), etc.
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に注意すると，

1

2

∑
spins

|M|2 =
G2

4

∑
r,r′,r1,r2

|[ūr′(p′)Γαvr1(q1)][ūr2(q2)Γαur(p)]|
2

=
G2

4

∑
r′,r1

[v̄r1(q1)Γ̃
βur′(p)][ūr′(p

′)Γαvr1(q1)]

(∑
r2,r

[ūr(p)Γ̃βur2(q2)][ūr2(q2)Γαur(p)]

)

=
G2

4

(∑
r′

ur′ν(p)ūr′ρ(p
′)

)(∑
r1

v̄r1σ(q1)vr1µ(q1)

)
Γ̃βµνΓ

α
ρσ

×

(∑
r2

ur2ν′(q2)ūr2ρ′(q2)

)(∑
r

ūrσ′(p)urµ′(p)

)
Γ̃βµ′ν′Γαρ′σ′

(µ, ν, ρ, σおよびµ′, ν′, ρ′, σ′はスピノル添字)

=
G2

4
Tr

[
/p
′
+me

2me
Γα
(
−−/q1 +mνe

2mνe

)
Γ̃β
]
Tr

[
/q2 +mνµ

2mµ
Γα

/p+mµ

2mµ
Γ̃β

]
: (16.46)

を得る．

■縮約公式 (16.51)について 次のような単純計算により確かめられる．

xµανβxσατβ =(gµαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν + iεµανβ)(gσαgτβ − gστgαβ + gσβgατ + iεσατβ)

=δµσδ
ν
τ−gστgµν+δνσδµτ����+iε µ ν

σ τ

−gµνgστ+4gµνgστ−gµνgστ + 0

+δνσδ
µ
τ−gστgµν + δµσδ

ν
τ����+iε ν µ

σ τ
XXXX+iεµ ν

σ τ + 0XXXX+iεµ ν
τ σ − {−2(δµσδντ−δµτδνσ)}

=4δµσδ
ν
τ : (16.51).

■「積分 (16.54) の Lorentz 共変性」(p.448 下から 2 行目)，「積分 I(q2) は不変量」(p.449，l.10) について

d3q1/E1, d
3q2/E2 が Lorentzスカラーであること (式 (8.11))による．デルタ関数はスカラー (密度)として

変換する．

■I(q2)の式 (16.61)について

I(q2) =

∫
d3q1
E1

d3q2
E2

δ(4)(q1 + q2 − q)

=

∫
d3q1d

3q2
δ(q1 + q2 − q)δ(2ω − q0)

ω2

=

∫
d3q1

δ(2ω − q0)
ω2

=

∫ ∞

0

δ(ω − q0/2)
2ω2

4πω2dω

=2π.
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■式 (16.62b)について

qµqνI
µν(q) =

∫
d3q1
E1

d3q2
E2

(q · q1)(q · q2)δ(4)(q1 + q2 − q)

=

∫
d3q1
E1

d3q2
E2

(q 2
1 + q1 · q2)(q 2

2 + q1 · q2)δ(4)(q1 + q2 − q)

=

(
q2

2

)2

I. (∵ q 2
1 = q 2

2 = 0, q1 · q2 = q2/2)

■ニュートリノの運動量に関する積分を行った式 (16.64)について

dΓ→ 4G2

(2π)5E
pµp

′
ν

d3p′

E′ I
µν(q)

に Iµν(q)の式 (16.63)を代入する．

■ミュー粒子の静止系における式 (16.66) について |p′|2 = E′2 −m 2
e により |p′|d|p′| = E′dE′ であり，

また

q2 =(mµ − E′)2 − |p′|2 = m 2
µ − 2mµE

′ +m 2
e ,

p · p′ =mµE
′,

p · q =mµ(mµ − E′),

p′ · q =E′(mµ − E′) + |p′|2 = mµE
′ −m 2

e

となる．

■式 (16.67)について m 2
e を無視する近似では |p′| = E′ である．右辺において E′2→ E′2 と訂正する (本

稿では訂正済み)．

■全エネルギー範囲 0 ≤ E′ ≤ mµ にわたる積分 (16.68) について ニュートリノの質量をゼロと置いたた

め |q1| = E1, |q2| = E2 であり，また電子に対しても m 2
e を無視する近似の下では同様に |p′| = E′ である．

よって始状態のミュー粒子の静止系におけるエネルギー・運動量保存則は

mµ = |p′|+ |q1|+ |q2|, 0 = p′ + q1 + q2

と表され，ここから E′ = |p′|の取り得る値の範囲

|p′| = |q1 + q2| ≤ |q1|+ |q2| = mµ − |p′|, ∴ |p′| ≤ mµ/2

が見出される．∫ mµ

0

E′2(3mµ − 4E′)dE′ = mµ

(mµ

2

)3
−
(mµ

2

)4
=

1

16
m 2
µ ,

∫
dΩ = 4π.

■「式 (11.16)のところで」(p.451，l.20)について 正しくは「式 (16.16)のところ」と考えられる．
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16.7 ニュートリノの質量

ここではニュートリノの質量が正確にはゼロでないことに起因する現象として，

• ニュートリノ振動
• レプトン数保存の破れ

を取り上げる．

16.7.1 ニュートリノ振動

ニュートリノがゼロでない質量を持つ場合，ニュートリノ状態は質量固有状態 ν1, ν2, ν3 の混合状態

νl =
3∑
i=1

Uliνi, l = e, µ, τ

と考えることができる［Uli は定数］．各成分 νi は質量の異なる固有値を持つため，付随する量子力学的波動

は異なる振動数 (エネルギー) を持つことになり，ニュートリノのビームに沿って成分 {νi} の組成は変動す
る．このような現象はニュートリノ振動と呼ばれ，その存在が実験的に確かめられたことから，ニュートリノ

がゼロでない質量を持つことが明らかになった．

16.7.1について

■ニュートリノのラグランジアン密度 (16.90a)について U は∑
l

U†
liUlj = δij ,

∑
j

UljU
†
l′j = δll′

を満たすユニタリー行列であると仮定すると，

ψi =
∑
l

U†
liψνl , ψ̄i =

∑
l

ψ̄νlUli

なので

∑
j

ψ̄ji/∂ψj =
∑
l,l′

∑
j

UljU
†
l′j

 ψ̄νli/∂ψνl′ =
∑
l

ψ̄νli/∂ψνl ,∑
j

ψ̄jmjψj =
∑
l,l′

ψ̄νlGll′ψνl′ , Gll′ ≡
∑
j

UljmjU
†
jl′ : (16.90b)

となる．

16.7.2 DiracニュートリノかMajoranaニュートリノか？

γ 行列が純虚数となるMajorana表示の下で，ニュートリノに対して次の 2通りの記述が可能である．

• Diracニュートリノ
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ニュートリノと反ニュートリノを区別し，それぞれの生成演算子 c †
r (p), d †

r (p)を用いて式 (4.51):

ψ(x) =
∑
r,p

(
m

V Ep

)1/2 {
cr(p)ur(p)e

−ip·x + d †
r (p)u ∗

r (p)eip·x
}
,

ψ†T(x) =
∑
r,p

(
m

V Ep

)1/2 {
dr(p)ur(p)e

−ip·x + c †
r (p)u ∗

r (p)eip·x
}

のようにニュートリノ場を展開する．

• Majoranaニュートリノ

ニュートリノ場が実数の場となるように

ψ(x) =
∑
r,p

(
m

V Ep

)1/2 {
cr(p)ur(p)e

−ip·x + c †
r (p)u ∗

r (p)eip·x
}

と展開する．

このとき ψ に共役な場 ψ† は存在せず，

また展開にはニュートリノに関する生成・消滅演算子 cr(p), c
†
r (p)のみが現れ，

ニュートリノは自身と区別されるような反粒子を持たない．

さて，ニュートリノの質量をゼロとする場合，PL,R = 1
2 (1∓γ5)はヘリシティ演算子となり，ψ

L,R = PL,Rψ

を定義すると

• 自由場の ψL に対する方程式に ψR は関与しない (式 (16.93))．

• ボゾン場との相互作用には ψL だけが現れる (式 (16.16))．

そしてこの極限で弱い相互作用には，Diracニュートリノのうち

• ヘリシティが負のニュートリノ　 (νl− と書く)

• ヘリシティが正の反ニュートリノ　 (ν̄l+ と書く)

だけが関与することになる (16.2節)．［よってレプトン数を

N(l) = N(l−)−N(l+) +N(νl−)−N(ν̄l+)

と再定義すれば，これは保存する．］反ニュートリノの存在しないMajorana表示では，

N(l) = N(l−)−N(l+) +N(νl−)−N(νl+)

によって定義されるレプトン数が保存する (νl+ はヘリシティが正のニュートリノ)．質量ゼロの極限では

Majoranaの記述によるニュートリノ状態 νl−, νl+ と，Diracの記述による 2つの状態 νl−, ν̄l+ を実験的に区

別できず，これらの保存則は等価となる．

しかしながらニュートリノの質量がゼロでない場合，2通りの記述の違いが検証可能となる．実際，ニュー

トリノが生じない二重β崩壊

(Z,A)→ (Z + 2, A) + 2e− (2n→ 2p+ + 2e−)

は Diracニュートリノでは禁じられるのに対し，Majoranaニュートリノでは可能である．ただし我々は以降

も Diracニュートリノを仮定する．
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図 41 νµ-e
− 散乱の IVB理論における最低次のダイヤグラム

16.7.2について

■ψL と ψR に対する式 (16.93) について {γµ, γ5} = 0:(A.8) により PL,R = 1
2 (1 ∓ γ5):(16.14) に対して

PL,Rγ
µ = γµPR,L なので

0 = PL,R(i/∂ −m)ψ = (i/∂PR,L −mPL,R)ψ = i/∂ψR,L −mψL,R

となる．第 1巻の問題 4.5(とそのノート)を併せて参照．

■ニュートリノの質量がゼロでない場合のレプトン数の保存について ニュートリノの質量がゼロでないとし

た場合に，二重β崩壊 (16.96)が Diracニュートリノに対して許容されず，Majoranaニュートリノに対して

可能であること (p.458)は，式 (16.94)のような質量ゼロの極限におけるレプトン数の定義式からは判断でき

ないと考えられる．

16.8 IVB理論の困難

νµ-e
− 散乱

νµ + e− → νµ + e−

は如何なる保存則によっても禁じられていないにも関わらず，IVB理論によって記述することはできない．実

際，レプトンカレントにおいてミュー・ニュートリノを消滅させる項は µ− を生成するため，図 41のような 2

つのW ボゾンの交換を伴うグラフがこの反応の最低次の過程となる．ところがこの Feynmanグラフから生

じるループ積分は発散する．実は IVB理論では繰り込み可能な理論ではないため，νµ-e− 散乱を評価するこ

とはできない．

また 2-ボゾン交換過程は 1-ボゾン交換過程よりも結合 gW を余分に含んでいる．［ところが νµ-e
− 散乱の断

面積の観測値は，1-ボゾン交換過程のそれと同程度である．］電弱統一理論においては νµ-e
− 散乱は，1つの

中性ベクトルボゾン Z0 の交換によって記述され［，それ故この問題は解消され］る．また Z0 ボゾンの導入

により初めて理論は繰り込み可能となる．

IVB理論における発散の困難は，W ボゾンの伝播関数

iDFαβ(k,mW ) =
i(−gαβ + kαkβ/m

2
W )

k2 −m 2
W + iε

における kαkβ/m
2

W の項に由来する．実際この項のために，大きな k に対して伝播関数は定数のように振舞
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い，ループ積分の発散が生じる．QEDにおいてゲージ不変性を利用して kαkβ の項を避けることができたの

と同様に［9.2節］，弱い相互作用の理論もゲージ理論として定式化することで，繰り込み可能性を実現できる．

16.8について

■νµ-e− 散乱の最低次の過程が 2 回の W ボゾンの交換を伴うこと (pp.459–460) について S 行列展開の 0

次の項は行列要素に δfi の寄与をする (式 (8.1))．ただし始・終状態の粒子が共通でも，一般に粒子のスピン・

偏極状態や運動量が異なれば (f ̸= i)，これはゼロとなる．
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第 17章 弱い相互作用のゲージ理論

本章では弱い相互作用をゲージ理論として定式化する．その際，中性ベクトルボゾンと中性のレプトンカ

レントが導入され，さらに弱い相互作用は電磁相互作用と自然に統一される．ところが理論のゲージ不変性

は，全てのレプトンとベクトルボゾンが質量を持たないという困難へと導く．この問題は次章において解消さ

れる．

17.1 QEDの復習

弱い相互作用をゲージ理論として定式化するための準備として，QEDにおいて理論の形を決定した方法を

復習すると，それは以下のようにまとめられる．すなわち「基本的な考え方として，最初に自由場のラグラン

ジアンを不変に保つような大域的位相変換の組を見出し，それに付随する適切な電荷-電流保存則を導く．こ

れらの変換を，局所的な位相変換 (局所的ゲージ変換)へと一般化して，この局所的変換における理論の不変

性を仮定し，そこから相互作用の形を推定する」(17.1節，第 2段落)．

17.2 大域的な位相変換と保存する弱カレント

前節の基本方針に従い，弱い相互作用のゲージ理論を構築しよう．［本節では「自由場のラグランジアンを

不変に保つような大域的位相変換の組を見出し，それに付随する適切な電荷-電流保存則を導く」所までの作

業を行う．］

手始めに全てのレプトン［ニュートリノを含む］は質量を持たないと仮定し，自由レプトン系のラグランジ

アン密度を

L0 =i(ψ̄l/∂ψl + ψ̄νl/∂ψνl)

=i(Ψ̄L
l /∂Ψ

L
l + ψ̄R

l /∂ψ
R
l + ψ̄R

νl
/∂ψR

νl
), ΨL

l ≡
(
ψL
νl
ψL
l

)
, Ψ̄L

l ≡
(
ψ̄L
νl

ψ̄L
l

)
と書く［第 2の等号については本稿次節を参照］．ただしこれ以降，繰り返されたレプトンの添字 l について

は全ての世代 l = e, µ, τ にわたって和をとるものと約束する．また任意の Diracスピノル ψ に対して左手型

と右手型の場を

ψL,R = PL,Rψ =
1

2
(1∓ γ5)ψ

と定義しており，最右辺ではラグランジアン密度を敢えて右手型と左手型に関して非対称な形に書いている．

なお 17.5節以降において，実際のレプトンは質量を持つという問題に立ち戻る．

この自由場のラグランジアン密度を不変に保つような大域的位相変換は，Pauli行列 τ1, τ2, τ3 に対してユニ

タリー行列
U(α) ≡ exp (iαjτj/2)

を用いて
ΨL
l → U(α)ΨL

l , Ψ̄L
l → Ψ̄L

l U
†(α)

と行われる．実際このとき左手型の場に関する項 iΨ̄L
l /∂Ψ

L
l は不変に保たれる．よって右手型の場 ψR の各々

をこの変換に対して不変と見なせば，ラグランジアン密度 L0 の不変性が保証される．

151



• 2次元のユニタリー行列 U(α) ≡ exp (iαjτj/2)によるこの変換を SU(2)変換と呼ぶ．

［ΨL
l → U(α)ΨL

l は SU(2)変換の最も一般的な形である．］

– Sは条件 detU(α) = +1を表す“特殊 (special)”を意味する [3, p.230]．

– Pauli行列が非可換であることから，この変換は非 Abel群を作ると言われる．

–「“SU(2)”や“非 Abel”などの術語は群論から引用しているが，

これ以降の議論において群論の予備知識は必要ではない」(p.468脚注)に注目する．

• SU(2)変換に対する変換性から

– 2成分場ΨL
l は弱アイソスピノル

– 右手型の場 ψR の各々は弱アイソスカラー

と呼ばれる．

この SU(2)変換に対するラグランジアンの不変性から，保存する電荷-電流密度として

J α
i =

1

2
Ψ̄L
l γ

ατiΨ
L
l (i = 1, 2, 3) (17.20)

と弱アイソスピン電荷

IWi =

∫
d3xJ 0

i =
1

2

∫
d3xΨL†

l τiΨ
L
l

が導かれる［カレント (17.20)の導出は本稿次節を参照］．これは IVB理論におけるレプトン (荷電)カレント

Jα =ψ̄lγ
α(1− γ5)ψνl = 2(J α

1 − J α
2 ),

Jα† =ψ̄νlγ
α(1− γ5)ψl = 2(J α

1 + J α
2 ) (17.22)

が保存するカレントであること［確認は本稿次節を参照］に加え，“中性カレント”

J α
3 =

1

2
Ψ̄L
l γ

ατ3Ψ
L
l =

1

2
(ψ̄L
νl
γαψL

νl
+ ψ̄L

l γ
αψL

l )

が保存することを意味する．さらに電磁カレントを sα = −eψ̄lγαψl として，弱超電荷カレント

J α
Y =

1

e
sα − J α

3

を定義する．このとき弱アイソスピン電荷 IW3 の保存は通常の電荷 Qの保存則と合わせると，弱超電荷

Y ≡
∫

d3xJ 3
Y =

Q

e
− IW3

が保存することを意味する．［今一度確認すると，正確には保存するのはカレントではなく電荷であり，保存

するカレントとは保存する電荷に対するカレントのことである．］

ここで左手型の［すなわちヘリシティが負の］レプトン l− が 1個だけ存在している状態を |l−,L⟩ 等と書
き，レプトンの 1粒子状態について各種電荷の固有値を調べると，その結果は表 3のようにまとめられる［IW3
の固有値の計算は本稿次節を参照］．

なお ψ を ψL
νl
, ψL

l , ψ
R
νl
, ψR

l のいずれかとし，Y を場 ψ によって消滅する粒子の弱超電荷とすると，弱超電

荷 Y の保存は変換
ψ → eiβY ψ, ψ̄ → ψ̄e−iβY (17.30)

(U(1)変換と呼ばれる)に対するラグランジアンの不変性から直接導かれる［本稿次節で確認］．したがって弱

い相互作用の理論では，対称性から弱アイソスピン電荷と弱超電荷の保存が独立に導かれ，逆に通常の電荷保

存則が保証されることになる．
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表 3 レプトンの 1粒子状態における各種電荷の固有値

|l−,L⟩ |νl,L⟩ |l−,R⟩ |νl,R⟩
Q/e −1 0 −1 0

IW3 −1/2 +1/2 0 0

Y −1/2 −1/2 −1 0

17.2について

■自由レプトン系のラグランジアン密度 (17.12)について 射影演算子の性質 PL + PR = 1により，任意の

Diracスピノル ψ に対して ψ = ψL + ψR である．また式 (16.16)のところの議論と同様に

ψ̄L,R ≡ (ψL,R)†γ0 =
1

2
{(1∓ γ5)ψ}†γ0 = ψ† 1

2
(1∓ γ5)γ0 = ψ̄

1

2
(1± γ5) = ψ̄PR,L

(ただし式 (A.8):(γ5)
† = γ5, [γ5, γ

0]+ = 0を考慮した) と考える．すると ψ̄ = ψ̄L + ψ̄R であり，さらに射影

演算子に対して期待される性質

PLPR = PRPL =
1

4
{1− (γ5)

2} = 0

により

ψ̄Li/∂ψR = ψ̄PRi/∂PRψ = ψ̄i/∂PLPRψ = 0, ψ̄Ri/∂ψL = ψ̄PLi/∂PLψ = ψ̄i/∂PRPLψ = 0

となることに注意すると，

ψ̄i/∂ψ = (ψ̄L + ψ̄R)i/∂(ψL + ψR) = ψ̄Li/∂ψL + ψ̄Ri/∂ψR

と書き換えられる．

■自由レプトン系のラグランジアン密度 (17.14)について 2成分スピノルΨL
l , Ψ̄

L
l と 4× 4の γ 行列との積

が定義されていないことに対する疑義が生じ得るけれど，式 (17.14)の導き方から分かるように，これ以降 γ

行列はスピノルの 2成分に分配されるものと解す：

Ψ̄L
l i/∂Ψ

L
l = ψ̄L

νl
i/∂ψL

νl
+ ψ̄L

l i/∂ψ
L
l .

■Pauli行列と SU(2)変換について Pauli行列 (17.15)に対する交換関係 (17.16)や，演算子 (17.17):U(α) ≡
exp (iαjτj/2) がユニタリーであって detU(α) = +1 を満たすこと (p.468) については，文献 [3, pp.222–

224,pp.228–229]を参照．

SU(3)変換に関する 11.2.2節のノートのまとめから分かるように，一般に SU(N)変換では生成子 Ti，保存

する電荷，導入されるゲージ場はそれぞれ N2 − 1種類である．今考えている N = 2の場合，Pauli行列 τi，

弱アイソスピン電荷 IWi ，ゲージ場Wµ
i (x)(17.3節)はそれぞれ 3種類である (i = 1, 2, 3)．

■「中性子と陽子を，核子の 2 つの状態として記述する 2 成分アイソスピノル」(p.468 一番下) について

クォークとハドロン (核子を含む) に対するアイソスピンと超電荷 (ハイパーチャージ) の手頃な説明が，文
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献 [7, § 5.2, § 5.6]に見出される (そのノートも参照)．同文献 [7, § 7.4]では電弱統一理論への簡単な言及

もある．

続く p.469の冒頭に関しては，次の予備知識があれば充分である．すなわち 2つのスピン 1/2を合成する

とスピン 1の 3重項とスピン 0の 1重項が得られる [3, pp.278–280]．群論の言葉で言えば，これは SU(2)の

基本表現 (2次元の表現である)の直積 2⊗ 2が，既約表現の直和 3⊕ 1に分解できることを意味する．(詳し

くは文献 [7, § 5.2] (のノート)を参照．)

■弱アイソスピンカレント (17.20)について

∂L0

∂(∂αΨL
l )

= iΨ̄L
l γ

α,
∂L0

∂(∂αΨ̄L
l )

= 0

なので，カレントの一般的な表式 fα = ∂L
∂ϕr,α

δϕr(p.38，l.2)は今の場合

(
iΨ̄L

l γ
α
)( iαiτi

2
ΨL
l

)
= −αiJ α

i , J α
i ≡

1

2
Ψ̄L
l γ

ατiΨ
L
l : (17.20)

を与える．3つの変換のパラメーター αi を独立に選べることから，各 J α
i (i = 1, 2, 3)が保存するカレントと

なる．

■弱アイソスピンカレントとレプトンカレントの関係 (17.22)について 式 (17.15)の Pauli行列 τi に対して

τ1 − iτ2 =

(
0 0
2 0

)
, τ1 + iτ2 =

(
0 2
0 0

)
なので，

2(J α
1 − iJ α

2 ) =
(
ψ̄L
νl

ψ̄L
l

)
γα(τ1 − iτ2)

(
ψL
νl
ψL
l

)
= 2ψ̄L

l γ
αψL

νl
,

2(J α
1 + iJ α

2 ) =
(
ψ̄L
νl

ψ̄L
l

)
γα(τ1 + iτ2)

(
ψL
νl
ψL
l

)
= 2ψ̄L

νl
γαψL

l

となる．これらは式 (16.16)の導出と同様の計算により，それぞれ

ψ̄lγ
α(1− γ5)ψνl , ψ̄νlγ

α(1− γ5)ψl

と書き換えられる．

■弱超電荷カレントの式 (17.25)について L0 の式 (17.12)の導出と同様の計算により

1

e
sα = −ψ̄lγαψl = −ψ̄L

l γ
αψL

l − ψ̄R
l γ

αψR
l

となるので，

J α
Y ≡1

e
sα − J α

3

=− 1

2
(ψ̄L
l γ

αψL
l + ψ̄L

νl
γαψL

νl
)− ψ̄R

l γ
αψR

l

=− 1

2
Ψ̄L
l γ

αΨL
l − ψ̄R

l γ
αψR

l : (17.25)

を得る．
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■「これらの結果を，より正当的に導出するには，……代入すればよい」(p.471，l.2,3)について

I W
3 =

1

2

∫
d3x(ψL†

νl
ψL
νl
− ψL†

l ψL
l )

において，場の展開には

• ヘリシティが負の (r = 2)粒子 l−, νl

• ヘリシティが正の (r = 1)反粒子 l+, ν̄l

の生成・消滅演算子のみが含まれる．そこで 1粒子状態 |l−,L⟩ , |νl,L⟩のいずれかを |· · ·⟩と書くと，I W
3 |· · ·⟩

への寄与は，考えている粒子の生成・消滅演算子 c †
2 , c2 を含む項から現れる：

1

2

∫
d3x

∑
p,p′

(
m

V Ep

)1/2(
m

V Ep′

)1/2

u †
2 (p′)u2(p)e

−i(p−p′)·xc †
2 (p′)c2(p) |· · ·⟩

=
1

2

∑
p,p′

m

V (EpEp′)1/2
u †
2 (p′)u2(p)(2π)

3δ(p− p′)c †
2 (p′)c2(p) |· · ·⟩

=
1

2

∑
p

c †
2 (p)c2(p) |· · ·⟩

∵ 1

V

∑
p′

→
∫

d3p′

(2π)3
: (1.48), u †

r (p)us(p) =
Ep

m
δrs : (4.37)


=
1

2
|· · ·⟩ .

なお以上の計算において

u2 → v1, u †
2 → v †

1 , c †
2 → d1, c2 → d †

1

と置き換えれば，ヘリシティが正の反粒子に対しても弱アイソスピン電荷 I W
3 の固有値を調べることができ，

同様に

I W
3 |l+,R⟩ = −1

2
|l+,R⟩ , I W

3 |ν̄l,R⟩ = +
1

2
|ν̄l,R⟩

となると考えられる．このとき「場 ψ によって消滅する粒子の弱超電荷」(p.472，l.2)は同時に，場 ψ によっ

て生成する粒子の弱超電荷でもあることになる．

ここでの議論は QCDにおいて，色スピノルの持つ色演算子 F̂i の固有値を，場の量子論に移行して再び導

けたことに対応している (11.2節)．

■大域的 U(1)変換 (17.30)から弱超電荷の保存が導かれることについて 各レプトン場 ψ = ψL
νl
, ψL

l , ψ
R
νl
, ψR

l

に対して
∂L0

∂(∂αψ)
= iψ̄γα,

∂L0

∂(∂αψ̄)
= 0

なので，カレントの一般的な表式 fα = ∂L
∂ϕr,α

δϕr(p.38，l.2)は今の場合

∑
ψ

(iψ̄γα)(iβY ψ) = β

(
1

2
Ψ̄L
l γ

α + ψ̄R
l γ

αψR
l

)
= −βJ α

Y

を与える．
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図 42 大域的な位相変換と保存する電荷 (17.2節のまとめ)

■大域的な位相変換と保存する電荷 (まとめ) 図 42参照．ただし図 42では文献 [10, pp.460–461]にならっ

て，QEDにおける U(1)電磁ゲージ変換と本節の U(1)弱超電荷変換 (17.30)をそれぞれ U(1)em,U(1)Y と書

いて区別した．

17.3 ゲージ不変な電弱相互作用

17.1節で述べたように，前節の大域的な位相変換としての SU(2)変換と U(1)変換［式 (17.30)の変換を指

す］を「局所的な位相変換 (局所的ゲージ変換)へと一般化して，この局所的変換における理論の不変性を仮

定し，そこから相互作用の形を推定する」作業に移る．

まず SU(2)変換において αj → gωj(x)と置き換えた局所的位相変換を考える．ただし g は定数であり，後

から［相互作用ラグランジアン密度における］結合定数に同定される．すると自由場ラグランジアン密度 L0

において /∂ が関数 ωj(x)に作用するため，L0 は変換に対する不変性を失う．ゲージ不変性を回復するには，

QCDの場合と同様に，無限小の ωj(x)に対して

Wµ
i → W ′µ

i =Wµ
i − ∂

µωi − gεijkωjWµ
k (17.32b)

と変換する 3つの実数のゲージ場Wµ
i (i = 1, 2, 3)を導入し，ラグランジアン密度において微分の共変微分へ

の置き換え
∂µΨL

l → DµΨL
l = [∂µ + igτjW

µ
j /2]Ψ

L
l

を行えば良い．

次に U(1)変換において β → g′f(x)と置き換えた局所的位相変換を考えると (g′ は実定数)，レプトン場の

変換と同時に
Bµ → B′µ = Bµ − ∂µf (17.37b)

と変換される実ゲージ場 Bµ(x)を導入し，各レプトン場 ψ = ψL
l , ψ

L
νl
, ψR

l , ψ
R
νl
に対して微分の共変微分への

置き換え
∂µψ → Dµψ = [∂µ + ig′Y Bµ]ψ
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を行えば，ラグランジアン密度のゲージ不変性が保証される．

以上により正味の共変微分は

DµΨL
l =

[
∂µ +

i

2
gτjW

µ
j −

i

2
g′Bµ

]
ΨL
l ,

DµψR
l =[∂µ − ig′Bµ]ψR

l ,

DµψR
νl

=∂µψR
νl

となる．そして場Wµ
i (x)は U(1)ゲージ変換の下で不変であり，Bµ(x)は SU(2)ゲージ変換の下で不変であ

るものと考えれば，ここで定義した共変微分に対して，レプトン系のラグランジアン密度

LL =i(Ψ̄L
l /DΨL

l + ψ̄R
l /DψR

l + ψ̄R
νl
/DψR

νl
)

=L0 + LI,

LI =− gJ µ
i Wiµ − g′J µ

Y Bµ (17.42)

は U(1)ゲージ変換と SU(2)ゲージ変換の下で不変となる (SU(2)×U(1)ゲージ不変)．［式 (17.42)の導出は

本稿「17.3について」の節を参照．］

ここでW1µ とW2µ の代わりに非 Hermiteなゲージ場

Wµ =
1√
2
(W1µ − iW2µ), W †

µ =
1√
2
(W1µ + iW2µ)

を導入し，またW3µ と Bµ の代わりにこれらの 1次結合

Zµ =cos θWW3µ − sin θWBµ,

Aµ =sin θWW3µ + cos θWBµ (17.45)

(θW は弱混合角またはWeinberg角と呼ばれる)を用いて相互作用ラグランジアン密度を表すことを考える．

その際，場 Aµ を電磁場と見なして，これが相互作用ラグランジアン密度に −sµAµ という形でのみ現れるこ
とを要求すると，弱混合角 θW は条件

g sin θW = g′ cos θW = e (17.47)

から定まり，

LI =− sµAµ −
g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ )− g

cos θW
(J µ

3 − sin2 θWs
µ/e)Zµ (17.48)

となる (導出は下記)［式 (17.47) が一見すると条件過剰であることについて，本稿「17.3 について」の節で

考察］．

• 第 1項 −sµAµ は QEDの相互作用である［電磁相互作用と弱い相互作用の統一］．

• 第 2項 − g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ )は，

gW = g

2
√
2
とおき，場Wµ(x)をWボゾンの量子場と見なせば，IVB理論の相互作用に他ならない．

• 第 3項は中性カレント

J µ
3 − sin2 θWs

µ/e =
1

4
ψ̄νlγ

µ(1− γ5)ψνl −
1

4
ψ̄lγ

µ{(1− 4 sin2 θW)− γ5}ψl (17.50)

と場 Zµ の相互作用を表し，実ベクトル場 Zµ は中性ベクトルボゾン Z0 の量子場と解釈される．
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図 43 電弱相互作用を媒介するゲージボゾン

実験と整合する弱混合角の値は
sin2 θW = 0.23122± 0.00015 (17.51)

であり，これは中性カレントの右辺第 2 項がほとんど純粋な軸性カレントであることを意味している

［1− 4 sin2 θW ≃ 0，付録の式 (A.53)参照］．

17.3節，式の導出など

■式 (17.47)，式 (17.48)の導出 LI の式 (17.42)の初めの 2項は

− g
2∑
i=1

J µ
i Wiµ =

−g
2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ ) (17.44)

と書き換えられる［本稿次節で確認］．残りの 2項は

− gJ µ
3 W3µ − g′J µ

Y Bµ

=− g′

e
sµ(− sin θWZµ + cos θWAµ)

− J µ
3 {g(cos θWZµ + sin θWAµ)− g′(− sin θWZµ + cos θWAµ)} (17.46)

となる．ここでゲージ場 Aµ を電磁場と見なし，Aµ が LI の中に −sµAµ という形でのみ含まれることを要求
する．そのためには上式 (17.46)において J µ

3 Aµ の係数がゼロになり，sµAµ の係数が (−1)となれば良いか
ら，条件 (17.47)を得る．式 (17.44)，式 (17.46)を LI の式 (17.42)に代入し，式 (17.47)を用いて g′ を消去

すると式 (17.48)を得る［本稿次節で補足］．
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図 44 弱混合角 (Weinberg角) θW

17.3について

■相互作用ラグランジアン密度 (17.42)について

LI =Ψ̄L
l

(
−g
2
τi /W i +

g′

2
/B

)
ΨL
l + ψ̄R

l g
′ /BψR

l

=− gJ µ
i Wiµ − g′J µ

Y Bµ : (17.42),

J µ
i =

1

2
Ψ̄L
l γ

µτiΨ
L
l , J µ

Y = −1

2
Ψ̄L
l γ

µΨL
l − ψ̄R

l γ
µψR

l .

■式 (17.44)について

1

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ ) =
1

2
{(J µ

1 + iJ µ
2 )(W1µ − iW2µ) + (J µ

1 − iJ
µ

2 )(W1µ + iW2µ)}

=J µ
1 W1µ + J µ

2 W2µ.

■弱混合角 θW を定義する式 (17.45)と決定する式 (17.47)について 図 44において，同一の点を表す座標

(W3µ, Bµ)，(Zµ, Aµ)の間の関係は式 (17.45)によって与えられる．

式 (17.47):
g sin θW = g′ cos θW = e

は第 1義的には弱混合角 θW を決定する式であるけれど，これは実質 2つの条件式なので，1つの未知数 θW

を定めるものと見なすと条件過剰である．実際には式 (17.51) のような実験に合う θW の値を与えると，式

(17.47)の関係を通して未知の結合定数 gW = g

2
√
2
:(17.49)，g′ の値が決まるものと考えられる．

■電弱相互作用のラグランジアン密度 (17.48)について 式 (17.47):g′ = g sin θW/ cos θW により，Zµ の係

数は
g′

e
sµ sin θW − J µ

3 (g cos θW + g′ sin θW) =
g

cos θW

(
J µ
3 − sin2 θW

sµ

e

)
と計算される．
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■中性カレント (17.50)について 式 (17.23):

J α
3 =

1

2
Ψ̄L
l γ

ατ3Ψ
L
l =

1

2
(ψ̄L
νl
γαψL

νl
− ψ̄L

l γ
αψL

l )

による．

17.4 ゲージボゾンの性質

完全なラグランジアン密度を得るには，レプトン系のラグランジアン密度 LL = L0 + LI に純粋なゲージボ

ゾンのラグランジアン密度 LB を加えて
L = L0 + LI + LB

としなければならない．ここでは全てのゲージボゾンの質量をゼロとして，レプトンがない場合のゲージボゾ

ンの項 LB を考える．実際には光子以外のゲージボゾンがゼロでない質量を持つことについては，次節以降で

考察する．

• 場 Bµ(x)のラグランジアン密度

場 Bµ(x)は電磁場と同様のゲージ変換 (17.37b)を受けるため，電磁場と同様にラグランジアン密度を

−1

4
BµνB

µν (ただし Bµν ≡ ∂νBµ − ∂µBν)

とすれば，これは U(1)ゲージ不変となる．

ラグランジアン密度の SU(2)ゲージ不変性は，場 Bµ(x)の不変性から明らかである．

• 場Wµ
i (x)のラグランジアン密度

場Wµ
i (x)はグルーオン場と同様のゲージ変換 (17.32b)を受けるため，

グルーオン場と同様にラグランジアン密度を

−1

4
GiµνG

µν
i (ただし Gµνi ≡ F

µν
i + gεijkW

µ
j W

ν
k , F

µν
i ≡ ∂νWµ

i − ∂
µW ν

i )

とすれば，これは SU(2)ゲージ不変となる．

ラグランジアン密度の U(1)ゲージ不変性は，場Wµ
i (x)の不変性から明らかである．

以上より SU(2)×U(1)不変なゲージボゾンのラグランジアン密度

LB = −1

4
BµνB

µν − 1

4
GiµνG

µν
i

を得る．これは電磁場，W± ボゾン場，Z0 ボゾン場に対する自由場ラグランジアン密度の項

LB
0 ≡−

1

4
BµνB

µν − 1

4
FiµνF

µν
i

=− 1

4
FµνF

µν − 1

2
F †
WµνF

µν
W −

1

4
ZµνZ

µν , (17.59)

Zµν ≡∂νZµ − ∂µZν

と，ゲージボゾン同士の相互作用を表す付加的な項

gεijkWiµWjν∂
µW ν

k −
1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν
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から成る．［式 (17.59)の導出は本稿次節．場W1µ,W2µ はW± ボゾン場に，場W3µ は電磁場 Aµ と Z0 ボゾ

ン場 Zµ に関係付けられていたことを思い出そう (図 43参照)．］このゲージボゾン同士の相互作用はゲージボ

ゾンが弱アイソスピン電荷を持つことによるものであ［り，これは QCDにおいてグルーオンが色電荷を持つ

ことに対応してグルーオン同士の相互作用を表す 3グルーオン結節点や 4グルーオン結節点が現れたのと同

じ事情であ］る．

17.4について

■自由なゲージ場のラグランジアン密度 (17.59)について 式 (17.45):Bµ = − sin θWZµ + cos θWAµ より

Bµν =∂νBµ − ∂µBν = − sin θWZµν + cos θWFµν , (Zµν ≡ ∂νZµ − ∂µZν)
∴ BµνB

µν =sin2 θWZµνZ
µν + cos2 θWFµνF

µν − 2 sin θW cos θWZµνF
µν

である．また式 (17.43):Wµ = 1√
2
(W1µ − iW2µ)より

F1µνF
µν
1 + F2µνF

µν
2 =(∂νW1µ − ∂µW1ν)(∂

νWµ
1 − ∂µW ν

1 ) + (∂νW2µ − ∂µW2ν)(∂
νWµ

2 − ∂µW ν
2 )

={∂ν(W1µ + iW2µ)− ∂µ(W1ν + iW2ν)}{∂ν(Wµ
1 + iWµ

2 )− ∂µ(W ν
1 + iW ν

2 )}

=2(∂νW
†

µ − ∂µW †
ν )(∂νWµ − ∂µW ν)

=2F †
WµνF

µν
W

である．さらに式 (17.45):W3µ = cos θWZµ + sin θWAµ より

F3µν =∂νW3µ − ∂µW3ν = cos θWZµν + sin θWFµν ,

∴ F3µνF
µν
3 =cos2 θWZµνZ

µν + sin2 θWFµνF
µν + 2 sin θW cos θWZµνF

µν

なので

LB
0 ≡−

1

4
BµνB

µν − 1

4
FiµνF

µν
i

=− 1

4
FµνF

µν − 1

2
F †
WµνF

µν
W −

1

4
ZµνZ

µν : (17.59)

を得る．

17.5 レプトンとゲージボゾンの質量

ここまでは全てのレプトンとゲージボゾンの質量をゼロと扱ってきたけれど，実際には光子を除き，これら

の粒子はゼロでない質量を持つ．ところがゲージボゾンの質量を考慮してラグランジアン密度に質量項

m 2
W W †

µ Wµ +
1

2
m 2
Z ZµZ

µ

を加えると，理論の SU(2)×U(1)不変性が失われてしまう．同様にレプトンの質量を考慮して，例えば電子
(場 ψ = ψe，質量m = me)についてラグランジアン密度に質量項

−mψ̄ψ = −mψ̄(PR + PL)ψ = −m(ψ̄LψR + ψ̄RψL)

を加えることが考えられるけれど，最右辺を見れば明らかなようにこれは SU(2)×U(1) 不変性を持たない．

［これは左手型の場と右手型の場とで変換則が異なるためであり，電磁的なゲージ変換や QCDにおけるゲー
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ジ変換に対してこの項が不変であったのとは対照的である．］そして実はこれらの理論は繰り込み不能となる．

そこで理論のゲージ不変性・繰り込み可能性を壊すことなくゼロでない質量を導入する方法として，自発的な

対称性の破れについて次章で議論する．

17.5について

■「そうすると 16.7節で論じたような，質量を持つベクトルボゾンに付随する繰り込みの障害の問題が現れ

る」(p.479)について 正しくは 16.8節のことと考えられる．この部分はゲージ不変性と繰り込み可能性の間

に因果関係があるような印象を与えるが，ひとまずそれらを並列的に捉え，単純に「ゲージ不変性だけでなく

繰り込み可能性も失われる」という意味にとって良かろう．しかしながら第 18章の序文には「繰り込み可能

な理論を得るためには，ラグランジアン密度のゲージ不変性を保持したままで質量を導入することが不可欠で

ある」とある．例えば 18.2節で説明されている，自発的対称性を破っているゲージ理論は繰り込み可能であ

る (pp.489–491)．
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第 18章 自発的な対称性の破れ

本章では自発的な対称性の破れの機構により，ラグランジアン密度のゲージ不変性を (したがって理論の繰

り込み可能性を)損なうことなく質量が導入されることを説明する．

• 18.1節

Goldstoneモデル (U(1)位相変換の下で不変な場の理論のモデル)において，

自発的な対称性の破れの概念を導入する．

Goldstoneモデルからは自然界で観測されない質量ゼロの (光子以外の)ボゾンが生じる．

• 18.2節

この問題は大域的な位相変換を局所的な位相変換に改めてゲージ不変な理論を構築し，

自発的な対称性の破れを導入することによって解消すること (Higgs機構)を説明する．

• 18.3節

以上を SU(2)×U(1)ゲージ不変な電弱理論へと一般化
→ Weinbergと Salamによる電弱標準理論

ゲージ不変・繰り込み可能であり，ラグランジアン密度がW±, Z0 ボゾンの質量項を含む．

18.1 Goldstoneモデル

まず初めに自発的な対称性の破れの身近な例として，強磁性を取り上げよう．磁性体の系のハミルトニアン

は回転に対して不変であるにも関わらず，基底状態では磁性体全体として特定の方向を向いたゼロでない磁化

M が生じており，M の方向の異なる状態が縮退している．このように縮退した状態から任意の状態が選ば

れると，その基底状態は一般に系のラグランジアンやハミルトニアンと同じ対称性を持たず，非対称な基底状

態が現れる (自発的な対称性の破れ)．

場の理論においても基底状態 (真空)が縮退していれば，自発的な対称性の破れが起こり得る．このことを

最も簡単な理論モデルである，Goldstoneモデルを用いて説明する．Goldstoneモデルでは複素スカラー場

ϕ(x) =
1√
2
{ϕ1(x) + iϕ2(x)}

［ϕ1(x), ϕ2(x)は実スカラー場］をラグランジアン密度

L = (∂µϕ∗)(∂µϕ)− µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4, λ > 0

によって記述する．古典的に考えた“基底状態”はハミルトニアン密度

H = (∂0ϕ∗)(∂0ϕ) + (∇ϕ∗) · (∇ϕ) + V(ϕ), V(ϕ) ≡ µ2|ϕ|2 + λ|ϕ|4 (18.6)

［導出は本稿次節］が最小の状態であり，したがって場 ϕ(x)がポテンシャルエネルギー密度 V(ϕ)を最小にす
るような定数値をとる状態である．(ハミルトニアン密度 (18.6)の最初の 2項は正定値であり，ϕ(x)が定数の

ときゼロになるから．) 以下のように µ2 の符号に応じて，“基底状態”の性格は異なる．

1. µ2 > 0のとき．

ラグランジアン密度やハミルトニアン密度は，Klein-Gordon場に対する表式に
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図 45 µ2 > 0のとき 図 46 µ2 < 0のとき

摂動項 λ|ϕ|4 を加えたものと見なせるようになる．
ポテンシャル V(ϕ)の概形は図 45のようであり，古典的な“基底状態”は ϕ = 0である．

2. µ2 < 0のとき．

ポテンシャル V(ϕ)の概形は図 46のようであり［回転 4次曲面］，

古典的な“基底状態”はその最低値を与える円周

ϕ(x) = ϕ0 ≡
(
−µ2

2λ

)1/2

eiθ, 0 ≤ θ < 2π

において実現される．

位相角 θの任意性に応じた異なる“基底状態”が“縮退”しており，

もとのラグランジアン密度自体は U(1)位相変換

ϕ→ ϕ′ = ϕeiα, ϕ∗ → ϕ∗′ = ϕ∗e−iα

に対して不変であるにも関わらず，特定の θで指定される“基底状態”は対称性を自発的に破っている．

µ2 < 0の場合に対して例えば θ = 0の安定な平衡値

ϕ0 =

(
−µ2

2λ

)1/2

≡ 1√
2
v(> 0) (18.9)

を考え，

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)} (18.10)

によってその周りの摂動 σ(x), η(x)(ともに実場)を導入すると，ラグランジアン密度は

L = L0 − λvσ(σ2 + η2)− 1

4
λ(σ2 + η2)2, L0 ≡

1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2 − 1

2
(∂µη)(∂µη) (18.11)

と書き換えられる (定数項は省いた)［本稿次節で確認］．これは ϕ1 軸方向の変位 σ に対してポテンシャルが

2次の変化をするのに対し，ϕ2 軸方向の，したがって円周方向の変位 η に対して，2次までの近似ではポテン
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シャルは変化しないことを表している (図 46参照) ［3つの項 − 1
2 (2λv

2)σ2,−λvσ(σ2 + η2),− 1
4λ(σ

2 + η2)2

がポテンシャル V(ϕ) に由来している］．ところで相互作用項を除いた自由場項と見なされる L0 の部分は，

σ(x), η(x)が Klein-Gordon場であることを意味しており，場の 2次の項の係数が質量に対応するため，場の

量子化によって生じる σ ボゾンはゼロでない質量
√
2λv2 を持つのに対し，η ボゾンの質量はゼロとなる．

18.1について

■第 1段落について ラグランジアンやハミルトニアンの不変性は系の対称性にとっての十分条件である．

Gを対称操作の生成演算子，εを無限小パラメーターとして，系の対称性を対称演算子S = 1− iε
ℏGに関

するハミルトニアンの不変性

S †HS = H ⇔ [G,H] = 0 ⇔ [S ,H] = 0

として表すと，エネルギー固有状態 |n⟩(固有値 En)に対して

H(S |n⟩) = SH |n⟩ = En(S |n⟩)

となるので，S |n⟩もまた固有値 En のエネルギー固有状態である [11, pp.342–344]．よって「第 1に，着目

する準位が縮退していなければ，それに対応するエネルギー固有状態は一意的で，Lの対称操作の下で不変で

ある」(p.482，l.2～4)．

「第 2に，着目する準位が縮退していなければ，それに対応する一連の固有状態は Lの対称変換の下で一般

に不変ではないが，それらは相互に 1次変換する関係を持つ」(p.482，l.4～6)ことについて，ここでは具体例

として回転対称性
[D(R),H] = 0 (D(R) = e−iJ·n/ℏは回転演算子)

を持つ系を考えよう．このとき
[J ,H] = 0, [J2,H] = 0

より H,J2, Jz の同時固有ケット |n; j,m⟩が存在し，これはmの異なる値に応じて (2j + 1)重に縮退したエ

ネルギー固有状態となる．これらは回転によって，1次変換

D(R) |n; j,m⟩ =
∑
m′

|n; j,m′⟩D (j)
m′m(R)

を受ける [11, pp.344–345]．

■ハミルトニアン密度 (18.6)について

π =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇∗, π∗ =
∂L
∂ϕ̇∗

= ϕ̇, L = ϕ̇∗ϕ̇− (∇ϕ∗) · (∇ϕ)− V(ϕ),

∴ H =πϕ̇+ π∗ϕ̇∗ − L = ϕ̇∗ϕ̇+ (∇ϕ∗) · (∇ϕ) + V(ϕ) : (18.6).

なお Goldstoneモデルのハミルトニアン密度 (18.6)は，時間微分の項を除けば Ginzburg-Landauの自由

エネルギーと同じ形をしている．例えば磁性体を考えると，単位体積当たりの磁化を m として Ginzburg-

Landauの自由エネルギーは

F =

∫
dV

[
f(m) +

K

2
(∇m)2

]
, f(m) = am2 +

b

4
m4 −Hm, a =

T − Tc
C
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図 47 磁性体の自由エネルギー

と表される (H は外部磁場，b, C > 0)．mの空間勾配があると自由エネルギーが増大することを表す簡単な

モデルとして，(∇m)2 に比例する項を導入してある (K > 0)．特に磁化の空間分布mが一様な場合には，磁

性体の全磁化M を用いて，自由エネルギーを

F = −HM +
a

2
M2 +

b

4
M4

と書けば十分である．T ≷ Tc に応じて係数 a の符号の変化するため，磁場 H = 0 に対して F -M グラフ

の概形は図 47 のようになる．自由エネルギーの極小を与える平衡状態の磁化の値は，T > Tc ではM = 0

であり，T < Tc では M ̸= 0 に移ることが見て取れる (常磁性-強磁性状態の相転移) [12, pp.199-203] [13,

pp.133-135]．

■σ と η で表したラグランジアン密度 (18.11)について

(∂µϕ∗)(∂µϕ) =
1

2
{∂µ(σ + iη)}{∂µ(σ − iη)}

=
1

2
(∂µσ)(∂µσ) +

1

2
(∂µη)(∂µη),

V(ϕ) =1

2
{(v + σ)2 + η2}

[
µ2 +

1

2
λ{(v + σ)2 + η2}

]
(∵ |ϕ|2 = (v + σ)2 + η2)

=
1

2
{(v + σ)2 + η2}1

2
λ{(v + σ)2 + η2 − 2v2} (∵ µ2 = −λv2)

=
1

4
λ(v2 + 2vσ + σ2 + η2)(−v2 + 2vσ + σ2 + η2)

=
1

4
λ{(2vσ + σ2 + η2)2 − v4}

=
1

2
(2λv2)σ2 − λvσ(σ2 + η2) +

1

4
λ(σ2 + η2)2 − 1

4
λv4

と変形し，V(ϕ)の計算の最右辺において定数項− 1
4λv

4 を落とせば，ラグランジアン密度の式 (18.11)を得る．

18.2 Higgsモデル

Goldstoneモデルから質量ゼロのボゾンが生じる問題は，局所的なゲージ変換へと一般化した U(1)変換

ϕ(x)→ ϕ′(x) = ϕ(x)e−iqf(x), ϕ∗(x)→ ϕ∗′(x) = ϕ∗(x)eiqf(x) (18.16)
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に対して不変な理論において解消される．理論のゲージ不変性を回復するには，これと同時に

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µf(x)

というゲージ変換を受けるゲージ場 Aµ(x)を導入し，微分の共変微分への置き換え

∂µϕ → Dµϕ ≡ [∂µ + iqAµ]ϕ

を行えば良い．Higgsモデルはさらに自由ゲージ場項

−1

4
FµνF

µν (ただし Fµν = ∂νAµ − ∂µAν)

を付け加えた，ゲージ不変なラグランジアン密度

L = (Dµϕ)∗(Dµϕ)− µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4 − 1

4
FµνF

µν (18.15)

によって定義される．Higgsモデルは Goldstoneモデルと同様の機構により，µ2 < 0に対して自発的な対称

性の破れを起こす．

再び µ2 < 0の場合に対して安定な平衡値 (18.9):

ϕ0 =

(
−µ2

2λ

)1/2

≡ 1√
2
v(> 0)

を考え，式 (18.10):

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)}

によってその周りの摂動 σ(x), η(x)(ともに実場)を導入すると，Higgsモデルのラグランジアン密度は

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2 − 1

4
FµνF

µν +
1

2
(qv)2AµA

µ +
1

2
(∂µη)(∂µη) + qvAµ∂µη + (相互作用項)

(18.17)

と書き換えられる［本稿「18.2について」の節で確認］．ただし定数項は省いた．また場の 2次の項を自由場

項と見なし，場の 3次以上の項を相互作用項に含めた．この結果を解釈する前に，次の問題を解消しなければ

ならない．すなわち

• 自由場項に双 1次項 Aµ∂µη が現れることは，Aµ と η が独立な場ではないことを示唆している．

• 初めは質量のないベクトル場 Aµ を考えており，その独立な自由度は光子と同様に 2であるのに対し，

書き換えられたラグランジアン密度には質量項 1
2 (qv)

2AµA
µ が現れるので，

ゲージ場は 3つの偏極状態を持つ (16.3節)．

このように自由度が見かけ上 1つ増えていることは，

書き換えられたラグランジアン密度が非物理的な場を余計に 1つ含んでいることを意味している．

実際スカラー場 η(x)は非現実的なゴースト場であり，［そのことを反映して，］局所的な U(1)ゲージ変換を

利用して場

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)}

の位相を調節すれば，その虚部 η(x)を消去することができる．このような場 η(x)の現れないゲージは“ユニ

タリーゲージ”と呼ばれ，このゲージにおいて Higgsモデルのラグランジアン密度は

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2 − 1

4
FµνF

µν +
1

2
(qv)2AµA

µ + (相互作用項)
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と表される．これが本節の最終的な結果である．

以上で見たことは次のようにまとめられる．すなわち理論のゲージ不変性を損なうことなくゲージ場 Aµ は

質量を獲得し，これに伴ってゲージ場の自由度は 2から 3に増大する．このような現象を“Higgs機構”と呼

ぶ．一方 Goldstoneモデルにおける，目障りな質量ゼロの η 粒子は，Higgsモデルにおいてはゲージ不変性

を根拠に消し去ることができる．ゲージ場 Aµ の獲得した第 3の自由度は，もともとはこの場 η(x)が持って

いた自由度に他ならない：

“複素”スカラー場 ϕ(x), ϕ∗(x) (↔ σ(x), η(x)) (自由度 2)

+ “質量のない”実ベクトル場 Aµ(x) (自由度 2)

↓
“実”スカラー場 σ(x) (↔ Higgsボゾン) (自由度 1)

+ “質量を持つ”実ベクトル場 Aµ(x) (自由度 3)．

最後にこの理論の繰り込み可能性について言及する．質量を持つ中性ベクトルボゾン場の伝播関数はW ボ

ゾンの伝播関数 (16.30)と同じ形

iDαβ
F (k,m) =

i(−gαβ + kαkβ/m2)

k2 −m2 + iε

を持ち，これは kαkβ/m2 の項のために見かけ上，ループ積分の発散を引き起こす．ところが実際には自発的

に対称性を破っているゲージ理論では，実際の発散は見かけの次数よりも弱まり，理論は繰り込み可能となる

(下記の詳しい説明に続く)．

18.2節，繰り込み可能性について

このことを簡単に理解するには，’t Hooft［ト・フーフト，p.407参照］ゲージ

∂µA
µ −mη = 0

の下でラグランジアン密度 (18.17) に

−1

2
(∂µA

µ −mη)2

を付け加えれば良い．(したがって再び η(x) 場が導入されることになる．) するとラグランジアン密度から

η(x)と Aµ(x)の結合した双 1次項が除かれる．

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2

− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ − 1

2
(∂µA

µ)2

+
1

2
(∂µη)(∂µη)−

1

2
m2η2

+ (相互作用項). (18.26)

このため，σ(x), η(x), Aµ(x)のそれぞれを独立な自由場と見なして量子化を行うことが許される．そしてこの

とき場 Aµ(x)の運動方程式が
(□+m2)Aµ(x) = 0 (18.27)
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となることから予想されるように［上式 (18.27)の導出は本稿次節］，場 Aµ(x)を量子化すると，伝播関数と

して

iDαβ
F (k,m) =

−igαβ

k2 −m2 + iε

が得られることを証明し得る．この’t Hooft の結果では伝播関数に発散を起こす項 kαkβ/m2 が現れないた

め，理論の繰り込み可能性が明白である．

18.2について

■ラグランジアン密度 (18.17)について ラグランジアン密度 (18.15)において，共変微分は Dµϕ∗ ではなく

(Dµϕ)∗ として含まれていることに注意する．

(Dµϕ)∗(Dµϕ) =
1

2
{(∂µ − iqAµ)(v + σ − iη)}{(∂µ + iqAµ)(v + σ + iη)}

=
1

2
[{∂µ(σ − iη)}{∂µ(σ + iη)}

+ {∂µ(σ − iη)}iqAµ(v + σ + iη)

− iqAµ(v + σ − iη)∂µ(σ + iη)

− (iq)2AµAµ{(v + σ)2 + η2}]

=
1

2
{(∂µσ)(∂µσ) + (∂µη)(∂µη)}+ qvAµ∂µη +

1

2
(qv)2AµA

µ + (相互作用項)

なので，微分の共変部分への置き換えに伴う，Goldstoneモデルのラグランジアン密度 (18.11)に対する付加

的な自由場項は

qvAµ∂µη +
1

2
(qv)2AµA

µ

である．

■「質量を持つ実ベクトル場 Aµ(x)」(p.488，l.3)，「Aµ(x)は質量 |qv|」(p.488下から 2行目)について ラ

グランジアン密度の自由場項の表式 (18.17)，(18.19b)を，質量を持つ自由な複素ベクトル場のラグランジア

ン密度 (16.21)と比較する．「式 (17.19b)［正しくは式 (18.19b)］の 2行目は，質量を持つ中性ベクトルボゾ

ン場のラグランジアン密度と同じであ」(p.489，l.22,23)る．

■場 Aµ の運動方程式 (18.27)について ラグランジアン密度 (18.26)において場 Aµ を記述する項は

−1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ − 1

2
(∂µA

µ)2

であり，第 1項と第 3項は QEDのラグランジアン密度 (5.10):−1
2 (∂νAµ)(∂

νAµ)と等価である (p.490脚注

4)．よってこれは全体として，Klein-Gordon場のラグランジアン密度と類似の形

1

2
{(∂νAµ)(∂νAµ)−m2AµA

µ}

と等価である．なお，場の方程式 (18.27)自体は Proca方程式 (16.18)と変わらない．

■η 場に対応する“幽霊粒子”と縦波・スカラー光子の類似性 (最終段落)について このような幽霊 (ゴース

ト)粒子を我々は QCDにおいても見ている．(QCDのゴーストへの言及がないのは，QCDに関する章が第

2版において後から追加されたためであると想像される (訳者あとがき参照)．)
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18.3 電弱標準理論

ここでは質量のないレプトンとゲージボゾンを想定した，第 17章における電弱統一理論モデルに Higgs機

構を適用する．まず元の理論が SU(2)ゲージ不変性を持つことを踏まえて，Goldstoneモデルや Higgsモデ

ルにおけるスカラー場 ϕ(x)の代わりに弱アイソスピン 2重項

Φ(x) =

(
ϕa(x)
ϕb(x)

)
を考える．ただし ϕa(x) と ϕb(x) は Lorentz スカラーである．これは［変換則に基づく定義 (17.2 節) によ

り，］アイソスピン 2重項ΨL
l (x)と同様の変換則

Φ(x) → Φ′(x) = exp[igτjωj(x)/2]Φ(x), (SU(2)変換に対して)

Φ(x) → Φ′(x) = exp[ig′Y f(x)/2]Φ(x), (U(1)弱超電荷変換に対して)

に従う．ただし Y は場 Φ(x)の弱超電荷であり，その値はすぐ後で決める．

元の理論におけるラグランジアン密度 LL + LB は既に見たように SU(2)×U(1)ゲージ不変性を持つ．そこ

でΨL
l (x)の共変微分と同様に Higgs場 Φ(x)の共変微分

DµΦ =

(
∂µ +

1

2
igτjW

µ
j + ig′Y Bµ

)
Φ

を定義し，Higgs場 Φ(x)のラグランジアン密度を

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

とすれば，全ラグランジアン密度 L = LL + LB + LH の SU(2)×U(1)ゲージ不変性が保証される．

Higgsモデルの場合と同様，λ > 0, µ2 < 0に対して古典的なエネルギー密度が最低値をとるのは，Higgs場

Φ(x)が

Φ0 =

(
ϕ0a
ϕ0b

)
, Φ†

0Φ0 = |ϕ0a|2 + |ϕ0b |2 =
−µ2

2λ

の条件を満たす定数値 Φ0 をとるときであり，自発的な対称性の破れはこのうち特定の Φ0 が“基底状態”に

選ばれることに対応する．ここで大域的な位相変換の自由度を利用して

Φ0 =

(
0

v/
√
2

)
, v ≡

(
−µ2

λ

)1/2

(> 0)

と選んでも一般性を失わない．

Higgs 機構の導入の後にも通常の電荷保存則が成り立つためには，基底状態は U(1) 電磁ゲージ変換［式

(18.16) と同様の変換 Φ(x) → e−iQf(x)Φ(x), etc.］の下で不変でなければならない．ここでは Φ0 を下側の

成分 ϕ0b だけがゼロでないように選んだので，成分 ϕ0b の電荷が中性 Q = 0であれば，この変換に対する不変

性が満たされる．［しかるにΨL
l (x)の下側の成分 ψL

l (x)の弱アイソスピン IW3 が −1/2であったのと同様に
(17.2節)，Higgs場 Φ(x)の下側の成分 ϕ0b の弱アイソスピン IW3 もまた −1/2であると考えると，］成分 ϕ0b

の電荷が Q = 0となるためには，式 (17.27):

Y =
Q

e
− IW3

170



において Higgs場の弱超電荷を Y = 1/2とすれば良い．このとき Higgs機構の導入の後にも電磁的なゲージ

不変性は自発的な対称性の破れを起こさないので，光子の質量はゼロに保たれる．

再び Higgs場を真空場 Φ0［“基底状態”の場］とそこからのズレに分けて

Φ =
1√
2

(
η1 + iη2

v + σ + iη3

)
と書くと，実は 3 つの場 η1(x), η2(x), η3(x) を非物理的な場に同定することができる．実際これらは適当な

ユニタリーゲージにおいて消去することができ，失われた自由度は 3 つのボゾン W±, Z0 の場に吸収され，

W±, Z0 ボゾンは質量を獲得する．一方，場 σ(x)はユニタリーゲージにおいても残り，Higgsスカラーボゾ

ン (ゼロでない質量を持つ，電気的に中性なスピン 0の粒子)を生じる．

レプトンに質量を与えるために，レプトンと Higgsボゾンの相互作用として“標準模型”(standard model)

ではラグランジアン密度

LLH =− gl[Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l ]− gνl [Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

νl
ΨL
l ],

Φ̃ ≡− i[Φ†τ2]
T =

(
ϕ∗b
−ϕ∗a

)
(τ2：Pauli行列，T：転置) (18.45)

を考える (レプトンの世代 l について和をとる)［上式 (18.45)を本稿「18.3について」の節で補足］．これは

スカラー場 ϕをスピノル場 ψ で挟んだ ψ̄ϕψ という形をしており［例えば Ψ̄L
l ψ

R
l Φ = ψ̄L

νl
ϕaψ

R
l + ψ̄L

l ϕbψ
R
l ］，

このような項は一般に湯川型相互作用と呼ばれる．このラグランジアン密度 LLH は SU(2)×U(1)ゲージ不変

であることを確認できる (下記)．次章でこの項がゼロでないレプトンの質量を生じることを見る．

• 相互作用項 LLH における gνl の項について

– ニュートリノの質量をゼロとする取り扱いは，gνl = 0と置くことに対応する．

– ニュートリノ振動 (16.7.1節)を記述するには，この項をより正確な表現

−Gll′Ψ̄L
l′ψ

R
νl
Φ̃−G∗

ll′Φ̃
†ψ̄R

νl
ΨL
l′ , Gll′ ≡

∑
j

UljmjU
†
jl′ : (16.90b)

に置き換えなければならない．

• クォーク・ハドロンを含む半レプトン過程 (16.1節)を扱えるように理論を拡張して初めて，

理論は繰り込み可能となる［拡張は本稿の付録 Cを参照］．

18.3節，式の導出など

■LLH の SU(2)×U(1)ゲージ不変性の確認 LLH の第 1項が不変であることの確認は直接的である［本稿次

節を参照］．そこで第 2項の不変性を示そう．U(1)変換 Φ′(x) = exp[ig′Y f(x)]Φ(x)(ただし Y = 1/2)に際

して式 (18.45)の Φ̃(x)は
Φ̃(x) → Φ̃′(x) = exp[−ig′f(x)/2]Φ̃(x)

と変換する．［よってΨL
l (x)→ e−ig

′f(x)/2ΨL
l (x), ψ

R
νl
→ ψR

νl
と合わせると，LLH の第 2項は U(1)不変であ

る．］また LLH の第 2項が SU(2)不変であるためには，Φ̃(x)が Φ(x)と同じように変換すれば良い．Φ(x)

の無限小変換に伴う変化量は

δΦ(x) = i
1

2
gτjωj(x)Φ(x) (18.47)
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である．よって Φ̃(x)の SU(2)変換性は

δΦ†(x) = −i1
2
gωj(x)Φ

†(x)τj , ∴ δΦ̃(x) = −i
[
δΦ†(x)τ2

]T
= −i

[
−i1

2
gωj(x)Φ

†(x)τjτ2

]T
(18.48)

となる．Pauli行列が満たす関係 τjτ2 = −τ2τ T
j を用いると，これは

δΦ̃(x) = i
1

2
gωj(x)τj

[
−iΦ†(x)τ2

]T
= i

1

2
gωj(x)τjΦ̃(x) (18.49)

と書き換えられる［本稿次節で補足］．これは Φ(x)の変換性 (18.47)に一致しているから，示された．

18.3について

■ユニタリーゲージにおいて場 ηi(x)を消去できること (p.494)について 19.1節の第 1段落に詳しい説明が

与えられている．場 Φ(x)が条件 (18.37)を満たす一定値 Φ0 をとる場合に，大域的な位相変換を利用してこ

れを式 (18.38)に書き換えられることも同様に理解できる．

■Φ̃の式 (18.45)について

Φ†τ2 =
(
ϕ∗a ϕ∗b

)(0 −i
i 0

)
=
(
iϕ∗b −iϕ∗a

)
, ∴ [Φ†τ2]

T =

(
iϕ∗b
−iϕ∗a

)
による．

■「式 (18.44)の 1行目の不変性」(p.495，l.3)について 例えば LLH の第 1項について，U(1)変換に対して

Ψ̄L
l (x) → Ψ̄L

l (x)e
−ig′Y f(x) = Ψ̄L

l (x)e
ig′f(x)/2,

Φ(x) → Φ(x)eig
′Y f(x) = Φ(x)eig

′f(x)/2,

ψR
l (x) → ψR

l (x)e
ig′Y f(x) = ψR

l (x)e
−ig′f(x)

であり，SU(2)変換に対して

Ψ̄L
l (x)→ Ψ̄L

l (x)e
−igτjωj(x)/2, Φ(x)→ Φ(x)eigτjωj(x)/2, ψR

l (x)→ ψR
l (x)

である．

■式 (18.49)について まず式 (17.15)の Pauli行列について，直接の成分計算により

τ1τ2 =

(
i 0
0 −i

)
, τ2τ

T
1 =

(
−i 0
0 i

)
, τ3τ2 =

(
0 −i
−i 0

)
, τ2τ

T
3 =

(
0 i
i 0

)
を確かめられる．また τ T

2 = −τ2 より τ 2
2 = −τ2τ T

2 なので，以上と合わせて「τjτ2 = −τ2τ T
j が成立する」

(p.495，l.20)．これを式 (18.48)に代入すると

δΦ̃ = i
1

2
gωj [−iΦ†τ2τ

T
j ]T

となり，これは転置行列に関する一般的な性質 (AB)T = BTAT により

[−iΦ†τ2τ
T
j ]T = τj [−iΦ†τ2]

T = τjΦ̃

と書き換えられるので式 (18.49)を得る．
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第 19章 電弱標準理論

• 19.1節　ユニタリーゲージにおけるラグランジアン密度

→ 系は光子，荷電レプトン，中性レプトン，W± ボゾン，Z0 ボゾン，Higgsボゾンから成る

• 19.2節　 (電弱理論に対する)Feynman規則

• 応用例　 (最低次の計算)

– 19.3節　ニュートリノ-電子弾性散乱

– 19.4節　電子-陽電子消滅の電弱過程

• 19.5節　 Higgsボゾン (の存在について)

19.1 ユニタリーゲージにおけるラグランジアン密度

ここで第 18章までに導入した，Higgs機構を含む電弱標準理論の全ラグランジアン密度 Lを改めてまとめ
ると以下のようになる．� �

L = LL + LB + LH + LLH.� �
• レプトン系のラグランジアン密度 LL

LL =i(Ψ̄L
l /DΨL

l + ψ̄R
l /DψR

l + ψ̄R
νl
/DψR

νl
) : (17.39)

=LL
0 + LLB

I ,

LL
0 =ψ̄L

l i/∂ψ
L
l + ψ̄L

νl
i/∂ψL

νl
+ ψ̄R

l i/∂ψ
R
l + ψ̄R

νl
i/∂ψR

νl
: (17.12)

=ψ̄li/∂ψl + ψ̄νli/∂ψνl : (17.10),

LLB
I =− gJµi Wiµ − g′JµYBµ : (17.42)

=− sµAµ −
g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ)−
g

cos θW

(
Jµ3 − sin2 θW

sµ

e

)
Zµ : (17.48).

• ゲージボゾンのラグランジアン密度 LB

LB =− 1

4
BµνB

µν − 1

4
GiµνG

µν
i : (17.58a)

=LB
0 + gεijkWiµWjν∂

µW ν
k −

1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν : (17.58b),

LB
0 =− 1

4
BµνB

µν − 1

4
FiµνF

µν
i

=− 1

4
FµνF

µν − 1

2
F †
WµνF

µν
W −

1

4
ZµνZ

µν : (17.59).

• Higgs場のラグランジアン密度 LH

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2 : (18.34).

• レプトンと Higgs場の相互作用項 LLH

LLH = −gl(Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l )− gνl(Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

νl
ΨL
l ) : (18.44).
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ラグランジアン密度 L の物理的な意味を解釈するために，ゲージ場 Wµ
i , B

µ をW± ボゾン場 Wµ,Wµ†，

Z0 ボゾン場 Zµ，電磁場 Aµ によって表す．さらに非現実的な場 ηi を理論から取り除くためにユニタリー

ゲージを採用し，Higgs場を

Φ(x) =
1√
2

(
0

v + σ(x)

)
と表す．するとラグランジアン密度は

L =L0 + LI,

L0 =ψ̄l(i/∂ −ml)ψl + ψ̄νl(i/∂ −mνl)ψνl ⇐ 荷電レプトン (質量ml)，ニュートリノ (質量mνl)

− 1

4
FµνF

µν ⇐ 光子

− 1

2
F †
WµνF

µν
W +m 2

W W †
µW

µ ⇐ W±ボゾン (質量mW )

− 1

4
ZµνZ

µν +
1

2
m 2
Z ZµZ

µ ⇐ Z0ボゾン (質量mZ)

+
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
m 2
H σ2, ⇐ Higgsスカラーボゾン (質量mH)

LI =LLB
I + LBB

I + LHH
I + LHB

I + LHL
I

と書き換えられる．ただし各ボゾンと各レプトンの質量は

mW =
1

2
vg, mZ =

mW

cos θW
, mH =

√
−2µ2,

ml =
vgl√
2
, mνl =

vgνl√
2

である．自由場項 L0 の表式を見ると，系は光子，荷電レプトン，中性レプトン，W± ボゾン，Z0 ボゾン，

Higgsボゾンから成ることが明白である［目論見通り］．ボゾンの質量項は SU(2)×U(1)ゲージ不変性の自発

的な破れを生じる Higgs 場のラグランジアン密度 LH に由来しており［本稿次節における導出 (式 (30)) 参

照］，またレプトンの質量項はレプトンと Higgs場の相互作用項 LLH に由来している［本稿次節における導出

(式 (32))参照］．なお各相互作用項は以下で与えられる．

LBB
I =ig cos θW[(W †

µWν −W †
νWµ)∂

µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W
µ†Zν − (∂µW

†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

+ ie[(W †
µWν −W †

νWµ)∂
µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W

µ†Zν − (∂µW
†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

+ g2 cos2 θW(WµW
†
νZ

µZν −WµW
µ†ZνZ

ν)

+ e2(WµW
†
νA

µAν −WµW
µ†AνA

ν)

+ eg cos θW{WµW
†
ν (Z

µAν +AµZν)− 2WµW
µ†AνZ

ν}

+
1

2
g2W †

µWν(W
µ†W ν −WµW ν†),

LHH
I =− λvσ3 − 1

4
λσ4,

LHB
I =

1

2
vg2W †

µW
µσ +

1

4
g2W †

µW
µσ2 +

vg2

4 cos2 θW
ZµZ

µσ +
g2

8 cos2 θW
ZµZ

µσ2,

LLB
I =eψ̄l /Aψl

− g

2
√
2
{ψ̄νl /W (1− γ5)ψl + ψ̄l /W

†
(1− γ5)ψνl}

− g

4 cos θW
ψ̄νl /Z(1− γ5)ψνl
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+
g

4 cos θW
ψ̄l /Z(1− 4 sin2 θW − γ5)ψl,

LHL
I =− 1

v
mlψ̄lψlσ −

1

v
mνl ψ̄νlψνlσ. ［LLHとの混同に注意］

以上により

• W±, Z0 ボゾンの質量は，

実験的に値の知られている微細構造定数 α，Fermi結合定数 G，弱混合角 θW を用いて

mW =

(
απ

G
√
2

)1/2
1

sin θW
= 77.5GeV, mZ =

(
απ

G
√
2

)1/2
2

sin 2θW
= 88.4GeV

と表される (輻射補正・繰り込みを無視した場合)．

• 理論に含まれるパラメーターは

g, g′, v, λ, gl, gνl

の 6つであり［−µ2 = λv2 は λと v から決定される］，

– v は

v =
1

(G/
√
2)1/2

と表されるので，その値を実験的に知ることができる．

– 結合 g, g′ は
g sin θW = g′ cos θW = e

の関係を用いて値を実験的に知ることができる．

– 結合 gl, gνl の値は，質量ml,mνl の実験的な値と

ml =
vgl√
2
, mνl =

vgνl√
2

の関係を用いて知ることができる．

– λの値は決まっておらず，Higgsボゾンの質量mH が分かれば，

mH =
√
−2µ2 =

√
2λv2

の関係から値を知ることができる．

19.1について

■LB + LH の式 (19.2)について まず式 (17.43):

W1µ =
1√
2
(Wµ +W †

µ), W2µ =
i√
2
(Wµ −W †

µ)

および式 (17.45):
W3µ = cos θWZµ + sin θWAµ

を用いて，ゲージボゾンのラグランジアン密度 (17.58b):

LB = LB
0 + gεijkWiµWjν∂

µW ν
k −

1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν
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を書き換えよう．右辺第 2項は

gεijkWiµWjν∂
µW ν

k

=g(W1µW2ν −W2µW1ν)∂
µW ν

3 + g(W2µW3ν −W3µW2ν)∂
µW ν

1 + g(W3µW1ν −W1µW3ν)∂
µW ν

2

=g(W1µW2ν −W2µW1ν)∂
µW ν

3 + g(W2µ∂
µW ν

1 −W1µ∂
µW ν

2 )W3ν + g(W1ν∂
µW ν

2 −W2ν∂
µW ν

1 )W3µ

=g{i(W †
µWν −WµW

†
ν )}(cos θW∂µZν + sin θW∂

µAν)

+ g{i(Wµ∂
µW ν† −W †

µ∂
µW ν)}(cos θWZν + sin θWAν)

+ g{−i(Wν∂
µW ν† −W †

ν∂
µW ν)}(cos θWZµ + sin θWAµ)

=ig cos θW[(W †
µWν −W †

νWµ)∂
µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W

µ†Zν − (∂µW
†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

+ ie[(W †
µWν −W †

νWµ)∂
µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W

µ†Zν − (∂µW
†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

(∵ g sin θW = e : (17.47))

と変形でき，右辺第 3項は

− 1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν

=− 1

4
g2(δjlδkm − δjmδkl)Wµ

j W
ν
kWlµWmν

=− 1

4
g2Wµ

j W
ν
k (WjµWkν −WkµWjν)

=− 1

4
g2(Wµ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 )(W1µW2ν −W2µW1ν)

− 1

4
g2(Wµ

2 W
ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 )(W2µW3ν −W3µW2ν)

− 1

4
g2(Wµ

3 W
ν
1 −W

µ
1 W

ν
3 )(W3µW1ν −W1µW3ν)

(ajk,µν ≡WjµWkν −WkµWjνは添字 j, k について反対称なので，

Wµ
1 W

ν
2 a12,µν +Wµ

2 W
ν
1 a21,µν = (Wµ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 )a12,µν , etc.)

=− 1

4
g2(Wµ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 )(W1µW2ν −W2µW1ν)

− 1

4
g2 · 2W ν

3W3ν(W
µ
1 W1µ +Wµ

2 W2µ)

− 1

4
g2 · (−2Wµ

3 W3ν)(W
ν
1W1µ +W ν

2W2µ)

=− 1

4
g2{i(Wµ†W ν −WµW ν†)}{i(W †

µWν −WµW
†
ν )}

− 1

4
g2{2(cos2 θWZνZν + 2 sin θW cos θWZ

νAν + sin2 θWA
νAν)}2WµW

µ†

− 1

4
g2{−2(cos2 θWZµZν + 2 sin θW cos θWZ

µAν + sin2 θWA
µAν)}(W νW †

µ +W ν†Wµ)

=
1

2
g2W †

µWν(W
µ†W ν −WµW ν†)

+ g2 cos2 θW(WµW
†
νZ

µZν −WµW
µ†ZνZ

ν)

+ e2(WµW
†
νA

µAν −WµW
µ†AνA

ν)

+ eg cos θW{WµW
†
ν (Z

µAν +AµZν)− 2WµW
µ†AνZ

ν}
(∵ g sin θW = e : (17.47))
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と計算できるので，ゲージボゾンの自己相互作用に関する項 LBB
I を式 (19.3a)で定義すれば

gεijkWiµWjν∂
µW ν

k −
1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν = LBB

I ,

LB = LB
0 + LBB

I (29)

となる．

次にユニタリーゲージ (19.1):

Φ(x) =
1√
2

(
0

v + σ(x)

)
において，Higgs場のラグランジアン密度 (18.34):

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

を考える．共変微分の式 (18.35)は

DµΦ =

[
∂µ +

i

2
g

{
Wµ

1

(
0 1
1 0

)
+Wµ

2

(
0 −i
i 0

)
+Wµ

3

(
1 0
0 −1

)}
+
i

2
g′Bµ

]
1√
2

(
0

v + σ

)
=

1√
2

(
i
2g(W

µ
1 − iW

µ
2 )(v + σ)

∂µσ + i
2 (gW

µ
3 − g′Bµ)(v + σ)

)
=

( i
2gW

µ(v + σ)
1√
2
∂µσ + i

2
√
2
{(g cos θW + g′ sin θW)Zµ + (g sin θW − g′ cos θW)Aµ}(v + σ)

)
を与える．上式最右辺において，式 (17.47)より

g cos θW + g′ sin θW =
g

cos θW
, g sin θW − g′ cos θW = 0

となることに注意すると，

(DµΦ)†(DµΦ) =
1

4
g2Wµ†Wµ(v + σ)2 +

1

2
(∂µσ)(∂µσ) +

1

8

g2

cos2 θW
ZµZµ(v + σ)2

=m 2
W W †

µW
µ +

1

2
(∂µσ)(∂µσ) +

1

2
m 2
Z ZµZ

µ + LHB
I ,

mW =
1

2
vg, mZ =

vg

2 cos θW
=

mW

cos θW
: (19.4),

LHB
I =

1

2
vg2W †

µW
µσ +

1

4
g2W †

µW
µσ2 +

vg2

4 cos2 θW
ZµZ

µσ +
g2

8 cos2 θW
ZµZ

µσ2 : (19.3c)

となる．これを

−µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2 =− 1

2
µ2(v + σ)2 − 1

4
λ(v + σ)4

=− v(µ2 + λv2)σ − 1

2
(µ2 + 3λv2)σ2 − λvσ3 − 1

4
λσ4 + const

=− 1

2
m 2
H σ2 + LHH

I + const,

mH =
√
−2µ2 : (19.4),

LHH
I =− λvσ3 − 1

4
λσ4 : (19.3b) (∵ v = (−µ2/λ)1/2 : (18.59))

と辺々足して定数項を落とすと，

LH = m 2
W W †

µW
µ +

1

2
m 2
Z ZµZ

µ +
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
m 2
H σ2 + LHH

I + LHB
I (30)
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を得る．LB の式 (29)と LH の式 (30)を辺々足して，LB
0 の具体的な表式 (17.59)を代入すると，レプトンを

除いたラグランジアン密度 LB + LH の式 (19.2)が導かれる．

■LL + LLH の式 (19.7)について 共変微分の式 (17.40a)は具体的には

DµΨL
l =

[
∂µ +

i

2
g

{
Wµ

1

(
0 1
1 0

)
+Wµ

2

(
0 −i
i 0

)
+Wµ

3

(
1 0
0 −1

)}
− i

2
g′Bµ

](
ψL
νl
ψL
l

)
=

(
∂µψL

νl
+ i

2g(W
µ
1 ψ

L
l − iW

µ
2 ψ

L
l +Wµ

3 ψ
L
νl
)− i

2g
′BµψL

νl
∂µψL

l + i
2g(W

µ
1 ψ

L
νl
+ iWµ

2 ψ
L
νl
−Wµ

3 ψ
L
l )− i

2g
′BµψL

l

)
を与えるので，レプトン系のラグランジアン密度 LL は

LL =i(Ψ̄L
l /DΨL

l + ψ̄R
l /DψR

l + ψ̄R
νl
/DψR

νl
) : (17.39)

=L0 + LLB
I ,

L0 =ψ̄L
l i/∂ψ

L
l + ψ̄L

νl
i/∂ψL

νl
+ ψ̄R

l i/∂ψ
R
l + ψ̄R

νl
i/∂ψR

νl
: (17.12)

=ψ̄li/∂ψl + ψ̄νli/∂ψνl : (17.10),

LLB
I =i

{
i

2
gψ̄L

νl
( /W 1 − i /W 2)ψ

L
l +

i

2
ψ̄L
νl
(g /W 3 − g′ /B)ψL

νl

+
i

2
gψ̄L

l ( /W 1 + i /W 2)ψ
L
νl
− i

2
ψ̄L
l (g /W 3 + g′ /B)ψL

l − ig′ψ̄R
l /BψR

l

}

となる．ここで上式で定義したレプトンとゲージボゾンの相互作用項 LLB
I (これは相互作用項 (17.42)，(17.48)

に他ならない)が，式 (19.3d)に一致することを確かめよう．Higgs場の共変微分 DµΦを計算した際に示し

たように，
gWµ

3 − g′Bµ =
g

cos θW
Zµ

である．同様に式 (17.45)と式 (17.47):g sin θW = g′ cos θW = eを用いると

gWµ
3 + g′Bµ =(g cos θW − g′ sin θW)Zµ + (g sin θW + g′ cos θW)Aµ

=
g

cos θW
(1− 2 sin2 θW)Zµ + 2eAµ

であり，また式 (16.16)の箇所で見たように，任意のレプトン場 ψ に対して

ψ̄Lγαψ
L =ψ̄PRγαPLψ = ψ̄γαP

2
L ψ = ψ̄γαPLψ =

1

2
ψ̄γα(1− γ5)ψ,

ψ̄Rγαψ
R =ψ̄PLγαPRψ = ψ̄γαP

2
R ψ = ψ̄γαPRψ =

1

2
ψ̄γα(1 + γ5)ψ

なので，

LLB
I =− 1

2
√
2
gψ̄νl /W (1− γ5)ψl −

1

4 cos θW
gψ̄νl /Z(1− γ5)ψνl

− 1

2
√
2
gψ̄l /W

†
(1− γ5)ψνl +

{
g

4 cos θW
ψ̄l /Z(1− 2 sin2 θW)ψl +

e

2
ψ̄l /A(1− γ5)ψl

}
+
g sin θW
2 cos θW

ψ̄l(− sin θW /Z + cos θW /A)(1 + γ5)ψl

=eψ̄l /Aψl

− g

2
√
2
{ψ̄νl /W (1− γ5)ψl + ψ̄l /W

†
(1− γ5)ψνl}

178



− g

4 cos θW
ψ̄νl /Z(1− γ5)ψνl

+
g

4 cos θW
ψ̄l /Z(1− 4 sin2 θW − γ5)ψl : (19.3d)

を得る．以上をまとめると，式 (19.3d)の相互作用項 LLB
I を用いてレプトン系のラグランジアン密度は

LL = ψ̄li/∂ψl + ψ̄νli/∂ψνl + LLB
I (31)

と表される．

次にレプトンと Higgs場の相互作用項 (18.44):

LLH = −gl(Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l )− gνl(Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

l Ψ
L
l )

は，ユニタリーゲージの Higgs場

Φ =
1√
2

(
0

v + σ

)
: (19.1), ∴ Φ̃ =

1√
2

(
v + σ
0

)
に対して

LLH =− 1√
2
(v + σ)

{
gl(ψ̄

L
l ψ

R
l + ψ̄R

l ψ
L
l ) + gνl(ψ̄

L
νl
ψR
νl
+ ψ̄R

νl
ψL
νl
)
}

=− 1√
2
(v + σ)(glψ̄lψl + gνl ψ̄νlψνl)

=LHL
I − ψ̄lmlψl − ψ̄νlmνlψνl (32)

LHL
I =− 1

v
mlψ̄lψlσ −

1

v
mνl ψ̄νlψνlσ : (19.3e),

ml =
vgl√
2
, mνl =

vgνl√
2

: (19.8)

と計算される．ただし第 2の等号では任意のレプトン場 ψ に対して

ψ̄LψR + ψ̄RψL = ψ̄P 2
R ψ + ψ̄P 2

L ψ = ψ̄(PR + PL)ψ = ψ̄ψ

となることを用いた．

最後に LL の式 (31)と LLH の式 (32)を辺々足すと，レプトンを含む項 LL + LLH の式 (19.7)を得る．

■Higgs機構について 17.5節で見たように，ラグランジアン密度の質量項はゲージ不変ではない．Higgs機

構ではもとのラグランジアン密度がゲージ不変であり，系が自発的に対称性を破る，すなわち Higgs場が特定

の基底状態 (の近く)に選ばれると，ラグランジアン密度の質量項が得られる．

■式 (19.14)，式 (19.15) について 式 (19.4):mW = vg/2，式 (17.49):gW = g/2
√
2，式 (16.43):G/

√
2 =

(gW /mW )2 を順次用い，式 (19.14):

v =
2mW

g
=

1√
2

mW

gW
=

1√
2

1

(G/
√
2)1/2

=
1

(G
√
2)1/2

を得る．これと式 (19.6):g sin θW = g′ cos θW = eを再び式 (19.4)に代入すると，式 (19.15):

mW =
1

2
vg =

1

2

1

(G
√
2)1/2

e

sin θW
=

(
απ

G
√
2

)1/2
1

sin θW
, mZ =

mW

cos θW
=

(
απ

G
√
2

)1/2
2

sin 2θW

を得る．
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19.2 Feynman規則

本節では電弱標準理論における Feynman規則の説明を行う．ただし

• 最低次の Feynman振幅の計算に必要な規則だけを考える．

• ユニタリーゲージにおけるラグランジアン密度 (19.1節)に基づく．

• 場の演算子としてのラグランジアン密度には正規順序化を施す．
• 自由な電磁場のラグランジアン密度 L0 を Feynmanゲージにおける表式

LFeynman
0 = L0 −

1

2
(∂µA

µ)2

に置き換え，改めてこれを L0 と表記する．

– これは自由な電磁場のラグランジアン密度として，Fermiによる表式 (5.10):

L = −1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ)

を採用する措置と等価である (p.490脚注 4)．

• 電弱理論では相互作用ラグランジアン密度が場の微分を含んでいるため，
相互作用する場が自由場と同じ運動方程式と交換関係を満たすことは保証されない．

しかしながら S行列要素を評価する際に自由場の交換関係を用いるものと約束すれば，

S行列展開を QEDと同様に

S =

∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{LI(x1) · · · LI(xn)}

として良い．

– QCDにおいても同様の指摘がなされている (pp.281–282)．

このとき QEDの Feynman規則はそのまま引き継がれ，16.4節の IVB理論における規則に加えて次の規

則が追加される．

• Z0 ボゾンの内線に伝播関数 (の i倍)を充てる．

Z0 ボゾンの伝播関数はW ボゾンの伝播関数においてmW → mZ と置き換えて得られる．

• Higgsボゾンの内線

に伝播関数因子

i∆F(k,mH) =
i

k2 −m 2
H + iε

を充てる．

さらに相互作用ラグランジアン密度が 18個の項を含んでいることに対応して (19.1節)，18種類の基本結

節点が生じる．各々の結節点因子は QEDの場合と同様に導くことができる．各相互作用項が含む場の組合せ
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表 4 電弱標準理論における 18種類の基本相互作用

相互作用項 相互作用の種類 結節点因子

LBB
I W †WZ ig cos θW{gαβ(k1 − k2)γ + gβγ(k2 − k3)α + gγα(k3 − k1)β}

W †WA ie{gαβ(k1 − k2)γ + gβγ(k2 − k3)α + gγα(k3 − k1)β}
W †WZ2 ig2 cos2 θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

W †WA2 ie2(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

W †WAZ ieg cos θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

(W †W )2 ig2(2gαγgβδ − gαβgγδ − gαδgβγ)
LHH
I σ4 −6iλ

σ3 −6iλv
LHB
I W †Wσ (ivg2/2)gαβ

W †Wσ2 (ig2/2)gαβ

Z2σ (ivg2/2 cos2 θW)gαβ

Z2σ2 (ig2/2 cos2 θW)gαβ

LLB
I l̄lA ieγα

ν̄llW + h.c. (−ig/2
√
2)γα(1− γ5)

ν̄lνlZ (−ig/4 cos θW)γα(1− γ5)
l̄lZ (−igγα/4 cos θW)(1− 4 sin2 θW − γ5)

LHL
I l̄lσ (−i/v)ml

ν̄lνlσ (−i/v)mνl

(したがって基本結節点・相互作用の種類)と，対応する結節点因子を表 4にまとめる．ただし場を

ψl → l, ψ̄l → l̄, ψνl → νl, ψ̄νl → ν̄l

と略記してある．［ここには QEDの基本結節点 (因子 ieγα)も含まれている．h.c.は Hermite共役を意味し

ている．本稿では図 48を除き，結節点因子における運動量や Lorentz添字を定義する結節点のダイヤグラム

を示していない．］

電弱理論の結節点に関する新たな注意事項を以下にまとめる．

1. 組合せ因子

結節点因子の導出は QEDの場合と同様に行うことができる．

結果的に QEDに関しては，結節点因子を簡単に推定するには，

S行列展開の 1次の項 S(1) = i
∫
d4xLI における

iLI = ieψ̄ /Aψ

から場を取り除いて ieγα とすれば良い．

これに対して例えば電弱理論における相互作用項

vg2

4 cos2 θW
gαβZαZβσ
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は同種の場 Zα を 2つ含んでおり，

結節点に接続する 2本の Z0 ボゾン線に 2つの場 Zα を充てる方法は 2!通りある．

このため結節点因子は ivg2

4 cos2 θW
gαβ ではなく，これに組合せ因子 2!をかけた

ivg2

2 cos2 θW
gαβ

となる．

2. テンソル添字の順序

例えばW †WZ2 相互作用項

g2 cos2 θW(WαW
†
βZ

αZβ −WβW
β†ZαZ

α)

の結節点因子が
ig2 cos2 θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

となるのは，各ボゾン線に付随するテンソル添字を図 48のように定義したときである．

すなわち例えばボゾン線を外線と見なす場合，

テンソル添字 αを付した Z0 ボゾン線には偏極ベクトル εrα(k)を充てる．

3. 微分に由来する運動量因子

W †WZ とW †WAの項は場の微分を含んでいるため，運動量因子を生じる．

例えばW †WZ 相互作用項

ig cos θW{(W †
αWβ −W †

βWα)∂
αZβ + (∂αWβ − ∂βWα)W

β†Zα − (∂αW
†
β − ∂βW

†
α)W

βZα}

は，図 48のように各運動量を結節点に向かう向きに定義したとき，結節点因子

ig cos θW{gαβ(k1 − k2)γ + gβγ(k2 − k3)α + gγα(k3 − k1)β}

を生じる．

4. (W †W )2 相互作用項
1

2
g2W †

αWβ(W
α†W β −WαW β†)

の結節点因子が
ig2(2gαγgβδ − gαβgγδ − gαδgβγ)

となるのは，図 48のように運動量の向きとテンソル添字を定義したときである．

19.2について

■Higgs ボゾン線の修正に対する組合せ因子 (p.510) について 14.4 節において，グルーオンの自己エネル

ギーグラフ (図 14.9(a)(p.385)) に関して同様の説明が成されている．Feynman 規則に従うと (3!)2 通りの

場の組合せを考えることになるけれど，正しい組合せの総数はその 1/2 倍であるため，対称性因子として

S = 1/2を掛けなければならないことが説明された．
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図 48 W †WZ，W †WZ2，(W †W )2 相互作用を表す結節点

■「したがって，この結節点因子はW± 電荷が結節点に入射する向きを持つか出射する向きを持つかに依存

する」(p.514，l.2,3)について W± ボゾン運動量の向きは「それぞれの電荷の向きでもあ」(p.512，l.10)り，

これを入れ換えることは「W+ とW− を入れ換える」(p.513下から 6行目)ことに対応するので，結節点の

ダイヤグラム (B.6)(p.543)における Lorentz添字を入れ換えることに相当すると考えられる．

19.3 ニュートリノ-電子弾性散乱

4種類のニュートリノ-電子弾性散乱

ν + e− → ν + e−, ν = νµ, ν̄µ, νe, ν̄e

に関する断面積の説明が成されている．本稿では (νµe)散乱

νµ + e− → νµ + e−

のみを取り上げる．レプトン数の保存を考慮すると，この過程に寄与する最低次の Feynmanダイヤグラムは

図 49，図 50のグラフで表され，対応する Feynman振幅は Feynman規則に基づき，それぞれ

MZ =
−g2

8 cos2 θW
[ū′νµγ

α(1− γ5)uνµ ]iDFαβ(k,mZ)[ū
′
eγ
β(gV − gAγ5)ue]

≃−iG√
2
[ū′νµγ

α(1− γ5)uνµ ][ū′eγα(gV − gAγ5)ue],

MH =
−1
v2
mνµme(ū

′
νµuνµ)i∆F(k,mH)(ū′eue)

≃iG
√
2

1

m 2
H

mνµme(ū
′
νµuνµ)(ū

′
eue)

と書き下せる．ただし

gV ≡ 2 sin2 θW −
1

2
, gA ≡ −

1

2
, k = q − q′ = p′ − p

であり，各々の第 2の等号では k2 ≪ m 2
Z ,m 2

H を想定して伝播関数を

iDFαβ(k,mZ) ≡
i(−gαβ + kαkβ/m

2
Z )

k2 −m 2
Z + iε

≃ igαβ
m 2
Z

, i∆F(k,mH) ≡ i

k2 −m 2
H + iε

≃ − i

m 2
H
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図 49 Z0 ボゾンの交換を伴う (νµe)散乱のグラフ 図 50 Higgsボゾンの交換を伴う (νµe)散乱のグラフ

と書き換えた．これを見るとMH はMZ のmνµme/m
2

H 倍程度なので無視して良い．さらに運動量に比べ

て質量mνµ ,me を無視する近似［超相対論的極限］を考えると，ここから［終状態スピンに関する和と始状態

スピンに関する平均をとった］全断面積は

σ =
G2s

3π
(g 2

V + gVgA + g 2
A ) (19.44a)

となる (s ≡ (p+ q)2)［問題 19.3］．

この結果は歴史的に，弱混合角 θW を実験的に決定し，そこからW±, Z0 ボゾンの質量を導くのに用いられ

た［断面積の式における gV が弱混合角 θW に依存している］．今日では実験精度の向上と輻射補正を考慮し

た理論的解析から，弱混合角とボゾンの質量のより正確な値が見出されている．

19.3について

■式 (19.39)の gV, gA について これらは Feynman振幅 (19.38b)における結節点因子と同様に，中性カレ

ント Jµ3 の式 (17.50)において gV − gAγ5 という組合せで現れている．式 (17.50)において gV の項はベクト

ルカレント (V)を作り，gA の項は軸性カレント (A)を作っている．

■k2 ≪ m 2
Z を考慮した式 (19.42a)について Feynman振幅 (19.38b)に伝播関数の近似式 iDFαβ(k,mZ) =

igαβ/m
2

Z を代入し，次いで式 (16.43)，式 (17.49)，式 (19.4)を用いて

g2

8m 2
Z cos2 θW

=

(
g/2
√
2

mZ cos θW

)2

=

(
gW
mW

)2

=
G√
2

と書き換えれば良い．

■重心系運動量の自乗 sの式 (19.43)について 式 (19.41b):s = (p + q)2 は Lorentzスカラーである．そこ

でこれを重心系 (p+ q = 0)で評価すると，質量を無視する近似 (超相対論的極限)

ECoM ≡ Ep = |p|, Eq = |q| = |p|

の下で
s = (Ep + Eq)

2 = 4|p|2 = 4E 2
CoM

となる．一方これを始状態の電子の静止系 (実験室系，q = 0)で評価すると

s = p2 + 2p · q + q2 = m 2
νµ + 2ELabme +m 2

e ≃ 2ELabme +m 2
e
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図 51 e+ + e− → l+ + l− への最低次の寄与

となる．

■式 (19.49)の置き換えについて これにより Feynman振幅 (19.42a)において

gV − gAγ5 → (1− γ5) + (gV − gAγ5)

と置き換わり，第 1項はMW を，第 2項はMZ を作る．

19.4 電子-陽電子消滅の電弱過程

電弱理論では電子-陽電子消滅過程

e+ + e− → l+ + l− (l = µ, τ)

への最低次のダイヤグラムは図 51の Feynmanグラフで表される．(各々のグラフに対応する Feynman振幅

を順にMγ ,MZ ,MH とする．) ここで以下の近似を採用する．

• Z0 ボゾン伝播関数における kαkβ/m
2

Z (∼ meml/m
2

Z ，p.518脚注 9参照)の項を無視する．

• Feynman振幅の具体的な表式により，MH はMZ に比べて小さいと考え無視する．

• 重心系における電子のエネルギー E は充分に高いと仮定して，

全てのレプトンの質量を無視する［超相対論的極限］．

このとき重心系において始状態の e+ と終状態の l+ の向きの成す角を θとすると，

s ≡ k2 = 4E2
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に対して (重心系における)微分断面積は

σ(θ) =F (s)(1 + cos2 θ) +G(s) cos θ,

F (s) ≡α
2

4s

{
1 +

g 2
V

π
√
2

m 2
Z

s−m 2
Z

(
sG

α

)
+

(g 2
V + g 2

A )2

8π2

(
m 2
Z

s−m 2
Z

)2(
sG

α

)2
}
,

G(s) ≡α
2

4s

{√
2g 2

A

π

m 2
Z

s−m 2
Z

(
sG

α

)
+
g 2
V g 2

A

π2

(
m 2
Z

s−m 2
Z

)2(
sG

α

)2
}

となる．各項の起源は

α2の項 ← |Mγ |2, αGの項 ← Mγ-MZ干渉項, G2の項 ← |MZ |2

となっている．

以下のようにエネルギー sの異なる 3つの領域を考えられる．

• “低エネルギー領域”s≪ m 2
Z , sG/α≪ 1

Gを含む項を無視 → QEDの断面積 (8.46)を再現．

• “中間エネルギー領域”
Gの 1次の項まで考慮 → 前方-後方の非対称性 σ(θ) ̸= σ(π − θ)．
• “Z0 共鳴領域”s ≃ m 2

z

G2 に比例する項のみを残す．このとき全断面積は

σT =
12πΓ(Z0 → e+e−)Γ(Z0 → l+l−)

(s−m 2
Z )2 + ε2

(s ≃ m 2
z )

となる．ただし

Γ(Z0 → l+l−) ≃ 1

π6
√
2
Gm 3

z (g 2
V + g 2

A ) (レプトンの種類 lに依らない)

は Z0 → l+ + l− の崩壊幅 (→ 16.5節)である．

Z0 伝播関数に対する高次の修正を考慮した結果

σT =
12πΓ(Z0 → e+e−)Γ(Z0 → l+l−)

(s−m 2
Z )2 +m 2

Z Γ 2
t

(s ≃ m 2
z ) (cf.1準位 Breit-Wigner公式)

は s ≃ m 2
z 付近において，不確定性原理から期待されるように，

Z0 ボゾンの崩壊幅 Γt 程度のピーク幅を持つ．

• 低次過程のみを考慮した Z0 ボゾンの崩壊幅

Γt = Γ(Z0 → hadrons) + 3Γ(Z0 → l+l−) +Nν(Z
0 → νlν̄l).

質量が非常に重い未知のニュートリノという可能性を考えない限り，

実験データはニュートリノの種類を既知の Nl = 3に制約．

• ボゾンの自己結合を表す γW+W− 結節点と Z0W+W− 結節点の関係する過程

e+ + e− → W+ +W−

においても，断面積の理論予測と実験結果が良く一致．
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19.4について

微分断面積の導出は問題 19.4となっている．

■2つの条件 s≪ m 2
Z , sG/α≪ 1(p.519)について 式 (16.1):mZ = 91.19GeV，式 (19.13a):α = 1/137.04，

式 (19.13b):G = 1.166× 10−5GeV−2 より

m 2
Z = 8316GeV2, α/G = 625.8GeV2

なので，sの増大に伴って第 2の条件が先に破られる．“Z0 共鳴領域”s ≃ m 2
z において「sG/αが 1のオー

ダーにな」(p.521，l.5,6)ることもここから理解できる．

■「G2 に比例する項を無視すると」(p.520，l.10,11)について 正しくは Gに比例する項である．

19.5 Higgsボゾン

Higgsボゾンとフェルミオン f = l, νl, q (ここではクォーク q も考える)を結合する結節点の因子

−i
v
mf =

−ie
2 sin θW

mf

mW

は QED結合に対してmf/mW のオーダーであり，Higgsボゾンと軽いフェルミオン (mf ≪ mW )の結合は

強く抑制されている．

19.5.1 Higgsボゾンの崩壊

• mH < 2mW の場合

最低次の電弱相互作用によって起こり得る Higgsボゾンの崩壊はフェルミオン対への崩壊

H → f + f̄

だけであり，その全崩壊幅

Γt ≃
3GmHm

2
b

4
√
2π

≃ 10−5mH

(mb は bクォークの質量)は考えている質量領域mH < 2mW に対して極めて小さくなる．

• mH > 2mW , 2mZ の場合

崩壊モード
H → W+ +W−, H → Z0 + Z0

が支配的となる．

19.5.2 Higgsボゾンの探索

Higgsボゾンの生成頻度が極めて低く Higgsボゾンを発見できないのは，必ずしも Higgsボゾンの質量が重

いためではなく，むしろ 19.5節冒頭で述べたように，Higgsボゾンと軽いフェルミオン (mf ≪ mW )の相互

作用が弱いことによる．
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そこで Higgsボゾンと強く結合するW±, Z0 ボゾン，tクォークなどを生成することが肝要となる．例えば

CERNの LHCでは反応
p+ p̄ → H +X, X : ハドロン

を利用して Higgsボゾンの探索を試みており，この反応の主要な機構として想定される“グルーオン融合”の

ダイヤグラムは Higgs粒子と tクォークを接続する結節点を含んでいる．

Higgsボゾンの質量は 113.5GeV < mH ≲ 160GeV の範囲に含まれている可能性が高く，この範囲におけ

る主要な崩壊モードは H → bb̄である．しかしこの過程で生成するクォークのハドロンジェットへの破砕は，

他の過程で生成するハドロンジェットと区別することが困難であり，Higgs粒子の探索にはむしろ分岐比の低

い H → γγ のような過程の方が適しているかもしれない．

19.5について

19章冒頭でも Higgs粒子は「今のところ発見されていない」(p.499)とあるが，Higgs粒子は 2012年に発

見された．

練習問題 (第 19章)

19.3 νµe
− 散乱と ν̄µe

− の全断面積 (19.44a),(19.44b)の導出

本稿では弾性 (νµe)散乱の全断面積 (19.44a)のみを導出する．

ニュートリノ νµ の始・終状態のスピンをそれぞれ r, r′，電子 e− の始・終状態のスピンをそれぞれ s, s′ と

書くと，Feynman振幅の絶対値の 2乗は

|M|2 ≃ |MZ |2 =
G2

2
|[ūr′Γαur][ūs′Γ(g)

α us]|2

となる．ただしここでは各スピノルにおいてスピン状態を明記する代わりに，レプトンの種類を表す指標と引

数の運動量を省いた．(このように略記しても，例えば rは始状態ニュートリノ νµ のスピンの指標であったこ

とから，ur = uνµr(p)と判断できる．) また

Γα ≡ γα(1− γ5), Γ(g)
α ≡ γα(gV − gAγ5)

と表記した．

ここで終状態スピンに関する和と始状態スピンに関する平均をとることを考える．

Γ̃α ≡ γ0Γα†γ0 = γα(1− γ5)(= Γα), Γ̃(g)
α ≡ γ0Γ(g)†

α γ0 = γα(gV − gAγ5)(= Γ(g)
α )

を定義すると (γ 行列の性質 (A.2–3)，(A.6)，(A.8)を参照)，8.2節や 16.6.1節と同様の技法により，終状態

スピンに関する和と始状態スピンに関する平均は

X ≡1

4

∑
r,r′,s,s′

|M|2

=
1

4

G2

2

∑
r,r′,s,s′

[ūr′Γ
αur][ūrΓ̃

βur′ ][ūs′Γ
(g)
α us][ūsΓ̃

(g)
β us′ ]

=
1

4

G2

2
Tr

[
/p
′
+mνµ

2mνµ

Γα
/p+mνµ

2mνµ

Γ̃β

]
Tr

[
/q
′
+me

2me
Γ(g)
α

/q +me

2me
Γ̃
(g)
β

]
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と計算される．再び運動量に対して質量を無視する近似 (超相対論的極限)/p
′
+mνµ ≃ /p

′
, etc.を採用すると

Tr

[
/p
′
+mνµ

2mνµ

Γα
/p+mνµ

2mνµ

Γ̃β

]

=
p′µpν

(2mνµ)
2
Tr[γµγα(1− γ5)γνγβ(1− γ5)]

=2
p′µpν

m 2
νµ

xµανβ , (∵ (1− γ5)2 = 2(1− γ5),Tr[γµγαγνγβ(1− γ5)] = 4xµανβ : (16.49))

Tr

[
/q
′
+me

2me
Γ(g)
α

/q +me

2me
Γ̃
(g)
β

]
=

1

(2me)2
[g 2

V Tr(/q
′
γα/qγβ)− gVgA{Tr(/q′γαγ5/qγβ) + Tr(/q

′
γα/qγβγ5)}+ g 2

A Tr(/q
′
γαγ5/qγβγ5)]

=
1

(2me)2
{(g 2

V + g 2
A )Tr(/q

′
γα/qγβ)− 2gVgATr(γ5/q

′
γα/qγβ)}

=
2

m 2
e

[(g 2
V + g 2

A ){q′αqβ − (q′ · q)gαβ + q′βqα}+ 2igVgAq
′ρqσερασβ ] (∵対角和の公式 (A.17)，(A.21))

となる．これらと式 (16.49):xµανβ = gµαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν + iεµανβ を上の X の式に代入し，

(gµαgνβ − gµνgαβ + gµβgαν)ερασβ =0,

εµανβ{q′αqβ − (q′ · q)gαβ + q′βqα} =0

(いずれも第 1項と第 3項が相殺し，第 2項はそれ自体がゼロになる)，および式 (A.14c):

εµανβερασβ = −2(δµρδνσ − δµσδνρ)

に注意すると，

X =
G2

2m 2
νµ m 2

e

[(g 2
V + g 2

A ){(p′ · q′)(p · q) + (p′ · q)(p · q′)}+ 2gVgA{(p′ · q′)(p · q)− (p′ · q)(p · q′)}]

を得る．

以上を踏まえて断面積の計算に移る．全断面積は不変量であることに注意し，重心系を用いてこれを計算し

よう．重心系において (終状態スピンに関する和と始状態スピンに関する平均をとった)断面積は，式 (8.18)

により今の場合 (
dσ

dΩ

)
CoM

=
m 2
νµ m 2

e

4π2(Ep + Eq)2
|p′|
|p|

X

と表される (dΩはニュートリノ νµ の散乱方向の立体角)．ここで重心系での運動量は

q = −p, q′ = −p′

を満たす．また (νµe)散乱では始・終状態が同種粒子を含んでいるため，エネルギー保存則は

|p′| = |p|, |q′| = |q|

を意味する．以上より
|p| = |q| = |p′| = |q′|
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である．さらにニュートリノ νµ の散乱角，すなわち p′ の pとの成す角を θ とすると，今考えている，運動

量に対して質量を無視する近似 (超相対論的極限)Ep ≃ |p|, etc.の下では，

p · q = p′ · q′ = 2|p|2, p′ · q = p · q′ = |p|2(1 + cos θ)

なので，(
dσ

dΩ

)
CoM

=
G2|p|2

16 · 2π2
[(g 2

V + g 2
A ){4 + (1 + cos θ)2}+ 2gVgA{4− (1 + cos θ)2}],

∴ σ =

∫ π

0

(
dσ

dΩ

)
CoM

2π sin θdθ

=
G2|p|2

16π

∫ 1

−1

{(g 2
V + g 2

A )(5 + 2 cos θ + cos2 θ) + 2gVgA(3− 2 cos θ − cos2 θ)}d(cos θ)

=
G2s

3π
(g 2

V + gVgA + g 2
A ) : (19.44a) (∵ s = 4|p|2)

が導かれる．
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付録 A 教科書全体の要約

ノート本編との内容の重複を厭わずに，教科書で学んだことの大筋をまとめてみよう．

• 強い相互作用 (第 11–15章)

• 電弱統一理論 (第 16–19章)

第 11章 ゲージ理論

量子色力学 (quantum chromodynamics：QCD)は強い相互作用を記述するゲージ理論であり，いわゆる色

電荷が中心的な役割を担う．

まず強い相互作用を行う物質粒子として，クォークの説明をする．クォークはスピン 1/2の粒子であり，質

量と電荷の異なる 6種類の“香り”(フレーバー) u, d, c, s, t, bが存在する．

軽い ←→ 重い
電荷 2e/3 u : up c : charm t : top
電荷− e/3 d : down s : strange b : bottom

重粒子 (バリオン)と中間子 (メソン)は以下のようなクォークの束縛状態であり (クォーク q の反クォークを

q̄ と表記)，これらを総称して強粒子 (ハドロン)と呼ぶ [1, pp.5–7]．

• 重粒子 (バリオン)∼ qqq
– 例：陽子 (uud)，中性子 (udd)

• 中間子 (メソン)∼ qq̄
– パイオン：π+(ud̄)，π−(ūd)，π0((uū− dd̄)/

√
2)

さて，強い/弱い相互作用には古典的対応物がなく，相互作用の形は前もって明らかではない．しかしなが

ら理論の形は，主に繰り込み可能性とゲージ不変性によって強い制約を受けることになる．Yagn (ヤン) と

Mills (ミルズ)はこれらを指導原理として一般的なゲージ理論を構築した．今では電磁相互作用や強い/弱い

相互作用はその実例にあたることが理解されている．そこで QCDの背景として，Yang-Mills理論の初歩を

簡単に一瞥するところから始めよう [2, pp.137–138,p.145]．

N 種類の Dirac場

ψ =


ψ1

ψ2

...
ψN

 , ψ̄ =
(
ψ̄1 ψ̄2 · · · ψ̄N

)

に対するラグランジアン密度

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ =

N∑
i=1

ψ̄i(i/∂ −m)ψi

は，N ×N のユニタリー行列 U = eiH(したがって H は Hermite行列)による大域的位相変換 ψ → Uψ の

下で不変に留まる．このような対称変換は 2回繰り返し行っても，Lを不変に保つ単一の N 次ユニタリー行

列による変換となるから，U(N)群と呼ばれる群を成す．ところで一般に N ×N の Hermite行列 H は N2
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個の独立な実数によって特定できる [1, p.254]．そこで N2 個の適当な Hermite行列 Ti と実パラメーター αi

を用いて，一般に

H =
∑
i

αiTi, U = exp

(
i
∑
i

αiTi

)

と書くことができる (このとき Ti を変換の生成子と呼ぶ)．

次に QCDを念頭に，N = 3の場合を考えよう．我々の目的のためには，生成子 Ti の具体的な行列表現に

頼って議論を進めれば充分である．このとき N2 = 9個の Ti として，Gell-Mann (ゲルマン)行列

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


の 1/2倍

Ti =
1

2
λi(≡ F̂i) (i = 1, 2, · · · , 8)

と，単位行列 1に比例した T0 = 1√
6
1を選ぶことができる．T0 を生成子とするユニタリー行列 exp(iα0T0) =

exp
(
i α0√

6

)
1 による変換

ψ → exp(iα0T0)ψ, i.e. ψi → exp

(
i
α0√
6

)
ψi

は U(1)部分群を成す．また残りの 8個の生成子 F̂i はいずれもトレースがゼロになっていることに注目する

と*9，exp
(
i
∑8
i=1 αiF̂i

)
は行列式が 1となることが分かる*10．こうして exp

(
i
∑8
i=1 αiF̂i

)
による位相変換

*9 一般に U(N)変換の N2 個の生成子 Ti は，規格直交条件

Tr(TiTj) =
1

2
δij

を満たすようにとるのが慣例となっている．(実は Killing 形式と呼ばれる“内積”Tr(TiTj) が正定値であるのは，群がコンパ
クトな場合だけである [2, p.139]．文献 [7, p.55,pp.88–89] ではコンパクト群をパラメータの変域が有限の群 (例えば U(n) や
O(n))として定義した上で，Lie代数の基底 Ti に対する Killing形式 gij = (Ti, Tj) (対称行列より対角化できる)がコンパクト
群に対して，(半)正定値となることを示している．) このとき T0 を除く N2 − 1個の Ti は特に

Tr(Ti) = 0 (i ̸= 0)

を満たすことになる．
*10 正方行列 Aに対する公式 det(expA) = exp(TrA)を利用すれば，近似に頼らずに

det(expA) = 1 ⇔ TrA = 0

が言える [6, pp.88–90]
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は特殊ユニタリー群 SU(3)を成し，半ば直観的に述べると，U(3)群は U(1)群と SU(3)群に分解される*11：

U(3) = U(1)× SU(3).

QCD は SU(3) 変換に関してゲージ不変な理論であり，いわゆる SU(3)Yang-Mills 理論の実例にあたる．

クォークの各香り f = d, u, s, c, b, tについて 3種類の色状態 c = r, g, bの Dirac場 ψfc が定義され，8種類の

色演算子 F̂i = λi/2が SU(3)変換の生成子となる．改めて Dirac場を

Ψf =

ψfrψfg
ψfb

 , Ψ̄f =
(
ψ̄fr ψ̄fg ψ̄fb

)
とまとめると，自由クォークのラグランジアン密度は

L = Ψ̄f (i/∂ −mf )Ψ
f =

∑
c=r,g,b

ψ̄fc (i/∂ −mf )ψ
f
c

で与えられる (繰り返された香りの添字 f = d, u, s, c, b, t について和をとる)．大域的位相変換 Ψf (x) →
eiαiλi/2Ψf (x) の下での Lの不変性から導かれる，保存するカレントと色電荷は

Sµi (x) =
1

2
Ψ̄f (x)γµλiΨ

f (x),

F̂i =

∫
d3xS0

i (x) =
1

2

∫
d3xΨf†(x)λiΨ

f (x) (i = 1, 2, · · · , 8)

である．演算子を正規順序化し，Gell-Mann行列 λi の具体的な表式と場の Fourier展開を利用すると，

F̂3 =
1

2

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfr (x)− ψf†g (x)ψfg (x)

]
=
1

2
(Nr − N̄r)−

1

2
(Ng − N̄g),

F̂8 =
1

2
√
3

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfr (x) + ψf†g (x)ψfg (x)− 2ψf†b (x)ψfb (x)

]
=

1

2
√
3
(Nr − N̄r) +

1

2
√
3
(Ng − N̄g)−

1√
3
(Nb − N̄b),

F̂1 =
1

2

∫
d3xN

[
ψf†r (x)ψfg (x)− ψf†g (x)ψfr (x)

]
=
1

2

∑
s,p,f

{
cf†sr (p)c

f
sg(p)− df†sr (p)dfsg(p) + cf†sg (p)c

f
sr(p)− df†sg (p)dfsr(p)

}
, etc.

が得られる (上記の F̂i との混同に注意)．ただし例えば cf†sr (p), d
f†
sr (p) はそれぞれ，色 r，運動量 p，ス

ピン s のクォークと反クォークの生成演算子を表す．またクォークと反クォークの数演算子はそれぞれ

*11 T0 ∼ 1は明らかに他の Ti と交換するため，{Ti}を基底とする Lie代数は T0 を基底とする Lie代数とその他の Ti を基底に持つ
Lie代数の直和に分解される．このとき対応する Lie群は，各々の Lie代数が生成する Lie群の直積 U(3) ≃ U(1)× SU(3)にな
る (記号「≃」は同型を表す)．変換群の元が生成子の指数で表される場合は簡単である．実際 [T0, Ti] = 0のとき“指数法則”

exp

(
i
∑
i

θiTi

)
= exp

(
iθ0T0

)
exp

i ∑
i( ̸=0)

θiTi


が成り立つ．これは U(1) 群と SU(3) 群の元の積 (組，表現では文字通りの積) が U(3) 群の元となることを，表現の水準で表し
ている．以上，Lie代数の直和や Lie群の直積の定義を含め，文献 [7, p.11,p.23,p.80,p.86,p.240]を参照．なお文献 [7, p.88]で
は一般に任意のコンパクト Lie群が，単純 Lie群たちと 1次元ユニタリー群 U(1)たちの直積となることを証明した．
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表 5 色電荷の固有値 F3, F8

クォーク 反クォーク

F3 F8 F3 F8

r 1/2 1/2
√
3 r̄ −1/2 −1/2

√
3

g −1/2 1/2
√
3 ḡ 1/2 −1/2

√
3

b 0 −1/
√
3 b̄ 0 1/

√
3

Nr ≡
∑
s,p,f c

f†
sr (p)c

f
sr(p), N̄r ≡

∑
s,p,f d

f†
sr (p)d

f
sr(p) のように定義されている．クォークの色状態 r, g, bは

F̂3, F̂8 の同時固有状態であり，色電荷の固有値は表 5のようにまとめられる (反クォークの固有状態は r̄, ḡ, b̄

で表す)．

ここでクォークが色の自由度を持つことの含意を見ておこう．色の閉じ込めの仮説によれば，一般に多

クォーク状態 |χch⟩には条件
F̂i |χch⟩ = 0 (i = 1, 2, · · · , 8)

が課される．これは固有値に対する条件 F3 = F8 = 0を含意する．すると表 5の値より，

• 自由クォーク q やクォーク対 qq は存在できない．

• クォーク対 qq̄ や重粒子 qqq は許容される．

この結果は観測と合っている．さらに閉じ込め条件を完全に考慮すると，重粒子 (バリオン)の色状態が

|χcB⟩ ∼ εijk |ri, gj , bk⟩ =

∣∣∣∣∣∣
|r1⟩ |r2⟩ |r3⟩
|g1⟩ |g2⟩ |g3⟩
|b1⟩ |b2⟩ |b3⟩

∣∣∣∣∣∣
という形をとることが導かれる．ただし例えば |r1, g2, b3⟩ = |r1⟩ |g2⟩ |b3⟩ は，重粒子を構成するクォーク
1,2,3の色がそれぞれ r, g, bとなる状態であり，添字 i, j, k = 1, 2, 3について和をとる．このように色状態が

同種クォークの入れ替えに関する反対称性を担っており，このときクォークの位置，スピン，香りの自由度を

含めた重粒子の状態が，スピン-統計定理から期待される適正な反対称性を持つことが保証される [1, p.200]．

我々は自由クォーク場に関して，大域的な位相変換の下での不変性から保存する色電荷を見出した．次に

QEDの場合と同様に，クォーク場と相互作用するゲージ場を導入し，局所的な位相変換の下でゲージ不変な

理論を構築する．QEDに対する式において

物質場 ψ(x) → Ψf (x),

電荷 q → gsλj/2, (gs : 結合定数)

ゲージ関数 f(x) → ωj(x),

ゲージ場 Aµ(x) → Aµj (x)：グルーオン場

(ただし j = 1, 2, · · · , 8)と置き換えると，QCDに対する式が得られる：

• 局所的な位相変換{
ψ(x)→ ψ′(x) = ψ(x)e−iqf(x)

ψ̄(x)→ ψ̄′(x) = ψ̄(x)e−iqf(x)
→

{
Ψf (x)→ ψf

′
(x) = exp[igsλjωj(x)/2]Ψ

f

Ψ̄f (x)→ ψ̄f
′
(x) = Ψ̄f exp[igsλjωj(x)/2]

(33)
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• 共変微分

Dµψ(x) = [∂µ + iqAµ(x)]ψ(x) → DµΨf (x) = [∂µ + igsλjA
µ
j (x)/2]Ψ

f (x).

• ラグランジアン密度
L = ψ̄(i /D −m)ψ = L0 + LI

L0 = ψ̄(i/∂ −m)ψ

LI = −qψ̄γµψAµ
→


Lq = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ

f = L0 + LI

L0 ≡ Ψ̄f (i/∂ −mf )Ψ
f

LI ≡ − 1
2gsΨ̄

fγµλjΨ
fAµj

(34)

これにより QCDにおける極小置換 ∂µ → Dµ が定義され，クォーク場とゲージ場 (グルーオン場)の相互作

用が導入されたことになる．ここで得たクォークを記述するラグランジアン密度 (34)がゲージ不変となるた

めには，無限小の ωj(x)に対してグルーオン場 Aµj (x)は

Aµi (x) → Aµj
′
(x) ≡ Aµi (x)− ∂

µωi(x)− gsfijkωj(x)Aµk(x) (35)

と変換しなければならない．ここに fijk は交換関係 [F̂i, F̂j ] = ifijkF̂k で定義される構造定数である．上式

(33)，(35)を合わせて SU(3)ゲージ変換と呼ぶ．

式 (35)右辺の最後の項 −gsfijkωj(x)Aµk(x)は電磁場のゲージ変換と比べて新たな特徴である．この項のた
めに，ゲージ場のゲージ不変なラグランジアン密度 LG を得るには，場の強度 Fµνi ≡ ∂νAµi − ∂µAνi に付加
的な項を導入した

Gµνi ≡ F
µν
i + gsfijkA

µ
jA

ν
k

を用いて

LG = −1

4
GiµνG

µν
i

としなければならない*12．

以上より QCD (量子色力学)の完全なラグランジアン密度は� �
L = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ

f − 1

4
GiµνG

µν
i (36)� �

である．純粋なグルーオン場の項を具体的に書くと

LG = −1

4
GiµνG

µν
i =− 1

4
FiµνF

µν
i ← 自由グルーオン場

+ gsfijkAiµAjν∂
µAνk ← Aµiを 3つ含む

− 1

4
g 2
s fijkfilmA

µ
jA

ν
kAlµAmν ← Aµiを 4つ含む (37)

となる．

• 式 (34)の相互作用ラグランジアン LI

– 図 52(a)のようなクォーク-グルーオンの 3点結節点を作る．LI における

Ψf†(x)λ1Ψ
f (x) = ψf†r (x)ψfg (x)− ψf†g (x)ψfr (x)

のような項はクォークの色状態を変化させる．ところが色電荷は保存するから，

QEDとは対照的に，ゲージ場の量子 (グルーオン)もゼロでない電荷を持たなければならない．

*12 ここでは電磁テンソルを Fµν = ∂µAν − ∂νAµ で定義する流儀と比べて，添字 µ, ν を逆に付けてある．
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図 52 QCDの相互作用

• 式 (37)最右辺の第 1項 (自由グルーオン場)

– グルーオンは色電荷を持つので，色の閉じ込め効果のために，孤立状態では観測されない．

• 式 (37)最右辺の第 2項，第 3項

– それぞれ図 52(b),(c)に示された，

3本，4本のグルーオン線の集まるグルーオン-グルーオン結節点を作る．

– グルーオンの自己相互作用は，グルーオン自体がゼロでない色電荷を持つことに起因する．

• “香り独立性”
LI の式 (34)におけるクォーク-グルーオン相互作用の強さと形は，香り f = d, u, s, · · · に依らない．
• 相互作用 LI の形 (34)より，クォーク数

Nf ≡ N(f)−N(f̄) (f = d, u, s, c, b, t)

が保存する (QEDにおいてレプトン数が保存するのと同じ事情である)．

最後に，ゲージ不変性の観点からは，極小置換によって得られないゲージ不変な項をラグランジアン密度に

付け加えた理論も考えられる．しかしながら，そのような“極小でない”相互作用は，繰り込み可能性によっ

て排除される．

第 12章 場の理論の方法

QCDはグルーオン場のゲージ変換 (35)が電磁場よりも複雑であるために (言い換えれば構造定数 fijk がゼ

ロでなく生成子 F̂i が交換しない，非 Abelゲージ理論であるために [2, p.144])，実は量子化を行うには正準

形式よりも径路積分形式の方が適している．第 12章と続く第 13章では QEDの文脈において，径路積分を用

いた定式化のために必要となる新たな概念──すなわち Green関数と生成汎関数──を導入する．

Green関数の定義からはじめよう．任意の場の量子論による物理的な予言はその S行列要素に含まれてい

る．これに対して Green関数はＳ行列要素ほど観測可能量と直接的な関係を持つわけではないものの，計算

しやすく，いくつかの異なる過程のＳ行列要素を単一の Green関数から導くことが可能である．Green関数

は Heisenberg描像 (添字 Hで表す)において，複数の場の演算子の時間順序化積の真空期待値

Gµ···(x, · · · y, · · · z, · · · ) ≡ H⟨0|T{AµH(x) · · ·ψH(y) · · · ψ̄H(z) · · · }|0⟩H (38)

として定義される．これは伝播関数を“脚”に持つダイヤグラムに対応付けられ，
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図 53 Green関数 (39)を表すダイヤグラム

• 電磁場演算子 AµH には光子の脚が，

• 電磁場演算子 ψH には外向きの電子の脚が，

• 電磁場演算子 ψ̄H には内向きの電子の脚が

充てられる．例えば Green関数

Gµν(x, y, z, w) = H⟨0|T{AµH(x)AνH(y)ψH(z)ψ̄H(w)}|0⟩H (39)

は図 53のダイヤグラムで表される．(グラフとの対応付けは，この後で述べるように，Green関数もまたグラ

フに Feynman規則を適用して求められることから正当化される．) S行列要素が外線を持つのに対し，Green

関数の各脚は伝播関数であり，S行列要素と関係付けるときに始・終状態の粒子のいずれにも対応し得る．ま

た Green関数の中央の斜線部分には，脚に接続する可能なあらゆるグラフが摂動展開の形で寄与する．Green

関数の定義式 (38)は，相互作用描像に移行させると

Gµ···(x, · · · y, · · · z, · · · ) = ⟨0|T{SA
µ(x) · · ·ψ(y) · · · ψ̄(z) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩
(40)

となる (Gell-Mann Low の定理 [8, pp.69–71])．運動量空間の Green 関数 Gµ···(q1, q2, · · · , qn) は，慣例に
従って運動量変数 qi をダイヤグラムの内向きにとり，Fourier変換∫

d4x1d
4x2 · · ·d4xn

(
n∏
i=1

e−iqi·xi

)
Gµ···(x1, x2, · · · , xn)

=(2π)4δ(4)(q1 + q2 + · · ·+ qn)G
µ···(q1, q2, · · · , qn)

で定義される．エネルギー-運動量保存を保証する δ 関数は Fourier変換に伴って必ず現れる．

Green関数 (40)に S行列展開を代入すると，分母と分子はそれぞれ

⟨0|S|0⟩ =
∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xn ⟨0|T{LI(x1) · · · LI(xn)}|0⟩ ,

⟨0|T{SAB · · · }|0⟩ =
∞∑
n=0

(ie)n

n!

∫
d4x1 · · · d4xn ⟨0|T{AB · · ·N(ψ̄ /Aψ)x1 · · ·N(ψ̄ /Aψ)xn}|0⟩

と摂動展開される (LI(x) = eN(ψ̄ /Aψ)x)．上式にWick の定理を適用し，S 行列要素の計算と同様の手法で

Green関数を評価できる．
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図 54 Green関数 (41)の連結部分と非連結部分への分解．丸い灰色 (斜線)の部分は連結ダイヤグラムの和を表す．

図 55 連結 Green関数 (42)(図 55の青い字で示した因子が結節部分関数 (43)に対応)

例えば Green関数

Gµν(x, y, z, w) =
⟨0|T{Aµ(x)Aν(y)ψ(z)ψ̄(w)S}|0⟩

⟨0|S|0⟩
(41)

は図 54のように，連結ダイヤグラム (連結 Green関数 Gµνc (x, y, z, w))と，非連結ダイヤグラム (の寄与)に

分解される．非連結ダイヤグラムはその構成要素となっている独立な過程のダイヤグラム以上の情報を含んで

はいない．そこで興味のある連結 Green関数を運動量空間に移すと，2次までの計算で

Gµνc (k1, k2, p1, p2) =iD
µα

F (k1)iSF(−p2)Γαβ(k1, k2, p1, p2)iSF(p1)iD
βν

F (k2), (42)

Γαβ(k1, k2, p1, p2) ≡(ieγβ)iSF(p1 + k1)(ieγα) + (ieγα)iSF(p1 + k2)(ieγβ) (43)

となる．これは Green関数の脚を表す伝播関数と“結節部分関数”Γαβ(k1, k2, p1, p2)から構成されており，

図 55 のダイヤグラムに Feynman 規則を適用した結果に一致している．Green 関数に付した運動量 p2 は内

向きを基準としているのに対し，伝播関数 SF の引数は常にフェルミオン線の矢の向きに一致させる約束だか

ら，iSF(−p2)における引数の負号を要する．
このように，一般に運動量空間の Green関数もまた Feynman規則に従う．よって任意の過程の Feynman

振幅を得るには，関係する (連結) Green関数の脚 (内線)を表す伝播関数を，外線粒子の因子に適切に置き換

えさえすれば良い*13．例えば図 57のダイヤグラムで表される Compton散乱

γ(k, r) + e−(p, s) → γ(k′, r′) + e−(p′, s′)

の Feynman 振幅M を求めるには，図 56 のダイヤグラムで表される Green 関数 (42) において内向き運動

*13 このような Green関数と Feynman振幅 (S行列要素)の関係は一般に，LSZ簡約公式としてまとめられる [2, pp.71–76]．LSZ

簡約公式が外線因子の置き換えに対応していることは，文献 [8, pp.75–76]の説明が見やすい．
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図 56 Green関数 Gµν
c (k1, k2, p1, p2) 図 57 Compton散乱の Feynman振幅

量を
k1 = k, p1 = p, k2 = −k′, p2 = −p′

と同定し，さらに Green関数の脚 (伝播関数)の外線因子への置き換え

iD µα
F (k1)→ εαr (k), iSF(p1)→ us(p),

iD βν
F (k2)→ εβr′(k

′), iSF(−p2)→ ūs′(p
′) (44)

を施せば良い：
M(k, k′, p, p′) = εαr (k)ūs′(p

′)Γαβ(k,−k′, p,−p′)us(p)εβr′(k
′).

ただしここでは最低次の摂動論を念頭に，結節部分関数 Γαβ は 2次の表式 (43)を想定しており，また置き換

え (44)では伝播関数と外線に対する輻射補正を考慮していない．

次に生成汎関数の議論に移ろう．任意の過程の S行列要素は，関係する Green関数から得られる．そして

特定の場の理論に対するあらゆる Green関数は，生成汎関数から導くことができる．� �
生成汎関数 → Green関数 → S行列要素．� �

このため理論の予言は全て生成汎関数に集約されることになる．
生成汎関数を導入するための数学的準備として，汎関数微分と Grassmann場について述べておく必要があ
る．もっともこの付録では具体的な計算を行わないため，以下の内容は完全を期すための形式的な，最低限の
説明にすぎない．
汎関数 時空座標 xの関数 ϕ(x)に対し，汎関数 F [ϕ]とは関数 ϕ(x)の“関数”のことである．ϕ(x)の変化 ϕ→ ϕ+ δϕ

に伴う F [ϕ]の 1次の変化を δF [ϕ]として，汎関数微分
δF [ϕ]

δϕ(x)
を

δF [ϕ] =

∫
d4x

δF [ϕ]

δϕ(x)
δϕ(x) (45)

で定義する*14．

*14 汎関数微分 δF/δϕは定義式 (45)より，通常の微分とは異なり 1
L4 × [F ]

[ϕ]
の次元を持つ (Lは長さの次元を表す)．
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Grassmann代数と Grassmann場 Grassmann 変数 (生成子)θ1, θ2, · · · , θn は次の反交換関係を満たすものとして定
義される．

{θi, θj} = 0. (46)

よって θ 2
i = 0となるから，n個の生成子 θi の Grassmann代数における最も一般的な代数要素 (Grassmann変数 θi の

“関数”)は次の形を持つ．

f(p) = p0 +
∑

piθi +
∑

pijθiθj + · · ·+ p12···nθ1θ2 · · · θn. (47)

ここで
∑
は 1 ≤ i < j < · · · ≤ nを満たす添字 i, j, · · · に関する和を表す．また係数 p0, pi, pij , · · · は通常の数であり，

我々は代数要素 (47)を θi よりもむしろ係数 p ≡ {p0, pi, pij , · · · }の関数と見なす．
次に Grassmann 変数 {θi} ≡ θ の任意の関数 f(θ) の，Grassmann 変数 θi による微分 ∂/∂θi を定義しよう．

Grassmann 数は連続変数のようなものではなく，純粋に上述のような操作上の性質だけで定義された抽象的な対象であ

り，∂/∂θi もまた通常の微分とは全く異なるものである (表面的には類似の性質を持つにせよ)．f(θ)は式 (47)の形を持

つので，θi による微分が線形性を持つものとして式 (47)の各項の微分

∂

∂θi
(θj1θj2 · · · θjω ) (48)

を定義すれば十分である．ここで θi による微分は
∂θi
∂θj

= δij (49)

を満たすものとする．また通常の数の θi による微分はゼロとする．これを踏まえ，θj1θj2 · · · θjω の θi による微分 (48)

を定義する．まず θj1θj2 · · · θjω が θi を含まないとき，式 (48) はゼロとする．次に θj1θj2 · · · θjω が θi を 2 つ以上含む

とき，反交換関係 (46)によりこれはゼロになるので，その θi による微分 (48)もゼロである．そこで θj1θj2 · · · θjω が θi

を 1つだけ含む場合を考える．このとき θi による微分 (48)を実行するには，次のように反交換関係 (46)を用いて θi を

積 θj1θj2 · · · θjω の左端まで移動してから，式 (49)を適用すれば良い (左微分の約束)．

∂

∂θi
(θj1θj2 · · · θjk−1θiθjk+1 · · · θjω ) =(−1)k−1

(
∂

∂θi
θi

)
θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω

=(−1)k−1θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω .

さらに

θi → 各時空点 xに付随する無限個の生成子 θ(x) : Grassmann場, {θ(x), θ(y)} = 0

とし，Grassmann汎関数を

F [θ] = f0 +

∫
d4xf1(x)θ(x) +

∫∫
d4xd4yf2(x, y)θ(x)θ(y) + · · ·

によって定義する (fi は通常の関数)．そして Grassmann場による汎関数微分 δ/δθ(x)を，∂/∂θi と類似の性質

δ

δθ(x)
{θ(x1)θ(x2)θ(x3) · · · θ(xn)}

=δ(4)(x− x1){θ(x2)θ(x3) · · · θ(xn)} − δ(4)(x− x2){θ(x1)θ(x3) · · · θ(xn)}

+ · · ·+ (−1)n−1δ(4)(x− xn){θ(x1)θ(x2) · · · θ(xn−1)}

を満たす線形演算子として“定義”する．

さて，QEDの生成汎関数を構築するにあたり，QEDの量子場 Aκ, ψ, ψ̄ に対応 (結合)する虚構的な古典的

源 Jκ, σ̄, σ(ただし σ, σ̄ は独立なスピノル Grassmann場)を導入し，ラグランジアン密度を

L = L0 + LI + LS, L′
I ≡ LI + LS :源がある場合の相互作用

とする．ここに
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• 自由場のラグランジアン密度　 L0 = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ − 1
2 (∂νAµ)(∂

νAµ)

• 相互作用ラグランジアン密度　 LI = −sµAµ
• 源のラグランジアン密度　 LS = JκA

κ + σ̄ψ + ψ̄σ

である．源の項 LS を含むラグランジアン密度に対する S演算子を S′ として，生成汎関数は

Z[Jκ, σ, σ̄] =
⟨0|S′|0⟩
⟨0|S|0⟩

(50)

で定義される (したがって Z[0, 0, 0] = 1)．このとき次式のように生成汎関数を源で汎関数微分すると，Green

関数が得られることが示される．

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · ,
n̄ 個︷ ︸︸ ︷
z1, · · ·︸ ︷︷ ︸

n 個

) ≡⟨0|T{SA
µ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · }|0⟩

⟨0|S|0⟩

=(−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x1) · · · δσ̄(y1) · · · δσ(z1) · · ·

∣∣∣∣
0

. (51)

ただし最右辺の添字 0は汎関数微分の後，虚構的な源の項をゼロとおくことを意味する．σと σ̄をGrassmann

源としたため，Green関数 (51)は y1, · · · に関して反対称かつ z1, · · · に関して反対称となり，Pauli原理に整

合する．

さらに以上の定式化の下で，次のことが見出される．

• 相互作用のない (LI = 0)自由場の生成汎関数は具体的に

Z0[Jκ, σ, σ̄] = Z0[Jκ]Z0[σ, σ̄],

Z0[Jκ] = exp

{
− i
2
[JµD

µν
F Jν ]

}
Z0[σ, σ̄] = exp {−i[σ̄SFσ]}

(52)

と求まる．ここに

[JµD
µν

F Jν ] ≡
∫

d4x′d4x′′Jµ(x
′)D µν

F (x′ − x′′)Jν(x′′),

[σ̄SFσ] ≡
∫

d4x′d4x′′σ̄(x′)SF(x
′ − x′′)σ(x′′)

である．

• 一般の (すなわち相互作用がある場合の)生成汎関数は，自由場の生成汎関数 (52)に対して摂動展開

⟨0|S|0⟩Z[Jκ, σ, σ̄] = exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄]

=
∞∑
n=0

(ie)n

n!

[∫
d4xIδ(x)

]
Z0[Jκ, σ, σ̄] (53)

で与えられる．ここに

Iδ(x) ≡
(
−1

i

δ

δσ(x)

)
γµ

(
1

i

δ

δσ̄(x)

)(
1

i

δ

δJµ(x)

)
である．
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第 13章 径路積分

第 13章では径路積分による場の量子論の定式化を，QEDの文脈において導入する．QCDへの応用は，次

の第 14章で行う．この付録では具体的な計算を行わないものの，はじめに最低限，汎関数積分 (径路積分と

同義)の定義をまとめておく．
汎関数積分の定義 時空を微小体積 ∆の胞 (セル)に分割し，胞の内部における実スカラー場 ϕの値を，胞の中心点 xi

における値 ϕi = ϕ(xi)で近似する．このとき ϕの汎関数は F [ϕ] = F ({ϕi})と表され，F [ϕ]の汎関数積分は∫
DϕF [ϕ] ≡ lim

∆→0

(∏
i

(
∆

2π

)1/2 ∫ ∞

−∞
dϕi

)
F ({ϕi}) (54)

で定義される．上式 (54)にはあらゆる ϕ(x)の関数形 (したがって場のあらゆる時間発展の仕方)に対する F [ϕ]が寄与す

る*15．

汎関数積分は等価的に次のように定義することもできる．完全正規直交関数系 {ui(x)}で場を

ϕ(x) =
∞∑
i=1

αiui(x)

と展開し，右辺の級数を第 n項で打ち切る．このとき ϕの汎関数 F [ϕ] = F (α)はパラメーターの組 α = {α1, · · · , αn}
で指定され，F [ϕ]の汎関数積分は ∫

DϕF [ϕ] ≡ lim
n→∞

(
n∏

i=1

∫ ∞

−∞

dαi√
2π

)
F (α). (55)

なお式 (54)と式 (55)における (∆/2π)1/2 や 1/
√
2π の“加重因子”はいずれも，場の理論において特に興味の持たれ

る“Gauss型”の積分公式が簡単になるように選んである．

Grassmann数による積分の定義 Grassmann変数 {θi} ≡ θ の任意の関数 f(θ)の，Grassmann変数 θi による積分

を定義しよう．f(θ)は式 (47):

f(p) = p0 +
∑

piθi +
∑

pijθiθj + · · ·+ p12···nθ1θ2 · · · θn

の形を持つので，それには θi による積分が線形性を持つものとして式 (47)の各項の積分∫
dθi(θj1θj2 · · · θjω )

を定義すれば良い．そしてこれを計算するには，次の規則を与えれば十分である．∫
dθi1 =0,

∫
dθiθi = 1,∫

dθ1 · · ·dθn−1dθnF (θ) =

∫
dθ1 · · · dθn−1

{∫
dθnF (θ)

}
,∫

dθi(θj1θj2 · · · θjk−1θiθjk+1 · · · θjω ) =(−1)k−1

(∫
dθiθi

)
θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω

=(−1)k−1θj1θj2 · · · θjk−1θjk+1 · · · θjω .

ただし第 3 式の F (θ) は Grassmann 変数 {θi} ≡ θ の任意の関数であり，第 4 式の Grassmann 変数

θj1 , θj2 , · · · , θjk−1 , θjk+1 , · · · , θjω は θi を含まないものとする．以上により，例えば p0, p1, p2, p12 を通常の数と

して ∫
dθ1dθ2(p0 + p1θ1 + p2θ2 + p12θ1θ2) = −p12

∫
dθ1dθ2θ2θ1 = −p12

となる．なお，Grassmann数に関する積分を微分の逆演算として定義することは不可能である．と言うのも，θi につい

ての微分が θi となるような Grassmann代数の要素 (47)は存在しないからである．

*15 粗く言えば，汎関数積分 (54)はあらゆる ϕ(x)にわたる F [ϕ]のある種の“和”である．
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Grassmann場による汎関数積分の定義 場の量子論において興味の持たれる，2つの独立なGrassmann場 θ(x), θ̃(x)

の汎関数 F [θ, θ̃]を考える．Grassmann場を正規直交関数系で

θ(x) =

∞∑
i=1

θiui(x), θ̃(x) =

∞∑
i=1

θ̃iui(x)

と展開したときの展開係数 θi, θ̃i は Grassmann数であり，展開を第 n項で打ち切ると F [θ, θ̃] = F (θi, θ̃i)は 2n個の生

成子 θ1, · · · , θn, θ̃1, · · · , θ̃n の関数となる．θ と θ̃ による 2重の汎関数積分は∫
DθDθ̃F [θ, θ̃] ≡ lim

n→∞

∫ ( n∏
i=1

dθidθ̃i

)
F (θi, θ̃i)

で定義される．

さて，正準形式の場の量子論では，Green関数と生成汎関数をそれぞれ

式 (38) : Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) ≡H⟨0|T{AµH(x) · · ·ψH(y) · · · ψ̄H(z) · · · }|0⟩H ,

式 (50) : Z[Jκ, σ, σ̄] ≡
⟨0|S′|0⟩
⟨0|S|0⟩

によって定義したところ，生成汎関数から Green関数を導く式 (51):

Gµ···(x, · · · , y, · · · , z, · · · ) = (−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ[Jκ, σ, σ̄]

δJµ(x) · · · δσ̄(y) · · · δσ(z) · · ·

∣∣∣∣
0

が示された．ところで正準形式の場の量子論から，Feynmanによる径路積分形式の場の量子論を導くことが

できる．この点を納得するために，代わりに生成汎関数に対する径路積分の表式を天下りに引用し，その正準

形式との等価性を確認することも可能である．生成汎関数に対する径路積分の表式は，

Z[Jκ, σ, σ̄] =
1

N

∫
DADψ̄DψeiX

′
, X ′ =

∫
d4x(L0 + LI + LS) : 源を含む作用 (56)

と与えられる．ただし DA =
∏3
µ=0DAµ，Dψ̄Dψ =

∏
αDψ̄αDψα (αはスピノル添字)．規格化定数 N は条

件 Z[0, 0, 0] = 1から

N =

∫
DADψ̄DψeiX , X ≡

∫
d4x(L0 + LI) : QEDの作用

と定まる．相互作用を LI = 0とおくと，自由場の生成汎関数 Z0 の経路積分表式

Z0[Jκ, σ, σ̄] =
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0

′
, N0 =

∫
DADψ̄Dψ exp

(
i

∫
d4xL0

)
(57)

(ただしX ′
0 ≡

∫
d4x(L0 + LS))が得られる．まず式 (56)が正準形式において定義した生成汎関数 (50)に一

致することを，次の手順で証明できる．
1. 生成汎関数 (56)もまた正準形式の式 (53)と同様に

Z[Jκ, σ, σ̄] = const× exp

{
ie

∫
d4xIδ(x)

}
Z0[Jκ, σ, σ̄]

と摂動展開されることを証明できる (どちらも Z[0, 0, 0] = 1となるように規格化されている)．

このため 2つの形式で自由場の生成汎関数 Z0 が一致すれば，相互作用を含む場合の生成汎関数 Z も一致する．
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2. ところが実際に経路積分表式 (57)より，自由場の生成汎関数 Z0 は正準形式の場合 (式 (52))と同様，

自由な電磁場の生成汎関数

Z0[Jκ] =
1

N1

∫
DA exp(iX[Jκ]), X[Jκ] =

∫
d4x

{
−1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ) + JκA
κ

}
(ただし Z0[Jκ = 0] = 1となるように規格化定数 N1 を選ぶ)と，自由スピノル場の生成汎関数

Z0[σ, σ̄] =
1

N2

∫
Dψ̄Dψ exp(iX[σ, σ̄]), X[σ, σ̄] =

∫
d4x

{
ψ̄(i/∂ −m)ψ + σ̄ψ + ψ̄σ

}
(ただし Z0[σ = 0, σ̄ = 0] = 1となるように規格化定数 N2 を選ぶ) に分解できる：

Z0[Jκ, σ, σ̄] = Z0[Jκ]Z0[σ, σ̄].

そして自由電磁場と自由スピノル場の生成汎関数それぞれが，正準形式の場合と同様の表式 (52):

Z0[Jκ] = exp

(
− i

2
[JκDFκλJ

λ]

)
, Z0[σ, σ̄] = exp (−i[σ̄SFσ])

に書き換えられることを証明できる．

よって 2つの形式で生成汎関数が一致するので，生成汎関数を源で (汎関数)微分して Green関数を得る式

(51)を径路積分形式での Green関数の定義と見れば，2つの形式で Green関数は一致し，したがって理論の

予言もまた一致することになる．あるいは等価的に，式 (56)を式 (51)に代入して得られる径路積分の表式

Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · ) =
1

N

∫
DADψ̄Dψ{eiXAµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · · } (58)

で Green関数を定義しても良い．

最後に Green関数について議論する．以下では相互作用する場の Green関数を

⟨Aµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · ·⟩ ≡ Gµ···(x1, · · · , y1, · · · , z1, · · · )

と表記し，自由場の (すなわち相互作用項LIをゼロとした場合のGreen関数を ⟨Aµ(x1) · · ·ψ(y1) · · · ψ̄(z1) · · ·⟩0
と表す．

Wickの定理 自由場に関しては生成汎関数が具体的に得られているので (式 (52))，これを汎関数微分し

て Green関数を求めることができる．すると一般に自由場 Green関数 ⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 は，場
A, · · · , Z が奇数個ならばゼロになり，偶数個ならば

⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 = ABCD · · ·WXY Z +ABCD · · ·WXY Z + · · ·

となることを帰納的に証明し得る．ただし右辺は全ての場が縮約された全ての可能な項の和であり，任

意の自由場 Green関数は，光子伝播関数 iDµν
F (x)とフェルミオン伝播関数 iSF(x)だけで表されるこ

とになる．この結果は T積の真空期待値 ⟨0|T(ABCD · · ·WXY Z)|0⟩にWickの定理を適用した結果

と一致しており，経路積分形式の自由場 Green関数

⟨ABC · · ·⟩0 =
1

N0

∫
DADψ̄DψeiX0(ABC · · · ), X0 =

∫
d4xL0(x)

に対するWickの定理と見なされる．
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相互作用 相互作用する場の Green関数 ⟨ABC · · ·⟩は，式 (58)より

⟨ABC · · ·⟩ =

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

⟩
0⟨

exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}⟩
0

のように自由場 Green関数に関係付けて評価できる．指数関数を級数展開すれば，Green関数の摂動

展開が得られる．上式は正準形式における式 (40)と似た関係である．

第 14章 量子色力学

• 14.1節　グルーオン場だけの力学に対して Faddeev-Popov (ファデエフ-ポポフ)の手続きを適用

• 14.2節　クォークを含む理論へと一般化

• 14.3節　 QCDの摂動論*16

• 14.4節　 QCDの Feynman規則

• 14.5節　 QCDの理論の繰り込み可能性 (この付録では省略)

– 14.4節までの議論を踏まえ，QCDは繰り込み可能な理論であることが確かめられる．

14.1 グルーオン場

径路積分法により QCDの定式化を行う際の困難は，もっぱらグルーオン場の量子化に由来する．そこで最

初にグルーオン場だけの力学を考える．8つのグルーオン場 Aκi (x)に関係する源を表す古典場 Jiκ(x)を導入

し，グルーオン場の生成汎関数

Z[Jiκ] =
1

N

∫
DAeiX[Jiκ], X[Jiκ] =

∫
d4x(LG + JiκA

κ
i ) (59)

(ただし DA ≡
∏8
i=1

∏3
µ=0DA

µ
i (x)，規格化条件 Z[Jiκ = 0] = 1)を考えると，自由場 (gs = 0)に対しては

Gµνi = Fµνi , LG = −1

4
FiµνF

µν
i

である．実は何らかのゲージ固定を行わなければ，上式 (59)の生成汎関数を適正に定義することはできない．

このことは次のように自然に説明できる．すなわち電磁場については 4成分のうち 2つの横波成分だけが独

立であったのと同様に，グルーオン場も全ての成分が独立ではないにも関わらず，上記の積分は場の 4 成分

µ = 0, 1, 2, 3の全てに対して施される．よって余分の自由度に関する積分を取り除く措置が必要である．しか

しながらグルーオン場に対してはゲージ変換 (35) が電磁場の場合よりも複雑であるために，一般に Lorenz

条件
∂µA

µ
i (x) = 0 (i = 1, 2, · · · , 8)

を課すことはできない．また無理に Lorenz条件を課したとしても，相互作用を考える際に矛盾が生じてくる

ことが知られている．そこで hi(x)を任意関数として，より一般的なゲージ条件

fi(A
µ
i (x)) ≡ ∂µA

µ
i (x)− hi(x) = 0 (i = 1, 2, · · · , 8) (60)

*16 強い相互作用では最低次の摂動論が有効な近似を与えない (第 11章の序文)という事情はあれど，理論的に摂動展開を考えること
は可能である．特に短距離の相互作用に関しては，漸近的自由性により摂動論を利用することが可能となる (15.4節)．
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を課し，生成汎関数を修正する (Faddeev-Popov の方法)．まず生成汎関数 (59) の代わりに，n 変数

zk+1, · · · , zk+n にのみ依存する“作用”X に対して，積分

Z =

∫ (k+n∏
i=1

dzi

)
e−X

を考える．これを，余計な自由度に関する積分を取り除いた

Z =

∫ ( k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X

に置き換えた上で，再び元と同じように (k + n)変数に関する等価な積分として表したい．そのためには，n

変数 zk+1, · · · , zk+n の値から z1, · · · , zk を定める条件

fi(z1, z2, · · · , zk+n) = 0 (i = 1, · · · , k)

を導入し，

Z =

∫ ( k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X =

∫ { k∏
i=1

∫
dfiδ(fi)

}(
k+n∏
i=n+1

dzi

)
e−X

=

∫ (k+n∏
i=1

dzi

)
e−X det

(
∂f

∂z

) k∏
i=1

δ(fi) (61)

と書き換えれば良い (∂f/∂z)は (∂fi/∂zj)を (i, j)成分に持つ Jacobi行列)．そこで生成汎関数を式 (61)に

類似の

Z[Jiµ] ∝
∫
DAeiX det

(
δfi
δωj

)( 8∏
i=1

δ[fi]

)
(62)

に置き換え，さらに Grassmann場 ηi(x), η̃i(x)を導入して右辺の“汎関数行列式”を“Gauss型”の積分公式

det

(
δfi
δωj

)
∝
∫
DηDη̃

{
i

∫
d4xd4x′ηi(x)

δfi
δωj

η̃j(x
′)

}
(63)

(ただし DηDη̃ ≡
∏8
i=1DηiDη̃i) によって与える．こうすれば少なくとも S行列要素の計算に関して，適正な

生成汎関数が得られることを Faddeevと Popovは示した*17．ここに δ[fi]は任意の汎関数 F [fi]に対して，δ

関数と類似の性質 ∫
DfiF [fi]δ[fi] = F [0] (64)

を満たすように定義された δ 汎関数である．この δ 汎関数があるため，ゲージ場 Aiµ(x)に関する汎関数積分

(62)には，ゲージ条件 (60)を満たす場 A
(0)
iµ (x)のみが寄与する．したがって場 A

(0)
iµ (x)から任意の場 Aiµ(x)

へのゲージ変換に対するゲージ関数 ω˜ ≡ [ω1, ω2, · · · , ω8]がゼロになる極限を考えれば十分である．そこで汎

関数微分を
δfi
δωj
≡ δfi(Aiµ(x))

δωj(x′)

∣∣∣∣
ω˜=0

*17 ただし生成汎関数の雛形 (61)との類推関係は正確には成り立たず，以上の説明は厳密なものではない．
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と解釈する*18．最後に生成汎関数における汎関数行列式を評価して，目障りな δ 汎関数があからさまには現

れない，摂動論に適した形

Z[Jiκ] =
1

N

∫
DADηDη̃ exp

{
i

∫
d4x(L+ JiκA

κ
i )

}
,

L =LG′ + Lg,

LG′ =− 1

4
GiµνG

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2, (65)

Lg =(∂µηi)[∂
µη̃i + gsfijkη̃jA

µ
k ] : ゴースト項 (66)

(ただし Z[Jiµ = 0] = 1) に書き換えることができる．LG′ における付加的な項 −1
2 (∂µA

µ
i )

2 は“ゲージ

固定項”と呼ばれる．ここで Grassmann 場 ηi(x), η̃i(x) に関する項 Lg が現れていることに注目する．場
ηi(x), η̃i(x)はゴースト場と呼ばれる．ゴーストはあくまで都合の良い人工的な概念であって，実在の場 (ない

し粒子)ではない．結局 Faddeev-Popovの手続きによりゲージ固定を行うと，生成汎関数においてラグラン

ジアン密度が修正され，ゴースト場に関する径路積分が現れる．

14.2 クォークの導入

クォークを含むようにこれまでの理論を拡張しよう．QEDにおいてはじめに荷電レプトンのうち電子-陽電

子だけを考えたのと同様に，簡単のために全体を通じて対象とするクォークの香りを 1種類に限定し，香りの

添字 f を省くことにする．

• グルーオン場と相互作用するクォークのラグランジアン密度 (34):

Lq = ψ̄a(i /Dab −mδab)ψb, Dµ
ab = δab∂

µ +
i

2
gs(λj)abA

µ
j .

– 繰り返されたクォークの色の添字 a, b, · · · = r, g, bについて和をとる．

i, j, · · · = 1, 2, · · · , 8はグルーオンの色電荷の添字．
• 純粋なグルーオン場のラグランジアン密度 (65):

LG′ = −1

4
GiµνG

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2.

– 等価的に

−1

4
FiµνF

µν
i −

1

2
(∂µA

µ
i )

2 → −1

2
(∂νAiµ)(∂

νAµi ).

• ゴースト場のラグランジアン密度 (66):

Lg = (∂µηi)(∂
µη̃i + gsfijkη̃jA

µ
k).

これらを足し合わせた全ラグランジアン密度は

L =LG′ + Lq + Lg
=L0 + LI,

L0 =− 1

2
(∂νAiµ)(∂

νAµi ) + ψ̄a(i/∂ −m)ψa + (∂µηi)(∂
µη̃i),

LI =−
1

2
gsψ̄aγµ(λj)abψbA

µ
j + gsfijkAiµAjν∂

µAνk −
1

4
g 2
s fijkfilmA

µ
jA

ν
kAlµAmν + gsfijk(∂µηi)η̃jA

µ
k

である (gs = 0とおくと LI = 0)．

*18 これにより式 (63)右辺の量を曖昧さなしに理解できる．

207



生成汎関数 クォーク場 ψ̄a, ψa に対応する Grassmann 源 σa, σ̄a に加え，ゴースト場 η, η̃ に対応する

Grassmann源 Si, S̃i を導入し，源による作用

LS = JiκA
κ
i + σ̄aψa + ψ̄aσa + Siηi + S̃iη̃i

を定義する．生成汎関数は径路積分� �
Z[Jiκ, σa, σ̄a, Si, S̃i] =

1

N

∫
DADψ̄DψDηDη̃eiX

′
, X ′ =

∫
d4x(L0 + LI + LS)� �

によって与えられる．ただし a = r, g, bを色の添字，α = 0, · · · , 3をスピノル添字として，クォーク場の積分
は Dψ̄Dψ ≡

∏
a

∏
αDψ̄a,αDψa,α を表す．また規格化条件は Z[0, 0, 0, 0, 0] = 1である．

Green関数 QEDの場合と同様，Green関数は

⟨A1(x1) · · ·An(xn)⟩ =(−1)n̄
(
1

i

)n
δnZ

δs1(x1) · · · δsn(xn)

∣∣∣∣
0

=
1

N

∫
DADψ̄DψDηDη̃{eiXA1(x1) · · ·An(xn)}

と定義される．ここに A1(x1), · · · , An(xn) はクォーク場，グルーオン場，ゴースト場の任意の組合せであ
り*19，s1(x1), · · · , sn(xn)は対応する虚構的な場である．また n̄は随伴クォーク場 ψ̄a の数を表す．

14.3 摂動論

QEDの場合と同様，Green関数は

⟨ABC · · ·⟩ =

⟨
exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}
(ABC · · · )

⟩
0⟨

exp

{
i

∫
d4xLI(x)

}⟩
0

のように自由場 Green関数に関係付けられる．指数関数を級数展開すると摂動展開が得られる．A,B,C, · · ·
をクォーク場，グルーオン場，ゴースト場の任意の組合せとすると，自由場の Green 関数 ⟨ABC · · ·⟩0 は場
A,B,C, · · · が奇数個のときゼロになり，偶数個のときWickの定理

⟨ABCD · · ·WXY Z⟩0 = ABCD · · ·WXY Z +ABCD · · ·WXY Z + · · ·

から評価される．ここでゼロにならない縮約は

Aµi (x)A
ν
j (y) =A

ν
j (y)A

µ
i (x) = iDµν

Fij(x− y) = iδijD
µν
F (x− y) : グルーオン場の伝播関数，

ψa(x)ψ̄b(y) =− ψ̄b(y)ψa(x) = iSFab(x− y) = iδabSF(x− y) : クォーク場の伝播関数，

η̃i(x)ηj(y) =− ηj(y)η̃i(x) = i∆Fij(x− y) = iδij∆F(x− y) : ゴーストの伝播関数

に限られる．

*19 物理的な状態はゴースト粒子を含まないものの，摂動論を構築するにはゴースト場を含む Green関数が有用となる．
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14.4 QCDの Feynman規則

まずは QEDの場合と類似した，以下の規則 1–7が成立する．

1. 結節点に応じた因子

−igs(Ti)cdγµ, gsflmnVστν , −ig 2
s FlmnoVλµνσ, gsflmnk2µ

を充てる (図 58，図 59，図 60，図 61参照)*20．ここに

Ti ≡
λi
2
(= F̂i), Vστν ≡ [gντ (k3 − k2)σ + gσν(k1 − k3)τ + gτσ(k2 − k1)ν ],

FlmnoVλµνσ ≡ filmfino(gλνgµσ − gµνgλσ) + finmfilo(gνλgµσ − gµλgνσ) + filnfimo(gλµgνσ − gνµgλσ).

図 58 クォーク-グルーオン結節点

図 59 3グルーオン結節点

*20 単一種類の結節点に因子 ieγµ を充てれば良い QEDと違って，このように QCDでは，異なる結節点に応じて異なる因子を充て
なければならない．
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図 60 4グルーオン結節点

図 61 ゴースト-グルーオン結節点

2. グルーオン，クォーク，ゴーストの内線に，それぞれの伝播関数

iDFµν(k)δij , iSF(p)δab, i∆F(k)δij

を充てる*21．

3.（a）始状態のクォークの外線

に因子 uar(p)を充てる．

*21 伝播関数因子における Kroneckerのデルタは，Green関数の中で添字に関する和をとる際に消費されるため，a = b, i = j と置
いてあらかじめ省いて良い．あるいは Kronecker のデルタは色や色電荷の保存を表しており，はじめから保存則を満たす過程の
みを考えて Kronecker のデルタを省いたと考えても良い．このとき結果的に各内線には，グルーオンやクォーク，ゴーストの伝
播関数の代わりに光子伝播関数 iDµν

F (k)とフェルミオン伝播関数 iSF(p)，中間子伝播関数 i∆F(k)を充てれば良い．
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（b）終状態のクォークの外線

に因子 ūar(p)を充てる．

（c）始状態の反クォークの外線

に因子 v̄ar(p)を充てる．

（d）終状態の反クォークの外線

に因子 var(p)を充てる．

（e）始状態のグルーオンの外線

に因子 εirα(k)を充てる．

（f）終状態のグルーオンの外線

に因子 ε∗irα(k)を充てる．

ここに

• pと kは外線粒子の 3次元運動量を表し，

r(= 1, 2)はクォークのスピン状態もしくはグルーオンの偏極状態を表す．

自由グルーオン場は自由電磁場と同じ方程式に従うため，

グルーオンの偏極としても横波 r(= 1, 2)だけが許容される．

• a(= r, g, b)はクォークの色状態を表し，i(= 1, 2, · · · , 8)はグルーオンの色電荷を表す．
4. 各クォーク線と，それらを接続する各結節点に付随するスピノル因子を，

相互に接続している一連のクォーク線を矢印の向きに辿る順序で右から左に並べる．

5. 閉じたクォーク線それぞれに関して対角和をとり，因子 (−1)を掛ける．
6. 結節点においてエネルギー・運動量の保存を成立させる．

エネルギー・運動量保存の要請の下でも固定されないパラメーターとして残る
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図 62 グルーオンの自己エネルギーを表すループダイヤグラム

内部 4元運動量 q それぞれに関して積分
∫

d4q

(2π)4
を施す．

このような内部運動量変数 q に関する積分は，閉じたループそれぞれにおいて生じる．

7. 位相因子 δP として +1または −1を掛ける．
これは外線 Grassmann場の順序を外線指数 (引数)の順序が適正になるように

並べ直すときに，Grassmann場同士の置換が必要な回数が偶数回ならば +1，

奇数回ならば −1とする．
★ これは QEDに対する Feynman規則 (7.3節)の規則 8に対応する．

さらに QCDに特有の次の規則が加わる．

8. 閉じたゴースト線それぞれに対して，因子 (−1)を掛ける．
★ これはクォークのループに対する規則 5の因子 (−1)と同じ起源を持つ．

9. グルーオンの閉ループの各々に対して，適切な“対称性因子”S を掛ける．

ここでグルーオンのループを持つ図 62のグラフを取り上げ，規則 9の対称性因子について説明する．3グルーオン結節

点に因子 gsflmnVστν を充てると自動的に，3グルーオン結節点を生じる Green関数

⟨L3(x)A
α
l (x1)A

β
m(x2)A

γ
n(x3)⟩ , L3(x) ≡ gsfijkAiµ(x)Ajν(x)∂

µAν
k(x)

において L3 に含まれる 3つの場を Aα
l (x1), A

β
m(x2), A

γ
n(x3)と縮約する 3!通りの方法を考慮したことになる．図 62の

グラフは 3グルーオン結節点を 2つ持つので，規則 1–8に従ってグラフに対応する因子を充てると，(3!)2 通りの組合せ

を考慮したことになる．ところがこれから説明するように，これは組合せを余分に重複して考慮していることになる．実

際，図 62に対応する項は，2点 Green関数 ⟨Aα
l (x)A

β
m(y)⟩に由来する

⟨L3(x1)L3(x2)A
α
l (x)A

β
m(y)⟩0

から現れる．図 62 のように時空点 x1 を伝播関数によって点 x と繋ぎ，時空点 x2 を伝播関数によって点 y と繋ぐには，

L3(x1) に含まれる 3 つの場から 1 つを選んで Aα
l (x) と縮約し，L3(x2) に含まれる 3 つの場から 1 つを選んで Aβ

m(y)

と縮約しなければならない．L3(x1) の残り 2 つの場は L3(x2) の残り 2 つの場のいずれかと縮約しなければならず，そ

の方法は 2 通りである．よって正しい縮約の組合せの総数は 3× 3× 2 = 18 通りである．これは (3!)2 = 36 の 1/2 倍な

ので，この場合は対称性因子として S = 1/2を掛けなければならない．
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第 15章 漸近的自由性

強い相互作用は 1f(= 10−15m)程度よりも短距離になると，距離が短くなるにつれて弱くなる．この性質は

“漸近的自由性”と呼ばれる．漸近的自由性は“繰り込み群”の方法を用いて理論的に導出された．

説明の準備として，まず“修正極小減算法”(以下MS)と呼ばれる繰り込みの枠組みを QEDに対して導入

する．これは次元正則化の文脈の下で因子 2
η − γ + ln(4π)を含むように繰り込み定数 Z1, Z2, Z3 を選ぶ手法

である．すると繰り込まれた電荷 (15.38):er = e0µ
−η/2Z

1/2
3 Z2/Z1 は µ に対して増大することが示される

(e0 は裸の電荷)．ただし µは次元正則化の際に必然的に導入される質量尺度である (以上，15.2節)．

次に結節部分関数を定義する．f 本のフェルミオン外線と b本の光子外線を持つ固有結節部分関数を，各外

線の運動量を pi(i = 1, 2, · · · , b+ f ≡ n)として Γfb(pi,m0, e0)と表す (m0 は裸の質量)．ここで結節部分関

数は n > 2の場合，連結 Green関数から“脚”にあたる伝播関数因子を除いた関数である．固有結節部分関

数とは与えられた結節部分関数に寄与を持つすべての 1粒子既約なグラフの和であり，“1粒子既約”とは線

分を 1本だけ切断することで 2つの部分に分割できないことを意味する．結節部分関数 Γfb(pi,m0, e0)は繰

り込みの後に，伝播関数から因子 Z
1/2

2 , Z
1/2

3 を吸収し，繰り込まれた結節部分関数

Γfbr (pi,mr, er, µ) = Z
f/2

2 Z
b/2

3 Γfb(pi,m0, e0)

になる．ここにmr = mr(µ), er = er(µ)は繰り込まれた質量と電荷であり，いずれも質量尺度 µに依存する

ため，それぞれ“走行質量”“走行電荷”と呼ばれる．

物理的な観測量は，したがって結節部分関数 Γfb(pi,m0, e0) は質量尺度 µ に依存してはならない．こ

のことは’t Hooft-Weinberg (ト・フーフト-ワインバーグ) 方程式と呼ばれる，繰り込まれた結節部分関数

Γfbr (pi,mr, er, µ)(こちらは µに依る)に対する繰り込み群方程式 (15.45):[
µ
∂

∂µ
+ β

∂

∂er
− fγ2 − bγ3 +mrγm

∂

∂mr

]
Γfbr (pi,mr, er, µ) = 0,

β ≡ µ∂er
∂µ

, γ2 ≡
µ

2

∂

∂µ
(lnZ2), γ3 ≡

µ

2

∂

∂µ
(lnZ3), mrγm ≡ µ

∂mr

∂µ

として表現できる．これを期待される次元スケーリング (15.49):

Γfbr (tpi,mr, er, µ) = tdΓfbr (pi, t
−1mr, er, t

−1µ).

(ただし dは結節部分の自然次元 (質量の何乗か)) と組み合わせると，任意に固定した µの値 µ0 に対して式

(15.61):

Γfbr (tpi,mr, er, µ) = td exp

[
−
∫ t

1

fγ2 + bγ3
t

dt

]
Γfbr (pi, t

−1mr(µ = tµ0), er(µ = tµ0), µ0)

が得られる．この結果によれば質量尺度 µ = tµ0 を増大させることは，結節部分において移行する運動量 tpi

を増大させることに，したがって短距離の相互作用を考えることに対応する．ところで既に述べたように電荷

er(µ)は µに対して増大するから，QEDでは電荷 er(µ)は短距離になるほど増大することになる．逆に言え

ば，長距離の相互作用ほど er(µ)は減少する．これは定性的には，電荷の遠方ほど量子揺らぎで生じる真空偏

極によって，電荷が著しく遮蔽されることとして理解できる (以上，15.3節)．

これとは対照的に QCDでは，“輻射補正”を考慮したクォークとグルーオンの伝播関数，クォーク-グルー

オン結節点の繰り込み (関係する繰り込み定数を順に Z2, Z3, Z1 とする) を再びMS体系において行うと，繰
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り込まれた結合 (15.97):

gr = g0µ
−η/2Z

1/2
3 Z2

Z1

は質量尺度 µの増大に対して減少することが示される (標準理論で想定される，香りの種類の数 nf = 6に対

して)．ここに g0, gr はそれぞれ強い相互作用における結合 gs の，裸の値と繰り込まれた値である．このため

QCDでは，短距離になるほど結合 gr(µ)が減少することになり，漸近的自由性が成立する (以上，15.4節)．

漸近的自由性により，短距離の相互作用に関しては摂動論を利用することが可能となる．15.4節ではこれに

基づく QCDの成功事例が簡単に紹介された．

第 16章 弱い相互作用

16.1 緒論

弱い相互作用を媒介する粒子はスピン 1 の“仲介ベクトルボゾン”(intermediate vector boson：IVB)

W±, Z0 である．本章では基本となる理論として，W± の交換だけを考慮する IVB理論を扱う．またこれ以

降，ハドロンの関与しない純粋なレプトン的過程に話を限定する．

16.2 レプトンの弱い相互作用

弱い相互作用における相互作用ハミルトニアン密度HI は，QEDの場合

HQED = sµAµ, sµ = −eψ̄γµψ : 電磁カレント

と同様に，レプトン場演算子に関して双一次のレプトン (荷電)カレント

Jα =
∑
l

ψ̄lγα(1− γ5)ψνl , J †
α =

∑
l

ψ̄νlγα(1− γ5)ψl

を用いて
HI = gW (Jα†Wα + JαW †

α ) (67)

と表される．ただし ψl と ψνl はそれぞれレプトン l = e, µ, τ と対応するニュートリノ νl, ν̄l を表す量子場

(Dirac場)である*22．またWα(x)はW ボゾンを記述する場であり (次節参照)，gW は無次元の結合定数で

ある*23．

レプトンカレント Jα は

ベクトルカレント JαV =
∑
l

ψ̄lγ
αψνl ,

軸性ベクトルカレント JαA =
∑
l

ψ̄lγ
αγ5ψνl

の差 Jα = JαV − JαA で与えられる．ここではこのため，Jα は空間反転を考えなければ Lorentz変換に対して

ベクトルとして変換されることにまず注意を促しておく．

• Jα がベクトルなので，HI が LorentzスカラーとなるためにはWα(x)は

(共変)ベクトル場でなければならず，したがってW ボゾンはスピン 1のベクトルボゾンとなる．

*22 ψl は l− の消滅演算子と l+ の生成演算子を含み，ψνl はニュートリノ νl の消滅演算子と反ニュートリノ ν̄l の生成演算子を含む．
*23 ここでは結合 gW はカレント Jα, J

†
α からくくり出されている．また 16.1節の予告通り，弱い力を媒介する粒子としてW ボゾ

ンだけが考慮されている．
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• HI の作る結節点には荷電レプトン，中性レプトン，W ボゾンが 1つずつ接続するので，

(電荷保存則を満たすには) W ボゾンは電荷を持たねばならず，

したがって場Wα(x)は非 Hermiteである*24．

• ニュートリノを考慮してレプトン数を

N(l) = N(l−)−N(l+) +N(νl)−N(ν̄l), l = e, µ, τ

と再定義すると，HI は

– l− を生成して (消滅させて) νl を消滅させ (生成し)

– l+ を生成して (消滅させて) ν̄l を消滅させる (生成する)

ので，レプトン数 N(l)を保存する (観測事実にも整合)．

レプトンカレント Jα = JαV − JαA は，したがって相互作用ハミルトニアンはパリティ変換 (x, t)→ (−x, t)
の下で不変ではないため，パリティは保存されない．実際，質量がゼロに極めて近いニュートリノに対しては

カレントにおける PL = (1− γ5)/2を近似的にヘリシティ射影演算子と見なせるので，相互作用ハミルトニア
ンには

• ヘリシティが負の (r = 2)ニュートリノ

• ヘリシティが正の (r = 1)反ニュートリノ

の生成・消滅演算子のみが含まれることになり，それ故，弱い相互作用にはこれらの (反)ニュートリノしか

関与しない (パリティの非保存に対応するカイラル対称性の破れ)．

ここで“左手型の”場 ψL
l = PLψl, ψ

L
νl

= PLψνl を定義すると，レプトンカレントは左手型の場のみを用

いて
Jα = 2

∑
l

ψ̄L
l γαψ

L
νl

と表される．ところで荷電レプトンについても粒子のエネルギーが質量 mに比べて非常に高い極限では，近

似的に PL をヘリシティ射影演算子と見なせる．このため弱い相互作用によって生成した電子 (陽電子)は負

(正)のヘリシティを持つことになる．

16.3 自由なベクトルボゾン場

本節ではベクトルボゾン場Wα(x)について説明する．

■場の方程式 自由なスピン 1のベクトルボゾン場Wα に対する場の方程式は，質量をmW として Proca方

程式
□Wα − ∂α(∂βW β) +m 2

W Wα = 0 (68)

によって与えられ，これはラグランジアン密度

L = −1

2
F †
WαβF

αβ
W +m 2

W W †
α Wα, FαβW = ∂βWα − ∂αW β

から導かれる*25．Proca方程式 (68)は (その 4元発散をとれば直ちに導かれるように)，mW ̸= 0に対して自

動的に Lorenz条件
∂αW

α = 0 (69)

*24 このことを考慮して，HI の式において既にWα とW †
α を区別してある．

*25 これを古典場の理論と見なせば，Hermite共役 (†)は複素共役 (∗)に置き換わる．
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を含意し，
(□+m 2

W )Wα = 0

と簡略化される (Klein-Gordon方程式の形)．

■平面波展開と偏極ベクトル 場の方程式から得られる分散関係 ωk =
√
m 2
W + k2 を考慮して，波数

k = (ωk,k)によって特徴付けられる平面波を用いて場を次のように展開する*26*27．

Wα(x) =Wα+(x) +Wα−(x),

Wα+(x) =
∑
k

3∑
r=1

(
1

2V ωk

)1/2

εαr (k)ar(k)e
−ik·x,

Wα−(x) =
∑
k

3∑
r=1

(
1

2V ωk

)1/2

εαr (k)b
†
r(k)e

ik·x.

ここに εαr (k)(r = 1, 2, 3)は偏極ベクトルであり，Lorenz条件により

kαε
α
r (k) = 0

を満たす．k = (ωk, 0, 0, |k|)となる座標系では偏極ベクトルを
εα1 (k) = (0, 1, 0, 0),

εα2 (k) = (0, 0, 1, 0),

εα3 (k) = (|k|, 0, 0, ωk)/mW

(70)

と選ぶのが便利である．これらは

εαr (k)ε
α
s (k) = −δrs,

3∑
r=1

εαr (k)ε
β
r (k) = −gαβ +

kαkβ

m 2
W

(71)

という性質を満たす*28．

■正準量子化 正準形式での量子化により

• a†r(k)と ar(k)をそれぞれモード (r,k)のW+ の消滅・生成演算子

• b†r(k)と br(k)をそれぞれモード (r,k)のW− の消滅・生成演算子

と見なすことが可能となる．

*26 Wα† に関しては Wα±† = (Wα∓)† とする．すなわち消滅演算子 br(k) を含む正振動数部分を Wα+† とおき，生成演算子

a†r(k)を含む負振動数部分をWα−† とおく．
*27 光子の場合とは異なり，r = 0の偏極ベクトル εµ0 (k)は導入されていない．古典電磁場の自由度は 2であり，場の量子論において
もゲージ条件を適切に考慮すると，2 つの横波成分だけが観測量に寄与を持つことが説明された (5.1 節，5.2 節)．これに対して
質量mW ̸= 0 を持つベクトルボゾン場Wα はゲージとは無関係に常に式 (69):∂αWα = 0 を満たすため，最初から電磁場より
も自由度が 1 だけ少ない (mW = 0 では関係 ∂αWα = 0 が場の方程式から導かれないため，この論法は適用されない)．3 つの
偏極ベクトルを用いてWα を展開しなければならないのはこのためである [8, p.93] [10, p.211]．

*28 電磁場の場合 (5.1節)と同様に式 (70)は特定の座標系でしか成り立たないのに対し，性質 (71)は相対論的に不変な式となってい
るので，k = (ωk, 0, 0, |k|) となる座標系において成分が式 (70) で与えられる偏極ベクトルを考える限り任意の座標系で成立す
る．したがって式 (71)の性質だけを要求すれば十分であると考えられる．
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図 63 IVB相互作用の基本結節点

■W ボゾンの伝播関数

iDαβ
F (x− y,mW ) = ⟨0|T{Wα(x)W β†(y)}|0⟩ =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)iDαβ

F (k,mW ),

iDαβ
F (k,mW ) =

i(−gαβ + kαkβ/m 2
W )

k2 −m 2
W + iε

. (72)

16.4 IVB理論に対する Feynman規則

16.2節で導入した IVB理論における相互作用ハミルトニアン密度 (67)が作る基本結節点は図 63のようで

ある．ここではレプトン数の保存と電荷保存を満たす可能なレプトン線の組を代表して描いている．この場合

の Feynman規則は QEDの規則を，電子と同様の規則をすべてのレプトン (ニュートリノ・反ニュートリノ

を含む)に適用してレプトンを含むように拡張した上で，次のように修正して得られる．

• 結節点　因子 −igW γα(1− γ5)を充てる．
• ボゾンの内線　W ボゾンの内線と見なして，その伝播関数 iDFαβ(k,mW )を充てる．

• ボゾンの外線　W ボゾンの外線と見なして，その偏極ベクトル εrα(k)を充てる．

第 17章 弱い相互作用のゲージ理論

本章では弱い相互作用をゲージ理論として定式化する．その際，IVB理論に対して中性ベクトルボゾンと中

性のレプトンカレントが追加され，さらに弱い相互作用は電磁相互作用と自然に統一される．ところが理論の

ゲージ不変性は，全てのレプトンとベクトルボゾンが質量を持たないという困難へと導く．この問題は次章に

おいて解消される．

17.1 QEDの復習

ゲージ理論を構築するには，QED(や QCD)の場合と同様に以下の手順を踏めば良い．

1. 自由場のラグランジアンを不変に保つような大域的位相変換の組を見出し，

それに付随する適切な電荷-電流保存則を導く (17.2節)．

2. 局所的な位相変換 (局所的ゲージ変換)へと一般化して，
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この局所的変換における理論の不変性を仮定し，そこから相互作用の形を推定する (17.3節)．

17.2 大域的な位相変換と保存する弱カレント

手始めに全てのレプトン (ニュートリノを含むは質量を持たないと仮定し，自由レプトン系のラグランジア

ン密度を

L0 =i(ψ̄l/∂ψl + ψ̄νl/∂ψνl)

=i(Ψ̄L
l /∂Ψ

L
l + ψ̄R

l /∂ψ
R
l + ψ̄R

νl
/∂ψR

νl
), ΨL

l ≡
(
ψL
νl
ψL
l

)
, Ψ̄L

l ≡
(
ψ̄L
νl

ψ̄L
l

)
と書く．ただしこれ以降，繰り返されたレプトンの添字 lについては全ての世代 l = e, µ, τ にわたって和をと

るものと約束する．また任意の Diracスピノル ψ に対して左手型と右手型の場を

ψL,R = PL,Rψ =
1

2
(1∓ γ5)ψ

と定義しており，最右辺ではラグランジアン密度を敢えて右手型と左手型に関して非対称な形に書いている．

なお 17.5節以降において，実際のレプトンは質量を持つという問題に立ち戻る．

この自由場のラグランジアン密度 L0 は，大域的 SU(2)変換

ΨL
l → U(α)ΨL

l , Ψ̄L
l → Ψ̄L

l U
†(α)

(ただし U(α) ≡ exp (iαjτj/2)，τ1, τ2, τ3：Pauli行列) の下で不変である*29．ただし右手型の場 ψR の各々は

この変換に対して不変と見なす．SU(2)変換に対する変換性から

• 2成分場ΨL
l は弱アイソスピノル

• 右手型の場 ψR の各々は弱アイソスカラー

と呼ばれる*30．

SU(2)変換に対するラグランジアン密度の不変性から，保存する電荷-電流密度として弱アイソスピンカレ

ント

J α
i =

1

2
Ψ̄L
l γ

ατiΨ
L
l (i = 1, 2, 3)

と弱アイソスピン電荷

IWi =

∫
d3xJ 0

i =
1

2

∫
d3xΨL†

l τiΨ
L
l

*29 SU(N) 変換に関するまとめ (付録の第 11 章) を併せて参照．一般に SU(N) 変換では生成子 Ti，保存する電荷，導入される
ゲージ場はそれぞれ (N2 − 1) 種類である．今考えている N = 2 の場合，Pauli 行列 τi，弱アイソスピン電荷 IWi ，ゲージ場
Wµ

i (x)(17.3節)はそれぞれ 3種類である (i = 1, 2, 3)．
*30 左手型 2成分レプトン場ΨL

l の SU(2)における変換性は，中性子と陽子を記述する 2成分アイソスピノルと同じである．クォー
クとハドロン (核子を含む) に対するアイソスピンと超電荷 (ハイパーチャージ) の手頃な説明は，文献 [7, § 5.2, § 5.6] に
見出される (そのノートも参照)．また 2 つのスピン 1/2 を合成するとスピン 1 の 3 重項とスピン 0 の 1 重項が得られる [3,

pp.278–280]．群論の言葉で言えば，これは SU(2)の基本表現 (2次元の表現である)の直積 2⊗ 2が，既約表現の直和 3⊕ 1に
分解できることを意味する (詳しくは文献 [7, § 5.2] (のノート) を参照)．弱アイソスカラー ψR はスピン 1 重項状態と同じく，
変換の下で不変な 1成分スカラーに他ならない．
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表 6 レプトンの 1粒子状態における各種電荷の固有値

|l−,L⟩ |νl,L⟩ |l−,R⟩ |νl,R⟩
Q/e −1 0 −1 0

IW3 −1/2 +1/2 0 0

Y −1/2 −1/2 −1 0

が導かれる*31．これは IVB理論におけるレプトン (荷電)カレント

Jα =ψ̄lγ
α(1− γ5)ψνl = 2(J α

1 − J α
2 ),

Jα† =ψ̄νlγ
α(1− γ5)ψl = 2(J α

1 + J α
2 )

が保存するカレントであることに加え，“中性カレント”

J α
3 =

1

2
Ψ̄L
l γ

ατ3Ψ
L
l =

1

2
(ψ̄L
νl
γαψL

νl
+ ψ̄L

l γ
αψL

l )

が保存することを意味する．さらに電磁カレントを sα = −eψ̄lγαψl として，弱超電荷カレント

J α
Y =

1

e
sα − J α

3

を定義する．このとき弱アイソスピン電荷 IW3 の保存は通常の電荷 Qの保存則と合わせると，弱超電荷

Y ≡
∫

d3xJ 3
Y =

Q

e
− IW3 (73)

が保存することを意味する．

ここで左手型の (すなわちヘリシティが負の)レプトン l− が 1個だけ存在している状態を |l−,L⟩等と書き，
レプトンの 1粒子状態について各種電荷の固有値を調べると，その結果は表 6のようにまとめられる．

なお ψ を ψL
νl
, ψL

l , ψ
R
νl
, ψR

l のいずれかとし，Y を場 ψ によって消滅する粒子の弱超電荷とすると，弱超電

荷 Y の保存は変換
ψ → eiβY ψ, ψ̄ → ψ̄e−iβY (74)

(U(1)変換と呼ばれる)に対するラグランジアンの不変性から直接導かれる．したがって弱い相互作用の理論

では，対称性から弱アイソスピン電荷と弱超電荷の保存が独立に導かれ，逆に通常の電荷保存則が保証される

ことになる．以上の大域的な位相変換と保存する電荷の関係は図 64のようにまとめられる*32．

17.3 ゲージ不変な電弱相互作用

SU(2) 変換と U(1) 変換*33において αj → gωj(x)，β → g′f(x) と置き換えた局所的位相変換を考える

(g, g′ は定数)．ラグランジアン密度のゲージ不変性を回復するために，QEDや QCDの場合と同様に，微分

*31 今一度確認すると，正確には保存するのはカレントではなく電荷であり，保存するカレントとは保存する電荷に対するカレントの
ことである．

*32 文献 [10, pp.460–461] にならって，QED における U(1) 電磁ゲージ変換と本節の U(1) 弱超電荷変換 (74) をそれぞれ
U(1)em,U(1)Y と書いて区別した．

*33 式 (74)の変換を指す．
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図 64 大域的な位相変換と保存する電荷 (17.2節のまとめ)

の共変微分への置き換え

∂µΨL
l → DµΨL

l =

[
∂µ +

i

2
gτjW

µ
j −

i

2
g′Bµ

]
ΨL
l ,

∂µψR
l → DµψR

l =[∂µ − ig′Bµ]ψR
l ,

∂µψR
νl

→ DµψR
νl

=∂µψR
νl

を通して実ゲージ場Wµ
i (i = 1, 2, 3)，Bµ(x)を導入する．ただしゲージ場は

Wµ
i → W ′µ

i =Wµ
i − ∂

µωi − gεijkωjWµ
k , (SU(2)変換, ωj(x) : 無限小)

Bµ → B′µ = Bµ − ∂µf (U(1)変換)

と変換する．また場Wµ
i (x)は U(1)ゲージ変換の下で不変であり，Bµ(x)は SU(2)ゲージ変換の下で不変で

あるものする．すると共変微分への置き換えによって得られるレプトン系のラグランジアン密度

LL =i(Ψ̄L
l /DΨL

l + ψ̄R
l /DψR

l + ψ̄R
νl
/DψR

νl
)

=L0 + LI,

LI =− gJ µ
i Wiµ − g′J µ

Y Bµ

は U(1)ゲージ変換と SU(2)ゲージ変換の下で不変となる (SU(2)×U(1)ゲージ不変)．ここで g, g′ は LI に

おける結合定数に同定される．

ここでW1µ とW2µ の代わりに非 Hermiteなゲージ場

Wµ =
1√
2
(W1µ − iW2µ), W †

µ =
1√
2
(W1µ + iW2µ)

を導入し，またW3µ と Bµ の代わりにこれらの 1次結合

Zµ =cos θWW3µ − sin θWBµ,

Aµ =sin θWW3µ + cos θWBµ (75)
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図 65 弱混合角 (Weinberg角) θW

(θW は弱混合角または Weinberg 角と呼ばれる) を用いて相互作用ラグランジアン密度を表すことを考え

る*34．その際，場 Aµ を電磁場と見なして，これが相互作用ラグランジアン密度に −sµAµ という形でのみ現
れることを要求すると，弱混合角 θW は条件

g sin θW = g′ cos θW = e (76)

から定まり*35，

LI =− sµAµ −
g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ )− g

cos θW
(J µ

3 − sin2 θWs
µ/e)Zµ (77)

となる．

• 第 1項 −sµAµ は QEDの相互作用である (電磁相互作用と弱い相互作用の統一)*36．

• 第 2項 − g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ )は，

gW = g

2
√
2
とおき，場Wµ(x)をWボゾンの量子場と見なせば，IVB理論の相互作用に他ならない．

• 第 3項は中性カレント

J µ
3 − sin2 θWs

µ/e =
1

4
ψ̄νlγ

µ(1− γ5)ψνl −
1

4
ψ̄lγ

µ{(1− 4 sin2 θW)− γ5}ψl

と場 Zµ の相互作用を表し，実ベクトル場 Zµ は中性ベクトルボゾン Z0 の量子場と解釈される．

実験と整合する弱混合角の値は
sin2 θW = 0.23122± 0.00015 (78)

であり，これは中性カレントの右辺第 2 項がほとんど純粋な軸性カレントであることを意味している

(1− 4 sin2 θW ≃ 0，付録の式 (A.53)参照)．

最後に本節で導入されたゲージ場は図 66のようにまとめられる．

*34 図 65において，同一の点を表す座標 (W3µ, Bµ)，(Zµ, Aµ)の間の関係は式 (75)によって与えられる．
*35 もっとも式 (76)は実質 2つの条件式なので，1つの未知数 θW を定めるものと見なすと条件過剰である．実際には式 (78)のよう
な実験に合う θW の値を与えると，式 (76)の関係を通して未知の結合定数 gW = g

2
√

2
，g′ の値が決まるものと考えられる．

*36 低エネルギーにおいては，電磁相互作用と弱い相互作用は明確に分離している．
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図 66 電弱相互作用を媒介するゲージボゾン (17.3節で導入)

17.4 ゲージボゾンの性質

完全なラグランジアン密度を得るには，レプトン系のラグランジアン密度 LL = L0 + LI に純粋なゲージボ

ゾンのラグランジアン密度 LB を加えて
L = L0 + LI + LB

としなければならない．ここでは全てのゲージボゾンの質量をゼロとして，レプトンがない場合のゲージボゾ

ンの項 LB を考える．実際には光子以外のゲージボゾンがゼロでない質量を持つことについては，次節以降で

考察する．

電磁場テンソル Fµν に類似の場

Bµν ≡ ∂νBµ − ∂µBν , Gµνi ≡ F
µν
i + gεijkW

µ
j W

ν
k , Fµνi ≡ ∂νWµ

i − ∂
µW ν

i

を定義してゲージボゾンのラグランジアン密度を

LB = −1

4
BµνB

µν − 1

4
GiµνG

µν
i

とすると，これは SU(2)×U(1)不変となる．LB は電磁場，W± ボゾン場，Z0 ボゾン場に対する自由場ラグ

ランジアン密度の項

LB
0 ≡−

1

4
BµνB

µν − 1

4
FiµνF

µν
i

=− 1

4
FµνF

µν − 1

2
F †
WµνF

µν
W −

1

4
ZµνZ

µν ,

Zµν ≡∂νZµ − ∂µZν

と，ゲージボゾン同士の相互作用を表す付加的な項

gεijkWiµWjν∂
µW ν

k −
1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν
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から成っている*37．このゲージボゾン同士の相互作用はゲージボゾンが弱アイソスピン電荷を持つことによ

るものである*38．

17.5 レプトンとゲージボゾンの質量

ここまでは全てのレプトンとゲージボゾンの質量をゼロと扱ってきたけれど，実際には光子を除き，これら

の粒子はゼロでない質量を持つ．ところがゲージボゾンW±, Z0 の質量mW ,mZ を考慮してラグランジアン

密度に質量項

m 2
W W †

µ Wµ +
1

2
m 2
Z ZµZ

µ

を加えると，理論の SU(2)×U(1)不変性が失われてしまう．同様にレプトンの質量を考慮して，例えば電子
(場 ψ = ψe，質量m = me)についてラグランジアン密度に質量項

−mψ̄ψ = −mψ̄(PR + PL)ψ = −m(ψ̄LψR + ψ̄RψL)

を加えることが考えられるけれど，最右辺を見れば明らかなようにこれは SU(2)×U(1)不変性を持たない*39．

そして実はこれらの理論は繰り込み不能となる．そこで理論のゲージ不変性・繰り込み可能性を壊すことなく

ゼロでない質量を導入する方法として，自発的な対称性の破れについて次章で議論する．

第 18章 自発的な対称性の破れ

本章では自発的な対称性の破れの機構により，ラグランジアン密度のゲージ不変性を (そして理論の繰り込

み可能性を)損なうことなく質量が導入されることを説明する．

• 18.1節

Goldstoneモデル (U(1)位相変換の下で不変な場の理論のモデル)において，

自発的な対称性の破れの概念を導入する．

Goldstoneモデルからは自然界で観測されない質量ゼロの (光子以外の)ボゾンが生じる．

• 18.2節

この問題は大域的な位相変換を局所的な位相変換に改めてゲージ不変な理論を構築し，

自発的な対称性の破れを導入することによって解消すること (Higgs機構)を説明する．

• 18.3節

以上を SU(2)×U(1)ゲージ不変な電弱理論へと一般化
→ Weinbergと Salamによる電弱標準理論

ゲージ不変・繰り込み可能であり，ラグランジアン密度がW±, Z0 ボゾンの質量項を含む．

*37 場W1µ,W2µ はW± ボゾン場に，場W3µ は電磁場 Aµ と Z0 ボゾン場 Zµ に関係付けられていたことを思い出そう (図 66 参
照)．

*38 これは QCDにおいてグルーオンが色電荷を持つことに対応してグルーオン同士の相互作用を表す 3グルーオン結節点や 4グルー
オン結節点が現れたのと同じ事情である．

*39 これは左手型の場と右手型の場とで変換則が異なるためであり，電磁的なゲージ変換や QCDにおけるゲージ変換に対してこの項
が不変であったのとは対照的である．
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18.1 Goldstoneモデル

まず初めに自発的な対称性の破れの身近な例として，強磁性を取り上げよう．磁性体の系のハミルトニアン

は回転に対して不変であるにも関わらず，基底状態では磁性体全体として特定の方向を向いたゼロでない磁化

M が生じており，M の方向の異なる状態が縮退している．このように縮退した状態から任意の状態が選ば

れると，その基底状態は一般に系のラグランジアンやハミルトニアンと同じ対称性を持たず，非対称な基底状

態が現れる (自発的な対称性の破れ)．

場の理論においても基底状態 (真空)が縮退していれば，自発的な対称性の破れが起こり得る．このことを

最も簡単な理論モデルである，Goldstoneモデルを用いて説明する．Goldstoneモデルでは複素スカラー場

ϕ(x) =
1√
2
{ϕ1(x) + iϕ2(x)}

(ϕ1(x), ϕ2(x)は実スカラー場)をラグランジアン密度

L = (∂µϕ∗)(∂µϕ)− µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4, λ > 0

によって記述する．古典的に考えた“基底状態”はハミルトニアン密度

H = (∂0ϕ∗)(∂0ϕ) + (∇ϕ∗) · (∇ϕ) + V(ϕ), V(ϕ) ≡ µ2|ϕ|2 + λ|ϕ|4 (79)

が最小の状態であり，したがって場 ϕ(x)がポテンシャルエネルギー密度 V(ϕ)を最小にするような定数値を
とる状態である．(ハミルトニアン密度 (79)の最初の 2項は正定値であり，ϕ(x)が定数のときゼロになるか

ら．) 以下のように µ2 の符号に応じて，“基底状態”の性格は異なる．

1. µ2 > 0のとき．

ラグランジアン密度やハミルトニアン密度は，Klein-Gordon場に対する表式に

摂動項 λ|ϕ|4 を加えたものと見なせるようになる．
ポテンシャル V(ϕ)の概形は図 67のようであり，古典的な“基底状態”は ϕ = 0である．

2. µ2 < 0のとき．

ポテンシャル V(ϕ)の概形は図 68のようであり (回転 4次曲面)，

古典的な“基底状態”はその最低値を与える円周

ϕ(x) = ϕ0 ≡
(
−µ2

2λ

)1/2

eiθ, 0 ≤ θ < 2π

において実現される．

位相角 θの任意性に応じた異なる“基底状態”が“縮退”しており，

もとのラグランジアン密度自体は U(1)位相変換

ϕ→ ϕ′ = ϕeiα, ϕ∗ → ϕ∗′ = ϕ∗e−iα

に対して不変であるにも関わらず，特定の θで指定される“基底状態”は対称性を自発的に破っている．

µ2 < 0の場合に対して例えば θ = 0の安定な平衡値

ϕ0 =

(
−µ2

2λ

)1/2

≡ 1√
2
v(> 0) (80)
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図 67 µ2 > 0のとき 図 68 µ2 < 0のとき

を考え，

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)} (81)

によってその周りの摂動 σ(x), η(x)(ともに実場)を導入すると，ラグランジアン密度は

L = L0 − λvσ(σ2 + η2)− 1

4
λ(σ2 + η2)2, L0 ≡

1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2 − 1

2
(∂µη)(∂µη) (82)

と書き換えられる (定数項は省いた)．3 つの項 − 1
2 (2λv

2)σ2,−λvσ(σ2 + η2),−1
4λ(σ

2 + η2)2 がポテンシャ

ル V(ϕ) に由来しており，これは ϕ1 軸方向の変位 σ に対してポテンシャルが 2 次の変化をするのに対し，

ϕ2 軸方向の，したがって円周方向の変位 η に対して，2 次までの近似ではポテンシャルは変化しないこと

を表している (図 68参照)．ところで相互作用項を除いた自由場項と見なされる L0 の部分は，σ(x), η(x)が

Klein-Gordon場であることを意味しており，場の 2次の項の係数が質量に対応するため，場の量子化によっ

て生じる σ ボゾンはゼロでない質量
√
2λv2 を持つのに対し，η ボゾンの質量はゼロとなる．

18.2 Higgsモデル

Goldstoneモデルから質量ゼロのボゾンが生じる問題は，局所的なゲージ変換へと一般化した U(1)変換

ϕ(x)→ ϕ′(x) = ϕ(x)e−iqf(x), ϕ∗(x)→ ϕ∗′(x) = ϕ∗(x)eiqf(x) (83)

に対して不変な理論において解消される．理論のゲージ不変性を回復するには，これと同時に

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µf(x)

というゲージ変換を受けるゲージ場 Aµ(x)を導入し，微分の共変微分への置き換え

∂µϕ → Dµϕ ≡ [∂µ + iqAµ]ϕ

を行えば良い．Higgsモデルはさらに自由ゲージ場項

−1

4
FµνF

µν (ただし Fµν = ∂νAµ − ∂µAν)
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を付け加えた，ゲージ不変なラグランジアン密度

L = (Dµϕ)∗(Dµϕ)− µ2|ϕ|2 − λ|ϕ|4 − 1

4
FµνF

µν

によって定義される．Higgsモデルは Goldstoneモデルと同様の機構により，µ2 < 0に対して自発的な対称

性の破れを起こす．

再び µ2 < 0の場合に対して安定な平衡値 (80):

ϕ0 =

(
−µ2

2λ

)1/2

≡ 1√
2
v(> 0)

を考え，式 (81):

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)}

によってその周りの摂動 σ(x), η(x)(ともに実場)を導入すると，Higgsモデルのラグランジアン密度は

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2− 1

4
FµνF

µν+
1

2
(qv)2AµA

µ+
1

2
(∂µη)(∂µη)+qvA

µ∂µη+(相互作用項) (84)

と書き換えられる*40．ただし定数項は省いた．また場の 2次の項を自由場項と見なし，場の 3次以上の項を

相互作用項に含めた．この結果を解釈する前に，次の問題を解消しなければならない．すなわち

• 自由場項に双 1次項 Aµ∂µη が現れることは，Aµ と η が独立な場ではないことを示唆している．

• 初めは質量のないベクトル場 Aµ を考えており，その独立な自由度は光子と同様に 2であるのに対し，

書き換えられたラグランジアン密度には質量項 1
2 (qv)

2AµA
µ が現れるので，

ゲージ場は 3つの偏極状態を持つ (16.3節)．

このように自由度が見かけ上 1つ増えていることは，

書き換えられたラグランジアン密度が非物理的な場を余計に 1つ含んでいることを意味している．

実際スカラー場 η(x)は非現実的なゴースト場であり，局所的な U(1)ゲージ変換を利用して場

ϕ(x) =
1√
2
{v + σ(x) + iη(x)}

の位相を調節すれば，その虚部 η(x)を消去することができる．このような場 η(x)の現れないゲージは“ユニ

タリーゲージ”と呼ばれ，このゲージにおいて Higgsモデルのラグランジアン密度は

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2 − 1

4
FµνF

µν +
1

2
(qv)2AµA

µ + (相互作用項)

と表される．これが本節の最終的な結果である．

以上で見たことは次のようにまとめられる．すなわち理論のゲージ不変性を損なうことなくゲージ場 Aµ は

質量を獲得し，これに伴ってゲージ場の自由度は 2から 3に増大する．このような現象を“Higgs機構”と呼

ぶ．一方 Goldstoneモデルにおける，目障りな質量ゼロの η 粒子は，Higgsモデルにおいてはゲージ不変性

*40 Goldstoneモデルのラグランジアン密度 (82)に対する付加的な自由場項は

qvAµ∂µη +
1

2
(qv)2AµA

µ

である．
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を根拠に消し去ることができる．ゲージ場 Aµ の獲得した第 3の自由度は，もともとはこの場 η(x)が持って

いた自由度に他ならない：

“複素”スカラー場 ϕ(x), ϕ∗(x) (↔ σ(x), η(x)) (自由度 2)

+ “質量のない”実ベクトル場 Aµ(x) (自由度 2)

↓
“実”スカラー場 σ(x) (↔ Higgsボゾン) (自由度 1)

+ “質量を持つ”実ベクトル場 Aµ(x) (自由度 3)．

最後にこの理論の繰り込み可能性について言及する．質量を持つ中性ベクトルボゾン場の伝播関数はW ボ

ゾンの伝播関数 (72)と同じ形

iDαβ
F (k,m) =

i(−gαβ + kαkβ/m2)

k2 −m2 + iε

を持ち，これは kαkβ/m2 の項のために見かけ上，ループ積分の発散を引き起こす．ところが実際には自発的

に対称性を破っているゲージ理論では，実際の発散は見かけの次数よりも弱まり，理論は繰り込み可能とな

る．このことを簡単に理解するには，’t Hooft (ト・フーフト)ゲージ

∂µA
µ −mη = 0

の下でラグランジアン密度 (84)に

−1

2
(∂µA

µ −mη)2

を付け加えれば良い．(したがって再び η(x) 場が導入されることになる．) するとラグランジアン密度から

η(x)と Aµ(x)の結合した双 1次項が除かれる．

L =
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
(2λv2)σ2

− 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ − 1

2
(∂µA

µ)2

+
1

2
(∂µη)(∂µη)−

1

2
m2η2

+ (相互作用項).

このため，σ(x), η(x), Aµ(x)のそれぞれを独立な自由場と見なして量子化を行うことが許される．そしてこの

とき場 Aµ(x)の運動方程式が
(□+m2)Aµ(x) = 0

となることから予想されるように，場 Aµ(x)を量子化すると，伝播関数として

iDαβ
F (k,m) =

−igαβ

k2 −m2 + iε

が得られることを証明し得る．この’t Hooft の結果では伝播関数に発散を起こす項 kαkβ/m2 が現れないた

め，理論の繰り込み可能性が明白である．
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18.3 電弱標準理論

ここでは質量のないレプトンとゲージボゾンを想定した，第 17章における電弱統一理論モデルに Higgs機

構を適用する．まず元の理論が SU(2)ゲージ不変性を持つことを踏まえて，Goldstoneモデルや Higgsモデ

ルにおけるスカラー場 ϕ(x)の代わりに弱アイソスピン 2重項

Φ(x) =

(
ϕa(x)
ϕb(x)

)
を考える．ただし ϕa(x) と ϕb(x) は Lorentz スカラーである．これは (変換則に基づく定義 (17.2 節) によ

り，)アイソスピン 2重項ΨL
l (x)と同様の変換則

Φ(x) → Φ′(x) = exp[igτjωj(x)/2]Φ(x), (SU(2)変換に対して)

Φ(x) → Φ′(x) = exp[ig′Y f(x)/2]Φ(x), (U(1)弱超電荷変換に対して)

に従う．ただし Y は場 Φ(x)の弱超電荷であり，その値はすぐ後で決める．

元の理論におけるラグランジアン密度 LL + LB は既に見たように SU(2)×U(1)ゲージ不変性を持つ．そこ

でΨL
l (x)の共変微分と同様に Higgs場 Φ(x)の共変微分

DµΦ =

(
∂µ +

1

2
igτjW

µ
j + ig′Y Bµ

)
Φ

を定義し，Higgs場 Φ(x)のラグランジアン密度を

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

とすれば，全ラグランジアン密度 L = LL + LB + LH の SU(2)×U(1)ゲージ不変性が保証される．

Higgsモデルの場合と同様，λ > 0, µ2 < 0に対して古典的なエネルギー密度が最低値をとるのは，Higgs場

Φ(x)が

Φ0 =

(
ϕ0a
ϕ0b

)
, Φ†

0Φ0 = |ϕ0a|2 + |ϕ0b |2 =
−µ2

2λ

の条件を満たす定数値 Φ0 をとるときであり，自発的な対称性の破れはこのうち特定の Φ0 が“基底状態”に

選ばれることに対応する．ここで大域的な位相変換の自由度を利用して

Φ0 =

(
0

v/
√
2

)
, v ≡

(
−µ2

λ

)1/2

(> 0)

と選んでも一般性を失わない．

Higgs 機構の導入の後にも通常の電荷保存則が成り立つためには，基底状態は U(1) 電磁ゲージ変換 (式

(83)と同様の変換 Φ(x) → e−iQf(x)Φ(x), etc.)の下で不変でなければならない．ここでは Φ0 を下側の成分

ϕ0b だけがゼロでないように選んだので，成分 ϕ0b の電荷が中性 Q = 0であれば，この変換に対する不変性が

満たされる．(しかるにΨL
l (x)の下側の成分 ψL

l (x)の弱アイソスピン IW3 が −1/2であったのと同様に (17.2

節)，Higgs場Φ(x)の下側の成分 ϕ0b の弱アイソスピン IW3 もまた −1/2であると考えると，)成分 ϕ0b の電荷

が Q = 0となるためには，式 (73):

Y =
Q

e
− IW3

において Higgs場の弱超電荷を Y = 1/2とすれば良い．このとき Higgs機構の導入の後にも電磁的なゲージ

不変性は自発的な対称性の破れを起こさないので，光子の質量はゼロに保たれる．
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再び Higgs場を真空場 Φ0 (“基底状態”の場)とそこからのズレに分けて

Φ =
1√
2

(
η1 + iη2

v + σ + iη3

)
と書くと，実は 3 つの場 η1(x), η2(x), η3(x) を非物理的な場に同定することができる．実際これらは適当な

ユニタリーゲージにおいて消去することができ，失われた自由度は 3 つのボゾン W±, Z0 の場に吸収され，

W±, Z0 ボゾンは質量を獲得する．一方，場 σ(x)はユニタリーゲージにおいても残り，Higgsスカラーボゾ

ン (ゼロでない質量を持つ，電気的に中性なスピン 0の粒子)を生じる．

レプトンに質量を与えるために，レプトンと Higgsボゾンの相互作用として“標準模型”(standard model)

ではラグランジアン密度

LLH =− gl[Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l ]− gνl [Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

νl
ΨL
l ],

Φ̃ ≡− i[Φ†τ2]
T =

(
ϕ∗b
−ϕ∗a

)
(τ2：Pauli行列，T：転置)

を考える (レプトンの世代 lについて和をとる)．これはスカラー場 ϕをスピノル場 ψで挟んだ ψ̄ϕψ という形

をしており (例えば Ψ̄L
l ψ

R
l Φ = ψ̄L

νl
ϕaψ

R
l + ψ̄L

l ϕbψ
R
l )，このような項は一般に湯川型相互作用と呼ばれる．こ

のラグランジアン密度 LLH は SU(2)×U(1)ゲージ不変であることを確認できる．次章でこの項がゼロでない
レプトンの質量を生じることを見る．

• ニュートリノの質量をゼロとする取り扱いは，
相互作用項 LLH における gνl の項において gνl = 0と置くことに対応する．

• クォーク・ハドロンを含む半レプトン過程を扱えるように理論を拡張して初めて，
理論は繰り込み可能となる*41．

第 19章 電弱標準理論

19.1 ユニタリーゲージにおけるラグランジアン密度

ここで第 18章までに導入した，Higgs機構を含む電弱標準理論の全ラグランジアン密度 Lを改めてまとめ
ると以下のようになる．� �

L = LL + LB + LH + LLH. (85)� �
• レプトン系のラグランジアン密度 LL

LL =i(Ψ̄L
l /DΨL

l + ψ̄R
l /DψR

l + ψ̄R
νl
/DψR

νl
)

=LL
0 + LLB

I ,

LL
0 =ψ̄L

l i/∂ψ
L
l + ψ̄L

νl
i/∂ψL

νl
+ ψ̄R

l i/∂ψ
R
l + ψ̄R

νl
i/∂ψR

νl

=ψ̄li/∂ψl + ψ̄νli/∂ψνl ,

LLB
I =− gJµi Wiµ − g′JµYBµ

=− sµAµ −
g

2
√
2
(Jµ†Wµ + JµW †

µ)−
g

cos θW

(
Jµ3 − sin2 θW

sµ

e

)
Zµ.

*41 拡張は本稿の付録 Cを参照．
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• ゲージボゾンのラグランジアン密度 LB

LB =− 1

4
BµνB

µν − 1

4
GiµνG

µν
i

=LB
0 + gεijkWiµWjν∂

µW ν
k −

1

4
g2εijkεilmW

µ
j W

ν
kWlµWmν ,

LB
0 =− 1

4
BµνB

µν − 1

4
FiµνF

µν
i

=− 1

4
FµνF

µν − 1

2
F †
WµνF

µν
W −

1

4
ZµνZ

µν .

• Higgs場のラグランジアン密度 LH

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2.

• レプトンと Higgs場の相互作用項 LLH

LLH = −gl(Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l )− gνl(Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

νl
ΨL
l ).

ラグランジアン密度 L の物理的な意味を解釈するために，ゲージ場 Wµ
i , B

µ をW± ボゾン場 Wµ,Wµ†，

Z0 ボゾン場 Zµ，電磁場 Aµ によって表す．さらに非現実的な場 ηi を理論から取り除くためにユニタリー

ゲージを採用し，Higgs場を

Φ(x) =
1√
2

(
0

v + σ(x)

)
と表す．するとラグランジアン密度は

L =L0 + LI,

L0 =ψ̄l(i/∂ −ml)ψl + ψ̄νl(i/∂ −mνl)ψνl ⇐ 荷電レプトン (質量ml)，ニュートリノ (質量mνl)

− 1

4
FµνF

µν ⇐ 光子

− 1

2
F †
WµνF

µν
W +m 2

W W †
µW

µ ⇐ W±ボゾン (質量mW )

− 1

4
ZµνZ

µν +
1

2
m 2
Z ZµZ

µ ⇐ Z0ボゾン (質量mZ)

+
1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

1

2
m 2
H σ2, ⇐ Higgsスカラーボゾン (質量mH)

LI =LLB
I + LBB

I + LHH
I + LHB

I + LHL
I

と書き換えられる．ただし各ボゾンと各レプトンの質量は

mW =
1

2
vg, mZ =

mW

cos θW
, mH =

√
−2µ2,

ml =
vgl√
2
, mνl =

vgνl√
2

である．自由場項 L0 の表式を見ると，系は光子，荷電レプトン，中性レプトン，W± ボゾン，Z0 ボゾン，

Higgsボゾンから成ることが明白である．ボゾンの質量項は SU(2)×U(1)ゲージ不変性の自発的な破れを生

じる Higgs場のラグランジアン密度 LH に由来しており，またレプトンの質量項はレプトンと Higgs場の相
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互作用項 LLH に由来している*42．なお各相互作用項は以下で与えられる．

LBB
I =ig cos θW[(W †

µWν −W †
νWµ)∂

µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W
µ†Zν − (∂µW

†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

+ ie[(W †
µWν −W †

νWµ)∂
µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W

µ†Zν − (∂µW
†
ν − ∂νW †

µ)W
νZµ]

+ g2 cos2 θW(WµW
†
νZ

µZν −WµW
µ†ZνZ

ν)

+ e2(WµW
†
νA

µAν −WµW
µ†AνA

ν)

+ eg cos θW{WµW
†
ν (Z

µAν +AµZν)− 2WµW
µ†AνZ

ν}

+
1

2
g2W †

µWν(W
µ†W ν −WµW ν†),

LHH
I =− λvσ3 − 1

4
λσ4,

LHB
I =

1

2
vg2W †

µW
µσ +

1

4
g2W †

µW
µσ2 +

vg2

4 cos2 θW
ZµZ

µσ +
g2

8 cos2 θW
ZµZ

µσ2,

LLB
I =eψ̄l /Aψl

− g

2
√
2
{ψ̄νl /W (1− γ5)ψl + ψ̄l /W

†
(1− γ5)ψνl}

− g

4 cos θW
ψ̄νl /Z(1− γ5)ψνl

+
g

4 cos θW
ψ̄l /Z(1− 4 sin2 θW − γ5)ψl,

LHL
I =− 1

v
mlψ̄lψlσ −

1

v
mνl ψ̄νlψνlσ. (LLHとの混同に注意)

以上により

• W±, Z0 ボゾンの質量は，

実験的に値の知られている微細構造定数 α，Fermi結合定数 G，弱混合角 θW を用いて

mW =

(
απ

G
√
2

)1/2
1

sin θW
= 77.5GeV, mZ =

(
απ

G
√
2

)1/2
2

sin 2θW
= 88.4GeV

と表される (輻射補正・繰り込みを無視した場合)．

• 理論に含まれるパラメーターは
g, g′, v, λ, gl, gνl

の 6つであり (−µ2 = λv2 は λと v から決定される)，

– v は

v =
1

(G/
√
2)1/2

と表されるので，その値を実験的に知ることができる．

– 結合 g, g′ は
g sin θW = g′ cos θW = e

の関係を用いて値を実験的に知ることができる．

– 結合 gl, gνl の値は，質量ml,mνl の実験的な値と

ml =
vgl√
2
, mνl =

vgνl√
2

の関係を用いて知ることができる．

*42 まとめよう．17.5節で見たように，ラグランジアン密度の質量項はゲージ不変ではない．Higgs機構ではもとのラグランジアン密
度がゲージ不変であり，系が自発的に対称性を破る，すなわち Higgs 場が特定の基底状態 (の近く) に選ばれると，ラグランジア
ン密度の質量項が得られる．
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– λの値は決まっておらず，Higgsボゾンの質量mH が分かれば，

mH =
√

−2µ2 =
√
2λv2

の関係から値を知ることができる．

19.2 Feynman規則

本節では電弱標準理論における Feynman規則の説明を行う．
ただし

• 最低次の Feynman振幅の計算に必要な規則だけを考える．

• ユニタリーゲージにおけるラグランジアン密度 (19.1節)に基づく．

• 場の演算子としてのラグランジアン密度には正規順序化を施す．
• 自由場のラグランジアン密度 L0 を Feynmanゲージにおける表式

LFeynman
0 = L0 −

1

2
(∂µA

µ)2

に置き換え，改めてこれを L0 と表記する．

– これは自由な電磁場のラグランジアン密度として，Fermiによる表式

L = −1

2
(∂νAµ)(∂

νAµ)

を採用する措置と等価である．

• 電弱理論では相互作用ラグランジアン密度が場の微分を含んでいるため，
相互作用する場が自由場と同じ運動方程式と交換関係を満たすことは保証されない．

しかしながら S行列要素を評価する際に自由場の交換関係を用いるものと約束すれば，

S行列展開を QEDと同様に

S =
∞∑

n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnT{LI(x1) · · · LI(xn)}

として良い．

このとき QEDの Feynman規則はそのまま引き継がれ，16.4節の IVB理論における規則に加えて次の規

則が追加される．

• Z0 ボゾンの内線に伝播関数 (の i倍)を充てる．

Z0 ボゾンの伝播関数はW ボゾンの伝播関数においてmW → mZ と置き換えて得られる．

• Higgsボゾンの内線

に伝播関数因子

i∆F(k,mH) =
i

k2 −m 2
H + iε

を充てる．

さらに相互作用ラグランジアン密度が 18個の項を含んでいることに対応して (19.1節)，18種類の基本結

節点が生じる．各々の結節点因子は QEDの場合と同様に導くことができる．各相互作用項が含む場の組合せ

(したがって基本結節点・相互作用の種類)と，対応する結節点因子を表 7にまとめる．ただし場を

ψl → l, ψ̄l → l̄, ψνl → νl, ψ̄νl → ν̄l
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表 7 電弱標準理論における 18種類の基本相互作用

相互作用項 相互作用の種類 結節点因子

LBB
I W †WZ ig cos θW{gαβ(k1 − k2)γ + gβγ(k2 − k3)α + gγα(k3 − k1)β}

W †WA ie{gαβ(k1 − k2)γ + gβγ(k2 − k3)α + gγα(k3 − k1)β}
W †WZ2 ig2 cos2 θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

W †WA2 ie2(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

W †WAZ ieg cos θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

(W †W )2 ig2(2gαγgβδ − gαβgγδ − gαδgβγ)
LHH
I σ4 −6iλ

σ3 −6iλv
LHB
I W †Wσ (ivg2/2)gαβ

W †Wσ2 (ig2/2)gαβ

Z2σ (ivg2/2 cos2 θW)gαβ

Z2σ2 (ig2/2 cos2 θW)gαβ

LLB
I l̄lA ieγα

ν̄llW + h.c. (−ig/2
√
2)γα(1− γ5)

ν̄lνlZ (−ig/4 cos θW)γα(1− γ5)
l̄lZ (−igγα/4 cos θW)(1− 4 sin2 θW − γ5)

LHL
I l̄lσ (−i/v)ml

ν̄lνlσ (−i/v)mνl

と略記してある*43．
電弱理論の結節点に関する新たな注意事項を以下にまとめる．

1. 組合せ因子

結節点因子の導出は QEDの場合と同様に行うことができる．

結果的に QEDに関しては，結節点因子を簡単に推定するには，

S行列展開の 1次の項 S(1) = i
∫
d4xLI における

iLI = ieψ̄ /Aψ

から場を取り除いて ieγα とすれば良い．

これに対して例えば電弱理論における相互作用項

vg2

4 cos2 θW
gαβZαZβσ

は同種の場 Zα を 2つ含んでおり，

結節点に接続する 2本の Z0 ボゾン線に 2つの場 Zα を充てる方法は 2!通りある．

このため結節点因子は ivg2

4 cos2 θW
gαβ ではなく，これに組合せ因子 2!をかけた

ivg2

2 cos2 θW
gαβ

*43 ここには QED の基本結節点 (因子 ieγα) も含まれている．h.c. は Hermite 共役を意味している．本稿では図 69 を除き，結節
点因子における運動量や Lorentz添字を定義する結節点のダイヤグラムを示していない．
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図 69 W †WZ，W †WZ2，(W †W )2 相互作用を表す結節点

となる．

2. テンソル添字の順序

例えばW †WZ2 相互作用項
g2 cos2 θW(WαW

†
βZ

αZβ −WβW
β†ZαZ

α)

の結節点因子が
ig2 cos2 θW(gαδgβγ + gαγgβδ − 2gαβgγδ)

となるのは，各ボゾン線に付随するテンソル添字を図 69のように定義したときである．

すなわち例えばボゾン線を外線と見なす場合，

テンソル添字 αを付した Z0 ボゾン線には偏極ベクトル εrα(k)を充てる．

3. 微分に由来する運動量因子

W †WZ とW †WAの項は場の微分を含んでいるため，運動量因子を生じる．

例えばW †WZ 相互作用項

ig cos θW{(W †
αWβ −W †

βWα)∂
αZβ + (∂αWβ − ∂βWα)W

β†Zα − (∂αW
†
β − ∂βW

†
α)W

βZα}

は，図 69のように各運動量を結節点に向かう向きに定義したとき，結節点因子

ig cos θW{gαβ(k1 − k2)
γ + gβγ(k2 − k3)

α + gγα(k3 − k1)
β}

を生じる．

4. (W †W )2 相互作用項
1

2
g2W †

αWβ(W
α†W β −WαW β†)

の結節点因子が
ig2(2gαγgβδ − gαβgγδ − gαδgβγ)

となるのは，図 69のように運動量の向きとテンソル添字を定義したときである．
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付録 B Yang-Mills理論の局所ゲージ不変性

ここでは Yang-Mills理論の一般論をまとめる．B.1節では重複を厭わずに，11.2.2節と 11.2.4節のノート

を再構成するところから始める (添字の表記も改めてある)．

B.1 内部対称性と群 [2, pp.137–140]

N 種類の Dirac場

ψ =


ψ1

ψ2

...
ψN

 , ψ̄ =
(
ψ̄1 ψ̄2 · · · ψ̄N

)

に対するラグランジアン密度

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ =
N∑
i=1

ψ̄i(i/∂ −m)ψi

は，N ×N のユニタリー行列 U = eiH(したがってH はHermite行列)による大域的位相変換 ψ → Uψ の下
で不変に留まる．このような対称変換は 2回繰り返し行っても，Lを不変に保つ単一の N 次ユニタリー行列
による変換となるから，U(N)群と呼ばれる群を成す．ところで一般に N ×N の Hermite行列 H は N2 個
の独立な実数によって特定できる [1, p.254]．
証明 Hermite性より H の N 個の対角成分は全て実数であり，また下三角成分は上三角成分を与えると完全に定まる．

上三角成分は全部で (N2 −N)/2個あり，その各々が 2つの実数で指定されるので，Hermite行列 H は合計

N + 2× N2 −N

2
= N2 個

の実数パラメーターを持つ．

そこで N2 個の適当な Hermite行列 Ta と実パラメーター θa を用いて，一般に

H =
∑
a

θaTa, U = exp

(
i
∑
a

θaTa

)

と書くことができる (このとき Ta を変換の生成子と呼ぶ)．

U(N)変換の N2 個の生成子 Ta は，規格直交条件

Tr(TaTb) =
1

2
δab (86)

を満たすようにとるのが慣例となっている*44．単位行列 1に比例する T0 = k1を選ぶと，T0 を生成子とす

るユニタリー行列

exp(iθ0T0) = exp (iθ0k1) = 1 + (iθ0k)1+
1

2!
(iθ0k)

2
12 + · · · =

[
1 + (iθ0k) +

1

2!
(iθ0k)

2
+ · · ·

]
1

=exp (iθ0k)1

*44 実は Killing 形式と呼ばれる“内積”Tr(TaTb) が正定値であるのは，群がコンパクトな場合だけである [2, p.139]．文献 [7,

p.55,pp.88–89] ではコンパクト群をパラメータの変域が有限の群 (例えば U(n) や O(n)) として定義した上で，Lie 代数の基底
Ta に対する Killing 形式 gab = (Ta, Tb) (対称行列より対角化できる) がコンパクト群に対して，(半) 正定値となることを示し
ている．
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による変換
ψ → exp(iθ0T0)ψ, i.e. ψi → exp (iθ0k)ψi

は U(1)部分群を成す．式 (86)より，残りの N2 − 1個の Ta (a = 1, · · · , N2 − 1)は特に

Tr(Ta) = 0 (a ̸= 0)

を満たすため，exp
(
i
∑N2−1
a=1 θaTa

)
は行列式が 1となることが分かる．

証明 一般に θa を無限小パラメーターとして，生成子 Ta によるユニタリー変換の演算子を

1 + i
∑
a

θaTa

と書くと，有限の θa による変換の演算子は無限小変換を合成して

U = lim
n→∞

(
1 + i

∑
a

θa
n
Ta

)n

= exp

(
i
∑
a

θaTa

)

と求まる [3, p.64]．また行列式は

detU =det

[
lim

n→∞

(
1 + i

∑
a

θa
n
Ta

)n]

= lim
n→∞

[
det

(
1 + i

∑
a

θa
n
Ta

)]n

= lim
n→∞

[
1 + i

θa
n
Tr(Ta) +O

((
θa
n

)2
)]n

= lim
n→∞

[
1 + iθaTr(Ta) +O

((
θa
n

)2
)]

=1 + iθaTr(Ta)

と表される．ただし第 3の等号では，θa/n程度の N ×N 行列 A = i
∑

a
θa
n
Ta に対して

det(1+A)

=εi1···iN (1+A)1i1 · · · (1+A)NiN

=εi1···iN δ1i1 · · · δNiN

+ εi1···iN {(A1i1δ2i2 · · · δNiN ) + (δ1i1A2i2δ3i3 · · · δNiN ) + · · ·+ (δ1i1 · · · δN−1,iN−1ANiN )}+O((θa/n)
2)

=ε1···N + (εi12···NA1i1 + ε1i23···NA2i2 + · · ·+ ε1···(N−1)iNANiN ) +O((θa/n)
2)

=1 + ε1···N (A11 +A22 + · · ·+ANN ) +O((θa/n)
2)

=1 + TrA+O((θa/n)
2)

=1 +
∑
a

θa
n
Tr(Ta) +O((θa/n)

2)

となることを用いた (εi1···iN は ε1···N = 1を満たす反対称テンソル) [5, pp.70–71]．以上より

Tr(Ta) = 0 ⇒ det

[
exp

(
i
∑
a

θaTa

)]
= 1.

なお正方行列 Aに対する公式 det(expA) = exp(TrA)を利用すれば，近似に頼らずに

det(expA) = 1 ⇔ TrA = 0

が言える [6, pp.88–90]．

236



したがって N2 − 1個の Ta (i ̸= 0)は SU(N)変換を生成する．こうして半ば直観的に述べると，U(N)群

は U(1)群と SU(N)群に分解される*45：

U(N) = U(1)× SU(N).

また N2 − 1個の Ta は交換関係
[Ta, Tb] = ifabcTc (87)

を満たし，上式 (87)で定義される構造定数 fabc は

ifabc = 2Tr([Ta, Tb]Tc)

と書けることになるから*46，トレースの巡回対称性 (と交換子の反対称性)より，fabc は添字に関して完全反

対称であることが結論される．

例 1 N = 2のとき Pauli行列 σa (a = 1, 2, 3)を用いて

T1 =
1

2
σ1 =

1

2

(
0 1
1 0

)
, T2 =

1

2
σ2 =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, T3 =

1

2
σ3 =

1

2

(
1 0
0 −1

)
. T0 =

1

2
1.

角運動量代数でよく知られているように，構造定数は εabc．

例 2 N = 3のとき このとき N2 = 9個の Ta として，Gell-Mann行列

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


の 1/2倍

Ta =
1

2
λa(≡ F̂a) (i = 1, 2, · · · , 8)

と，単位行列 1に比例した T0 = 1√
6
1を選ぶことができる．残りの 8個の生成子 F̂a はいずれもトレー

スがゼロになっているため，exp
(
i
∑8
a=1 θaF̂a

)
は行列式が 1となり，行列 exp

(
i
∑8
a=1 θaF̂a

)
によ

る位相変換は特殊ユニタリー群 SU(3)を成す．QCD (量子色力学)は SU(3)変換に関してゲージ不変

な理論であり，いわゆる SU(3)Yang-Mills 理論の実例にあたる．クォークの各香り f = d, u, s, c, b, t

について 3種類の色状態 i = r, g, bの Dirac場 ψfi が定義され，8種類の色演算子 F̂a = λa/2が SU(3)

変換の生成子となる [2, p.145]．

*45 T0 = k1は明らかに他の Ta と交換するため，{Ta}を基底とする Lie代数は T0 を基底とする Lie代数とその他の Ta を基底に持
つ Lie代数の直和に分解される．このとき対応する Lie群は，各々の Lie代数が生成する Lie群の直積 U(N) ≃ U(1)× SU(N)

になる (記号「≃」は同型を表す)．変換群の元が生成子の指数で表される場合は簡単である．実際 [T0, Ta] = 0のとき“指数法則”

exp

(
i
∑
a

θaTa

)
= exp

(
iθ0T0

)
exp

i ∑
a( ̸=0)

θaTa


が成り立つ．これは U(1) 群と SU(N) 群の元の積 (組，表現では文字通りの積) が U(N) 群の元となることを，表現の水準で表
している．以上，Lie代数の直和や Lie群の直積の定義を含め，文献 [7, p.11,p.23,p.80,p.86,p.240]を参照．なお文献 [7, p.88]

では一般に任意のコンパクト Lie群が，単純 Lie群たちと 1次元ユニタリー群 U(1)たちの直積となることを証明した．
*46 右辺に式 (87)を代入し，式 (86)を用いれば確かめられる．
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交換関係 (87)より交換子は群 G = SU(N)の元 Ta, Tb を Gの元 [Ta, Tb]に対応付ける．ところが任意の行

列 A,B, · · · に対して交換子 [A,B]は

• 双線形性　 [aA+ bB,C] = a[A,C] + b[B,C], [C, aA+ bB] = a[C,A] + b[C,B]

• 反対称性 (歪対称性)　 [A,B] = −[B,A]
• Jacobi恒等式　 [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0

を満たすから，G は交換子を積演算として Lie 代数を構成する*47．そこで特に Ta の交換子が Jacobi の恒

等式
[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]] = 0

が成り立つことを要求し，ここに交換関係 (87)を代入すると，

fbcdfade + fcadfbde + fabdfcde = 0 (88)

が満たされなければならないことが見出される．
上式 (88)の証明 式 (87)より

[Ta, [Tb, Tc]] = ifbcd[Ta, Td] = −fbcdfadeTe

となるので，Jacobiの恒等式は

0 =[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]]

=− (fbcdfade + fcadfbde + fabdfcde)Te

と書き換えられる．ここに Te′ を掛けてトレースをとり，規格直交条件 (86)を用いれば最右辺の Te を取り除くこ

とができるので，その係数 (· · · )(で e → e′ と改めたもの) がゼロにならなければならない．こうして式 (88) を

得る．

［本節のこれ以降の随伴表現に関する議論は抽象的であるが，それは表面的には，B.2節で後半の補足説明程度に用いる

だけである．］

ここで生成子の表現行列として，Ta の代わりに

[ad(Ta)]
c
b ≡ ifbac

で定義される行列 ad(Ta)を用いる，随伴表現 (adjoint representation)を導入する．このとき式 (88)により
ad(Ta)もまた式 (87)と同じ交換関係を満たすため，ad(Ta)も Lie代数の 1つの表現となる*48．
証明 式 (88)の左辺第 1項の 2つの f と第 2項の後ろの f を反対称性によって書き換え，第 3項を移項して

fcbdfdae − fcadfdbe = −fabdfcde

と書こう．両辺を i2 倍し ad(Ta)の定義を用いると

[ad(Tb)]
d

c [ad(Ta)]
e

d − [ad(Ta)]
d

c ad[(Tb)]
e

d = −ifabd[ad(Td)]
e

c ,

すなわち [ad(Ta), ad(Tb)]
e

c = ifabd[ad(Td)]
e

c を得る．

*47 一般にベクトル空間 V の任意の 2 個の要素 x, y ∈ V を要素 x × y ∈ V に対応付ける双線形・歪対称な写像 (演算) が，Jacobi

の恒等式
(x× (y × z)) + (y × (z × x)) + (z × (x× y)) = 0

を満たすとき，ベクトル空間 V はこの演算を演算積として Lie代数を構成するという [14, p.56]．
*48 構造定数は群の掛け算則 (したがって群の Lie 代数) から決まっていて全ての表現で同じであり，逆に構造定数は実質的に群の掛
け算則を規定しているから [2, p.139] [7, pp.79–80] [4, p.48]．
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［TaがN 次正方行列であるのに対し，ad(Ta)はN2次正方行列であることに注意すると，］随伴表現 ad(Ta)

での表現ベクトルは添字 aを持つ量 ϕa で，群 G = SU(N)の変換で

ϕ′b = exp[iθaad(Ta)]
c
b ϕc (89)

と変換する．このように ϕa を縦に並べた“ベクトル表示”を用いる代わりに，生成子の任意の表現行列 (Ta)
j
i

に対して，

(ϕ) ji =
dimG∑
a=1

ϕa(Ta)
j
i (90)

なる N ×N 行列 ϕを用いることもできる*49．そのような“行列記法”では，式 (89)の変換は

ϕ′ = UϕU†, U j
i ≡ [exp(iθaTa)]

j
i (91)

と書ける (ただし U における Ta は式 (90)で考えた表現行列 (Ta)
j
i )．

上式 (91)の証明 式 (90):ϕ = ϕaTa より式 (91)の左辺は

ϕ′ =ϕ′aTa = exp[iθbad(Tb)]
c

a ϕcTa

=

[
1 + iθbad(Tb) +

(iθbad(Tb))
2

2!
+ · · ·

] c

a

ϕcTa

=

[
δ c
a + iθb(ifabc) +

1

2!
(iθb)(iθb

′
)(ifabc′)(ifc′b′c) + · · ·

]
ϕcTa (92)

となる．他方，Baker-Hausdorffの公式

eYXe−Y = X + [Y,X] +
1

2!
[Y, [Y,X]] + · · ·

(X,Y は任意の行列)より式 (91)の右辺は

UϕU† = ϕ+ [iθbTb, ϕ] +
1

2!
[iθb

′
Tb′ , [iθ

bTb, ϕ]] + · · · (93)

と展開される．式 (90):ϕ = ϕaTa より式 (92),(93)それぞれの (最)右辺第 1項は等しい．そこで式 (92)における

n(≥ 1)次の項 (の n!倍)

[(iθbad(Tb))
n] c

a ϕcTa =(iθb1)(iθb2) · · · (iθbn)[ad(Tb1)]
c1

a [ad(Tb2)]
c2

c1 · · · [ad(Tbn)]
c

cn−1
ϕcTa

=(iθb1)(iθb2) · · · (iθbn)(ifab1c1)(ifc1b1c2) · · · (ifcn−1bnc)ϕcTa (94)

と，式 (93)における n(≥ 1)次の項 (の n!倍)

[iθbnTbn , · · · , [iθ
b2Tb2 , [iθ

b1Tb1 , ϕ]] · · · ] (95)

が一致していれば良い．このことを数学的帰納法にて証明しよう．n = 1のとき式 (94)は iθb · ifabcϕcTa である．

他方，式 (95)は
[iθbTb, ϕ] = iθbϕc[Tb, Tc] = iθbϕc · ifbcaTa = iθb · ifabcϕcTa

となるので，これらは一致する．次にある nに対して式 (94),(95)が等しいと仮定すると，式 (95)で n → n+ 1

と置き換えた量は

(iθb1) · · · (iθbn)(ifab1c1) · · · (ifcn−1bnc)ϕc × iθbn+1 [Tbn+1 , Ta]

=(iθb1) · · · (iθbn)(iθbn+1)(ifab1c1) · · · (ifcn−1bnc)(ifbbn+1a)ϕcTa (∵ [Tbn+1 , Ta] = ifbn+1abTb = ifbbn+1aTb)

=(iθb1) · · · (iθbn)(iθbn+1)(ifabn+1b)(ifab1c1) · · · (ifcn−1bnc) (∵ ダミー添字の入れ替え a↔ b)

と計算される．最右辺でさらにダミー添字の置き換え

bn+1 → b1 → b2 → · · · → bn → bn+1 : 巡回置換, b→ c1 → c2 → · · · → cn−1 → cn

を施せば，これは式 (94)で n→ n+ 1と置き換えた量に等しいことが判明する．以上より示された．

*49 ただし随伴表現ベクトル ϕa の添字の上下は区別しない：すなわち ϕa = ϕa, Ta = Ta．
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B.2 局所ゲージ変換 [2, pp.140–144]

ここまでは Dirac場の大局的位相変換を考えてきた．次に考えている場 φi(x)の大域的変換

φ′
i(x) = U j

i φj(x) = [exp(iθaTa)]
j
i φj(x)

を局所的位相変換
φ′
i(x) = U j

i (x)φj(x) = [exp(igθa(x)Ta)]
j
i φj(x) (96)

に一般化したとき (後の都合上，θa から結合定数 gをくくり出した)，理論のゲージ不変性を回復するには，極

小置換 (微分の共変微分への置き換え)により物質場と相互作用するN2− 1種類のゲージ場を導入すれば良い

ことを，本節と B.3節で説明する．これ以降，φi を縦に並べたベクトルを φ，U j
i を並べた行列を U = (U j

i )

と書く．

まず，点 xにおけるベクトル φi(x)を近接する点 x+ dxに平行移動したベクトル

φ∥i(x+ dx) = φi(x) + ig(Aµ)
j
i (x)φj(x)dx

µ (97)

を定義すると，これは点 x+dxでの変換行列U(x+dx)で変換するベクトルであって，右辺の行列Aµ = (Aµ)
j
i

は接続場と呼ばれる．

物理的には Aµ はゲージ場であり，Ta を基底として

(Aµ)
j
i (x) =

dimG∑
a=1

Aaµ(x)(Ta)
j
i (98)

と展開できる．これにより (G = SU(N)では) dimG = N2 − 1種類のゲージ場 Aaµ(x) (a = 1, · · · , N2 − 1)

が導入されたことになる．

さて，x+ dxにおけるベクトル φ(x+ dx), φ∥(x+ dx)は，したがってその差

φ(x+ dx)− φ∥(x+ dx) =(∂µφ(x)− igAµ(x)φ(x))dxµ

≡Dµφ(x)dx
µ (99)

は U(x+ dx)で変換する：

(Dµφ)
′(x)dxµ = U(x+ dx)Dµφ(x)dx

µ ≃ U(x)Dµφ(x)dx
µ, (dxの 1次まで)

∴ (Dµφ)
′(x) = U(x)Dµφ(x). (100)

実際，上式 (100):Dµ
′(Uφ) = UDµφが任意の場 φに対して成り立つためには

Dµ
′ = UDµU

−1

であれば良く［ただし右辺の Dµ は U−1 の右側の因子にも作用する］，これは

∂µ − igAµ′ =U(∂µ − igAµ)U−1

=∂µ + U∂µU
−1 − igUAµU−1

［ただし最右辺第 2項 U∂µU
−1 の ∂µ はすぐ右隣の U−1 のみに作用する］よりゲージ場が

Aµ → Aµ
′ =

i

g
U∂µU

−1 + UAµU
−1 (101)

と変換することを意味する．物質場とゲージ場の変換 (96),(101)を合わせて局所ゲージ変換と呼ぶ．
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図 70 2つの無限小の経路

note [14, pp.30–35] [15, pp.140–144] [16, pp.27–37]

曲がった空間においてベクトル V µ(x)を位置 x+ dxに平行移動したベクトル

V µ∥ (x+ dx) = V µ(x)− Γµνρ(x)V
ρ(x)dxν

と，式 (97) を比較すると，(Aµ)
j
i は接続係数 (Christoffel 記号) Γµνρ に対応していることが見て取

れる．

位置 x+ dxにもとからあるベクトル V µ(x+ dx)との差

V µ(x+ dx)− V µ∥ (x+ dx) =V µ(x+ dx)− {V µ(x)− ΓµνρV
ρdxν}

=(∂νV
µ + ΓµνρV

ρ)dxν

≡(∇νV µ)dxν

がベクトルとして変換するのと同様，平行移動した場との差 (99)も U(x+dx)によって“ベクトル”と

して変換するように，式 (97)で導入した接続場 Aµ の変換則 (101)を決定できる．場の平行移動 (97)

の意味はこの中に含まれている．

上式の最右辺 (∇νV µ)dxν を式 (99)の最右辺 (の第 i成分) Dνφi(x)dx
ν と比較すると，ここで定義し

た共変微分 Dν は通常のテンソルの共変微分 ∇ν に対応していることが分かる．

次に場の強さ Fµν(x)を導入しよう．それは数学的には曲率テンソルと呼ばれ，場 φ(x)を図 70の 2つの経

路に沿って平行移動した結果の差
∆φ(x) = [Dµ, Dν ]φ(x)dx

µdyν (102)

(文字定義と導出は下記)において

Fµν ≡
i

g
[Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ] (103)

で定義される (第 2の等号の確認は下記)．このように交換子 [Dµ, Dν ]は見かけと違って，もはや微分演算子

ではない［行列 Aµ, Aν は交換しないことにも注意］．

note これは曲がった空間の曲率テンソル R··· が，ベクトルの平行移動の経路による差，したがって共変微分

の順序による差と
[∇µ,∇ν ]V λ = RλρµνV

ρ

のように関係することと比較される．
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また式 (103)は曲率テンソルの定義式

Rµνρσ ≡ ∂ρΓµνσ − ∂σΓµνρ + ΓµαρΓ
α
νσ − ΓµασΓ

α
νρ

に対応していることが見て取れる．� �
ここまでの曲がった空間の幾何学とゲージ理論の対応関係は次のようにまとめられる．

座標変換 ↔ ゲージ変換,

ベクトル V µ ↔ 物質場 φi,

接続 Γµνρ ↔ ゲージ場 (Aµ)
j
i ,

共変微分 ∇µ ↔ 共変微分 Dµ,

曲率 Rµνρσ ↔ 場の強さ (Fµν)
j
i .� �

式 (102)の導出 図 70の実線の経路に沿って場 φ(x)を点 x+ dxに移すと，式 (88)より

φ∥(x+ dx) = φ(x+ dx)−Dµ(x)φ(x)dx
µ (104)

が得られる［本稿では共変微分 Dµ(x)の引数を明示して計算を進める］．次いでこれを点 x+ dx+ dy

に移した結果は
φ

∥
∥ (x+ dx+ dy) = φ∥(x+ dx+ dy)−Dν(x+ dx)dyν

である (下付きの ∥ は線要素 dx に沿う，上付きの ∥ は線要素 dy に沿う平行移動を表す)．右辺に式

(104)を代入すると，

φ
∥

∥ (x+ dx+ dy) =φ(x+ dx+ dy)−Dµ(x+ dy)φ∥(x+ dy)dxµ −Dν(x+ dx)φ∥(x+ dx)dyν

+Dν(x+ dx)Dµ(x)φ(x)dx
µdyν (105)

と書き換えられる．他方，図 70の破線の経路に沿って場 φ(x)を点 x + dx + dy に移した結果は，式

(105)で置き換え dx↔ dy を行った式で与えられ，ダミー添字の入れ替え µ↔ ν も施せば

φ
∥

∥ (x+ dx+ dy) =φ(x+ dx+ dy)−Dµ(x+ dy)φ∥(x+ dy)dxµ −Dν(x+ dx)φ∥(x+ dx)dyν

+Dµ(x+ dy)Dν(x)φ(x)dx
µdyν

と書ける．よってこれらの差は

∆φ(x) ≡φ∥
∥(x+ dx+ dy)− φ ∥

∥ (x+ dx+ dy)

={Dµ(x+ dy)Dν(x)−Dν(x+ dx)Dµ(x)}φ(x)dxµdyν

となる．曲率にとって重要な微小量 dx,dy の 2次までの近似では，最右辺において共変微分の引数を

すべて xに置き換えて良いので，式 (102)を得る．

式 (103)の導出

DµDνφ =(∂µ − igAµ)(∂ν − igAν)φ
=∂µ∂νφ− ig(∂µAν)φ− ig{Aν∂µ +Aµ∂ν}φ+ (ig)2AµAνφ,

∴ [Dµ, Dν ]φ =− ig(∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ])φ

による．
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さて，平行移動した場 φ
∥
∥(x+ dx+ dy), φ

∥
∥ (x+ dx+ dy)は，したがってその差

∆φ(x) =
g

i
Fµν(x)φ(x)dx

µdyν

は U(x+ dx+ dy)で変換される：

(∆φ′)(x) = U(x+ dx+ dy)∆φ(x) ≃ U(x)∆φ(x), (dx,dy の 2次までの近似)

∴ F ′
µνφ

′ = F ′
µν(Uφ) = U(Fµνφ).

これが任意の場 φに対して成り立つことから，場の強さの変換則

F ′
µν = UFµνU

−1 (106)

が見出される．

ところで電磁場では，ポテンシャルから導かれる場の強さ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ は恒等式として，Maxwell

方程式の自明な組 εµνρσ∂νFρσ = 0を満たした．一般のゲージ場で，これに対応する式は

εµνρσDνFρσ ≡ εµνρσ(∂νFρσ − ig[Aν , Fρσ]) = 0 (107)

となる (導出は下記)．これは Bianchi (ビアンキ)恒等式と呼ばれ，Jacobi恒等式

[Dν , [Dρ, Dσ]] + [Dρ, [Dσ, Dν ]] + [Dσ, [Dν , Dρ]] = 0 i.e. εµνρσ[Dν , [Dρ, Dσ]] = 0 (108)

から導かれる．

Bianchi恒等式 (107)の導出

0 = εµνρσ[Dν , [Dρ, Dσ]] =
g

i
εµνρσ[Dν , Fρσ] =

g

i
εµνρσ[∂ν − igAν , Fρσ].

ところで Jacobi恒等式 (108)は演算子の関係である．そこで演算子が作用するベクトル φ (ないし行

列)を明記すると，上式最右辺において

[∂ν , Fρσ]φ = ∂ν(Fρσφ)− Fρσ∂νφ = (∂νFρσ)φ+ Fρσ∂νφ− Fρσ∂νφ = (∂νFρσ)φ

となるので，式 (107):
εµνρσ(∂νFρσ − ig[Aν , Fρσ]) = 0

を得る．

場の強さ Fµν もゲージ場 Aµ と同様，

(Fµν)
j
i =

dimG∑
a=1

F aµν(Ta)
j
i (109)

と展開される．式 (98),(109) は式 (90) と比較される式である．そこで変換則 (101),(106) を式 (91) と比べ

ると，F aµν は群 Gの随伴表現として変換するのに対し，ゲージ場 Aaµ 自身の変換則には付加的な項が伴って

いる．

ここで変換パラメータ θa(x)が無限小の場合を想定して，変換則 (96),(101)を θa(x)の 1次までの近似で

書き下しておこう．まず U(x) ≃ 1 + igθa(x)Ta より，物質場の変換則 (96)は

δφi(x) = igθa(x)(Ta)
j
i φj(x)
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となる．またゲージ場の変換則 (101)は，行列表記で

δAµ = ∂µ(θ
bTb) + ig[(θbTb), Aµ] (110)

となる．

上式 (110)の導出 式 (101)の第 1項は

i

g
U∂µU

−1 =
i

g
(1 + igθaTa){−ig(∂µθb)Tb} ≃ (∂µθ

b)Tb,

第 2項は
UAµU

−1 = (1 + igθaTa)Aµ(1− igθbTb) ≃ Aµ + ig[(θbTb), Aµ]

となることによる．

式 (110)を成分 Aaµ に対する変換則として書けば，

δAaµ = ∂µθ
a + gfabcA

b
µθ
c (111)

となる．

上式 (111)の導出 式 (110)に式 (98):Aµ = AcµTc を代入し，左から Ta を掛けると

(δAcµ)TaTc =(∂µθ
b)TaTb + igθbAcµTa[Tb, Tc]

=(∂µθ
b)TaTb − gfbcdθbAcµTaTd.

トレースをとると
δAaµ = ∂µθ

a − gfbcaθbAcµ = ∂µθ
a + gfabcA

b
µθ
c : (111).

式 (111)の右辺は Dµ = ∂µ − ig(AbµTb)の随伴表現

(Dµ)
ac = ∂µδ

ac − igAbµ[ad(Tb)]ac

による共変微分 (Dµ)
acθc となっている．

B.3 ゲージ不変なラグランジアン密度 [2, pp.144–145]

ゲージ場 Aµ と相互作用する物質場 φのラグランジアン密度は，自由な物質場のそれにおいて，微分の共変

微分への置き換え［極小置換］∂µ → Dµ を施して得られる：

Lmatter =

{
(Dµφ)

†Dµφ− V (φ†φ) スカラー場

ψ̄(iγµDµ −m)ψ Dirac場
(112)

実際，局所ゲージ変換 (96),(101)の下で物質場の共変微分Dµφは，式 (100)のように場 φと同様に変換され

るので，ラグランジアン密度 (112)はゲージ不変である．また局所ゲージ変換に際して，場の強さは式 (106)

に従って変換するから，ゲージ場のラグランジアン密度を

Lgauge field = −1

4
N−1Tr(FµνF

µν) (113)

244



とすると，これはゲージ不変である［トレースの巡回対称性に注意］．ここに N は行列 Ta の規格直交性を

Tr(TaTb) = Nδab と書いて定義される規格化因子であり，我々の定式化 (式 (86))では N = 1/2である．ラ

グランジアン密度 (113)は

Lgauge field

[
= −1

4
N−1F aµνF

bµνTr(TaTb)

]
= −1

4
F aµνF

aµν (114)

と書き換えられる．

ここで場の強さ Fµν の展開 (109)における成分 F aµν を具体的に調べると

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcA

b
µA

c
ν (115)

が見出される．

上式 (115)の導出 展開 (109):Fµν = F bµνTb から成分 F aµν をとり出すには，

N−1Tr(TaFµν) = N−1F bµνTr(TaTb) = F aµν

とすれば良い．そこでこの公式 F aµν = N−1Tr(TaFµν)に式 (103):

Fµν = (∂µA
b
ν − ∂νAbµ)Tb − igAbµAcν [Tb, Tc] = (∂µA

b
ν − ∂νAbµ)Tb + gfbcdA

b
µA

c
νTd

を代入すると，

F aµν =N−1
{
(∂µA

b
ν − ∂νAbµ)Tr(TaTb) + gfbcdA

b
µA

c
νTr(TaTd)

}
=∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfabcA

b
µA

c
ν : (115)

を得る．

note 構造定数 fabc の添字に関する完全反対称性から，反対称性

F aµν = −F aνµ

が従う．

一般には生成子 Ta は非可換なので，a種類目のゲージ場の強さ (115)における構造定数 fabc の項はゼロでな

く，ラグランジアン密度 (114)は Aµ の 3次と 4次の自己相互作用項を持つことになる (係数 g はこれらの項

を特徴付けるため，結合定数と呼ばれる)．この場合のゲージ理論を Yang-Mills理論という．

なお，ゲージ場は式 (101)のように変換するため，ゲージ不変性を破ることなくラグランジアン密度にゲー

ジ場の質量項
1

2
m2AaµA

aµ =
1

2
m2N−1Tr(AµA

µ)

を付け加えることはできないことに注意する．
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付録 C クォークの電弱相互作用

我々はこれまで，QCDと電弱理論を別々に論じてきた．QCDではラグランジアン密度 (36):

LQCD = Ψ̄f (i /D −mf )Ψ
f − 1

4
GiµνG

µν
i

を用いてクォークの強い相互作用を記述し，また電弱理論ではラグランジアン密度 (85):

L = LL + LB + LH + LLH,
LL = i(Ψ̄L

l /DΨL
l + ψ̄R

l /DψR
l + ψ̄R

νl
/DψR

νl
)

LB = −1

4
BµνB

µν − 1

4
WiµνW

µν
i

LH = (DµΦ)†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

LLH = −gl(Ψ̄L
l ψ

R
l Φ+Φ†ψ̄R

l Ψ
L
l )− gνl(Ψ̄L

l ψ
R
νl
Φ̃+ Φ̃†ψ̄R

l Ψ
L
l )

を用いてレプトンの電弱相互作用を記述した．(ここではグルーオン場 Aµi に対して定義したテンソル場 Gµνi

と区別するために，ゲージ場 Wµ
i に対する類似の量 Gµνi を Wµν

i と書き改めた．) しかしながら現実には，

クォークは強い力だけでなく弱い力も感じる．そこでクォークの電弱相互作用を扱うために，理論を拡張する

必要がある．その方法は既に見たレプトンの電弱理論の定式化と似たものになるので，結果だけを記そう [1,

pp.177–183]．

まずクォークのラグランジアン密度を，レプトンの項 LL と類似の形

Lq = Ψ̄L
qk
i /DΨL

qk
+ ψ̄R

uk
i /DψR

uk
+ ψ̄R

dk
i /DψR

dk
(116)

で与える．ただしここではクォークの香りを (u1, u2, u3) = (u, c, t), (d1, d2, d3) = (d, s, b) と表記しており，

例えば ψR
uk
は香り uk の右手型クォーク場，

ΨL
qk

=

(
ψL
uk

ψL
dk

)
は第 k 世代の左手型クォーク場の SU(2)2重項である．上式 (116)の Lq では世代 k = 1, 2, 3に関する和が含

意されている．また式 (116)各項の共変微分はそれぞれ順に

Dµ = ∂µ +
1

2
igτjW

µ
j +

1

6
ig′Bµ, Dµ = ∂µ +

2

3
ig′Bµ, Dµ = ∂µ −

1

3
ig′Bµ

で定義されており，これによりクォークのW±, Z0 ボゾン，光子との相互作用が導入される．QCDにおける

SU(3)変換に対しても不変な理論を得るには，これら各クォーク場の共変微分Dµ に付加的なグルーオンとの

結合項
1

2
igsλjA

µ
j

を含めれば良い．このときクォークのラグランジアン密度 (116)は LQCD における第 1項 Ψ̄f i /DΨf を含む

ことになる．

次にクォークに質量を与えるために，クォークを LLH と類似の形

LqH = −
[
GuijΨ̄

L
qiΦ̃ψ

R
uj

+GdijΨ̄
L
qiΦψ

R
dj

]
+ h.c.
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によってHiggs場と結合する．ここにGuij , G
d
ij は定係数，h.c.はHermite共役であり，世代の添字 i, j = 1, 2, 3

について和をとるものとする．系が自発的に対称性を破ると，LqH は LQCD における質量項 −mfΨ̄
fΨf を

生じる．

最後に LQCD における純粋なグルーオン場の項 − 1
4GiµνG

µν
i を含めてボゾン場のラグランジアン密度を

LB = −1

4
BµνB

µν − 1

4
WiµνW

µν
i −

1

4
GiµνG

µν
i

と再定義する．

以上より標準理論の完全なラグランジアン密度は� �
L = LL + Lq + LB + LH + LLH + LqH� �

で与えられる．
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