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「はしがき」より

本書では，古典力学に立脚して話を進めることにして，量子力学は一切用いない．

冒頭の2つの章で，古典力学と平衡統計力学のエッセンスをコンパクトにまとめた．

同時にそこで，以降の章を容易に読み進めることができるようにするため，

いくつかの事項については重点的に説明した．そして，第3章で，局所平衡状態

という概念を拠り所にして，ミクロな力学法則からマクロな流体力学的方程式が，

どのようにして導き出せるのかについて述べた．第4章では，ボルツマン方程式と

BBGKY階層性について記した．粒子間の相互作用ポテンシャルを剛体球

ポテンシャルというもっとも単純な場合に限定したので，読者にもすべての

数式の導出が容易にできるようになっている．

後半の第5章と第6章では，散逸の度合を表す輸送係数が，揺動カレント場の

相関関数の時間・空間の双方にわたる積分で表すことができるという，有名な

グリーン-久保公式の導出をメインテーマにすえた．ここで，第3章で説明した

流体力学的方程式をフルに用いる．途中，確率過程の考え方を説明し，確率微分

方程式を解いてみせる．揺動場の時間相関関数の計算を通じて，第2章で復習した

平衡統計力学の知識がしっかりと身についているかどうか読者を試す．また，

これらの計算の途中で，通常は量子力学で使われる，演算子とか関数の内積とか，

あるいは ∗や †といった記法が，意外にも，古典力学に基づいた非平衡統計力学を

記述するのに便利であることを示す．
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［3］解の一意性
方程式の「解の一意性」は信じるものであり，
正しい物理法則の解は一意的であると信じれば，
解の一意性を証明するための数学的議論に
こだわる必要はない．仮定は結果によって
正当化されるという，物理学で常套的に
用いられる“循環論法”が許容される背景にも
おそらく，物理の答えは 1 つであり，それ故，
上手くいけばそれで良いという信念がある．
そして，それで良いのである．
以上やや過激な書き方をしたが，
これが物理屋のスタンスというものである．

d𝑈

d𝑟
(𝜵の極座標表示より)

容器内Λでゼロ



問題［8］について， B ƴenard対流に関するノートを本稿末尾の付録に載せる．

(アルダー転移)

これが結晶化の原因と考えられている．



となると考えられる(§4.2の
d𝑓𝑡

d𝑡
= 0の導出を参照)．

はじめて

式(2.9):𝑍(mc) =
1

𝑁!
(𝛥𝐸の球殻体積)はℎ3𝑁の因子を除いて

同種粒子の補正をした状態数となっている．

正確には状態数は 𝑍(mc) =
1

𝑁!ℎ3𝑁
(𝛥𝐸の球殻体積)．

𝜇 mc (𝒑, 𝒒)を見分けのつく粒子の確率密度と見なせば，
𝑍(mc)における補正1/𝑁!を打ち消すために，状態(𝒑, 𝒒)に
系を見出す確率を𝟏/𝑁!𝑍(mc)としなければならない．

あるいは𝜇 mc (𝒑, 𝒒)を同種粒子系の確率密度と見なせば，
𝑁!個の点は同じ状態を表すから，そのうち1つの点(𝒑, 𝒒)

に系を見出す確率はやはり
1

𝑁!
×

𝟏

𝑍 mc である．

よって(𝒑, 𝒒)周りの体積d𝛤に系を見出す確率は

𝜇 mc 𝒑,𝒒 d𝛤 =
𝟏

𝑁! 𝑍 mc
×
d𝛤

ℎ3𝑁

であり，量子論的因子ℎ3𝑁は右辺において相殺するので，
最初から省略できる．
以上の事情はカノニカル分布に対しても当てはまる．

さもなくば大分配関数(2.15)は次元の異なる量の和である．

そこで因子ℎを用いたgc分布の式を書いておく．粒子数𝑁𝑟，
エネルギー𝐸𝑟を持つ微視状態𝑟の出現確率はgc分布

𝑝𝑟 =
1

𝛯
𝜆𝑁𝑟𝑒−𝛽𝐸𝑟 , 𝛯 = σ𝑁 𝜆

𝑁 σ𝑟 (𝑁𝑟=𝑁)
𝑒−𝛽𝐸𝑟 :大分配関数

で与えられる．粒子が互いに区別できれば，系を状態

𝑟 = (𝒑1,⋯ , 𝒒𝑛)に見出す確率は 𝑝𝑟 =
1

𝛯
𝜆𝑛𝑒−𝛽𝐸ℋ𝑛(𝒑1,⋯,𝒒𝑛),

𝛯 = σ𝑛 𝜆
𝑛 

d3𝑛𝑝d3𝑛𝑞

ℎ3𝑛
𝑒−𝛽𝐸ℋ𝑛(𝒑1,⋯,𝒒𝑛) となる．

同種粒子系では

𝑝𝑟 =
1

𝑛! 𝛯
𝜆𝑛𝑒−𝛽𝐸ℋ𝑛 𝒑1,⋯,𝒒𝑛 ,

𝛯 = 

𝑛

𝜆𝑛
1

𝑛!
න
d3𝑛𝑝d3𝑛𝑞

ℎ3𝑛
𝑒−𝛽𝐸ℋ𝑛 𝒑1,⋯,𝒒𝑛 : (2.15)′.

確率密度は 𝜇(gc)d𝛤 = 𝑝𝑟
d𝛤

ℎ3𝑛
から求まる．

※教科書では大きい分配関数を𝑍と書いている．

𝟏 𝜔 ≡ ቊ
1 𝜔が成立

0 それ以外



(= 𝑛! 𝜇𝑛
(gc)

)

を用い

以降

［その意味は式(2.18)の中に含まれている．

］

(2.18)

で求まる(与えられた(𝜇, 𝛽)に対して)［本稿次節で考察］．

具体例：

による平均は

［同じ状態を表す𝑛!個の
点にわたる平均］

これは𝑛 + 𝑚粒子系を(𝒑, 𝒒)1~𝑛+𝑚周りに見出す確率

ς𝑖=1
𝑛+𝑚 d3𝑝𝑖d

3𝑞𝑖 𝜇𝑛+𝑚
(gc)

(𝒑, 𝒒)1~𝑛+𝑚による𝑔𝑛(𝒑, 𝒒)1~𝑛の

平均となっている．(
𝑛+𝑚 !

𝑛!𝑚!
は𝑛 + 𝑚個の同種粒子から

𝑔𝑛(𝒑, 𝒒)1~𝑛に充てる𝑛個を選ぶ方法の数である．)

𝜇𝑛+𝑚
(gc)

は既に 𝑛 + 𝑚 !個の点が同じ状態を表すことを
考慮した確率分布だから，確かにこれは正確には
対称化された関数σ(𝑔𝑛)の平均と見なせる．



［グランド・ポテンシャルの式 𝑝𝑉 = 𝑘𝑇 ln 𝛯である．］

↑ gc分布による状態方程式の導出の復習 の導出

流体の描像で

壁からの圧力(の寄与) 𝜕𝛬(−𝑝𝒏d𝑆) ∙ 𝒒 = −𝑝𝛬 𝜵 ∙ 𝒒 d𝑉 = −3𝑝|𝛬|

(2.56)

(2.46) (導出は下記) 式(2.56)において微小な領域𝛬を選べば，式(2.46)に
おける壁からの圧力 𝑝や粒子数密度 𝜌は位置 𝒙での
局所的な値と見なせる．逆に式(2.46)を𝒙周りの微小
領域𝛬で体積積分すると，式(2.56)の和はその内部の
粒子に限定される．



ビリアル定理の導出

粒子系のハミルトニアン［式(1.13)］

ℋ𝑛 =

𝑘

1

2𝑚
𝒑𝑘

2 +
1

2


𝑘,𝑙(≠𝑘)

𝑈(|𝒒𝑘 − 𝒒𝑙|) +

𝑘

𝑈𝜕𝛬 (𝒒𝑘)

の微分

−
𝜕ℋ𝑛

𝜕𝑞𝑖𝛼
= − 

𝑗 ≠𝑖

𝜕

𝜕𝑞𝑖𝛼
𝑈 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 −

𝜕

𝜕𝑞𝑖𝛼
𝑈𝜕𝛬 𝒒𝑖

= 

𝑗 ≠𝑖

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 + 𝐹𝜕𝛬 𝛼 𝒒𝑖

は粒子𝑖に働く力である．gc分布による平均 ⋯ を用いたビリアルは

− 

𝑖

𝑞𝑖𝛽
𝜕ℋ𝑛

𝜕𝑞𝑖𝛼
= 

𝑖,𝑗 ≠𝑖

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝑞𝑖𝛽 + 

𝑖

𝐹𝜕𝛬 𝛼 𝒒𝑖 𝑞𝑖𝛽 . (2.51)

gc分布の式より，上式(2.51)左辺は− σ𝑖 𝑞𝑖𝛽
𝜕ℋ𝑛

𝜕𝑞𝑖𝛼
= −𝑘B𝑇𝛿𝛼𝛽 𝑛(𝛬) となる (演習問題 [10] )．

また［2体間の中心力に対して］作用・反作用の法則が成り立つので，式(2.51)の右辺第1項は



𝑖,𝑗 𝑖≠𝑗

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝑞𝑖𝛽 = 

𝑖,𝑗 𝑖≠𝑗

𝐹𝛼 𝒒𝑗 − 𝒒𝑖 𝑞𝑗𝛽 𝑖 ⟷ 𝑗

= − 

𝑖,𝑗 𝑖≠𝑗

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝑞𝑗𝛽

と書き換えられる．したがって［これは最左辺と最右辺の平均に等しいから］



𝑖,𝑗 𝑖≠𝑗

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝑞𝑖𝛽 =
1

2


𝑖,𝑗 𝑖≠𝑗

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 (𝑞𝑖𝛽 − 𝑞𝑗𝛽) .

最後に式(2.51)の右辺第2項は σ𝑖𝐹𝜕𝛬 𝛼 𝒒𝑖 𝑞𝑖𝛽 = −𝛿𝛼𝛽𝑝|𝛬|を与えるから (演習問題 [11] )，

式(2.56)を得る．［その式(2.46)との等価性については本稿で補足済み．］

ビリアル定理について

力𝐹𝑖 = −𝜕𝑈/𝜕𝑞𝑖と座標𝑞𝑖の積の平均をビリアルと呼ぶ．

力学で学ぶビリアル定理

2ത𝑇 =

𝑎

𝜕𝑈

𝜕𝒓𝑎
∙ 𝒓𝑎 (𝑇:運動エネルギー) (★)

(ランダウ=リフシッツ『力学』§10)の(⋯)は時間平均であるのに対し，ビリアル定理(2.46):
1

2


𝑖,𝑗

𝐹𝛼(𝒒𝑖 − 𝒒𝑗)(𝑞𝑖𝛽 − 𝑞𝑗𝛽)𝛿(𝒒𝑗 − 𝒙) = 𝛿𝛼𝛽(𝑝 − 𝑘B𝑇𝜌)

における ⋯ はgc分布による平均であることに注意する．

ビリアル定理(2.46)を理想気体に適用すると，左辺の粒子間力はゼロだから，
状態方程式 𝑝 = 𝑘B𝑇𝜌が再現される．
式(2.46)は圧力が理想気体の値と，粒子間相互作用の寄与を表す
付加的な項の和で与えられることを意味している．

なお力学におけるビリアル定理 (★)を理想気体に適用すると，

内部エネルギーの公式 𝐸 =
3

2
𝑝𝑉を導くことができる．実際，分子間力はゼロだから，

右辺のビリアルにおける𝑭𝑎 = −𝜕𝑈/𝜕𝒓𝑎には容器の壁からの力のみが含まれる．
そこで問題［11］と同様にビリアルを



𝑎

𝜕𝑈

𝜕𝒓𝑎
∙ 𝒓𝑎 → −න

𝜕𝛬

(−𝑝𝒏d𝑆) ∙ 𝒓 = 𝑝න
𝛬

𝜵 ∙ 𝒓 d𝑉 = 3𝑝𝑉

と評価できる (𝑉は容器の体積)．
また粒子間相互作用だけでなく，容器内部では壁からの力のポテンシャルもゼロだから，

式 (★)左辺のത𝑇は内部エネルギー𝐸に他ならない．よって𝐸 =
3

2
𝑝𝑉を得る． (中村伝『統計力学』問題Ⅲ.3)



［1—3］は平衡統計力学の復習



(参考) (2)のカノニカル集合におけるエネルギーの分散は，離散的な和で表現すれば

同様に問題［９］(1)の，グランド・カノニカル集合における粒子数の分散は





［10 ］,［ 11］→§2.5のノート

p.40 コラム ソノルミネッセンス
超音波を液体に照射すると，液体中の気泡が
発光する現象 (船のスクリューの腐食の原因)．
発光スペクトルは数万度の黒体輻射に近い．
⚫ 気泡の膨張・収縮は半径0.5~50μm
⚫ 発光パルスの周期は 50ps
であり (1μm = 10−6m, 1ps = 10−12s)，
このような［時間・空間スケールの］
現象を説明するには，熱力学・統計力学の適用
限界 (マクロな系・長時間後の熱平衡状態) を
超えた理論が必要である．



3 局所平衡状態と流体力学的方程式

マクロな流れがある状態でも，流体は局所的には平衡状態にあるものと仮定する．
本章では局所平衡状態を数式で表し，そこから流体力学的方程式を導出する．

§3.1 流体場と連続の方程式

𝒋0 𝒙, 𝑡 =

𝑖

1

𝑚
𝒑𝑖𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙

𝑗𝛼𝛽 𝒙, 𝑡 = 𝒋𝛼 𝛽 𝒙, 𝑡

=

𝑖

1

𝑚
𝑝𝑖𝛼𝑝𝑖𝛽𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙

= +
1

2


𝑖,𝑗

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝑞𝑖𝛽 − 𝑞𝑗𝛽 න
0

1

d휃 𝛿 휃𝒒𝑖 + 1 − 휃 𝒒𝑗 − 𝒙 𝛼, 𝛽 = 1,2,3

𝒋4 𝒙, 𝑡 =

𝑖

1

𝑚
𝒑𝑖

1

2𝑚
𝒑𝑖

2 +
1

2


𝑗 ≠𝑖

𝑈 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙

= +
1

2


𝑖,𝑗

1

2𝑚
𝒑𝑖 + 𝒑𝑗 ∙ 𝑭 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 න

0

1

d휃 𝛿 휃𝒒𝑖 + 1 − 휃 𝒒𝑗 − 𝒙

𝑛0 𝒙, 𝑡 =

𝑖

𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙 粒子数密度

𝑛𝛼 𝒙, 𝑡 =

𝑖

𝑝𝑖𝛼𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙 運動量密度，𝛼 = 1,2,3

𝑛4 𝒙, 𝑡 =

𝑖

1

2𝑚
𝒑𝑖

2 +
1

2


𝑗 ≠𝑖

𝑈 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙 エネルギー密度

⚫ 流体場 𝑛𝑘 𝒙, 𝑡 = 𝑛𝑘(𝒙; (𝒑(𝑡), 𝒒(𝑡)))

⚫ カレント場(流れの密度) 𝒋𝑘 𝒙, 𝑡

［𝒋𝛼 , 𝒋4は粒子の移流の寄与と，力(力積・仕事)の寄与の項から成っている(詳細は
下記におけるカレントの導出過程を参照)．傍線部の平均はビリアルである (→演習問題[6])．］

これらは［系が生成・消滅しない粒子から成ることを適切に表していることから
期待されるように，］局所的な保存則 (連続の式)

𝜕𝑛𝑘
𝜕𝑡

+ 𝜵 ∙ 𝒋𝑘 = 0

を自動的に満たす (証明は下記［容器の壁の影響は考えない］)．
このことから流れの密度 𝒋𝑘 𝒙, 𝑡 の表式が正当化される．

［右辺も引数𝑡依存性を明示すれば，例えば 𝑛0 𝒙, 𝑡 = σ𝑖 𝛿 𝒒𝑖(𝑡) − 𝒙 ．位置 𝒙は場の値を評価する
観測点の位置であるのに対し，粒子の位置 𝒒𝑖(𝑡)が場 𝑛0 𝒙, 𝑡 の時間依存性を担っている．これは
粒子の運動が密度分布の時間変化を引き起こすという，当然の事実を表している．］



(★)

演習問題

[1] (𝒋𝛼)𝛽≡ 𝑗𝛼𝛽の添字𝛼, 𝛽に関する対称性

𝐹𝛼 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 = −
d𝑈 𝑞

d𝑞

𝑞𝑖𝛼 − 𝑞𝑗𝛼

𝑞
による(𝑞 = |𝒒𝑖 − 𝒒𝑗|)．

(∵式(★))

(∗)

ここで上式(∗)最右辺{⋯ }部分は

=
1

2


𝑖,𝑗

𝑭𝑖𝑗 ∙
𝒑𝑖
𝑚

𝒙𝑖 − 𝒙𝑗 න
0

1

d휃 𝛿 휃𝒙𝑖 + 1 − 휃 𝒙𝑗 − 𝒙

=
1

2


𝑖,𝑗

𝑭𝑗𝑖 ∙
𝒑𝑗

𝑚
𝒙𝑗 − 𝒙𝑖 න

0

1

d휃 𝛿 휃𝒙𝑗 + 1 − 휃 𝒙𝑖 − 𝒙

= 𝑖 ↔ 𝑗

=
1

2


𝑖,𝑗

𝑭𝑖𝑗 ∙
𝒑𝑗

𝑚
𝒙𝑖 − 𝒙𝑗 න

0

1

d휃′ 𝛿 휃′𝒙𝑖 + 1 − 휃′ 𝒙𝑗 − 𝒙

= 𝑭𝑗𝑖 = −𝑭𝑖𝑗 , 휃
′ = 1 − 휃

と書き換えられるので，上式(∗)における運動量は

𝒑𝑖 →
1

2
(𝒑𝑖 + 𝒑𝑗)

と対称化できる．
以上より𝑛4と𝒋4は連続の式を満たす．



𝛽𝑘(下記)が一定となる
実際のスケール

gc分布

セル

𝑛4(𝒑𝑖 −𝑚𝒗, 𝒒𝑖)𝛥𝑉

𝛥𝑉
(𝑍の式(2.15)で置き換え𝒑𝑖 → 𝒑𝑖 −𝑚𝒗も行う)

ただし 𝛽0 ≡ − log 𝜆 +
1

2
𝛽𝑚𝒗2, 𝛽𝛼 ≡ −𝛽𝑣𝛼 , 𝛽4 ≡ 𝛽

(3.24)

(導出は問題[3]) ［第2の等号で規格化定数𝑍を再定義した．
時刻𝑡 = 0を考え𝑡依存性は省略 (時間変化は§3.3で導入)．］

𝑛 = න
𝛬

𝑛0d
3𝑥

(0.1mm)

(上図の値に対して)

上式(∗)について，実際 𝜌が目立った空間変化を

するスケールは 𝛿 =
𝜌

|𝜵𝜌|
と表される．(これは𝜌が

自分自身程度変化するのに要する距離の目安と
なっている．)

確率密度(3.24)について

領域𝛬を容器全体ではなく，個々のセルに限定
した場合の確率密度もまた，同じ式で表される
と考えられる (再定義した𝛬に対して)．
と言うのも，セルの表面には粒子の出入りが
あり，またセルの体積は一定で，その内部では
局所的に温度と化学ポテンシャル(𝛽, 𝜆)が一定と
見なせるのでgc分布を適用できる．

(∗)

= 𝒙

𝑃𝜀({𝑛𝑘(𝒙)}) =
1

𝑍𝜀
exp −

𝑘=0

4

න
𝛬𝜀

𝑑3 𝑥𝛽𝑘 휀𝒙 𝑛𝑘 𝒙 (3.27)

(𝛬𝜀は容器𝛬を1/휀3倍に拡大した領域)



휀が小さい局所平衡状態では，比 (ミクロな時間スケール)/(マクロな時間スケール)も小さい(p.52)．
휀の定義より数密度の勾配は 𝜵𝜌 ~휀であり，このとき時間変化率も𝜕𝜌/𝜕𝑡~휀となる(p.54)．

理由
系が初期時刻 𝑡 = 0で局所平衡状態にあったとし，その分布(3.27)による平均を ⋯ 0で表す．保存則

𝜕

𝜕𝑡
𝑛𝑘(𝒙, 𝑡) 0 + 𝜵𝑥 ∙ 𝒋𝑘 𝒙, 𝑡 0 = 0 (𝑘 = 0,⋯ , 4)

に数密度 𝜌 = 𝑛0 0［式(3.34)］を代入［し，𝜵 ∙ 𝒋 = 𝜵 ∙ (𝜌𝒗)~휀 (式(3.38))と］すれば 𝜕𝜌/𝜕𝑡~휀．

𝜕𝜌/𝜕𝑡~휀によるマクロな時間変化が現れる時間尺度［𝑇 =
𝜌

|𝜕𝜌/𝜕𝑡|
］~

1

𝜀
は長いから，휀以下の誤差を無視

する近似で，𝑡 = 0に局所平衡状態にあった系は，しばらくは式(3.27)の形の分布を保つと考えて良く，
単にパラメータ𝛽𝑘が時間的に変化していく：

𝑃𝜀 𝑛𝑘 𝒙, 𝑡 =
1

𝑍𝜀
exp −

𝑘=0

4

න
𝛬𝜀

𝑑3𝑥𝛽𝑘 휀𝒙, 휀𝑡 𝑛𝑘 𝒙, 𝑡 + 𝑂 휀 . 3.30

この近似の下では，分布(3.30)の第1項による平均 ⋯ 𝑡 を用いて

𝑛𝑘(𝒙, 𝑡) 0 = 𝑛𝑘(𝒙) 𝑡, 𝒋𝑘(𝒙, 𝑡) 0 = 𝒋𝑘(𝒙) 𝑡.
［ところで (𝑂(휀)を除く) 分布(3.30)はパラメータ 𝛽𝑘 𝒙, 𝑡 で指定される．これは 𝜌 𝒙, 𝑡 , 𝛽 𝒙, 𝑡 , 𝑣 𝒙, 𝑡 を
指定することと同等である (式(3.34): 𝑛0 = 𝜌,式(3.23):𝛽4 = 𝛽,式(3.35): 𝑛𝛼 = 𝑚𝜌𝑣𝛼を見よ)．そこで
⋯ 𝑡 → ⋯ 𝜌,𝛽,𝑣 と改めて良い．］

補足部分［⋯⋯］の関連 (p.53)

平衡状態 𝛽, 𝜆 ↔ 𝜌, 𝑢 (式(2.38))

局所平衡状態 𝛽𝑘 ↔ 𝜌,𝑚𝜌𝒗, 𝑢

各粒子の運動量 𝒑𝑖 の平均流速による寄与𝑚𝒗からのズレ 𝒑𝑖 = 𝒑𝑖 −𝑚𝒗(𝒙𝑖 , 𝑡)に対して

𝑝𝑖𝛼 𝜌,𝛽,𝑣 = 0, 理に適っている

𝑝𝑖𝛼 𝑝𝑗𝛾 𝜌,𝛽,𝑣
= 𝑚𝑘B𝑇𝛿𝑖𝑗𝛿𝛼𝛾 エネルギー等分配則 ［ 𝑝𝑖𝛼

2/2𝑚 = 𝑘B𝑇/2］

が成り立つ (演習問題[4])．［熱とは (局所的な) 流体静止系で見た分子の運動エネルギー 𝑝𝑖𝛼
2/2𝑚 の和

であり，平均速度𝒗での流体全体としての並進運動は温度𝑇に寄与しない．］

§3.3 オイラー方程式

(3.33)

平均値(3.33)の導出では分布(3.30)よりもむしろ，基のgc分布(2.14)に戻って計算を行うことになる．
教科書では最初 ⋯ 𝜌,𝛽,𝑣 を，一様な定常流の下での平衡状態に対する平均と定義している．しかし

局所平衡状態への一般化

𝜌 → 𝜌 𝒙, 𝑡 , 𝛽 → 𝛽 𝒙, 𝑡 , 𝑣 → 𝑣 𝒙, 𝑡
(p.56) を行っても，式(3.33)はそのまま成り立つ (演習問題[4]の箇所で考察)．

式(3.33)を用いると，§3.1で導入した粒子系の密度𝑛𝑘とカレント𝒋𝑘の平均は

𝑛0 𝜌,𝛽,𝑣 = 𝜌

𝑛𝛼 𝜌,𝛽,𝑣 = 𝜌𝑚𝑣𝛼

𝑛4 𝜌,𝛽,𝑣 = 𝑒 ≡ 𝑢 + 𝜌
1

2
𝑚𝒗2 𝑢:内部エネルギー

𝒋0 𝜌,𝛽,𝑣 = 𝜌𝒗

𝑗𝛼𝛽 𝜌,𝛽,𝑣
= 𝜌𝑚𝑣𝛼𝑣𝛽 + 𝛿𝛼𝛽𝑝

𝒋4 𝜌,𝛽,𝑣 = 𝑒 + 𝑝 𝒗

と計算される (演習問題[5],[6]， 𝑗𝛼𝛽 , 𝒋4 のビリアル部分にはビリアル定理を適用)．

［この結果について，本稿次節で補足．］



これらを連続の式 𝜕𝑡 𝑛𝑘 𝜌,𝛽,𝑣 + 𝜵 ∙ 𝒋𝑘 𝜌,𝛽,𝑣 = 0に代入すると，流体力学的方程式

𝑘 = 0 ∶ 𝜕𝑡𝜌 + 𝜵 ∙ 𝜌𝒗 = 0 粒子数保存

𝑘 = 𝛼 = 1,2,3 ∶ 𝜕𝑡𝑣𝛼 + 𝑣𝛽𝜕𝛽 𝑣𝛼 = −
1

𝑚𝜌
𝜕𝛼𝑝 運動方程式 Euler方程式

𝑘 = 4 ∶ 𝜕𝑡𝑒 + 𝜵 ∙ (𝑒 + 𝑝)𝒗 = 0 エネルギー保存

(3.42)

が得られる．それ故，휀 → 0の極限を流体力学的極限と呼ぶ (§3.2)．
Euler方程式は可逆であり (置き換え 𝑡 → −𝑡, 𝒗 → −𝒗に対して不変)，非可逆性をもたらす粘性項は，
分布(3.30)において無視した𝑂(휀)の項の寄与から得られる［§3.4］．

§3.3について

流体が常に局所平衡状態にあると仮定して完全流体の基礎方程式を導くだけならば，
スケール・パラメータ 휀に関する議論を省略して，第3章全体を次のように簡略化できる．
まず流体の保存量と対応するカレントが

粒子数 𝜌, 𝜌𝒗

運動量 𝑚𝜌𝑣𝛼 , 𝑚𝜌𝑣𝛼𝑣𝛽 + 𝛿𝛼𝛽𝑝

エネルギー 𝑒 = 𝑢 +
1

2
𝑚𝜌𝒗2, 𝑒 + 𝑝 𝒗

(∗)

(𝛼, 𝛽 = 1,2,3) と表されることは，あらかじめ期待されることである．これを連続の式に代入すると，
完全流体の基礎方程式

𝜕𝑡𝜌 + 𝜵 ∙ 𝜌𝒗 = 0, 𝜕𝑡𝑣𝛼 + 𝑣𝛽𝜕𝛽 𝑣𝛼 = −
1

𝑚𝜌
𝜕𝛼𝑝, 𝜕𝑡𝑒 + 𝜵 ∙ 𝑒 + 𝑝 𝒗 = 0 (∗∗)

が導かれる．第3章の非自明な主張は，局所平衡分布𝑃 𝒑 𝑡 , 𝒒 𝑡 = 𝑃({𝑛𝑘(𝒙, 𝑡)})を用いて粒子系の
個数・運動量・エネルギーの密度

𝑛0 =

𝑖

𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙 , 𝑛𝛼 =

𝑖

𝑝𝑖𝛼𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙 , 𝑛4 =

𝑖

𝒑𝑖
2

2𝑚
+
1

2


𝑗 ≠𝑖

𝑈 𝒒𝑖 − 𝒒𝑗 𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙

と対応するカレント 𝑗0 = σ𝑖 𝒗𝑖 𝛿 𝒒𝑖 − 𝒙 , etc.の平均 𝑛𝑘 , 𝒋𝑘 を計算すると，上式(∗)が再現される
ことである (次いで流体方程式(∗∗)を導くには，それを連続の式 𝜕𝑡 𝑛𝑘 + 𝜵 ∙ 𝒋𝑘 = 0 (自動的に成立)
に代入すれば良い)．その際，分布 𝑃({𝑛𝑘})の表式(3.24)を導いておくこと (§3.2) すら必要ではない．
式(3.33)の導出に関して本稿で指摘したように，実際には等価的にgc分布 (第2章) を用いて計算を行う
からである．
流体が常に局所平衡状態にあるという仮定の下では，粘性項は得られない．

Euler方程式(3.42)⇔(3.46)は，質量保存則の下で，
運動方程式と運動量保存則が等価であることを
意味している．

密度 𝑛𝑘 と粒子数流束 𝒋0 の表式は理に適っており，また運動量・エネルギーの流束 𝑗𝛼𝛽 , 𝒋4 は

移流 (拡散) 項と力の寄与の項から成っていることが見て取れる．運動量流束 𝜌𝑚𝑣𝛼𝑣𝛽 と応力 𝛿𝛼𝛽𝑝を

合わせた 𝑗𝛼𝛽 全体は運動量流束とも応力テンソルとも見なされる (いずれも運動量変化の原因)．

𝒋4 = 𝑒 + 𝑝 𝒗における圧力 𝑝はポテンシャルと見なせるので (その勾配−𝜵𝑝が力を与えるから)，
𝑒 + 𝑝 をエネルギー密度と見なせる．単位体積の流体のエネルギー変化への寄与−𝜵 ∙ (𝑝𝒗)は，力の
仕事率−(𝜵𝑝) ∙ 𝒗と圧力にされる仕事−𝑝𝜵 ∙ 𝒗に分けられる (𝜵 ∙ 𝒗は体積変化)．
関連：ランダウ=リフシッツ『場の古典論』§35．





局所平衡状態への一般化
𝜌 → 𝜌 𝒙, 𝑡 , 𝛽 → 𝛽 𝒙, 𝑡 , 𝑣 → 𝑣 𝒙, 𝑡 を行っても，
ここでの結果(3.33)を流用できる(p.56) のは，
𝜌, 𝛽, 𝑣を一定と見なせる微小な各セルに対しても
gc分布が，したがって演習問題[4]の計算が成立
するためと考えられる (gc分布の範囲 𝛬をセルに
限定できることについては§3.2のノートを参照．)
このとき式(3.33)右辺の 𝑇は注目しているセルでの
温度となる．

なお一見すると一般化 𝜌 → 𝜌 𝒙, 𝑡 , etc.が可能なのは，
平均値(3.33)の計算では運動量空間の積分の評価が
重要であるためと考えられそうである．しかし
gc分布

𝜇𝑛
gc
(𝒑, 𝒒) =

1

𝑛! 𝑍
𝜆𝑛𝑒−𝛽ℋ𝑛(𝒑,𝒒)

に，粒子の位置𝒒とは無関係に勝手に選んだ観測点
𝒙での値 𝛽 𝒙, 𝑡 , 𝜆 𝒙, 𝑡 , 𝒑𝑖 = 𝒑𝑖 −𝑚𝒗(𝒙, 𝑡)を代入した
分布は明らかに意味を成さない (その意味を定義
できない)．



(Liouvilleの定理(§4.2)と同様の証明方法)

Note: 「粘性係数𝜇, 휁と熱伝導係数𝜅をまとめて
輸送係数ということもある」(p.63)．
［粘性力・熱伝導がミクロには運動量・
エネルギーの拡散であることを想起する．］

p.65 コラム 統計力学と流体力学とのはざま
Euler方程式に対する補正の第1段階にすぎない
Navier-Stokes方程式が，なぜ実際の流体をよく
記述できるのか，という問題は未解決．
この問題の本質的な難しさは，可逆な力学方程式
から非可逆な流体力学的方程式を導く点にある．



4 ボルツマン方程式と階層性

⚫ 低密度極限 Boltzmann方程式
→熱平衡分布への接近を記述

⚫ 一般的な場合→ BBGKY階層性

§4.1 1粒子分布関数

⚫ 本章では剛体球系 (共通の質量𝑚) を考える．
⚫ 相関：一方の粒子の状態が違えば，他方の

粒子の状態も違ったものになるという因果関係
➢ 衝突した2粒子には強い相関が生じる

(一方が左に飛び去れば，他方は右へ飛び去る)

1. 初期 𝑡 = 0に全ての粒子間に
相関がないとする (分子カオス)

2. 低密度，短時間では1度衝突した2粒子は
2度と衝突しない (一期一会)

↓
衝突前の2粒子はどれも互いに無相関，
1粒子分布関数 𝑓𝑡(𝒗, 𝒙)のみで記述できる．
𝑓𝑡(𝒗, 𝒙)：𝜇空間の位置(𝒗, 𝒙)に粒子を見出す

確率密度

証明全体は
本稿の付録を参照



§ 4.3 ボルツマン方程式

• 外力の作用を受けない
• 直径 aの N 個の剛体球 (質量は共通)から成る

粒子系に対して，

• 粒子は希薄で，衝突前の 2粒子はどれも無相関

である場合を考える．1粒子関数 ft(v,x)は式 (4.21):(∂t + v ·∇x)ft = 0の右辺を，衝突による単位時間の

ft の変化量
(

∂
∂tft

)
衝突
に置き換えた Boltzmann方程式(

∂

∂t
+ v ·∇x

)
ft =

(
∂

∂t
ft

)
衝突

を満たし［本稿次節で補足］，衝突項は(
∂

∂t
ft

)
衝突

= Na2
∫

d3v1

∫
{w·(v−v1)≥0}

d2ww · (v − v1)

×[ft(v
′,x)ft(v1

′,x+ aw)− ft(v,x)ft(v1,x+ aw)] (1)

と評価される．

衝突項 (1)の導出

図 2の記号を用いると，衝突による ft(v,x)の減少率は

Na2
∫

d3v1

∫
{w·(v−v1)≥0}

d2ww · (v − v1)ft(v,x)ft(v1,x+ aw) (4.23)

と表される［本稿次節を参照］．次に逆の衝突 (v′,v1
′) → (v,v1)による ft(v,x)の増加率を考える．再び衝

突時に粒子 0 (速度 v′ → v)の中心から粒子 1 (速度 v1
′ → v1)の中心に向かう単位ベクトルを w と書くと，

衝突後の速度は

v(v′,v1
′,w) =v′ − [(v′ − v1

′) ·w]w,

v1(v
′,v1

′,w) =v1
′ + [(v′ − v1

′) ·w]w (4.24)

と表される．求める増加率は，この v(v′,v1
′,w)がちょうど考えている (ft を評価している)値 v であるとい

う条件下での積分

Na2
∫

d3v′
∫

d3v1
′
∫
{w·(v′−v1

′)≥0}
d2ww · (v′ − v1

′)δ(v − v(v′,v1
′,w))ft(v

′,x)ft(v1
′,x+ aw)

(4.25)

=Na2
∫

d3v1

∫
{w·(v−v1)≥0}

d2ww · (v − v1)ft(v
′,x)ft(v1

′,x+ aw) (4.26)

で与えられる［本稿次節を参照］．Boltzmann方程式の衝突項 (1)は，(式 (4.26))－ (式 (4.23))として得ら

れる．

Boltzmann方程式の，剛体球系に限らない一般的な導出� �
付録 B参照．(剛体球系には特有の難しさがある．)� �



§ 4.3について

■衝突項の導入 Euler的な見方を経由して，手堅く議論を進める．Liouvilleの定理より，衝突がなければ分

布関数は物質微分 Dft/Dt = 0を満たす．これを Euler的な表現

∂ft
∂t

= −v ·∇xft

に移行すると，位相空間に固定した単位体積中の粒子数が，移流によって単位時間に上式だけ変化することに

なる．衝突がある場合には，粒子数の変化に対する寄与として，右辺の移流項に衝突項 (∂ft/∂t)衝突 を加えて

Boltzmann方程式 (
∂

∂t
+ v ·∇x

)
ft =

(
∂

∂t
ft

)
衝突

とすれば良い．これは改めて Lagrange的な見方に戻れば，結果的に Dft/Dt = (∂ft/∂t)衝突 と書ける．

■衝突項への外力の寄与 粒子に外力が働かない場合が考えられている．外力がある場合にも，Boltzmann

方程式の衝突項を評価する際には，外力による粒子の微小時間内の速度変化を無視できる (付録 B.1参照)．

■衝突後の速度 (4.22) 式 (4.22):v′ = v − [(v − v1) ·w]w は図 1のような，直径 aの同質量の剛体球の完

全弾性衝突において，単位ベクトル w 方向の速度成分が交換されることを意味している (§ 1.2 の式 (1.11)

参照)．

■単位時間の衝突による ft(v,x)の減少量 (4.23) N 粒子系に対して，時刻 tで µ空間の体積素 d3vd3xに

含まれる粒子数を Nft(v,x)d
3vd3xと書いたときの ft(v,x)を 1粒子分布関数と呼ぶ (§ 4.1)．この定義に

より ft(v,x)は µ空間の確率密度となる．

ここでは「衝突による ft(v,x) の減少率」の代わりに，µ 空間の体積素 d3vd3x に含まれる粒子数

Nft(v,x)d
3vd3xの単位時間における衝突による減少量を考える．これを求めるには

図 1 粒子の衝突の様子 (図 4.2(p.73)を改変)



• 時刻 tから単位時間が経つ間に

• 位置 xを中心とする体積素 d3xの中で

• v 周りの範囲 d3v に速度を持つ粒子 0が

• v1 周りの範囲 d3v1 に速度を持つ粒子 1と

• 立体角 d2w に含まれる方向 w を成して

衝突する回数を調べる必要がある．体積素 d3xに含まれ，v 周りの範囲 d3v に速度を持つ粒子 0の個数は

Nft(v,x)d
3vd3x

である．このうちの 1個に注目し，これと単位時間に，立体角 d2wに含まれる方向wを成して衝突する，v1

周りの範囲 d3v1 に速度を持つ粒子 1の個数を数えよう．それには衝突の瞬間，粒子 0の中心は正確に位置 x

にあると考えて評価すれば良い．

「いま仮想的に粒子 0を止めて考えることにする」(p.74，l.9)というのは，粒子 0固定系に移ることを意味

する．このとき図 2のように衝突の瞬間に，空間に固定された点 xは原点に一致し，

• 粒子 1の中心

• 空間に固定された点 x+ aw

は原点を中心とする半径 aの球面上に接触する．

図 2の斜柱の体積 a2d2ww · (v − v1)に含まれる，v1 周りの範囲 d3v1 に速度を持つ粒子 1の個数は

Nft(v1,x+ aw)× {a2d2ww · (v − v1)} × d3v1

なので，求める粒子 1の個数，あるいは衝突の回数は

[Nft(v,x)d
3vd3x]× [Nft(v1,x+ aw)× {a2d2ww · (v − v1)} × d3v1]

=N2a2d3v1d
2ww · (v − v1)ft(v,x)ft(v1,x+ aw)× d3vd3x (2)

となる．ここで「2つの粒子は衝突前には無相関」(p.75，l.7)であることを用いた．さらに

図 2 粒子 0固定系で見た衝突までの様子 (図 4.3(p.74)を改変)



• 粒子数密度が十分小さく，また単位時間として十分短い時間を考えているため，
2粒子の衝突は第 3の粒子に妨げられないものとし，

• 衝突後の粒子 0の速度 v′ が d3v の範囲に残ってしまう場合を無視すると，

上式 (2) は上記の衝突による単位時間の Nft(v,x)d
3vd3x の減少量になる．よって単位時間の衝突による

Nft(v,x)∆
3v∆3xの減少量は

N2a2
∫

d3v1

∫
{w·(v−v1)≥0}

d2ww · (v − v1)ft(v,x)ft(v1,x+ aw)×∆3v∆3x

となる (積分変数と区別するため，d3vd3xを ∆3v∆3xと改めた)．これを N∆3v∆3xで割ることにより，単

位時間の衝突による ft(v,x)の減少量の式 (4.23)を得る．

■単位時間の衝突による ft(v,x)の増加量 (4.26)

• 時刻 tから単位時間が経つ間に

• 位置 xを中心とする体積素 ∆3xの中で

• v′ 周りの範囲 d3v′ に速度を持つ粒子 0′ が

• v1
′ 周りの範囲 d3v1

′ に速度を持つ粒子 1′ と

• 立体角 d2w に含まれる方向 w を成して

衝突する回数を考える．図 4.2(p.73)の衝突から図 4.4(p.75)の衝突への読み替えに対応して式 (2)の記号を

改めることにより，そのような衝突の回数は

N2a2d3v1
′d2ww · (v′ − v1

′)ft(v
′,x)ft(v1

′,x+ aw)d3v′∆3x

となる．式 (4.25)では，このうち粒子 0′ の衝突後の速度 v(v′,v1
′,w)が v 周りの範囲 ∆3v に含まれるよう

な衝突が

[N2a2d3v1
′d2ww · (v′ − v1

′)ft(v
′,x)ft(v1

′,x+ aw)d3v′∆3x]× δ(v − v(v′,v1
′,w))∆3v

で与えられると見ていることになる*1．

「(4.24)にしたがって (v′,v1
′) → (v,v1)と変数変換を行う」(p.76)について，w 方向を x軸とする座標系

の成分を用いて考える．このとき式 (4.24)は (式 (4.24)自体を見ずとも分かるように)変数変換が

(vx
′, vy

′, vz
′, v1x

′, v1y
′, v1z

′)

→ (vx, vy, vz, v1x, v1y, v1z) = (v1x
′, vy

′, vz
′, vx

′, v1y
′, v1z

′)

であることを意味するから，Jacobianは −1であり，新しい積分領域は (v,v1)空間全体 (と w の全立体角)

である．

*1 ここで δ(v − v(v′,v1
′,w))∆3v は無次元量である．



よって単位時間の衝突による Nft(v,x)∆
3v∆3xの増加量は

N2a2
∫

d3v′
∫

d3v1
′
∫
{w·(v′−v1

′)≥0}
d2ww · (v′ − v1

′)ft(v
′,x)ft(v1

′,x+ aw)δ(v − v(v′,v1
′,w))∆3v∆3x

=N2a2
∫

d3v

∫
d3v1

∫
{w·(v−v1)≤0}

d2w{−w · (v − v1)}ft(v′,x)ft(v1
′,x+ aw)δ(v − v(v′,v1

′,w))∆3v∆3x

(∵ (v′ − v1
′) ·w = −(v − v1) ·w)

=N2a2
∫

d3v1

∫
{w·(v−v1)≤0}

d2w{−w · (v − v1)}ft(v′,x)ft(v1
′,x+ aw)∆3v∆3x

=N2a2
∫

d3v1

∫
{w·(v−v1)≥0}

d2ww · (v − v1)ft(v
′,x)ft(v1

′,x+ aw)∆3v∆3x

(変数変換 w → −w)

となる．これを N∆3v∆3xで割ることにより，単位時間の衝突による ft(v,x)の増加量の式 (4.26)を得る．



BBGKY階層性については本稿の付録で改めて(自己充足的に)まとめ，§4.4は簡単なノートで済ませることにする．





§ 4.5 低密度極限

熱力学的極限あるいは流体力学的極限として，
容積を |𝛬| → ∞とする代わりに |𝛬|を一定に保ち，
粒子サイズ 𝑎′ ≡ 휀𝑎を 휀 → 0により 𝑎 → 0とする
ことを考える．このとき［数密度ではなく，容器
に占める粒子の体積 (~𝑎3𝑁)を一定に保つには，］
粒子数は

𝑁 =
𝑁′

휀3
に従って増大しなければならない．
すると粒子の平均自由行程

𝑙𝜀 =
1

𝜋𝑎2 × (𝑁/|𝛬|)
=

|𝛬|

𝜋𝑎2𝑁
=

|𝛬|

𝜋(𝑎′)2𝑁′
휀

は 휀 → 0の極限でゼロになってしまう．
これは衝突が頻繁に起こることを意味するため，
Boltzmann 方程式ではこのような極限を正しく
表現できない．

これに対して Boltzmann 方程式を用いて正しく
記述できる極限は，平均自由行程を，従って
平均自由行程における 𝑎2𝑁を一定に保ちながら
𝑎 → 0,𝑁 → ∞として得られる極限である．
これは低密度極限あるいはボルツマン-グラード
(Boltzmann-Grad)極限と呼ばれる．

§ 4.5について

■平均自由行程(4.51)について

下図より，剛体球は底面の半径が𝑎/2ではなく，
𝑎の円筒に中心が含まれる剛体球と衝突する．

よって長さ𝑙あたりの個数 𝜋𝑎2𝑙 ×
𝑁

|𝛬|
= 1から，

平均自由行程は 𝑙 = 𝛬 /𝜋𝑎2𝑁．このため式(4.51)
の数係数4は余分と考えられる(本稿では修正済)．
なお，ここでは着目している剛体球以外の
剛体球が全て静止していると暗に仮定しており，
正確には平均自由行程には平均速度と平均の

相対速度の違いに起因する因子1/ 2が掛かる．
(中村伝『統計力学』§8)

p.88 コラム ボルツマンの死と夢
Boltzmann
⚫ 一貫した原子論者 (当時は原子の実験的証拠はなかった)
⚫ 1906年9月に自殺
⚫ 電磁気学までをも力学的 (機械学的) に説明しようとして失敗



5 時間相関関数と確率過程

［𝛿𝑛𝑖の次元は[𝑛𝑖] × 𝑙3/2．但し
すぐ後で𝑙 = 1とおく．］

𝑙を長さの単位
(無次元)に選ぶ

(第3章)

(5.9)［補足下記］

を考え (“ミクロな
立場から眺める”)，

(5.18)

(5.5)

(5.12)

とおけて

: (5.14)，
導出は例題5.1

一般に確率変数𝑋,𝑌の共分散は
(𝑋 − 𝑋 )(𝑌 − 𝑌 ) = 𝑋𝑌 − 𝑋 𝑌 で定義される．
これは 𝑋 = 𝑌とおいた通常の分散の自然な一般化．

§5.1について
■式(5.2)と中心極限定理について

参考：gc分布による粒子数のゆらぎは
𝛥𝑁

𝑁
~

1

𝑁
．章末コラム

ではさいころ投げの数値実験を例に中心極限定理を説明．

(5.2)

最後に相関関数などのFourier変換を導入する［結局，
それらは今後用いない (実空間の関数の定義式(5.22)は
必用)］．同時刻相関関数とセル関数のFourier変換を

መ𝑆𝑖𝑗 𝒌 = නd3𝑥 𝑒i𝒌∙𝒙 𝑆𝑖𝑗 𝒙

𝜙𝛼 𝒙 = න
d3𝑥

2𝜋 3/2
𝑒i𝒌∙𝒙𝜙𝛼 𝒙

𝜙𝛽 𝒙 = න
d3𝑥

2𝜋 3/2
𝑒i𝒌∙𝒙𝜙𝛽 𝒙

で定義すると［2𝜋の付き方に注意］，式(5.9)より

𝜉𝑖
𝜀(𝜙𝛼)𝜉𝑗

𝜀(𝜙𝛽) = නd3𝑘 𝜙𝛼
∗ 𝒌 𝜙𝛽 𝒌 መ𝑆𝑖𝑗 휀𝒌 (5.11)

となる．

(5.10)

(5.8)

(5.19)



また時間相関関数

𝑆𝑖𝑗 𝒙 − 𝒚, 𝑡 = 𝑛𝑖(𝒙, 𝑡)𝑛𝑗(𝒚, 0) − 𝑛𝑖 𝒙, 𝑡 𝑛𝑗 𝒚, 0 (5.22)

に対してもFourier変換

መ𝑆𝑖𝑗 𝒌, 𝑡 = නd3𝑥 𝑒i𝒌∙𝒙 𝑆𝑖𝑗 𝒙, 𝑡

(動的構造関数と呼ぶ) を定義すると，［式(5.11)に対応する式］

𝜉𝑖
𝜀(𝜙𝛼 , 𝑡)𝜉𝑗

𝜀(𝜙𝛽, 0) = නd3𝑘 𝜙𝛼
∗ 𝒌 𝜙𝛽 𝒌 መ𝑆𝑖𝑗 휀𝒌,

𝑡

휀
(5.21)

が成り立つ［本稿では式(5.11)の確認を兼ねて，式(5.21)を次節にて導出する］．

Note
⚫ 式(5.9)に式(5.12)を代入すると

lim
𝜀→0

𝜉𝑖
𝜀(𝜙𝛼)𝜉𝑗

𝜀(𝜙𝛽) = 𝐶𝑖𝑗නd3𝑥𝜙𝛼(𝒙)𝜙𝛽(𝒙) (5.13)

が見出される．
⚫ 定義より

𝜉𝑖
𝜀(𝜙𝛼 , 𝑡) = 0. (5.20)

例題5.1 式(5.14)の導出
定義より

𝐶𝑖𝑗 = lim
|𝛥|→∞

1

|𝛥|
නd3𝑥නd3𝑦 𝑆𝑖𝑗 𝒙 − 𝒚 (5.16)

が導かれる［本稿次節で確認， 𝑆𝑖𝑗 = (5.8)の対称性より𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑗𝑖］．

これと定義式

𝛿𝐻 𝛿𝑛 = lim
𝛥 →∞

1

𝛥
𝐻 𝛥 𝑛 𝛥 − 𝐻 𝛥 𝑛 𝛥 , etc.

𝑛 𝛥 = න
𝛥

d3𝑥 𝑛0 𝒙 , 𝐻 𝛥 = න
𝛥

d3𝑥 𝑛4 𝒙

を合わせると，四隅の成分 𝐶00, 𝐶04, 𝐶40, 𝐶44 が得られる．
また熱平衡状態あるいは局所平衡状態が成立することに注意すれば，

𝐶𝛼𝛽 = 𝑚𝜌𝑘B𝑇𝛿𝛼𝛽 𝛼, 𝛽 = 1,2,3

を導ける［本稿次節で確認］．
［教科書では残りの成分 𝐶0𝛼 = 𝐶𝛼0 = 0, 𝐶4𝛼 = 𝐶𝛼4 = 0の証明に言及していない．］



↳本稿の要約では修正済み



↑正確には
𝜕

𝜕𝑡

휂を省いた式 𝜉𝑖 = 𝑛𝑖 − 𝑛𝑖 で揺動場を定義しても良い(第6章問題[4](2)のノート参照)．



𝜉𝑖
𝜀(𝜙𝛼 , 𝑡)𝜉𝑗

𝜀(𝜙𝛽 , 0) = 휀3 𝑑3𝑦 𝜙𝛼 휀𝒚 𝑛𝑖 𝒚,
𝑡

𝜀
𝑑3𝑥 𝜙𝛽 휀𝒙 𝑛𝑖 𝒙, 0 − 𝑛𝑖 𝒙, 0 ⋯ (∗)が分かる(教科書では式(5.24)第1の等号)．

式(5.24)右辺(教科書では3行目)から上式(∗)(教科書では2行目)に戻れる．

量子力学で用いる記法の導入
任意の関数𝜙 𝒙 ,𝜓(𝒙)に対して

𝜓|𝜙 ≡ නd3𝑥 𝜓∗(𝒙)𝜙(𝒙) . (5.40)

演算子𝒜に共役な演算子𝒜∗を 𝜓|𝒜𝜙 = 𝒜∗𝜓|𝜙 :(5.43)，すなわち

නd3𝑥 𝜓 𝒙 𝒜𝜙 𝒙 = නd3𝑥 𝒜∗𝜓 𝒙 𝜙 𝒙 (5.44)

で定義する．
最後に行列𝐴に共役な行列𝐴†を

(𝐴†)𝑖𝑗= (𝐴𝑗𝑖)
∗ (5.46)

で定義する(右辺は行列成分𝐴𝑗𝑖の演算子としての共役)．［このとき演算子行列𝐴の行列

としての共役𝐴†と，演算子としての共役𝐴∗は異なる：(𝐴†)𝑖𝑗≠ (𝐴𝑖𝑗)
∗．］



線形化されたEuler方程式(5.32)の導出

⋯⋯(★)

ここで熱平衡状態での値𝜌, 𝑣𝛼 = 0, 𝑢は一様であり，𝑡 = 0から不変として良いから，

上記の式①,②についても同様である．また，
このため(★)の箇所の曖昧さは問題にならない

量子力学で用いる表記について
式(5.44):d3𝑥 𝜓 𝒜𝜙 = d3𝑥 𝜙 𝒜∗𝜓

で定義される共役な演算子𝒜∗は『量子力学
ランダウ=リフシッツ理論物理学小教程』
§3で言うところの「転置演算子」であり
(𝒜の(𝜓, 𝜙)成分と(𝜙, 𝜓)成分が等しいと見る)，
「複素共役な演算子」𝒜∗とは区別される．
ただしHermite演算子𝒜に対して，それらは
同じものである．

既に指摘したように，演算子行列𝐴の行列
としての共役𝐴†と，演算子としての共役𝐴∗

は異なる．関連して，演算子の“複素共役”
𝒜∗とHermie共役𝒜†も異なる．例えば量子
力学において運動量演算子は，

ො𝑝𝑥 = ො𝑝𝑥
† = −𝑖ℏ𝜕𝑥

なるHermite演算子である(同著§12)．他方，
その複素共役な演算子は ො𝑝𝑥

∗ = 𝑖ℏ𝜕𝑥である．

Hermie共役な演算子𝒜†は

d3𝑥 𝜙∗ 𝒜†𝜓 = d3𝑥 𝜓 𝒜∗𝜙∗

の関係を用いて定義できる(阿部龍蔵『量子
力学入門物理テキストシリーズ 6』p.112)．
これはHermite演算子に対して“複素共役”𝒜∗

の定義式(5.44)を再現する．このとき部分積分

d3𝑥 𝜙𝜕𝑥𝜓 = d3𝑥− 𝜓𝜕𝑥𝜙

により𝜕𝑥
† = −𝜕𝑥が見出される(式(5.71)も参照)．

運動量演算子は虚数単位𝑖と微分演算子𝜕𝑥の
反 Hermite 性により，全体としてHermite と
なっている．



スケール・パラメーター𝜺に関する議論の省略
第3章と同様，スケール・パラメーター휀に関する§5.1—5.3の議論は明晰さに
欠ける．しかし幸い，それらの議論を上手く迂回すれば，§5.4以降，第6章
までの内容を理解するのに支障は生じない．
実際§5.1では，計算の道具としてセル関数𝜙𝛼(𝒙)を導入すれば十分である．
𝜉𝑖
𝜀を持ち出さずに§5.2の内容を導入するには，次のように議論を進めれば

良い．まず§5.3の要約の箇所で既に触れたように，最初から式(5.30)において
摂動パラメーター휂を省いた式

𝑛𝑖 = 𝑛𝑖 + 𝜉𝑖
で揺動場 𝜉𝑖 を定義する(これは第6章の演習問題[4]や§6.3の流体カレントの
分解 𝒋𝑖 = ǁ𝒋𝑖 − 𝒋𝑖 と整合する措置である)．このとき定義より

𝜉𝑖 = 0
は明らかである (実際，これは式(5.7): 𝜉𝑖

𝜀(𝜙𝛼) = 0や式(5.20): 𝜉𝑖
𝜀(𝜙𝛼 , 𝑡) = 0

が成り立つのと同じ理由である)．また式(5.12)の代わりに同時刻相関関数を

𝜉𝑖(𝒙, 𝑡)𝜉𝑗(𝒚, 𝑡) = 𝐶𝑖𝑗𝛿(𝒙 − 𝒚) (∗)

と書いて係数行列 𝐶 = (𝐶𝑖𝑗)を導入すると (白色性の仮定，ここでは 𝒙 − 𝒚

↛ ∞であっても相関はゼロ)，

𝐶𝑖𝑗𝛿 𝒙 − 𝒚 = 𝜉𝑖 𝒙, 𝑡 𝜉𝑗 𝒚, 𝑡

= 𝑛𝑖 𝒙, 𝑡 − 𝑛𝑖 𝒙, 𝑡 𝑛𝑗 𝒚, 𝑡 − 𝑛𝑗 𝒚, 𝑡

= 𝑆𝑖𝑗 𝒙 − 𝒚 (𝑡に依らず)

(第2の等号は流体場𝑛𝑖の共分散(教科書で言う相関関数)が，揺動場𝜉𝑖の相関
関数であることを意味する)より，やはり式(5.16):

𝐶𝑖𝑗 = lim
𝛥 →∞

1

𝛥
නd3𝑥d3𝑦 𝑆𝑖𝑗(𝒙 − 𝒚)

が成り立つので，行列𝐶の表式(5.14)が導かれる．
§5.3では熱平衡状態の揺らぎを念頭に，Euler方程式において熱平衡状態での
一様不変な値 𝑛𝑖 からのズレ 𝜉𝑖 に関して1次まで拾い，揺動場に対する線形化
されたEuler方程式を導くところから始めれば良い．さらに式(5.37):

𝜉𝑖 𝜙𝛼 , 𝑡 = නd3𝑥 𝜙𝛼(𝒙)𝜉𝑖(𝒙, 𝑡)

で 𝜉𝑖(𝜙𝛼 , 𝑡)を定義すると，上式(∗)より

𝜉𝑖(𝜙𝛼 , 𝑡)𝜉𝑗(𝜙𝛽 , 𝑡) = නd3𝑥d3𝑦𝜙𝛼 𝒙 𝜙𝛽 𝒚 𝜉𝑖 𝒙, 𝑡 𝜉𝑗 𝒚, 𝑡

= 𝐶𝑖𝑗නd3𝑥d3𝑦𝜙𝛼 𝒙 𝜙𝛽 𝒚

となって式(5.13)が再現されるので，第6章の演習問題[4]で必要となる式(5.38)
も導ける．



(5.47) とする．

(5.50)

解(5.50)の確認
まず式(5.50)で 𝑡 = 0とおくと，第1項において
(𝑒𝐴𝑡)𝑖𝑗|𝑡=0 = 𝛿𝑖𝑗 となり，第2項は消えるので，

初期条件
𝜉𝑖(𝒙, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜉𝑖(𝒙, 0)

［こう書くと自明な式だが］が満たされている．
次に式(5.50)の時間微分をとると

となるので［式(5.51)第1の等号を本稿次節で
補足］，微分方程式(5.50)も満たされる．

ガウシアン・ホワイトノイズについて
「ホワイト」の呼称は，第2の条件(5.49):

𝑅𝑖(𝒙, 𝑡)𝑅𝑗(𝒚, 𝑠) = 𝛿𝑖𝑗𝛿(𝒙 − 𝒚)𝛿(𝑡 − 𝑠)

の右辺におけるデルタ関数が，様々な波数
(振動数) の波を均等に含み (Fourier展開)，
白色光を連想させることに由来する．

Ornstein-Uhlenbeck過程 (OU過程) について
揺動場𝜉𝑖に対するOU過程の式(5.50)は，
ブラウン粒子に対するLangevin方程式

𝑚
𝑑𝒗

𝑑𝑡
= −𝛾𝒗 + 𝑹

と同じ形をしている．

§5.4について

揺動と散逸の循環論(p.104)について
数理モデル的に導入した揺動力は，流体の粘性
と対応していなければならない．
実際の対応関係を§5.5，§6.1，式(6.17)で見る．
揺動散逸定理(§6.3)では循環論は解消されている．















𝜆
𝜕𝑝

𝜕𝜆
𝑇

= 𝜆
𝜕

𝜕𝜆
lim
𝛥 →∞

𝑘B𝑇 log𝑍 𝛥

= 𝑘B𝑇𝜌



6 揺動散逸定理

［本稿では引き続き Einsteinの既約を採用し，空間成分の添字 α, β, · · · = 1, 2, 3や流体場の種類を識別する

添字 i, k, · · · = 0, 1, 2, 3, 4に関する和を適宜省略する．］

§ 6.1 線形化されたナビエ-ストークス方程式

流体場に対する Euler方程式から，揺動場に対する線形化された方程式 (5.32):

dξ

dt
= Aξ

が得られる (§ 5.3)．Navier-Stokes方程式

∂

∂t
ρ+ v ·∇ρ+ ρ∇ · v = 0,

mρ
∂

∂t
vα +mρv ·∇vα +

∂

∂xα
= µ∆vα +

(
1

3
µ+ ζ

)
∂

∂xα
(∇ · v), (α = 1, 2, 3) (3.58)

∂

∂t
e+∇ · [(e+ p)v] = κ∆T + µ∇ ·

3∑
α=1

(
vα

∂

∂xα
v + vα∇vα

)
+

(
ζ − 2

3
µ

)
∇ · [(∇ · v)v]

を同様に線形化すると，線形化された Euler方程式において

A→A+D,

D =


0 0 0 0 0
0 D11 D12 D13 0
0 D21 D22 D23 0
0 D31 D32 D33 0

∂T
∂ρ κ∆ 0 0 0 ∂T

∂u κ∆

 , (6.2)

Dαβ =
1

mρ

{
µδαβ∆+

(
ζ +

µ

3

) ∂

∂xα

∂

∂xβ

}
(α, β = 1, 2, 3) (6.3)

と置き換わる (演習問題 [1])．よって揺動場 ξi(x, t)の従う Ornstein-Uhlenbeck (オルンシュタイン-ウーレン

ベック)過程の式は，Navier-Stokes方程式で記述される流体場に対して

dξi
dt

=

4∑
j=0

(Aij +Dij)ξj +

4∑
j=0

BijRj

に修正される．ここで

式 (5.62), (5.75) : BB† = −(AC + CA†) = 0 → BB† = −(DC + CD†) (6.5)

と置き換わり，これを評価すると

BB† = −2DC ̸= 0, ∴ B ̸= 0 (6.13)

となる (導出は下記)．すなわち散逸項を持つ Navier-Stokes方程式を用いれば，揺動力の項は消えない．



§ 6.1，式の導出など

■式 (6.13)の導出 D の式 (6.2)と C の式 (5.14)より

DC =


0 0 0 0 0
0 (DC)11 (DC)12 (DC)13 0
0 (DC)21 (DC)22 (DC)23 0
0 (DC)31 (DC)32 (DC)33 0
0 0 0 0 kBT

2κ∆

 , (6.6)

(DC)αβ =Dαβ(mρkBT ) (6.7)

となる (例題 6.1)［AC の式 (5.63)の導出 (例題 5.2)と同様］．

例題 6.1の解 (上式 (6.6)の確認) ［⟨δnδn⟩などの式 (5.65)より］

(DC)40 =

(
∂T

∂ρ
⟨δnδn⟩+ ∂T

∂u
⟨δnδH⟩

)
κ∆

=

(
λ
∂ρ

∂λ

∂T

∂ρ
+ λ

∂u

∂λ

∂T

∂u

)
κ∆

=λ
dT

dλ
κ∆,

(DC)44 =

{
∂T

∂ρ

(
− ∂ρ

∂β

)
+
∂T

∂u

(
−∂u
∂β

)}
κ∆

=− dT

dβ
κ∆

=kBT
2κ∆.

［(DC)αβ(α, β = 1, 2, 3)，(DC)40，(DC)44 以外の成分はゼロになることを確かめられる．］

すると式 (6.6)の DC は 2階の微分演算子であって対称行列なので，

(DC)† = DC (6.12)

が成り立つ (演習問題 [2])．

演習問題［2］ 式 (6.12)の証明 セル関数 ψ, ϕに対して，部分積分を繰り返すと⟨
ψ

∣∣∣∣ ∂

∂xα

∂

∂xβ
ϕ

⟩
=

∫
d3xψ

∂

∂xα

∂

∂xβ
ϕ =

∫
d3xϕ

∂

∂xα

∂

∂xβ
ψ =

⟨
∂

∂xα

∂

∂xβ
ψ

∣∣∣∣ϕ⟩
なので，((DC)ij)

∗ = (DC)ij となることによる．［1 階微分が反 Hermite であるのに対し (∂ †
α =

−∂α)，2階微分演算子 DC は Hermiteである．］

よって

DC =(DC)†

=C†D† (§ 5.5)

=CD†

であり，これを式 (6.5)に代入すると
BB† = −2DC

となる．再び式 (6.6)を考慮すると，これはゼロでないことが分かる．



§ 6.1について

■演習問題 [1](D の式 (6.2)の導出) 散逸を考慮しない流体方程式 (3.42)の代わりに，散逸を考慮した流体

方程式 (3.58)を用いることを考える．このとき，いずれも質量に関する連続の式は同一なので，ξ̇0 の式には

付加的な項が現れない．よって
D0i = 0 (i = 0, 1, 2, 3, 4)

である．

次に運動量に関する連続の式の形に書かれた Euler方程式 (3.42)の左辺は，Newtonの運動方程式の形に

書かれた Navier-Stokes方程式 (3.58)の左辺と一致することに注意する：

∂

∂t
(mρvα) +∇ · (mρvαv)

=mρ

(
∂

∂t
+ v ·∇

)
vα +mvα

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

)
=mρ

(
∂

∂t
+ v ·∇

)
vα.

これは質量保存則の下で，運動方程式が運動量保存則と同等であることを意味している．よってNavier-Stokes

方程式 (3.58)の右辺

µ∆vα +

(
1

3
µ+ ζ

)
∂

∂xα
(divv)

が Euler方程式 (3.42)に対する付加的な項となる．これに対して置き換え (5.30):

vα → vα + η
ξα
mρ

を行うことにする*2．このとき現れる η の 1次の項は

η
1

mρ

µ∆ξα +

(
1

3
µ+ ζ

)
∂

∂xα

 3∑
β=1

∂

∂xβ
ξβ


であり，η の係数が ξ̇α(α = 1, 2, 3)の式の付加的な項

4∑
i=0

Dαiξi を成すので

Dαi =

0 (i = 0, 4)
1

mρ

{
µδαβ∆+

(
ζ +

µ

3

) ∂

∂xα

∂

∂xβ

}
: (6.3) (i = β = 1, 2, 3)

を得る．

最後に式 (3.58)におけるエネルギー方程式を考える．その右辺

κ∆T + µ∇ ·

(∑
α

vα
∂

∂xα
v + vα∇vα

)
+

(
ζ − 2

3
µ

)
∇ · [(∇ · v)v]

*2 置き換え (5.29):v → vη を施しても良い (§ 5.3のノート参照)．



が散逸を考慮しない式 (3.42)のエネルギー方程式に対する付加的な項である．これに置き換え

式 (5.29) : v → vη, 式 (5.30) : ρ→ ρ+ ξ0η, e→ u+ ξ4η

を施したときに現れる η の 1次の項は κ∆T にのみ由来し，T = T (ρ, u)と見るとそれは

ηκ∆

(
∂T

∂ρ
ξ0 +

∂T

∂u
ξ4

)

である (∂T∂ρ ,
∂T
∂u は平衡状態での値であり，位置 xに依らない)．η の係数が ξ̇4 の式の付加的な項

4∑
i=0

D4iξi を

成すので

D4i =


∂T

∂ρ
κ∆ (i = 0)

0 (i = 1, 2, 3)
∂T

∂u
κ∆ (i = 4)

を得る．

§ 6.2 揺動カレント場

流体場 ni(x, t)に対する連続の式 (3.6) :
∂ni

∂t
+∇ · ji = 0

→ 揺動場ξi(x, t)に対する連続の式 (6.15) :
∂ξi
∂t

+∇ · j̃i = 0, j̃i(x, t)：揺動カレント場．

カレント場の揺らぎの平均は
⟨j̃i(x, t)⟩ = 0

である．また揺動カレント場の共分散は，ガウシアン・ホワイト・ノイズ Ri(x, t)の共分散 (5.49):

⟨Ri(x, t)Rj(y, s)⟩ = δijδ(x− y)δ(t− s)

に対応して，
⟨j̃iγ(x, t)j̃jδ(y, s)⟩ = (dγδ)ijδ(x− y)δ(t− s) (6.18)

の形に書けるものと仮定する (ただし j̃iγ は j̃ の γ 成分であり，(dγδ)ij はそれを (i, j) 成分に持つような

5× 5の行列 dγδ を作る)．dγδ を定めるには，Ornstein-Uhlenbeck過程 (6.14)において揺動場の揺らぎをも

たらす揺動力
4∑

j=0

BijRj(x, t)と，連続の式 (6.15)において揺動場の揺らぎをもたらすカレント場からの寄与

∇ · j̃i(x, t)が等しいと考えて，
4∑

j=0

BijRj(x, t) = ∇ · j̃i(x, t) (6.17)

とおけることを用いる．すると
3∑

γ=1

3∑
δ=1

dγδ
∂

∂xγ

∂

∂xδ
= 2DC (6.27)



が導かれる (導出は下記)．これは

dγδ =


0 0 0 0 0

0 dγδ11 dγδ12 dγδ13 0

0 dγδ21 dγδ22 dγδ23 0

0 dγδ31 dγδ32 dγδ33 0
0 0 0 0 0

 , (6.28)

dγδαβ =2kBT

{
µ(δαβδγδ + δαδδβγ) +

(
ζ − 2µ

3

)
δαγδβδ

}
(α, β = 1, 2, 3) (6.29)

とすると満たされる (演習問題 [3])．これはあくまで十分条件であるが，別の考察から改めて上式 (6.28),(6.29)

を得ることができる (演習問題 [4],[5])．

§ 6.2，式の導出など

■式 (6.27)の導出 式 (6.17)より∫
d3xϕα(x)BikRk(x, t) =

∫
d3xϕα(x)∇ · j̃(x, t).

左辺に共役な演算子の定義式 (5.44)を適用し，右辺を部分積分すると∫
d3x (B ∗

ik ϕα(x))Rk(x, t) = −
∫

d3x

(
∂

∂xγ
ϕα(x)

)
j̃iγ(x, t). (6.22)

ここから ∫
d3x (B ∗

ik ϕα(x))
(
B ∗

jk ϕβ(x)
)
=

∫
d3x

(
∂

∂xγ
ϕα(x)

)(
∂

∂xδ
ϕβ(x)

)
(dγδ)ij (6.23)

を得る［本稿次節で補足］．再び左辺に共役な演算子の定義式 (5.44)を適用し，右辺を部分積分すると∫
d3xϕα(x)BikB

∗
jk ϕβ(x) = −

∫
d3xϕα(x)

(
∂

∂xγ

∂

∂xδ
ϕβ(x)

)
(dγδ)ij

であり，これが任意のセル関数 ϕα(x), ϕβ(x)に対して成り立つことを要求すると，

BikB
∗

jk = −(dγδ)ij
∂

∂xγ

∂

∂xδ
, i.e. BB† = −dγδ ∂

∂xγ

∂

∂xδ

が見出される．式 (6.13):BB† = −2DC と組合せると，式 (6.27)が得られる．

■演習問題 [3] 式 (6.28),(6.29)⇒式 (6.27)の確認 略解：{
µ(δαβδγδ + δαδδβγ) +

(
ζ − 2µ

3

)
δαγδβδ

}
∂

∂xγ

∂

∂xδ

=µδαβ
∑
γ

∂2

∂x 2
γ

+ µ
∂

∂xα

∂

∂xβ
+

(
ζ − 2µ

3

)
∂

∂xα

∂

∂xβ

=µδαβ∆+
(
ζ +

µ

3

) ∂

∂xα

∂

∂xβ

および

κδγδ
∂

∂xγ

∂

∂xδ
= κ∆.



■演習問題 [4]の概要 (d̂γδ)ij , (b̂
γδ)ij を

1

2
{(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij} ≡ (DC)ijxγxδ, (b̂γδ)ij ≡

1

2
(A2C)ijxγxδ (6.40)

によって定義すると，その具体的な表式は

d̂γδ =


0 0 0 0 0

0 d̂γδ11 d̂γδ12 d̂γδ13 0

0 d̂γδ21 d̂γδ22 d̂γδ23 0

0 d̂γδ31 d̂γδ32 d̂γδ33 0
0 0 0 0 0

 , (3)

d̂γδαβ =2kBT

{
µ(δαβδγδ + δαδδβγ) +

(
ζ − 2µ

3

)
δαγδβδ

}
, (α, β = 1, 2, 3)

b̂γδ =


kBTρ
m δγδ 0 0 0 kBT (u+p)

m δγδ
0 b̂γδ11 b̂γδ12 b̂γδ13 0

0 b̂γδ21 b̂γδ22 b̂γδ23 0

0 b̂γδ31 b̂γδ32 b̂γδ33 0
kBT (u+p)

m δγδ 0 0 0 kBT (u+p)2

mρ δγδ

 , (4)

b̂γδαβ =
kBT

2

{
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

}
(δαγδβδ + δαδδβγ) (α, β = 1, 2, 3)

となる．また式 (5.38):

⟨ξi(ϕα, t)ξj(ϕβ , 0)⟩ =
∫

d3xϕα(x)(e
AtC)ijϕβ(x)

を用いると， ∫
d3xxγxδSij(x, t) =

1

2
{(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij}|t|+ (b̂γδ)ijt

2 (6.41)

が導かれる．

■演習問題 [4]の詳細 式 (5.38)で A→ A+D とし，A ∗
ik = −Aik, D

∗
ik = Dik を用いると

⟨ξi(ϕα, t)ξj(ϕβ , 0)⟩ =
∫

d3xϕα(x)(e
(A+D)tC)ijϕβ(x)

=

∫
d3x

{
(e(−A+D)tC)ijϕα(x)

}
ϕβ(x) (t ≥ 0) (6.37)

となる．

(1) 特に，ϕα(x) = xγxδ，ϕβ = δ(x)とおくと［本稿次節で補足］，式 (6.37)は

(左辺) =

∫
d3xd3y xγxδδ(y) ⟨ξi(x, t)ξj(y, 0)⟩ ,

(右辺) =

∫
d3x

{
(e(−A+D)tC)ijxγxδ

}
δ(x)

となるので［本稿次節で補足］，∫
d3xxγxδ ⟨ξi(x, t)ξj(o, 0)⟩ = (e(−A+D)tC)ijxγxδ

∣∣∣
x=0

(6.38)

と書き換えられる (oは原点)．



(2)

(式 (6.38)の右辺) = (DC)ijxγxδt+
1

2
(A2C)ijxγxδt

2, (6.39)

(d̂γδ, b̂γδの定義式 (6.40)) ⇒ (式 (6.41))

の証明［解答は本稿次節］．

(3) § 5.5の例題 5.2と同様に計算すると，d̂γδ, b̂γδ の全成分 (3),(4)が得られる［解答は本稿次節］．

■演習問題 [5] 流体場 ni(x, t)に対する連続の式 (3.6)より，

(ni(x, t)− ⟨ni(x, t)⟩)− (ni(x, 0)− ⟨ni(x, 0)⟩) = −
∫ t

0

ds∇ · (ji(x, s)− ⟨ji(x, s)⟩) (6.42)

が得られる．

(1) ここから ∫
d3xxγxδ{Sij(x, t) + Sij(x,−t)− 2Sij(x, 0)}

=

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′
∫

d3x{⟨jiγ(x, s)jjδ(o, s′)⟩+ ⟨jiδ(x, s)jjγ(o, s′)⟩

− ⟨jiγ(x, s)⟩ ⟨jjδ(o, s′)⟩ − ⟨jiδ(x, s)⟩ ⟨jjγ(o, s′)⟩} (6.43′)

が導かれる (oは原点)［解答は本稿次節］．

(2) これを演習問題 [4]の式 (6.41)と比較すると

(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij

=

∫ ∞

0

dt

[∫
d3x{⟨jiγ(x, t)jjδ(o, 0)⟩+ ⟨jiδ(x, t)jjγ(o, 0)⟩

− ⟨jiγ(x, t)⟩ ⟨jjδ(o, 0)⟩ − ⟨jiδ(x, t)⟩ ⟨jjγ(o, 0)⟩} − 2(b̂γδ)ij

]
(6.44′)

が見出される．さらにこれを Green-久保公式 (6.35):

(dγδ)ij =

∫ ∞

0

dt

[∫
d3x{⟨jiγ(x, t)jjδ(o, 0)⟩ − ⟨jiγ(x, t)⟩ ⟨jjδ(o, 0)⟩} − (bγδ)ij

]
と比較して

(dγδ)ij = (d̂γδ)ij , (bγδ)ij = (b̂γδ)ij (6.45)

を得る［解答は本稿次節］．

■演習問題 [4]，演習問題 [5]の結論 演習問題 [4]，演習問題 [5]の結論を合わせると，dγδ の表式 (6.28):

dγδ =


0 0 0 0 0

0 dγδ11 dγδ12 dγδ13 0

0 dγδ21 dγδ22 dγδ23 0

0 dγδ31 dγδ32 dγδ33 0
0 0 0 0 0

 ,

dγδαβ =2kBT

{
µ(δαβδγδ + δαδδβγ) +

(
ζ − 2µ

3

)
δαγδβδ

}
, (α, β = 1, 2, 3)



および bγδ の表式 (6.33):

bγδ =


kBTρ
m δγδ 0 0 0 kBT (u+p)

m δγδ
0 bγδ11 bγδ12 bγδ13 0

0 bγδ21 bγδ22 bγδ23 0

0 bγδ31 bγδ32 bγδ33 0
kBT (u+p)

m δγδ 0 0 0 kBT (u+p)2

mρ δγδ

 ,

bγδαβ =
kBT

2

{
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

}
(δαγδβδ + δαδδβγ) (α, β = 1, 2, 3)

が示される．

§ 6.2について

■式 (6.23)の導出 式 (6.22)の左辺を i→ j, ϕα → ϕβ としたものと掛け合わせて確率変数の平均をとると∫
d3xd3y

4∑
k=0

4∑
l=0

(B ∗
ik ϕα(x))

(
B ∗

jl ϕβ(y)
)
⟨Rk(x, t)Rl(y, s)⟩

=

∫
d3xd3y

4∑
k=0

4∑
l=0

(B ∗
ik ϕα(x))

(
B ∗

jl ϕβ(y)
)
δklδ(x− y)δ(t− s)

=δ(t− s)

∫
d3x

4∑
k=0

(B ∗
ik ϕα(x))

(
B ∗

jk ϕβ(x)
)

となる．一方，式 (6.22)の右辺を i→ j, ϕα → ϕβ としたものと掛け合わせて確率変数の平均をとると∫
d3xd3y

3∑
γ=1

(
∂

∂xγ
ϕα(x)

) 3∑
δ=1

(
∂

∂xδ
ϕβ(y)

)
⟨j̃iγ(x, t)j̃jδ(y, s)⟩

=

∫
d3xd3y

3∑
γ=1

(
∂

∂xγ
ϕα(x)

) 3∑
δ=1

(
∂

∂xδ
ϕβ(y)

)
(dγδ)ijδ(x− y)δ(t− s)

=δ(t− s)

∫
d3x

3∑
γ=1

(
∂

∂xγ
ϕα(x)

) 3∑
δ=1

(
∂

∂xδ
ϕβ(x)

)
(dγδ)ij

となる．これらの δ(t− s)の係数を等置して式 (6.23)を得る．

■演習問題 [4]の解答・補足

(1) ϕα(x) = xγxδ はセル関数としての性質を満たしていない．しかし式 (6.37)または式 (5.38)の導出には

ϕα(x)がセル関数であることを用いておらず，ϕα(x) = xγxδ としても良いと考えられる．

略解 (p.135)における

⟨ξi(ϕα, t)ξj(ϕβ , 0)⟩ =
∫

d3xd3yxγxδδ(y) ⟨ξi(x, t)ξj(y, 0)⟩

は式 (5.19):

ξ ε
i (ϕα, t) =

∫
d3xϕα(x)ξ

ε
i (x, t)

による．



(2) 行列 Aのゼロでない成分は 1階の空間微分演算子であり，行列 D のゼロでない成分は 2階の空間微分

演算子である．すると (e(−A+D)tC)ijxδxγ |x=0 に対してゼロでない寄与をするのは

e(−A+D)t = 1 + (−A+D)t+
1

2
(−A+D)2t2 + · · ·

のうち 2階微分の項 Dt+ 1
2A

2t2 であり，xδxγ を 2階微分すると定数項となるから，x = 0を代入する操作

は省いて良い．よって式 (6.39):

(e(−A+D)tC)ijxδxγ |x=0 = (DC)ijxγxδt+
1

2
(A2C)ijxγxδt

2

を得る．

後半の「(式 (6.40))⇒(式 (6.41))」について，まず Sij(x, t) = ⟨ξi(x, t)ξj(o, 0)⟩とできることを説明する．
式 (5.30)の代わりに摂動パラメーター η を省いて，単に ξi = ni − ⟨ni⟩で揺動場を定義してしまおう (これは

§ 6.3における j̃i = ji − ⟨ji⟩と整合する措置である)．すると

Sij(x− y) = ⟨ni(x, t)nj(y, 0)⟩ − ⟨ni(x, t)⟩ ⟨nj(y, 0)⟩ : (5.20)
= ⟨(ni(x, t)− ⟨ni(x, t)⟩)(nj(y, 0)− ⟨nj(y, 0)⟩)⟩
= ⟨ξi(x, t)ξj(y, 0)⟩

となる．これは流体場 ni の共分散が，揺動場 ξi の相関関数に他ならないことを意味している．ここから，確

かに
Sij(x, t) = ⟨ξi(x, t)ξj(o, 0)⟩

となる．

これを式 (6.38)左辺に代入し，式 (6.39)，式 (6.40)を式 (6.38)右辺に代入すると∫
d3xxγxδSij(x, t) =

1

2
{(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij}t+ (b̂γδ)ijt

2

となる．問題文冒頭にあるように t ≥ 0を考えているので，右辺の tは |t|に置き換えても良い．
(3)

∂α∂β(xγxδ) =∂α(δβγ + xγδβδ) = δαγδβδ + δαδδβγ ,

∴ ∆(xγxδ) =
3∑

α=1

∂α∂α(xγxδ) = 2δγδ (5)

および DC の式 (6.6)により

(DC)αβxγxδ =kBT
{
µδαβ∆+

(
ζ +

µ

3

)
∂α∂β

}
xγxδ

=kBT
{
2µδαβδγδ +

(
ζ +

µ

3

)
(δαγδβδ + δαδδβγ)

}
, (α, β = 1, 2, 3)

(DC)44xγxδ =kBT
2κ∆(xγxδ)

=2kBT
2κδγδ

=
1

2
{(dγδ)44 + (dδγ)44},

それ以外の (DC)ijxγxδ = 0



となる．ここで α, β = 1, 2, 3に対して

1

2
{(dγδ)αβ + (dδγ)αβ}

=
1

2
· 2kBT

{
2µδαβδγδ + µ(δαδδβγ+δαγδβδ) +

(
ζ − 2µ

3

)
(δαγδβδ+δαδδβγ)

}
=kBT

{
2µδαβδγδ +

(
ζ +

µ

3

)
(δαγδβδ+δαδδβγ)

}
=(DC)αβxγxδ

であることに注意すると

1

2
{(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij} ≡ (DC)ijxγxδ =

1

2
{(dγδ)ij + (dδγ)ij}, ∴ d̂γδ = dγδ

を得る．

さらに Aの式 (5.33)と AC の式 (5.63)により

A2C =


kBT

ρ
m∆ 0 0 0 kBT

u+p
m ∆

0 (A2C)11 (A2C)12 (A2C)13 0
0 (A2C)21 (A2C)22 (A2C)23 0
0 (A2C)31 (A2C)32 (A2C)33 0

kBT
u+p
m ∆ 0 0 0 kBT

(u+p)2

mρ ∆

 ,

(A2C)αβ =kBT

{
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

}
∂

∂xα

∂

∂xβ
(α, β = 1, 2, 3)

となる．2階微分の式 (5)を用いると

(b̂γδ)ij ≡
1

2
(A2C)ijxγxδ = (bγδ)ij

となることが分かる．

■演習問題 [5]の解答・補足

(1) 式 (6.42)の左辺を x → o, i→ j と置き換えたものと掛け合わせて平均 ⟨ ⟩をとると

⟨[{ni(x, t)− ⟨ni(x, t)⟩} − {ni(x, 0)− ⟨ni(x, 0)⟩}][{nj(o, t)− ⟨nj(o, t)⟩} − {nj(o, 0)− ⟨nj(o, 0)⟩}]⟩
=− ⟨ni(x, t){nj(o, 0)− ⟨nj(o, 0)⟩}⟩ − ⟨ni(x, 0){nj(o, t)− ⟨nj(o, t)⟩}⟩
+ ⟨ni(x, t){nj(o, t)− ⟨nj(o, t)⟩}⟩+ ⟨ni(x, 0){nj(o, 0)− ⟨nj(o, 0)⟩}⟩

=− {⟨ni(x, t)nj(o, 0)⟩ − ⟨ni(x, t)⟩ ⟨nj(o, 0)⟩} − {⟨ni(x, 0)nj(o, t)⟩ − ⟨ni(x, 0)⟩ ⟨nj(o, t)⟩}
+ {⟨ni(x, t)nj(o, t)⟩ − ⟨ni(x, t)⟩ ⟨nj(o, t)⟩}+ {⟨ni(x, 0)nj(o, 0)⟩ − ⟨ni(x, 0)⟩ ⟨nj(o, 0)⟩}

=− Sij(x, t)− Sij(x,−t) + 2Sij(x, 0) (∵ Sij(x, t)の定義式 (5.22))

となる．一方，式 (6.42)の右辺を x → o, i→ j と置き換えたものと掛け合わせて平均 ⟨ ⟩をとると

−
∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′ ⟨[∇ · {ji(x, s)− ⟨ji(x, s)⟩}][∇′ · {ji(x′, s′)− ⟨ji(x′, s′)⟩}]x′=0⟩

となる．ここで被積分関数を

⟨[∇ · {ji(x, s)− ⟨ji(x, s)⟩}][∇′ · {ji(x′, s′)− ⟨ji(x′, s′)⟩}]x′=0⟩

=
∑
α,β

∂α∂β ⟨{jiα(x, s)− ⟨jiα(x, s)⟩}{jiβ(o, s′)− ⟨jiβ(o, s′)⟩}⟩

=
∑
α,β

∂α∂β{⟨jiα(x, s)jiβ(o, s′)⟩ − ⟨jiα(x, s)⟩ ⟨jiβ(o, s′)⟩}



と計算できると考えれば，略解の式 (p.136)

Sij(x, t) + Sij(x,−t)− 2Sij(x, 0)

=

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′
∑
α,β

∂α∂β{⟨jiα(x, s)jiβ(o, s′)⟩ − ⟨jiα(x, s)⟩ ⟨jiβ(o, s′)⟩}

を得る．よって∫
d3xxγxδ{Sij(x, t) + Sij(x,−t)− 2Sij(x, 0)}

=

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′
∫

d3x
∑
α,β

xγxδ∂α∂β{⟨jiα(x, s)jiβ(o, s′)⟩ − ⟨jiα(x, s)⟩ ⟨jiβ(o, s′)⟩}

=

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′
∫

d3x
∑
α,β

(δαγδβδ + δαδδβγ){⟨jiα(x, s)jiβ(o, s′)⟩ − ⟨jiα(x, s)⟩ ⟨jiβ(o, s′)⟩} (部分積分した)

=

∫ t

0

ds

∫ t

0

ds′
∫

d3x{⟨jiγ(x, s)jjδ(o, s′)⟩+ ⟨jiδ(x, s)jjγ(o, s′)⟩ − ⟨jiγ(x, s)⟩ ⟨jjδ(o, s′)⟩ − ⟨jiδ(x, s)⟩ ⟨jjγ(o, s′)⟩}

が導かれる．この結果は式 (6.43)と多少異なっているものの，以下で見るようにこれを用いて，最終的な結

論である式 (6.45)を示すことができる．

(2) 略解の式 (p.136)において，積分変数を s↔ s′ と入れ替えて∫ t

0

ds′
[
{(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij}+ 2

∫ t

0

ds(b̂γδ)ij

]
と書いておき，これを小問 (1)で得た式と比較して s′ についての積分の被積分関数を等置すると

{(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij}+ 2

∫ t

0

ds(b̂γδ)ij

=

∫ t

0

ds

∫
d3x{⟨jiγ(x, s)jjδ(o, s′)⟩+ ⟨jiδ(x, s)jjγ(o, s′)⟩ − ⟨jiγ(x, s)⟩ ⟨jjδ(o, s′)⟩ − ⟨jiδ(x, s)⟩ ⟨jjγ(o, s′)⟩}

となる．この式の左辺は，従って右辺は s′ に依らないから s′ = 0と置いて構わない．t→ ∞とし積分変数を
s→ tと改めると，式 (6.44)の代わりに

(d̂γδ)ij + (d̂δγ)ij

=

∫ ∞

0

dt

[∫
d3x{⟨jiγ(x, t)jjδ(o, 0)⟩+ ⟨jiδ(x, t)jjγ(o, 0)⟩ − ⟨jiγ(x, t)⟩ ⟨jjδ(o, 0)⟩ − ⟨jiδ(x, t)⟩ ⟨jjγ(o, 0)⟩} − 2(b̂γδ)ij

]
を得る．この結果を Green-久保公式 (6.35):

(dγδ)ij =

∫ ∞

0

dt

[∫
d3x{⟨jiγ(x, t)jjδ(o, 0)⟩ − ⟨jiγ(x, t)⟩ ⟨jjδ(o, 0)⟩} − (bγδ)ij

]
と比較すると，式 (6.45):

(dγδ)ij = (d̂γδ)ij , (bγδ)ij = (b̂γδ)ij

が結論される．



§ 6.3 グリーン-久保 公式

dγδ を定義する共分散の式 (6.18):

⟨j̃iγ(x, t)j̃jδ(y, s)⟩ = (dγδ)ijδ(x− y)δ(t− s)

⇒ (dγδ)ij =

∫ ∞

0

dt

∫
d3x ⟨j̃iγ(x, t)j̃jδ(o, 0)⟩

(oは原点) における揺動カレント場 j̃i(x, t)は確率変数である．しかし実際には分子 1つ 1つの運動は決定論

的であり，流体場は初期状態が分布しているために分布する．そこで揺動カレント場 j̃i(x, t)を，この分布に

関するカレント場 ji(x, t)の平均からのズレ

j̃i(x, t) = ji(x, t)− ⟨ji(x, t)⟩

と見なすと［演習問題 [4](2)での措置 ξi = ni − ⟨n⟩i と整合］，

(dγδ)ij =

∫ ∞

0

dt

∫
d3x{⟨jiγ(x, t)jjδ(o, 0)⟩ − ⟨jiγ(x, t)⟩ ⟨jjδ(o, 0)⟩}

となる．被積分関数は流体カレント場の時間相関関数の定常値からの (局所的な)揺らぎとなっている．さら

に現実の流体では相関が強く，t→ ∞の極限でも相関がゼロにならないため，

(bγδ)ij ≡ lim
t→∞

∫
d3x{⟨jiγ(x, t)jjδ(o, 0)⟩ − ⟨jiγ(x, t)⟩ ⟨jjδ(o, 0)⟩}

を差し引いて

(dγδ)ij =

∫ ∞

0

dt

[∫
d3x{⟨jiγ(x, t)jjδ(o, 0)⟩ − ⟨jiγ(x, t)⟩ ⟨jjδ(o, 0)⟩} − (bγδ)ij

]
(6.35)

と考える．これはGreen-久保公式と呼ばれ，ここに

bγδ =


kBTρ
m δγδ 0 0 0 kBT (u+p)

m δγδ
0 bγδ11 bγδ12 bγδ13 0

0 bγδ21 bγδ22 bγδ23 0

0 bγδ31 bγδ32 bγδ33 0
kBT (u+p)

m δγδ 0 0 0 kBT (u+p)2

mρ δγδ

 , (6.33)

bγδαβ =
kBT

2

{
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

}
(δαγδβδ + δαδδβγ) (α, β = 1, 2, 3)

であることが示される (演習問題 [4],[5])．

また，この右辺は流体のカレント場の揺らぎを表すのに対し，左辺の (dγδ)ij は流体の散逸に関係する輸送

係数 κ, µ, ζ を用いて表される．よってこれは揺動と散逸を関係付けるものであるため，揺動散逸定理とも呼

ばれる．［揺動散逸定理の 1例である．］具体的には



式 (6.36)� �
熱伝導係数

κ =
1

6kBT 2

∫ ∞

0

dt

[∫
d3x ⟨j4(x, t) · j4(o, 0)⟩ − 3kBT

(u+ p)2

mρ

]
ずり粘性係数

µ =
1

2kBT

∫ ∞

0

dt

∫
d3x ⟨j12(x, t)ȷ12(o, 0)⟩

体積粘性係数

ζ =
1

18kBT

∫ ∞

0

dt

[∫
d3x

(
⟨jαα(x, t)jββ(o, 0)⟩ − (3p)2

)
− 6kBT

(
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

)]
� �
となる (演習問題 [6])．

さらに輸送係数は外からの作用 (応力や温度勾配)に対する流体の応答の度合いを表す．そして Green-久保

公式は，流体自身の揺らぎが大きいほど応答も大きくなることを表している．

§ 6.3，式の導出など

■演習問題 [6](輸送係数 κ, µ, ζ の式 (6.36)の導出) ビリアル定理の結果 (3.39),(3.40):

⟨jαβ⟩ρ,β,v = mρvαvβ + δαβp, ⟨j4⟩ρ,β,v = (e+ p)v

において，熱平衡状態からのズレ v の 2次以上を無視すると，

⟨jαβ(x, t)⟩ = δαβp, ⟨j4(x, t)⟩ · ⟨j4(o, 0)⟩ = 0 (6.46)

となることを用いる［解答は本稿次節］．

§ 6.3について

■演習問題 [6]略解 (p.136)における κの式の導出について p.136の略解と異なり，Green-久保公式 (6.35)

において i = j = 4および γ = δとして，γ = 1, 2, 3について和をとる．すると左辺は dγδ の式 (6.28)により

3∑
γ=1

(dγγ)44 = 6kBT
2κ

となる．一方，右辺は∫ ∞

0

dt

[∫
d3x{⟨j4(x, t) · j4(o, 0)⟩ − ⟨j4(x, t)⟩ · ⟨j4(o, 0)⟩} −

3∑
γ=1

(bγγ)44

]

となる．ここで式 (6.46):⟨j4(x, t)⟩ · ⟨j4(o, 0)⟩ = 0および bγδ の式 (6.33)により

3∑
γ=1

(bγγ)44 =
3kBT (u+ p)2

mρ

となることに注意してこれらを等置すると κの表式 (6.36)を得る．



■演習問題 [6]略解 (p.136)における µの式の導出について

• dγδ の式 (6.28) ⇒ (d22)11 = 2kBTµ

• bγδ の式 (6.33) ⇒ (b22)11 = 0

• 式 (6.46):⟨j12(x, t)⟩ ⟨j12(o, 0)⟩ = 0

■演習問題 [6]略解 (p.136)における ζ の式の導出について

• dγδ の式 (6.28)より

∑
α,β

(dαβ)αβ =
∑
α,β

2kBT

{
2µδ 2

αβ +

(
ζ − 2µ

3

)
δααδββ

}

=����12kBTµ+ 18kBT

(
ζ
�

��−2µ

3

)
=18kBTζ.

• bγδ の式 (6.33)より

∑
α,β

(bαβ)αβ =
kBT

2

{
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

}∑
α,β

{
δααδββ + (δαβ)

2
}

=
kBT

2

{
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

}
(9 + 3)

=6kBT

{
ρ
∂p

∂ρ
+ (u+ p)

∂p

∂u

}
.

• 式 (6.46)より ∑
α,β

⟨jαα(x, t)⟩ ⟨jββ(o, 0)⟩ =
∑
α,β

p2 = 9p2 = (3p)2.

p.127 コラム　久保亮五と元号「平成」

Green-久保公式で知られる久保亮五は，

• 統計力学，物性理論において多くの業績を残した．
•「元号制定委員会」の一人として，元号「平成」の制定にたずさわった．



付録 B ƴ𝐞nard対流

第1章，演習問題［8］の関連資料







−

−

定性的に，𝑅 ≷ 𝑅0が(不)安定性Re𝜔 ≷ 0に対応すると
期待される．

自由境界条件(6.122)の𝐷2𝑊 = 0は
ストレスがないこと

0 = 𝜈Δ𝑤 = 𝜈Δ 𝑊𝑒 ⋯

= 𝜈 Δ𝑊 𝑒 ⋯ + 2 𝜵𝑊 ∙ 𝜵𝑒 ⋯ +𝑊 ∆𝑒 ⋯

= 𝜈𝑒 ⋯ 𝐷2 − 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 𝑊

∴ 𝐷2𝑊 = 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 𝑊

を境界条件𝑊 = 0と合わせて得る．



B ƴenard対流→ Lorentzモデル

(Lorentz方程式)

Lorentzモデルはカオスを生じる．
【注】Lorentz方程式は現象を正確に記述するモデルというよりもむしろ，
対流・カオスについての洞察を得るための単純化した“おもちゃ”のモデルである．



【導出編】
P・ベルジェほか『カオスの中の秩序』pp.282—286
※本ノートの【要旨】の基礎方程式(∗)とは，𝑅aの付く項が異なっている













付録 A Liouvilleの定理

Liouvilleの定理の証明は，例えば文献 [1, pp.184–186]に見られる．ここでは文献 [2, pp.68–72]にならっ

た証明を載せる．以下の証明は Hamiltonの正準方程式に基づいており，それ故，必ずしも粒子系を想定する

必要はなく，またデカルト座標に限らず，一般座標と共役な運動量に対しても適用できる．

一般に n次元空間の動点X(t) = (X1(t), · · · , Xn(t))が速度場

dX

dt
= f(X)

に導かれて運動するとき，動点の集合に固定した領域 ∆(t)の体積 |∆(t)|の時間変化率は

d

dt
|∆(t)| =

∫
∆(t)

dnXdivf , divf =

n∑
k=1

∂fk
∂Xk

(6)

で与えられる．これは速度場のわき出しが体積の膨張率となることを表しており，直観的にもっともらしい．

実際に上式 (6)が成り立つことを付録 A.1で証明する．

さて，N 粒子系の位相空間としてまずは n = 6N 次元の Γ空間を考えよう．a(= 1, · · · , N)番目の粒子の

位置と運動量をそれぞれ ra,pa とすると，系の状態は空間座標と運動量の組

X = (q, p) = (r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )

を座標とする Γ空間の 1点として表される．ここで Hamiltonの正準方程式

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi =

∂H

∂qi
(i = 1, · · · , 3N)

(ただし H は系のハミルトニアン)に従う複数の動点から成る Γ空間の領域 Γ(t)を考えると，今の場合

divf =
3N∑
i=1

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
=

3N∑
i=1

(
∂2H

∂qi∂pi
− ∂2H

∂pi∂qi

)
= 0

が対応するので，d|Γ(t)|/dt = 0となる．すなわち位相空間の体積は不変である (Liouvilleの定理)．

次に粒子間相互作用がないとして，同一のハミルトニアン H によって記述される N 粒子系を n = 6次元

の µ空間 (x,p)において考える．このとき Γ空間で考えた点の集合は異なる系を表していたのに対し，µ空

間における複数の点は現実の個々の粒子と見なされる．ただし N 個の粒子は密に分布しており，µ空間を運

動する流体の塊と見なせるものとし，その体積を µ(t)とする．するとやはり

divf =
3∑

i=1

(
∂ẋi
∂xi

+
∂ṗi
∂pi

)
=

3∑
i=1

(
∂2H

∂xi∂pi
− ∂2H

∂pi∂xi

)
= 0, ∴ d

dt
|µ(t)| = 0

となって，µ空間の位相体積も不変である．実際，これは形式的には Γ空間の体積変化率を，特に 1粒子系に

対して書いた式と見なせる．

■力が速度に依る場合 実は個々の粒子に作用する力が粒子の速度に依存する場合，Liouvilleの定理は一般

には成り立たない．このことを付録 A.2で確かめる．上記の Liouvilleの定理の証明と一見矛盾する結果とな

るのは次の事情による．すなわち力が速度 (運動量)に依存するとき，粒子の正準運動量は力学的運動量とは



異なり得る．とことが Hamilton 方程式における運動量変数は正準運動量であって力学的運動量ではないか

ら，空間座標と力学的運動量によって張られる位相空間の体積に対して，上記の証明は適用できない．

速度に依存する力の重要な例として，荷電粒子が磁場から受ける Lorentz力が挙げられる．実は Lorentz力

に対しては，結果的に Liouvilleの定理が成り立つことを付録 A.3で示す．

A.1 体積変化率の公式 (6)の証明

まず一般に n× nの行列 Aと単位行列 E に対して，

det(E + tA) = 1 + tTrA+O(t2) (7)

が成り立つ [2, pp.70–71]．実際，ε1···n = 1を満たす反対称テンソル εi1···in を用いて行列式を定義に従って

計算すると，

det(E + tA)

=εi1···in(E + tA)1i1 · · · (E + tA)nin

=εi1···inδ1i1 · · · δnin
+ εi1···in{(A1i1δ2i2 · · · δnin) + (δ1i1A2i2δ3i3 · · · δnin) + · · ·+ (δ1i1 · · · δn−1,in−1Anin)}t+O(t2)

=ε1···n + (εi12···nA1i1 + ε1i23···nA2i2 + · · ·+ ε1···(n−1)inAnin)t+O(t2)

=1 + ε1···n(A11 +A22 + · · ·+Ann)t+O(t2)

=1 + (TrA)t+O(t2)

となる．

ここで動点の時刻 t0 における初期位置X から時刻 t = t0 +∆tにおける位置X(t)への変化を座標変換と

見なして，体積を

|∆(t)| =
∫
∆(t0)

∂(X(t))

∂(X)
dnX (8)

と書く．上記の公式 (7)を適用すると，上式右辺における Jacobianは

∂(X(t))

∂(X)
=det

(
E +

(
∂f i(X)

∂Xj

)
∆t+O(∆t2)

)
=1 + Tr

(
∂f i(X)

∂Xj

)
∆t+O(∆t2)

=1 + (divf)∆t+O(∆t2)

と計算される．よって式 (6):
d

dt
|∆(t)|

∣∣∣∣
t=t0

=

∫
∆(t0)

(divf)dnX

を得る．

なお n = 3次元空間では，流体の有限の領域 Vにわたる速度場 v の積分は発散定理により∫
V

(∇ · v)d3x =

∫
S

v · dS

と書き換えられる (ただし Sは Vの表面，dS は面積要素ベクトル)．これは右辺を見ると分かるように，確か

に流体 Vの体積変化を表している．



A.2 力が速度に依る場合

6N 次元の Γ空間における動点X(t) = (q, p)に対して，付録 A.1の体積 (8)における Jacobianを直接的

に評価しよう．各粒子の質量を m，位置を x，運動量を pとし，粒子に作用する力を F と書く (ここで粒子

を指定する添字は省略している)．まず簡単のために運動量の非相対論的表式 p = mv を利用すると，

x(t) = x(t0) +
p(t0)

m
∆t+O(∆t2), p(t) = p(t0) + F (t0)∆t+O(∆t2)

であり，Jacobi行列は(
∂q(t)
∂q(t0)

∂q(t)
∂p(t0)

∂p(t)
∂q(t0)

∂p(t)
∂p(t0)

)
= 1 +A∆t+O(∆t2), A ≡

(
0 1

m
∂F
∂x

∂F
∂p

)
となる．ただし各シンボル (∂q(t)/∂q(t0)), · · · はそれぞれ 3N × 3N の行列であり，例えば ∂F

∂p については，

各粒子に対して定義される 3× 3の行列 (
∂Fi

∂pj

)
が N 個，対角部分に並んでいる．付録 A.1で示した公式 (7)を適用すると，Jacobianは

J =
∂(q(t), p(t))

∂(q(t0), p(t0))
= 1 +

∑
N 粒子

3∑
k=1

∂Fk

∂pk
∆t+O(∆t2)

と計算される．すると粒子に働く力が
3∑

k=1

∂Fk

∂pk
= 0

を満たさない限り，位相空間を運動する領域の体積は不変に保たれない．特に運動量 pに依らない力 F に対

しては，条件
∑3

k=1
∂Fk

∂pk
= 0が満たされるので，位相体積は不変となる (Liouvilleの定理)．

同じ事情は相対論的力学においても成り立つ．粒子の 4元運動量を p = (p0,p)，F を運動量の座標時間に

よる微分 dp/dtと等置される力とすると，座標で測った粒子の速度は v = cp/p0 なので，

x(t) = x(t0) +
cp(t0)

p0
∆t+O(∆t2), p(t) = p(t0) + F (t0)∆t+O(∆t2)

となる．すると同様の表記で，やはり

A =

(
0 ∂

∂p

(
cp
p0

)
∂F
∂x

∂F
∂p

)
, J = det(E +A∆t) +O(∆t2) = 1 +

∑
N 粒子

3∑
k=1

∂Fk

∂pk
∆t+O(∆t2)

が得られる*3．

*3 ただしここでは符号系 (−+++)を持つ計量テンソルを想定して，反変ベクトルの空間成分の添字を下付きにしてある．



A.3 Lorentz力

電荷 eが磁束密度B から受ける Lorentz力

F = ev ×B

に対しては，付録 A.2で見た条件
∑3

k=1
∂Fk

∂pk
= 0が満たされるので，Liouvilleの定理は結果的に正しい．実

際，粒子の速度の非相対論的な表式 v = p/mに対して，このことは次のように確かめられる．

Fk = εkrs
pr
m
Bs, ∴ ∂Fk

∂pi
= εkrs

δir
m
Bs = εkis

Bs

m
, ∴ ∂Fk

∂pk
= εkks

Bs

m
= 0.

相対論的力学においても，同じ結果が得られる．F = ev ×B は運動量の座標時間による微分 dp/dtと等

置される通常の力の正しい表式となっており，単に座標で測った速度を相対論的表式 v = p/mに置き換えれ

ば良い．すると
∂Fi

∂pi
=

∂

∂pi
(εijkvjBk) = cεijk

(
∂

∂pi

pj
p0

)
の最右辺において

∂

∂pi

pj
p0

=
δij
p0

+ pj

{
− 1

(p0)2

}
pi
p0

=
δij
p0

− pipj
(p0)3

(∵ p0 =
√

(mc)2 + p2)

は添字 i, j に関して対称であり，εijk は添字 i, j に関して反対称なので，∂Fi

∂pi
= 0となる．



付録 B Boltzmann方程式

ここでは剛体球モデルに依らない Boltzmann方程式の導出を載せておく．

B.1 Boltzmann方程式の古典的導出

Boltzmannによる Boltzmann方程式の導出は，以下の 2つの仮定に基づいている．

1. 同時に相互作用する粒子は 2つまでである，

すなわち衝突は 2粒子だけを含むような短時間の事象であること．

→ 希薄な気体にしか適用できない (高密度では 3粒子以上の相互作用が顕著になる)．

2. Stosszahlansatzまたは分子カオスの仮定，すなわち粒子は統計的性質に従うこと (後述)．

→ 短い時間に衝突する粒子数の“期待値”は計算できる．

後者の統計的仮定が Boltzmann方程式を時間に関して不可逆にすることがよく知られている．

分布関数の導入

時刻 tに位置 r の周りの範囲 d3r，速度 ci の周りの範囲 d3ci に含まれる i種類目の分子数 (期待値)を

fi(r, ci, t)d
3rd3ci

と書いて，分布関数 fi(r, ci, t)を定義する．［速度に添字 iを付けているのは，一般には分子の種類 iごとに

作用する外力 Fi が異なるため，それによってもたらされる加速度 ċi も異なることを忘れないためであると考

えれば良い．］Boltzmannによる古典的な議論を用いて，分布関数の時間発展を記述する Boltzmann方程式

の導出を行う．

衝突項の導入

化学種 iの分子の質量をmi とし，分子 iの受ける外力 Fi は速度 ci に依らないものとする．このとき衝突

が起きなければ，位相空間［位置と速度から成る 6次元の“µ空間”］を運動する粒子群に固定した領域の体

積は変わらない (Liouvilleの定理，付録 A参照)．また着目している領域は常に同じ粒子のみから構成されて

いるから，そこに含まれる粒子数は変わらない．よって運動する粒子群の塊の位置で見た，位相空間の粒子数

密度の時間変化率は
Dfi
Dt

=
∂fi
∂t

+ ci ·
∂fi
∂ri

+
Fi

mi
· ∂fi
∂ci

= 0

である．ここで
Dfi
Dt

=

(
∂fi
∂t

)
coll

と書いて，単位時間当たりの粒子数変化に対する衝突の寄与 (∂fi/∂t)coll を定義する．この衝突項の形を定

め，分布関数の時間発展方程式を完成させることが以下の目標となる．

Euler的な見方を経由した手堅い議論 衝突がなければ分布関数は物質微分 Dfi/Dt = 0 を満たす．これを

Euler的な表現
∂fi
∂t

= −ci ·
∂fi
∂ri

− Fi

mi
· ∂fi
∂ci



に移行すると，位相空間に固定した単位体積中の粒子数が，移流によって単位時間に上式だけ変化

することになる．衝突がある場合には，粒子数の変化に対する寄与として，右辺の移流項に衝突項

(∂fi/∂t)coll を加えて Boltzmann方程式

∂fi
∂t

+ ci ·
∂fi
∂ri

+
Fi

mi
· ∂fi
∂ci

=

(
∂fi
∂t

)
coll

とすれば良い．これは改めて Lagrange的な見方に戻れば，結果的に Dfi/Dt = (∂fi/∂t)coll と書ける．

時刻 tから単位時間のうちに，衝突によって

• 位相空間の要素 d3rd3ci に入る粒子数を　 Γ+
i d

3rd3ci

• 位相空間の要素 d3rd3ci を出る粒子数を　 Γ−
i d

3rd3ci

と書くと (d3ci は十分小さく，衝突する粒子の両方がこの範囲に含まれるものはないとする)，(
∂fi
∂t

)
coll

����d3rd3ci = (Γ+
i − Γ−

i )����d3rd3ci

である．さらに粒子 j との衝突による fi の増加量 Γ+
ij と減少量 Γ−

ij を定義すると，

Γ+
i =

∑
j

Γ+
ij , Γ−

i =
∑
j

Γ−
ij

と分解される．そこで気体は希薄であり，それ故，2体衝突だけを考慮すればよいものと仮定して，Γ±
ij を fi

の関数としてあからさまに表そう．

弾性衝突に関する Liouvilleの法則

準備として化学種 1,2 の分子の 2 体衝突について調べ，弾性衝突に関する Liouville の法則を導く．

［Boltzmann方程式の導出において増加量 Γ+
ij の表式を得ることは 1つの難所であり，以下で見るように Γ+

ij

の積分変数を書き換えるのに Liouvilleの法則が有用となる．］

2分子を質点とし，粒子間力は中心力であるとする．また外力は粒子間力に比べて小さいものとし，［短時

間における衝突を考える際には］無視できるものとする．［短距離の相互作用を考えれば］相互作用は粒子が

互いにある程度近づいた短時間のうちに行われ (衝突に対応)，粒子がある程度離れると事実上，互いに影響を

感じなくなる (衝突前後の始・終状態に対応)．2粒子の質量を順に m1,m2，衝突前の速度を c1, c2，衝突後

の速度を c1
′, c2

′ とする．運動量保存則より重心の速度

V =
m1c1 +m2c2
m1 +m2

=
m1c1

′ +m2c2
′

m1 +m2

は一定である．衝突前後の相対速度

v = c2 − c1, v′ = c2
′ − c1

′

と重心の速度 V を用いると，2粒子の速度は

c1 =V − m2

m1 +m2
v, c2 = V +

m1

m1 +m2
v,

c1
′ =V − m2

m1 +m2
v′, c2

′ = V +
m1

m1 +m2
v′



と表される．2行目の式における V を具体的に書くと，連立方程式

c1
′ =

m1

m1 +m2
c1 +

m2

m1 +m2
c2 −

m2

m1 +m2
v′,

c2
′ =

m1

m1 +m2
c1 +

m2

m1 +m2
c2 +

m1

m1 +m2
v′,

v =c2 − c1

を得る．これは変数の線形変換 (c1, c2,v
′) → (c1

′, c2
′,v) を表す式と見なせる．［この変換は変換前後の変

数の組 (c1, c2,v
′)，(c1

′, c2
′,v)のそれぞれに，衝突前後の量が混在した形となっている．これは衝突前の速

度 c1, c2 に加えて，衝突後の相対速度 v′ を指定してはじめて，衝突後の速度 c1
′, c2

′ が決まるという事情に

よる．］

逆変換は単に上式において，プライムの付いた量とプライムの付いていない量を入れ替えれば得ら

れる．よって変換と逆変換とで，変換係数は同じであることが分かる．［ここで線形変換 xi
′ = aijxj

における定数係数 aij = (∂xi
′/xj) は Jacobi 行列の成分に他ならないことを思い出そう．］すると変換

(c1, c2,v
′) → (c1

′, c2
′,v′)とその逆変換に関する Jacobi行列をそれぞれ

∂(c1, c2,v
′)

∂(c1′, c2′,v)
= J,

∂(c1
′, c2

′,v)

∂(c1, c2,v′)
= J−1

と書くと，J = J−1 の関係がある．J = J−1 とより J = 1となるので，積分の変数変換の規則

d3c1d
3c2d

3v′ = d3c1
′d3c2

′d3v

が見出される．

ここで弾性衝突を仮定しよう．よく知られているように，2 粒子の全運動エネルギーは重心運動のエネル

ギーと相対運動のエネルギーに分けることができ，運動量保存則の下で重心運動のエネルギーは不変である．

弾性衝突は，相対運動のエネルギーも不変となる場合に対応する [1, pp.34–35]．このとき相対速度は大きさ

が変わらず (v = v′)，向きだけが変わる．すると上式は

d3c1d
3c2do

′ = d3c1
′d3c2

′do

に簡略化される．ここに do,do′ は相対速度 v,v′ の立体角要素であり，これは弾性衝突に関する Liouvilleの

法則と呼ばれる．

衝突の寄与 Γ±
i の評価

位置と速度の範囲 d3r,d3c1 に含まれる化学種 1の分子 (粒子 1)と，速度の範囲 d3c2 に含まれる化学種 2

の分子 (粒子 2)の衝突を考える．個数
f1(r, c1, t)d

3rd3c1

だけある粒子 1の 1つが原点 Oに静止しており，ここに粒子 2が相対速度 v で入射する実験室系をとる．粒

子 2の衝突後の速度 v′ は，大きさ v′ = v が不変なので，図 3のような散乱角 χと方位角 εだけで指定され

る．粒子 2がこれらの範囲 dχと dεのなかに散乱されるには，入射ビームの同じ方位角の範囲 dεにおいて，

衝突パラメーター bの対応する範囲 dbを持つ断面積 bdbdεを通過しなければならない．そのうち微小時間 dt

のあいだに 1つの粒子 1と衝突する粒子 2は，底面 bdbdεと高さ vdtを持つ空間的な体積 vbdbdεdtの“衝突

シリンダー”に含まれ，個数
f2(r, c1, t)vbdbdεd

3c2dt



図 3 粒子 1の静止系における粒子 2の散乱と微分断面積

だけあるので［f2 の引数は粒子 1と同じ位置 r で評価して良い］，時間 dtのうちに起きる，考えている衝突

(粒子 2が断面積 bdbdεを通過する)の回数は

f1(r, c1, t)f2(r, c2, t)vbdbdεd
3c1d

3c2d
3rdt

と表される．ここで異なる速度範囲に属する分子の与えられた体積要素における衝突回数の期待値は統計的に

計算できるという，Stosszahlansatzの仮定 (「衝突回数の仮定」のドイツ語)を用いた．すなわち 2粒子の位

置は無相関であり，粒子 2の位置は粒子 1の位置によらないと暗に仮定している*4．方程式の不可逆性はこの

仮定に由来している［結局，不可逆性は Boltzmann方程式の衝突項が担う］．粒子 2との衝突によって時間

dtのうちに範囲 d3r,d3c1 から失われる粒子 1の総数 Γ−
12d

3r,d3c1dtは，上式を c2, b, εにわたって積分して

得られるから，

Γ−
12 =

∫
c2,b,ε

f1(r, c1, t)f2(r, c2, t)vbdbdεd
3c2.

粒子 j との衝突による fi の減少量 Γ−
ij も，添字を単純に置き換えた同様の表現によって与えられる．

次に Γ+
12 の表式を求めたい．衝突後の粒子 1 の速度が d3c1 の範囲に入るには，先ほどの衝突 (c1, c2) →

(c1
′, c2

′) と逆の衝突 (c1
′, c2

′) → (c1, c2) を考えれば良い．［順の衝突 (c1, c2) → (c1
′, c2

′) を時間反転した

衝突 (−c1
′,−c2

′) → (−c1,−c2) に，さらに空間反転を施すと逆の衝突 (c1
′, c2

′) → (c1, c2) が得られる [3,

§ 2]．そこで粒子 1の静止系の図 3において時間反転と空間反転を施すと，］逆の衝突では粒子 2は衝突パラ

メーターがもとと同じく bから b + dbであり，通過する断面積の方位角は原点に関して対称な位置 −εから
−ε− dεとなる．これを踏まえると，粒子 2の通過する断面積の範囲を固定したとき，短い時間 dtにおける

位置と速度の範囲 d3r,d3c1
′ に含まれる粒子 1と，速度の範囲 d3c2

′ に含まれる粒子 2の衝突回数は，これま

での議論より，
f1(r, c1

′, t)f2(r, c2
′, t)vbdbdεd3c1

′d3c2
′d3rdt

と表される．Liouvilleの法則をもちいると，これは対応する終状態の速度範囲 d3c1, d
3c2 を用いて

f1(r, c1
′, t)f2(r, c2

′, t)vbdbdεd3c1d
3c2d

3rdt

*4 気体が希薄であれば，1 度衝突して相関を持った粒子が再び衝突する場合を確率的に無視できるから，この仮定が正当化される．
このとき 1粒子分布関数のみによって系を記述できる [2, pp.66–67]．



と書き換えられる．粒子 2 との衝突によって時間 dt のうちに範囲 d3r,d3c1 に飛び込む粒子 1 の総数

Γ+
12d

3r,d3c1dtは，上式を c2, b, εにわたって積分して得られるから，

Γ+
12 =

∫
c2,b,ε

f1(r, c1
′, t)f2(r, c2

′, t)vbdbdεd3c2.

Boltzmann方程式

以上から定まる衝突項を用いると，分布関数 fi の時間発展方程式として Boltzmann方程式(
∂

∂t
+ ci ·

∂

∂ri
+

Fi

mi
· ∂

∂ci

)
fi =

∑
j

∫
(fi

′fj
′ − fifj)vbdbdεd

3cj

が得られる．ここに

fi ≡ fi(r, ci, t), fj ≡ fj(r, cj , t), fi
′ ≡ fi(r, ci

′, t), fj
′ ≡ fj(r, cj

′, t)

である．あるいは粒子 iの静止系において粒子 j が散乱される方向 (散乱角 χ)の立体角 dΩに対応する微分

断面積
dσij = σijdΩ = bdbdε

(それは入射速度 v と散乱角 χの関数である)を用いると，(
∂

∂t
+ ci ·

∂

∂ri
+

Fi

mi
· ∂

∂ci

)
fi =

∑
j

∫
(fi

′fj
′ − fifj)vσijdΩd

3cj

を得る．［この結論はエネルギー・運動量保存則に基づく運動学 (および Boltzmannの仮定)だけから導かれ

ており，具体的な物理 (相互作用の種類)は断面積の中に入る．］

最後に単一成分の気体を想定して Boltzmann方程式を書くと，(
∂

∂t
+ c · ∂

∂r
+

F

m
· ∂
∂c

)
f =

∫
(f ′f1

′ − ff1)vbdbdεd
3c1,

または

(
∂

∂t
+ c · ∂

∂r
+

F

m
· ∂
∂c

)
f =

∫
(f ′f1

′ − ff1)vσdΩd
3c1

となる［ここでは分布関数の添字 1は気体の種類ではなく，引数の速度の違いを表している］．

B.2 量子論を援用した Boltzmann方程式の導出

粒子の衝突 (反応)を古典的に記述する場合にも，量子力学的に記述する場合にも，Boltzmann方程式は以

下のように導出できる [3, § 2 § 3]．

粒子系の分布関数 f が依存する変数のうち，空間座標を除いた変数の組を Γで表す．Γの周りの範囲 dΓに

含まれる粒子と Γ1 の周りの範囲 dΓ1 に含まれる粒子が衝突して，それぞれ Γの範囲 dΓ′, dΓ1
′ に移るような

反応 Γ,Γ′ → Γ1,Γ1
′ を考える．空間の単位体積において単位時間にこの反応が起きる回数は，単位体積にお

ける始状態の粒子数 f(t, r,Γ)dΓ, f(t, r,Γ1)dΓ1 と終状態の範囲 dΓ′, dΓ1
′ に比例するので，

w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1)ff1dΓdΓ1dΓ

′dΓ1
′

と書ける (以降，f1 ≡ f(t, r,Γ1), f
′ ≡ f(t, r,Γ′)などと略記)．［この式は dΓの因子が始状態と終状態に関し

て対称的となっており，すぐ後で見るように，このため逆の衝突の回数を容易に書き下すことができる．］



このとき与えられた Γに対して，Γ1,Γ
′,Γ1

′ の可能な全ての値に関して，単位時間に体積 dV の中で起きる

反応 Γ,Γ1 → Γ′,Γ1
′ の総数は

dV dΓ

∫
w(Γ′,Γ1

′; Γ,Γ1)ff1dΓ1dΓ
′dΓ1

′

で与えられる．(同じ条件で)反応 Γ′,Γ1
′ → Γ,Γ1 の総数は

dV dΓ

∫
w(Γ,Γ1; Γ

′,Γ1
′)f ′f1

′dΓ1dΓ
′dΓ1

′

である．よって輸送方程式
df

dt
=
∂f

∂t
+ v ·∇f + F · ∂f

∂p
= C(f) (9)

における衝突項はひとまず

C(f) =

∫
(w′f ′f1

′ − wff1)dΓ1dΓ
′dΓ1

′, w ≡ w(Γ′,Γ1
′; Γ,Γ1), w′ ≡ w(Γ,Γ1; Γ

′,Γ1
′) (10)

と書ける．

衝突項をさらに書き換えるために，w に対するユニタリー性の条件を考慮する．2つの分子を含む始状態 i

と終状態 nを持つ反応の S行列要素を Sni と書くと*5，S行列のユニタリー性は

δik =
∑
n

S†
inSnk =

∑
n

S∗
niSnk, δik =

∑
n

SinS
†
nk =

∑
n

SinS
∗
kn

と表され，i = k とおくと
1 =

∑
n

|Sni|2, 1 =
∑
n

|Sin|2

が得られる．第 1式は与えられた始状態 iから可能な全ての終状態 nへの遷移確率の和が 1になることを意

味しており，第 2式によれば全ての可能な始状態 nから与えられた終状態 iへの遷移確率の和も 1となる．こ

れら 2式の最右辺を等置して，共通して含まれる n = iの項を除くと，∑
n(̸=i)

|Sni|2 =
∑
n( ̸=i)

|Sin|2

が成り立つことになる．これは wに対する条件∫
w(Γ′,Γ1

′; Γ,Γ1)dΓ
′dΓ1

′ =

∫
w(Γ,Γ1; Γ

′,Γ1
′)dΓ′dΓ1

′ (11)

を意味する．

これを踏まえて衝突項 (10) にもどると，被積分関数の第 2 項は f と f1 が変数 Γ′,Γ1
′ に依らないから，

Γ′,Γ1
′ に関する積分をとり出すと

−
∫
wdΓ′dΓ1

′

である．そこでユニタリー性の条件 (11)を用いてこれを書き換えると，衝突項は

C(f) =

∫
w′(f ′f1

′ − ff1)dΓ1dΓ
′dΓ1

′ (12)

*5 始・終状態は 2 粒子が十分に離れており，相互作用を行っていないと見なせる時刻 t = ±∞ に設定される．時刻 t = −∞ から
t = ∞への時間発展演算子 S は S演算子と呼ばれ，始状態 |i⟩から時間発展した系の状態 S |i⟩を終状態 |n⟩に見出す確率振幅は
行列要素 Sni = ⟨n|S|i⟩に他ならない．Sni を要素に持つ行列 Ŝ を S行列と呼ぶ (しばしば演算子 S も単に S行列と呼ばれる)．



と書き換えられる．これを輸送方程式 (9)に代入して Boltzmann方程式

∂f

∂t
+ v ·∇f + F · ∂f

∂p
=

∫
w′(f ′f1

′ − ff1)dΓ1dΓ
′dΓ1

′

を得る．

単原子の気体を考えると，衝突確率の時間反転と空間反転に関する対称性を用いて同じ結論にたどり着け

る．単原子分子の状態は，空間座標と運動量 Γ = pだけで指定できる．ところで古典力学と量子力学の双方に

おいて，衝突確率は時間反転と空間反転に関して対称である．このとき衝突 p,p1 → p′,p1
′ を時間反転した

衝突 −p′,−p1
′ → −p,−p1 にさらに空間反転を施すと，逆の衝突 p′,p1

′ → p,p1 が得られるから，対称性は

w(p′,p1
′;p,p1) = w(p,p1;p

′,p1
′)

と表される．よって衝突項 (10)は再び，上式 (12)の形

C(f) =

∫
w′(f ′f1

′ − ff1)d
3p1d

3p′d3p1
′ (13)

になる．ここで w′d3p′d3p1
′ = vreldσ の関係によって，散乱に関する通常の微分断面積 dσ を導入することが

でき (ただし vrel は始状態の運動量 p,p1 に対応する速度 v,v′ に関する相対速度 vrel = |v − v1|)，

C(f) =

∫
(f ′f1

′ − ff1)vreldσd
3p1

が得られる．実際これは上式 (13)における余分な積分を実行し，w′ の含むエネルギー・運動量保存則を表す

デルタ関数因子を消した結果にあたる．［Boltzmann 方程式の古典的な導出 (付録 B.1) で得た衝突項はこの

形であった．］



付録 C Boltzmann方程式の周辺

外力 F の下での N 粒子系 (質量m)を考え，Boltzmann方程式を式 (9)，式 (13)の形

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f
∂v

= C(f), (14)

C(f)(r,v, t) =

∫
d3vd3v′d3v1

′σ(vv1|v′v1
′)(f ′f1

′ − ff1) (15)

に書こう．ここに各分布関数 (相空間 (r,v)の粒子数密度)は

f ≡ f(r,v, t), f ′ ≡ f(r,v′, t), f1 ≡ f(r,v1, t), f1
′ ≡ f(r,v1

′, t)

であり，係数 σ(vv1|v′v1
′)は対称性

σ(vv1|v′v1
′) = σ(v1v|v1

′v′) = σ(v′v1
′|vv1) = σ(v1

′v′|v1v) (16)

を満たす (付録 B.2，図 4参照) [4, pp.113–115]．

C.1 H 定理 [4, pp.115–117]

はじめに，以下の議論はM-B粒子系を仮定しており，B-E粒子系，F-D粒子系には適用できないことに注

意を促しておく．

エントロピーの密度

s(r, t) = −kBH(r, t), H ≡
∫

d3vf ln f : H 関数 (17)

(本稿下記にて補足)およびその流れ

JS = −kBJH , JH ≡
∫

d3v vf ln f

を定義する．Boltzmann方程式 (14)を用いると，連続の式

∂s

∂t
+∇ · JS =

(
ds

dt

)
irr

(18)

が導かれ，右辺のエントロピー増加速度 (不可逆過程によるものと見なせる)は(
ds

dt

)
irr

= −kB
∫

d3v(ln f)C(f) (19)

図 4 係数 σ(vv1|v′v1
′)の対称性 (16)



と表される (導出は下記)．［ここから Boltzmann 方程式の衝突項 C(f) がエントロピー生成をもたらすこと

が見て取れる．］衝突項 (15)を用いてこれを評価すると，(
ds

dt

)
irr

≥ 0 (20)

が示される (導出は下記)*6．これは BoltzmannのH 定理と呼ばれ，エントロピー増大則の力学的な基礎づけ

に当たる (非可逆性は衝突項の表式 (15)によって導入されている)．(
ds
dt

)
irr

= 0となるのは［詳細つり合いの原理］

ff1 = f ′f1
′

が成り立つ場合である．エネルギー・運動量保存則

v + v1 = v′ + v1
′, v2 + v 2

1 = v′
2
+ v1

′2 (21)

より，局所平衡分布関数

f (0)(r,v, t) = n

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
−m|v − u|2/2

kBT

)
(22)

はこれを満たす［十分条件］．ただし各パラメータ n(r, t), T (r, t),u(r, t)は Boltzmann方程式の解 f(r,v, t)

を用いて

n(r, t) =

∫
d3vf(r,v, t),

n(r, t)u(r, t) =

∫
d3vvf(r,v, t),

3n(r, t)kBT (r, t)

m
=

∫
d3v|v − u|2f(r,v, t) (23)

で与えられる［本稿下記にて補足］．しかし局所平衡分布関数 (22)は Boltzmann方程式の解ではないことに

注意する．［一様な静止流体を表す平衡分布関数 f (0) = n
(

m
2πkBT

)3/2
exp

(
−mv2/2

kBT

)
(ただし n, T = const)

ならば解である．Boltzmann方程式は非平衡状態で一般に成り立ち，この意味で平衡統計力学を含んでいる．］

*6 式 (18)の両辺を空間全体で積分すると，無限遠で f = 0より JS = 0なので，

S =

∫
sdV : 全エントロピー，

(
dS

dt

)
irr

≡
∫ (

ds

dt

)
irr

dV

に対して
dS

dt
=

(
dS

dt

)
irr

(≥ 0)

となる．



式の導出など

■エントロピーに対する連続の式 (18)，(19)の導出

∂H

∂t
+∇ · JH =

∫
d3v

(
∂

∂t
+ v ·∇

)
(f ln f)

=

∫
d3v(1 + ln f)

(
∂

∂t
+ v ·∇

)
f

=

∫
d3v(1 + ln f)

(
C(f)− F

m
· ∂f
∂v

)
(∵ Boltzmann方程式 (14))

=

∫
d3v(1 + ln f)C(f)(
発散項

∂

∂v
·
(
F

m
f

)
の積分は速度空間の表面積分に変換して落とせる [3,§ 4]

)
となる．最右辺の (1 + ln f)における“1”は，後の付録 C.2で見るように衝突不変量である：∫

d3vC(f) = 0. (式 (28)参照)

よってH 関数に対する連続の式

∂H

∂t
+∇ · JH =

∫
d3v(ln f)C(f)

が得られる．各項を (−kB)倍したものが，式 (18)，(19)である．

■H 定理 (20)の導出 衝突項 (15)を用いると，エントロピー増加速度 (19)における積分は∫
d3v(ln f)C(f) =

∫
d3vd3v1d

3v′d3v1
′σ(vv1|v′v1

′)(f ′f1
′ − ff1) ln f

と表される．これは図 4に示した 3通りの積分変数の入れ替えを行うと，∫
d3v(ln f)C(f) =

∫
d3vd3v1d

3v′d3v1
′σ(v1v|v1

′v′)(f1
′f ′ − f1f) ln f1,∫

d3v(ln f)C(f) =

∫
d3vd3v1d

3v′d3v1
′σ(v′v1

′|vv1)(ff1 − f ′f1
′) ln f ′,∫

d3v(ln f)C(f) =

∫
d3vd3v1d

3v′d3v1
′σ(v1

′v′|v1v)(f1f − f1
′f ′) ln f1

′ (24)

と書き換えられる*7．よってこれら 4通りの表現を平均した∫
d3v(ln f)C(f) =

1

4

∫
d3vd3v1d

3v′d3v1
′σ(v1v|v1

′v′)(f1
′f ′ − f1f)(ln f + ln f1 − ln f ′ − ln f1

′) (25)

=
1

4

∫
d3vd3v1d

3v′d3v1
′σ(v1v|v1

′v′)(f1
′f ′ − f1f) ln

(
ff1

f ′f1
′

)
(26)

が成り立つ*8．ここで［x, y > 0に対して］不等式

(x− y) ln
y

x
≤ 0 (27)

*7 文献 [4]の式 (3.104)の第 3式における σ(v′v1
′|vv1)は式 (24)の第 3式のように，正確には σ(v1

′v′|v1v)となると考えられ
る．しかし対称性 (16)より σ(v′v1

′|vv1)と書いても間違いとは言えず，得られる結果 (25)に変わりはない．
*8 式 (25)において ln f を代わりに φ(v)で置き換えたのが式 (38)である．



が恒等的に成り立つ［確認は本稿次節］．これを x = f1
′f ′, y = f1f とおいて適用すると (式 (26)) ≤ 0となる

ので， (
ds

dt

)
irr

= −kB × (式 (26)) ≥ 0 : (20)

が見出される．

補足

■エントロピー密度の式 (17)について 相空間 (µ空間)を微小な位相体積 d3xd3v の胞 (セル)に分割し，胞

i (中心の座標 (r,v))に含まれる

• 粒子数を Ni = f(r,v, t)d3xd3v

• 微視状態の数を Gi =
d3xd3v
(h/m)3

• 個々の粒子のエネルギーを εi (Gi 個の微視状態に共通)

• 平均粒子数を ni ≡ Ni

Gi
= f(h/m)3

と書こう．ここでミクロカノニカル集団を考えると，N 粒子系の全エネルギーは E =
∑

i εiNi と表されるの

で，エネルギーが E となる状態数は，各胞 iに粒子を Ni 個ずつ配る場合の数

W (E,N) =
N !

N1!N2! · · ·
G N1

1 G N2
2 · · ·

で与えられる．よってエントロピーは

S =kB lnW ≃ kB ln

(
NN

N N1
1 N N2

2 · · ·
G N1

1 G N2
2 · · ·

)
(Stirlingの公式)

=kB

(
N lnN −

∑
i

Ni ln
Ni

Gi

)

と計算される．同種粒子の補正W → W/N ! ≃ W/(NNe−N )を行うと，最右辺の第 1項 kB ×N lnN は落

ちるので，

S = −kB
∑
i

Gini lnni = −kB
∫

d3xd3v

����(h/m)3
{����(h/m)3f} ln{(h/m)3f}

と書ける．このため実空間のエントロピー密度は

s = −kB
∫

d3vf ln{f(h/m)3}

と同定できる．式 (17):s = −kB
∫
d3vf ln f と比べて余計な因子 (h/m)3 は，真数を無次元化するためにぜひ

とも必用である．ただしこれを無視したときのおつりの項

−kB
(∫

d3vf

)
ln{(h/m)3} = −kBn ln{(h/m)3}

は，全粒子数 N =
∫
d3xnが一定なので全エントロピー S =

∫
d3xsの変化に寄与しないから，H 定理の結

論 dS
dt ≥ 0には影響しない．

なお非平衡状態を含め，一般に微視状態 r の出現確率 wr に対して，系のエントロピーは式 (17)の形

S = −kB
∑
r

wr lnwr



で定義される．これを Gibbs のエントロピーという．ミクロカノニカル集団に対して，これは wr = 1/W

より Boltzmann の関係式 S = kB lnW を再現する．平衡統計力学において，Gibbs のエントロピーはカ

ノニカル集団からも導くことができる．実際カノニカル分布 wr = 1
Z e

−Er/kT と自由エネルギーの表式

F = −kT lnZ より
lnwr = − lnZ − βEr = β(F − Er)

であり，両辺のカノニカル分布による平均をとると

∑
r

wr lnwr = β

(
F
∑
r

wr −
∑
r

Erwr

)
= β(F − E) = − S

kB

となる (最後の等号では F = E − TS を用いた)．

■不等式 (27):(x− y) ln y
x ≤ 0の確認 まず仮定 x, y > 0より真数条件 y

x > 0は満たされている．

• x ≥ y > 0のとき，x− y ≥ 0および 0 < y
x ≤ 1, ∴ ln y

x ≤ 0より成り立つ．

• y ≥ x > 0のとき，x− y ≤ 0および 1 ≤ y
x , ∴ ln y

x ≥ 0より成り立つ．

■局所平衡分布関数 (22)について

f(r,v, t) = C exp(Av2 +B · v + E)

とおくと［f の次元を担う係数 C(v に依らない定数)を補った］，

ff1 = C2 exp{A(v2 + v 2
1 ) +B · (v + v1) + 2E}

なので，エネルギー・運動量保存則 (21)の下で詳細つりあいの原理 ff1 = f ′f1
′ が満たされる．係数を

A ≡ m/2

kBT
, B ≡ −mu/2

kBT
, E ≡ mu2/2

kBT

［および C ≡ n(m/2πkBT )
3/2 : v に依らない定数］と選べば，これは局所平衡分布関数 (22)に一致する．

■n(r, t), T (r, t),u(r, t)の式 (23)について 第 1式の n(r, t)は粒子数密度である．第 2式は n(r, t)をゼロ

でないと仮定して右辺に移項すると，単位体積における粒子の平均速度の定義式

u(r, t) =
1

n(r, t)

∫
d3vvf(r,v, t)

になる．第 3式 (局所的な温度 T (r, t)の式)は，内部エネルギー密度の定義式 (33)より，両辺m/2倍すると

見慣れたエネルギー等分配則
3

2
nkBT = e

になる．

C.2 流体方程式 [4, pp.117–120]

Boltzmann方程式から流体方程式を導出する．［本稿では外力 F がゼロでない場合に議論を拡張する．た

だし F は粒子の速度に依らず，また時間に陽に依らないと仮定する．］



衝突 (v,v1) → (v′,v1
′)に際して粒子数［質量］，運動量，エネルギーが保存することは，φ(v) ≡ m,mv, 12mv

2

が
φ(v) + φ(v1) = φ(v′) + φ(v1

′)

を満たす衝突不変量であることを意味する．このことは式 (15)の衝突項 C(f)に対して，

0 =

∫
d3vC(f)φ

=
∂

∂t

(∫
d3vφf

)
+

∂

∂r
·
(∫

d3vvφf

)
−
∫

d3v

(
F

m
f

)
· ∂φ
∂v

(28)

と等価である (証明は下記，第 2の等号で Boltzmann方程式 (14)を用いている)．ここから流体方程式

∂tρ+ ∂i(ρui) = 0 : 連続の式， (29)

∂t(ρui) + ∂j(ρuiuj) = −∂jPji + ρKi :運動方程式， (30)

∂t

(
ρ
u2

2
+ e

)
+ ∂i

[(
ρ
u2

2
+ e

)
ui +Qi

]
= −∂i(ujPij) + ρuiKi (31)

が導かれる (導出は下記)［流体の単位質量あたりの外力K = nF /ρ(= F /m)を導入した．各項の解釈を本

稿下記にて補足］．ただし

Pij ≡
∫

d3vm(vi − ui)(vj − uj)f, (32)

e =

∫
d3v

1

2
m|v − u|2f : 内部エネルギー密度 (33)

Qi =

∫
d3v

1

2
m(vi − ui)|v − u|2f :熱流 (34)

である．［定義式 (32)より応力 Pij = Pji は対称である．応力 (32)は流体静止系における運動量流束となっ

ており，内部エネルギー e, 熱流 Qi の式 (33)，(34)も理に適っている．］

ここで局所平衡分布 f (0) とそこからのズレ f ′ = f − f (0) の寄与を分けて書くと，

Qi = Q
(0)
i +Q′

i = Q′
i, Pij = P

(0)
ij + P ′

ij = Pδij + P ′
ij (35)

なので (P は圧力，理由は下記)，これらを保存則 (30)，(31)に代入し，

P ′
ij → −σ′

ij :粘性応力

と置き換えると，流体方程式

∂t(ρui) + ∂j(ρuiuj) = −∂iP + ∂jσ
′
ij + ρKi, (36)

∂t

(
ρ
u2

2
+ e

)
+ ∂i

[(
ρ
u2

2
+ e+ P

)
ui +Q′

i

]
= ∂i(ujσ

′
ji) + ρuiKi (37)

が再現される［各項の解釈を本稿下記にて補足］．

式の導出など

■衝突不変量の満たす式 (28)の導出 第 1の等号は σ(v1v|v1
′v′)の対称性 (16)を用いると，式 (15)の衝突

項 C(f)に対して∫
d3vC(f)φ(v)

=
1

4

∫
d3vd3v1d

3v′d3v1
′σ(v1v|v1

′v′)(f1
′f ′ − f1f) (φ(v) + φ(v1)− φ(v′)− φ(v1

′)) (38)



となることによる．

第 2の等号について，Boltzmann方程式 (14)を用いると∫
d3vC(f)φ =

∫
d3v

(
∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

F

m
· ∂f
∂v

)
φ

=
∂

∂t

(∫
d3vφf

)
+

∂

∂r
·
(∫

d3vvφf

)
+

∫
d3v

{
∂

∂v
·
(
F

m
f

)}
φ

となる．次いで最右辺の第 3項を部分積分により∫
d3v

{
∂

∂v
·
(
F

m
f

)}
φ = −

∫
d3v

(
F

m
f

)
· ∂φ
∂v

と書き換えれば良い (v → ∞で f → 0なので，境界項は消える)．

■連続の式 (29) の導出 衝突不変量 φ(v) = m に対して式 (28) を適用して得られる．実際，質量密度

ρ = mnにおける数密度 nと流体の速度 uは式 (23)で定義されていることに注意すると，式 (28)の最右辺は

(第 1項) =
∂ρ

∂t
, (第 2項) = ∇ · (ρu), (第 3項) = 0

(
∵ ∂φ

∂v
= 0

)
となる．

■運動方程式 (30)の導出 ［教科書 [4, pp.118–119]における導出過程を補足しつつまとめる．］準備として，

［局所的な流体静止系での粒子の速度］ξ ≡ v − uを定義すると∫
d3ξξf =

∫
d3v(v − u)f = nu−

(∫
d3vf

)
u = nu− nu = 0 (39)

となることを述べておく．すると φ(v) = mv に対して式 (28):

∂t

(∫
d3vφf

)
+ ∂j

(∫
d3vvjφf

)
−
∫

d3v
Fj

m
f
∂φ

∂vj
= 0 (40)

の各項は∫
d3vφf =m

∫
d3vvf = mnu (∵ 式 (23))

=ρu,∫
d3vviφf =m

∫
d3ξ(ui + ξi)(u+ ξ)f (ξ ≡ v − u)

=m

(∫
d3ξf

)
︸ ︷︷ ︸

n

uiu+m

∫
d3ξξiξf

(上式 (39)より交差項は消える)

=ρuiu+m

∫
d3v(vi − ui)(v − u)f,∫

d3v
Fj

m
f
∂φ

∂vj
=

(∫
d3vf

)
F

(
∵ 1

m

∂φ

∂vj
= ej :第 j 軸方向の単位ベクトル，F は v に依らない

)
=nF : 流体の単位体積あたりの外力

=ρK (K : 流体の単位質量あたりの外力)



と計算される．これらを冒頭の式 (40)に代入して得られる方程式の第 i成分をとると，

0 =∂t(ρui) + ∂j

{
ρujui +m

∫
d3v(vj − uj)(vi − ui)f

}
− ρKi

=∂t(ρui) + ∂j(ρujui) + ∂jPji − ρKi

となって，運動方程式 (30)が得られる．

■式 (35):Q
(0)
i = 0, P

(0)
ij = Pδij の導出 式 (22)の局所平衡分布関数 f (0) に対して

Q
(0)
i ≡

∫
d3v

1

2
m(vi − ui)|v − u|2f (0) = 0. (奇関数の積分)

また

P
(0)
ij ≡

∫
d3vm(vi − ui)(vj − uj)f

(0) = nkBTδij = Pδij . (41)

［上式 (41)について，本稿下記にて補足．］

補足

■エネルギー方程式 (31) の導出 運動方程式 (30) の導出と同様にして，エネルギー方程式 (31) を導こう．

φ(v) = 1
2mv

2 に対し衝突不変量の満たす式 (28)の各項は∫
d3vφf =

∫
d3v

m

2
{u+ (v − u)}2f

=

(∫
d3vf

)
mu2

2
+

(∫
d3v

m

2
|v − u|2f

)
+mu ·

∫
d3v(v − u)f

=
1

2
ρu2 + e, (式 (39)より第 3項は消える)∫

d3vviφf =

∫
d3v{ui + (vi − ui)}

m

2
{u+ (v − u)}2f

=
m

2

∫
d3v{u2+|v − u|2+2u · (v − u)}f

+
m

2

∫
d3v(vi − ui){u2+|v − u|2+2u · (v − u)}f

=
(ρ
2
u2
)
ui+eui+0+0+Qi+ujPji, (∵ 式 (39))∫

d3v
Fj

m
f
∂φ

∂vj
=Fj

∫
d3vfvj

(
∵ ∂φ

∂vj
= mvj , Fjは v に依らない

)
=nujFj (∵ 式 (23))

=ρujKj

と計算されるので，式 (31)を得る．



� �
■応力の定義式 (32)について 式 (32):

Pij ≡
∫

d3vm(vi − ui)(vj − uj)f

は流体方程式における応力が，原理的には個々の粒子の運動状態で決まることを意味する．そして右辺は

運動量流束を表している．ところが局所平衡分布関数 f (0) の寄与は理想気体の圧力 (41):P
(0)
ij = Pδij を

与えることが判明する．このため運動量流束 (32)が応力としての意味も持つことは，単に視点・解釈の

違いに還元されず，実際的なレベルで正しい．さらに P
(0)
ij からのズレ

σ′
ij = −P ′

ij = −(Pij − P
(0)
ij )

の巨視的な表現を与えて Navier-Stokes方程式を導くには，式 (32)に直接取り組むのではなく，改めて

変形速度と応力の線形関係に依らねばならない．� �
■P (0)

ij の式 (41)について 第 2の等号を確かめる．ξ ≡ v − u, α ≡ m/2kBT とおくと，

P
(0)
ij = mn

α3/2

π3/2

∫
d3ξξiξje

−αξ2

.

i ̸= j のとき，これは奇関数の積分となるからゼロである．i = j のとき，

(上式の積分) =

(∫
dξξ2e−αξ2

)(∫
dηe−αη2

)2

=

√
π

2
α−3/2 ×

(√
π

α

)2

=
π3/2

2
α−5/2,

∴P (0)
ij =

mn

2α
= nkBT.

以上を合わせると，P (0)
ij = nkBTδij．同様の計算を教科書 [2]第 3章の演習問題 [4]で行った．

第 3の等号 P = nkBT について，ここでは理想気体を仮定していることになる．(実在気体の圧力には理想

気体の値 nkBT に粒子間相互作用の寄与が加わる．) Boltzmann方程式の適用条件として気体が希薄である

ことが要求されるので，同時に理想気体の状態方程式 P = nkBT を仮定することには整合性がある．(理想気

体では基本的に粒子間相互作用を無視するものの，衝突を完全に無視するわけではないため (さもなくば平衡

状態に到達しない)，これは Boltzmann方程式において衝突を考えていることと矛盾しない．) 本稿でもエン

トロピー密度の式 (17)をミクロカノニカル集団に対して確認する際，粒子間相互作用のない理想系を暗に仮

定した．(実際，このときはじめて全ての粒子に対してエネルギー準位 εi が共通であり，全エネルギーは個々

の粒子のエネルギーの単純な和 E =
∑

iNiεi で与えられる (相互作用項がない) という取り扱いが正当化さ

れる．)

■流体方程式 (36)，(37)(あるいは式 (30)，(31))について 運動量保存則 (36)は教科書 [4, p.35]の正しい流

体方程式 (2.140)に一致している．式 (30)，(36)の左辺は連続の式 (29):∂tρ+ ∂i(ρui) = 0を用いて

∂t(ρui) + ∂j(ρuiuj) = ρ(∂t + uj∂j)ui = ρ
Dui
Dt

と書き換えられる．右辺は単位体積の流体部分に働く力 (の第 i成分)になっており，これは運動方程式になっ

ていることが見て取れる．このように質量保存則の下で，運動量保存則と運動方程式は等価である．



次にエネルギー方程式 (37):

∂t

(
ρ
u2

2
+ e

)
= −∂i

[(
ρ
u2

2
+ e+ P

)
ui +Q′

i

]
+ ∂i(ujσ

′
ji) + ρuiKi

(あるいは式 (31)) の各項を解釈しよう．
(
ρu2

2 + e
)
は流体のエネルギー密度であり，式 (37) は単位体積に

含まれる流体の持つエネルギーの単位時間における変化が，次の要因によってもたらされることを意味して

いる．

• 流体の流入によるエネルギーの流入　 −∂i
[(
ρu2

2 + e
)
ui

]
• 圧力の寄与　 −∂i(Pui) = (−∂iP )ui − P (∂iui)

– 単位体積の流体に働く力 (−∂iP )の仕事率：(−∂iP )ui
– 圧力にされる仕事：−P (∂iui)　 ((∂iui)は単位体積の流体の単位時間における体積変化)

• 熱の流入　 −∂iQ′
i

• 粘性応力の寄与　 ∂i(ujσ
′
ij) = uj(∂iσ

′
ij)) + (∂iuj)σ

′
ij

– 単位体積の流体に働く応力 (第 j 成分 ∂iσ
′
ij)の仕事率：uj(∂iσ′

ij))

–「粘性加熱」 [4, p.37]：(∂iuj)σ
′
ij ［粘性力をもたらす流体のひずみ ∼ ∂iuj に関係］

• 単位体積の流体部分に働く力 ρK の仕事率　 ρuiKi

エネルギー方程式の別表現 1 ところで力学における仕事と運動エネルギー変化の関係は，ポテンシャル・エネ

ルギーを含めた全エネルギーが一定と言い直すことができる．このような見方に移行するために，K = −∇Ω

によってポテンシャル Ωを導入する*9．すると外力に逆らう単位時間当たりの仕事は

−ρuiKi =ρui∂iΩ

=ρ (∂t + ui∂iΩ) (時間に陽に依らない場Ωを仮定)

=∂t(ρΩ) + ∂i(ρΩui) (連続の式 (29) : ∂tρ+ ∂i(ρui) = 0)

と書き換えられるので，式 (37)は等価的に

∂t

(
ρ
u2

2
+ e+ ρΩ

)
= −∂i

[(
ρ
u2

2
+ e+ ρΩ

)
ui + Pui +Q′

i

]
+ ∂i(ujσ

′
ji)

と書くことができる．これは教科書 [4, p.35]の正しいエネルギー方程式 (2.145)を 1成分系に対して書き下

した式に一致している．ここで
(
ρu2

2 + e+ ρΩ
)
は外力のポテンシャルを含めた流体のエネルギー密度であ

り，他の各項の意味は前述の通りである．

エネルギー方程式の別表現 2 運動方程式 (36)の両辺に ui を掛け，iで和をとると

ui(−∂iP + ∂jσ
′
ij + ρKi) =ρui(∂tui + uj∂jui)

=ρ(∂t + uj∂j)
u2

2

=∂t

(
ρ
u2

2

)
+ ∂i

(
ρ
u2

2
ui

)
(連続の式 (29) : ∂tρ+ ∂i(ρui) = 0)

が得られる．これをエネルギー方程式 (37)左辺の ∂t

(
ρu2

2

)
+ ∂i

(
ρu2

2 ui

)
に代入すると，内部エネルギー e

の変化率を“主語”とした表現

∂te = −∂i(eui +Q′
i)− P∂iui + (∂iuj)σ

′
ji

*9 1粒子に働く力 F のポテンシャルはmΩである．Ωの典型的な例として重力ポテンシャルが挙げられる．



に書き換えられる．これは教科書 [4, p.35]の正しいエネルギー方程式 (2.148)を 1成分系に対して書き下し

た式に一致しており，各項の意味は前述の通りである．



付録 D Liouville方程式と BBGKY階層性

Boltzmann方程式は分布関数 f (付録 B.1で定義) について閉じており，一見すると運動学は f のみを用い

て完全に定式化できると考えられそうである．しかし全ての粒子は互いに無相関であるという付録 B.1 の統

計的な仮定は，固体や液体に対しては正しくないことが知られており，Boltzmann方程式の正当性はさらに

検討するに値する．

また Boltzmann方程式の導出では 2体衝突のみを考慮した (付録 B.1)．これは密度が低い場合には直観的

にもっともらしく思われるが，より高い密度に対しても妥当する修正された方程式を得るには，Boltzmann

方程式の導出を改めて見直す必要がある．以下ではこの問題に取り組もう．

体積 V の容器に封入された，N 個の粒子から成る同種粒子系を考える．各粒子は古典的な質点として扱え

るものとし，粒子間力は中心力と仮定する．系は Hamilton方程式 (正準方程式)

ṙi =
∂HN

∂pi
, ṗi = −∂HN

∂ri
(42)

に従い，ここに N 粒子系のハミルトニアンは

HN =
N∑
i=1

[
p 2
i

2m
+Φ(ri)

]
+

∑
1≤i<j≤N

φij

で与えられる．Φは壁からの力を含めた外力のポテンシャルであり，φij ≡ φ(|ri − rj |)は粒子 i, j 間の中心

力のポテンシャルである．

6N 次元の Γ空間を考えよう．異なる初期条件を持つ系のアンサンブルは，Γ空間上で“気体”を成す．各

粒子 i = 1, 2, · · · , N の座標と運動量をまとめて xi = (ri,pi) と表記し，時刻 t に特定の系を Γ 空間の要素

dNx ≡ d6x1 · · · d6xN に見出す確率を

1

V N
DN (x1, · · · , xN ; t)dNx

と書いて分布関数 DN を定義する．これは規格化条件
∫
DNdNx = V N を満たす．同種粒子系では

DN (x1, · · · , xN ; t)は各粒子の座標 xi に関して対称でなければならない．

同種粒子系では［点 (x1, · · · , xN )の座標 {xi}を入れ替えた N !通りの点は同じ状態を表す．よって同種粒

子にあえて 1から N までの番号を付けたとき，］ある系について，時刻 tに

粒子 1が状態範囲 d6x1に含まれ，

粒子 2が状態範囲 d6x2に含まれ，

· · · · · ·
粒子 N が状態範囲 d6xNに含まれる

確率は，［N !個の点に関する平均 1
N !

∑
1

V NDN (x1, · · · , xN ; t)dNx で与えられると考えられる．しかし同種

粒子系での DN の引数に関する対称性より，これは平均操作前と変わらず］

1

V N
DN (x1, · · · , xN ; t)dNx

で与えられる．



付録 Aで証明したように，Γ空間の代表点は非圧縮性流体のように運動する (Liouvilleの定理)．これは運

動する代表点の位置で見た近傍の代表点の密度が一定であること

dDN

dt
=
∂DN

∂t
+

N∑
i=1

(
ṙi ·

∂DN

∂ri
+ ṗi ·

∂DN

∂pi

)
= 0

を意味する (“Lagrange 微分”がゼロ)．正準方程式 (42)より上式は中辺の和が Poisson括弧

{HN , DN} ≡
N∑
i=1

(
∂HN

∂ri
· ∂DN

∂pi
− ∂HN

∂pi
· ∂DN

∂ri

)
と逆符号となるので，

∂DN

∂t
= {HN , DN} (43)

と書き換えられる*10．
Liouville方程式 (43)の別表現 外力を Fi = −∂Φ(ri)/∂ri と表記し，相互作用演算子

Θij ≡ ∂φij

∂ri
· ∂

∂pi
+

∂φij

∂rj
· ∂

∂pj

および，N 粒子系の Hamilton演算子

HN ≡
N∑
i=1

[
pi

m
· ∂

∂ri
+ Fi ·

∂

∂pi

]
−

∑
1≤i<j≤N

Θij (44)

を定義すると，式 (43)は
∂DN

∂t
= −HNDN (45)

と書き直すこともできる．

式 (45)の確認 正準方程式 (42):

ṙi =
pi

m
, ṗi = Fi −

∑
j( ̸=i)

∂φij

∂ri

を用いると，式 (43)の右辺は

{HN , DN} =−
∑
i

(
ṙi ·

∂DN

∂ri
+ ṗi ·

∂DN

∂pi

)

=−

∑
i

(
pi

m
· ∂

∂ri
+ Fi ·

∂

∂pi

)
−

∑
i

∑
j( ̸=i)

∂φij

∂ri

 · ∂

∂pi

DN

=− HNDN

∵
∑
j( ̸=i)

∂φij

∂ri
· ∂

∂pi
=

∑
1≤i<j≤N

{
∂φij

∂ri
· ∂

∂pi
+ (i ↔ j)

}
≡

∑
1≤i<j≤N

Θij


と書き換えられるので，式 (45)を得る．

式 (43)あるいは式 (45)は N 粒子系の運動方程式と完全に等価なので，N が大きいときこれを直接解くこ

とは実際的には不可能である．そこで簡略化した分布関数 (reduced distribution function)［s粒子分布関数］

Fs(x1, · · · , xs; t) =
1

V N−s
DN (x1, · · · , xN ; t)d6xs+1 · · · d6xN (s = 1, 2, · · · , N − 1)

を考える．同種粒子系では

*10 ここで見た関係 d⃝
dt

= ∂⃝
∂t

+ {HN ,⃝}は，量子力学における Heiseiberg方程式に類似している．



• DN と同様，Fs は引数 x1, · · · , xs に関して対称である．
• Fs は s個の粒子の選び方に依らない．

• 時刻 tにおいて，任意の s粒子を状態範囲 d6x1, · · · , d6xs に見出す確率は

1

V s
Fs(x1, · · · , xs; t)d6x1 · · ·d6xs

(
=

1

V N

∫
xs+1,··· ,xN

DN (x1, · · · , xN ; t)dNx

)

で与えられる．

• 特に 1粒子分布関数 F1 は，付録 B.1の分布関数 f と

f(r, c, t)��d3rd3c = N × 1

V
F1(r,p; t)��d3rd3p︸ ︷︷ ︸

存在確率

で関係付けられる．

Liouville方程式 (43)から Fs に対する一連の方程式 (BBGKY 階層性の方程式)*11

∂Fs

∂t
= {Hs, Fs}+ n

∫ { s∑
i=1

φi,s+1, Fs+1

}
d6xs+1, s = 1, 2, · · · (46)

を導ける (熱力学的極限N/V = n：一定，N → ∞をとった)．
式 (46)の導出 Liouville方程式 (43)より

∂Fs

∂t
=

1

V N−s

∫
∂DN

∂t
d6xs+1 · · · d6xN

=
1

V N−s

∫  N∑
i=1

{
p 2
i

2m
+Φ(ri), DN

}
+

∑
1≤i<j≤N

{φij , DN}

 d6xs+1 · · ·d6xN (47)

となる．ここで大きな ri と pi に対して (確率密度) ∼ DN がゼロになることを仮定すると，∫ {
p 2
i

2m
+Φ(ri), DN

}
d6xi =

∫ (
∂Φ(ri)

∂ri
· ∂DN

∂pi
− pi ·

∂DN

∂ri

)
d6xi

=0, i = 1, 2, · · · , N∫∫
{φij , DN}d6xid

6xj =

∫∫ (
∂φij

∂ri
· ∂DN

∂pi
+

∂φij

∂rj
· ∂DN

∂pj

)
d6xid

6xj

=0 i, j = 1, 2, · · · , N

とできるので，式 (47)最右辺の

• 第 1の和における i = s+ 1, · · · , N の項と，
• 第 2の和において i, j がともに s+ 1, · · · , N のいずれかである項
は消える．式 (47)最右辺で生き残る項は次の 2つの部分にまとめられる．

• 第 1の和における i = 1, · · · , sの項と，第 2の和における 1 ≤ i < j ≤ sの項の合計．

もともと式 (47)最右辺の [· · · ]部分は Poisson括弧 {HN , DN}であったことを思い出すと，
この i, j ≤ sに限定された和は，HN を s粒子系のハミルトニアン

Hs =
s∑

i=1

[
p 2
i

2m
+Φ(ri)

]
+

∑
1≤i<j≤s

φij

*11 Bogoliubov (ボゴリューボフ)，Born (ボルン) と Green (グリーン)，Kirkwood (カークウッド)，Yvon (イボン) によって独
立に発見された．



に置き換えた Poisson括弧の積分

1

V N−s

∫
{Hs, DN}d6xs−1 · · · d6xN = {Hs, Fs}

となる．

• 第 2の和における i = 1, · · · , s, j = s+ 1, · · · , N の項

s∑
i=1

N∑
j=s+1

1

V N−s

∫
{φij , DN}d6xs+1 · · · d6xN

=(N − s)

s∑
i=1

1

V N−s

∫
{φi,s+1, DN}d6xs+1 · · ·d6xN

(各 j について積分変数名の入れ替え xj ↔ xs+1を行い，DNの対称性を用いた)

=
N − s

V

∫ {
s∑

i=1

φi,s+1, Fs+1

}
d6xs+1.

(
∵
∫

d6xs+2 · · · d6xN = V N−(s+1)

)
こうして

∂Fs

∂t
= {Hs, Fs}+

N − s

V

∫ {
s∑

i=1

φi,s+1, Fs+1

}
d6xs+1 (48)

を得る．ところで実際には粒子数の膨大な極限 N → ∞に興味が持たれる．密度 n = N/V を一定に保って同時

に V → ∞ とし，境界の効果を消そう［容器の長さ尺度 L → ∞ で (表面積)/(体積) ∼ 1/L → 0］(熱力学的極

限)．この極限で上式 (48)は BBGKY階層性の方程式 (46)になる［ただし大きな sに対しては N−s
V

∼ 1
V

↛ n］．

BBGKY 階層性の方程式 (46)の別表現 式 (44)と類似の s粒子系に関する Hamilton演算子

Hs ≡
s∑

i=1

[
pi

m
· ∂

∂ri
+ Fi ·

∂

∂pi

]
−

∑
1≤i<j≤s

Θij

および，位相混合演算子 (phase mixing operator)

Ls ≡
s∑

i=1

∫
d6xs+1Θi,s+1

を用いると，式 (46)は等価的に

∂Fs

∂t
= −HsFs + nLsFs+1, s = 1, 2, · · · (49)

と書くこともできる．

式 (49)の確認 式 (45)の導出箇所と同様に，式 (46)の右辺第 1項は

{Hs, Fs} = −HsFs

と書き換えられる．また第 2項の被積分関数は

{φi,s+1, Fs+1} =

N∑
j=1

∂φi,s+1

∂rj
· ∂Fs+1

∂pj
=

(
∂φi,s+1

∂ri
· ∂

∂pi
+

∂φi,s+1

∂rs+1
· ∂

∂ps+1

)
Fs+1 = Θi,s+1Fs+1

と書き直せるので，式 (49)を得る．

Fs に対する式 (46)，(49)は未知の量 Fs+1 を含むため，“連鎖”(chain) を成す．［F1 を知るには F2 を知

らねばならず，F2 を知るには F3 を知らねばならず……と無限後退する (BBGKY階層性)．］この階層構造の

起源は次のように理解できる．式 (46)，(49)は s粒子系に対する Liouville 方程式［式 (43)，(45)］に，s粒

子と残りの粒子の相互作用を表す項が付け加わった形をしている．残りの粒子は全て同種だから，付加的な項



は単に 1個の代表粒子との相互作用と，残りの粒子数［熱力学的極限をとる前の式 (48)における係数 N − s］

との積で書ける．

BBGKY階層性の式 (49)から，1粒子分布関数に対する式(
∂

∂t
+

p1

m
· ∂

∂r1
+ F1 ·

∂

∂p1

)
F1(x1; t) = n

∫
Θ12F2(x1, x2; t)d

6x2 (50)

が得られる［s = 1に対して Hs の定義式における Θij の項は現れない］．上式 (50)左辺は分布関数 f(∼ F1)

に対する Boltzmann方程式のそれと同じ形である．よってもし何らかの理由で式 (50)右辺の F2 を F1 の適

当な関数で表すことができれば，方程式は F1 のみで閉じ，(一般化された)Boltzmann方程式が得られること

になる．

■議論

• Boltzmann方程式は µ空間における Liouvilleの定理

df

dt
= 0

の右辺を，衝突項 (∂f/∂t)coll に置き換えて得られたのに対し，

BBGKY階層性の方程式は Γ空間における Liouvilleの定理

dDN

dt
= 0

(粒子間力を考慮済み) のみから導かれている．

• 式 (50)の右辺は

– 初期時刻における粒子状態の相関への依存性 (したがって非Markov性)

– 3体以上の衝突の寄与 (F1 について 3次以上の項)

– 非局所的な相互作用 (異なる空間位置で評価された F1 の積)

を含み得る．
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