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1 特殊相対論

1.1 特殊相対論の基本原理

代数的な観点に先がけて幾何学的観点を学ぶ．

特殊相対論は次の 2つの基本的な仮説から導き出される．

相対性原理 どんな実験も観測者の絶対速度を測ることはできない．

• v → v − V に対して Newtonの法則 F = mdv/dtは不変 (Galileiの相対論原理)．

光速の不変性 すべての慣性系において光速の測定値は c = 3× 108m/s．

• Galileiの速度の合成則を捨てた．

• 特殊相対論
– 慣性系の物理，重力場のないときにだけ適用

• 一般相対論
– 非慣性系を含む物理，重力場を扱う

1.1について

「幾何学に深入りしてもあまり役に立たないからそれはやめにする；方程式を扱う方がやさしい」と Feynman

が述べていることは興味深い [1, p.239]．

1.2 慣性観測者の定義

慣性系は以下の 3つの性質を満たす．

• 空間の 2点 P1,P2 の距離は時間によらない．

• 空間の各点に附随した無数の時計は時間合わせができ，同じ割合で進む．
• 任意の時刻 t = (一定)の空間の幾何学は Euclid幾何学である．

まずはこのような慣性系を作れるものと仮定する．

ある事象を慣性系で見た時間とは，その事情が起きたときにその位置にある時計が指していた時刻のことで

ある．

1.3 新しい単位系

自然単位系 c = 1．

1.4 時空図

要約を省略する．



図 1 座標系 O の時空図から見た t̄軸，x̄軸の位置

1.5 別の観測者による座標系

座標系 O(座標 t, x)から見て x軸方向に速度 v で動いている座標系 Ō(座標 t̄, x̄)を考える．

座標系 O の時空図から見た t̄軸，x̄軸の位置は以下のように分かる (図 1参照)．

• t̄軸
原点 x̄ = 0の軌跡 x = vtとして得られる．

• x̄軸
任意の aに対し t̄ = −aに x̄ = 0で放出された光は t̄ = 0で x̄ = aに達する．

そこで光が反射されたとすると t̄ = aで x̄ = 0に戻る．

よって E (t̄ = −a, x̄ = 0)を通る傾き 45度の直線と，

R(t̄ = a, x̄ = 0)を通る傾き −45度の直線の交点として，x̄軸上の点P(t̄ = 0, x̄ = a)が得られる．

x̄軸 (t̄ = 0)と x軸 (t = 0)は平行でない (同時の概念の崩壊)．

1.5について

■「四つの角はすべて，tan−1 |v|に等しい」(p.11，l.8)について O の時空図で見た x̄軸の傾きを次のよう

に求めることができる．図 1.4(p.10)の点 E ,R の系 O における座標は

t = ±T, x = ±vT

とおける．このとき直線 E P，RP の方程式はそれぞれ

t = x+ (v − 1)T, t = −x+ (v + 1)T

となる．これらを連立すると交点P の座標

t = vT, x = T

が得られるので，点P と原点を結ぶ直線に他ならない x̄軸は

x =
1

v
t

で与えられる．



1.6 間隔の不変性

2つの事象間の間隔を
∆s2 = −(∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

によって定義すると，光の世界線上にある 2点について ∆s2 = 0であり，光速度の不変性より

∆s2 = 0 ⇒ ∆s̄2 = 0

となる．ここで座標の関係が線形であると仮定すると

∆s̄2 = ϕ(v)∆s2

が示される．さらに

ある系で同時な 2つの事象は，それらを結ぶ線に直交する方向に動いている全ての系でも同時である

ことが確かめられるため，2つの系の相対速度に直交する棒を考えると

(Ōでの棒の長さ)2 = ϕ(v)(O での棒の長さ)2 (1)

となる．棒は速度に直交しており，その長さは速度の方向にはよらないから (相対性原理)

ϕ(v) = ϕ(v), v ≡ |v|

である．そこで Ō から見て速度 −v で動いている座標系 ¯̄O を考えると，これは O に一致し，

∆s2 = ∆¯̄s2 = ϕ(v)∆s̄2 = [ϕ(v)]2∆s2, ∴ ϕ(v) = ±1

を得る．式 (1)より ϕ(v) = 1でなければならないから

• 間隔は座標系によらない：∆s̄2 = ∆s2．

• 2つの系の相対速度に直交する棒の長さは，どちらの系で測っても同じである．

∆s2 > 0 ⇒ 2つの事象は空間的に離れている，

∆s2 < 0 ⇒ 2つの事象は時間的に離れている，

∆s2 = 0 ⇒ 2つの事象は光的・ヌル的に離れている

と言う．∆s2 は不変量だから，これらは座標系によらない性質である．

非相対論において時空は未来と過去に 2 分割されるのに対し，特殊相対論では時空は光円錐により絶対未

来，絶対過去，絶対的な非因果的領域に 3分割される．

1.6について

■「図から (図を立体的にみることができれば)A とBで……わかる」(p.14，l.7～l.9)について 図 1.7(p.14)

を t-x面，t-y 面内で見た様子を図 2に示す．



図 2 教科書の図 1.7(p.14)を t-x面，t-y 面内で見た様子

図 3 不変双曲線を用いた x̄軸と t̄軸の目盛付け

1.7 不変双曲線

O の時空図において次のように Ō の座標軸の目盛付けができる (図 3 参照)．双曲線 −t2 + x2 = a2 は間

隔の不変性より曲線 −t̄2 + x̄2 = a2 に一致するから，その x̄軸との交点 A は目盛り x̄ = aを持つ．双曲線

−t2 + x2 = −b2 は間隔の不変性より曲線 −t̄2 + x̄2 = −b2 に一致するから，その t̄軸との交点 B は目盛り

t̄ = bを持つ．

双曲線 −t̄2 + x̄2 = a2 上の任意の点P における接線は，OP を時間軸 tに持つような座標系における双曲

線 −t2 + x2 = a2 の，t軸との交点P における接線だから，同時の線 t = aである (図 4参照)．

1.7について

p.19において双曲線の式の a, bが無次元量 a = 2, b = 1にとられているけれど，a, bはともに (長さ) = (時

間)の次元を持った量である．



図 4 O の同時刻の線は，双曲線の接線

1.8 重要な結果

■時間の遅れ O に対して運動する座標系 Ō の原点に固定された時計が座標時間∆t̄を刻んだとき (これを事

象B とする)，この時計と同じ位置にある O の時計と O の原点にある時計の読みの差を ∆tとする．時空図

から
∆t̄ =

√
1− v2∆t

が読み取れる (時間の遅れ)．また今は事象B と原点の間の固有時間 τ を，その両方の事象を実際に通過する

時計によって刻まれた時間として定義する．

∆τ =
√
1− v2∆t.

■ローレンツ収縮 時空図から Lorentz収縮

l̄ = l
√
1− v2

を読み取れる．

■相対論は誤り？ 系 O の x軸方向に速度 v で運動する系 Ō を考える．O から見て Ō の時計がゆっくりと

進むなら，[対称性より]Ō から見て O の時計がゆっくりと進むことになり，これは一見するとパラドックスで

ある．

しかし Ō の原点に固定された時計と読み比べるために O は 2つの時計を必要とするから，実験は非対称で

ある (図 5参照)．Ō の原点の時計が t̄ = T を示すのと Ō において同時の瞬間，O の 2つの時計は異なる時刻

を示し，同時化されていない (図 6参照)．さらにこのとき O の原点に固定された時計の読み t = T
√
1− v2

を Ō の時計の読み t̄ = T と比較すると，確かに O の時計が遅れている (図 6参照)．

同時性の概念は座標系によるが，特定の座標系の中では首尾一貫して用いることができる．

上の議論は時計の物理的構成によらないから，あらゆる物理現象が“ゆっくり”進む．



図 5 系 O における同時 図 6 系 Ō における同時

1.8について

■「事象B は O では座標 t = 1/
√
1− v2 をもつ」(1.8，l.2,3)について 点B は双曲線 −t2 + x2 = a2(教

科書では a = 1：無次元)と直線 x = vtの交点であり，2式から xを消去して

t =
a√

1− v2

を得る．

■事象 C の座標 (p.23，l.1,3) 点 C は双曲線 −t̄2 + x̄2 = l2 すなわち

−t2 + x2 = l2

および x̄軸
t = vx

の交点であり，2式を連立して点 C の座標

x = xC =
l√

1− v2
, t = tC =

vl√
1− v2

を得る．

■Lorentz収縮とMinkowski図 Lorentz収縮の式 (1.11)は図 7の各部分の長さを赤色で示したように考えて

l = l0 cos θ − l0 sin θ tan θ = l0
√
1− β2 (tan θ = β)

とした結果に一致する．ただしここでは x′ 軸上の目盛り l0 を系 O の時空図上の長さとして用いていること

になる．

■「簡単な計算から，それは t = (1− v2)1/2 であり」(p.25，l.7,8)について Ō の同時の線BE (図 1.14(教

科書 p.25)の点線)は双曲線の接線であり (1.7節)，x̄軸に平行だから傾き v を持つ．よってその式は

t = vx+ tE

とおける．点B の座標

t =
T√

1− v2
, x =

vT√
1− v2



図 7 Lorentz収縮とMinkowski図

を代入すると (教科書では T = 1：無次元)

tE =
√
1− v2T

を得る．

1.9 ローレンツ変換

系 O の x軸方向に速度 v で運動する系 Ō を考える (ブースト)．[2つの系の軸は互いに平行であり，時刻

t = 0，t̄ = 0 にそれぞれの原点が一致していたものとする．] x 軸に垂直な長さが O と Ō とで同じになる

(1.6節参照)ような線形変換

t̄ = αt+ βx, x̄ = γt+ σx, ȳ = y, z̄ = z

に対して

• 間隔の不変性　 −(∆t̄)2 + (∆x̄)2 = −(∆t)2 + (∆x)2

– t̄軸 (x̄ = 0)：vt− x = 0， x̄軸 (t̄ = 0)：vx− t = 0

– 事象 (t̄, x̄) = (0, a), (a, 0)を光の経路で繋げること

を要求して

t̄ =
t− vx√
1− v2

, x̄ =
x− vt√
1− v2

, ȳ = y, z̄ = z

を得る．

1.9について

■「ここから容易に α = σ が導かれる」(p.28，l.5,6)について 2事象の座標の差をとり，2事象が光の経路

によって繋がっていることに注意して ∆x = −∆tを代入すると{
a = α(∆t− v∆x) = α∆t(1 + v)

−a = σ(∆x− v∆t) = −σ∆t(1 + v)
∴ α = σ.



■「簡単な計算の後，次式が得られる．α = ±1/
√
1− v2」(p.28，l.11,12)について

−(∆t̄)2 + (∆x̄)2 =α2{−(∆t− v∆x)2 + (∆x− v∆t)2}
=α2(1− v2){−(∆t)2 + (∆x)2}

なので，α = ±1/
√
1− v2 とすれば間隔の不変性が満たされる．

1.10 速度の合成則

粒子の速度の x成分をW ′，x̄成分をW とする．

Lorentz変換 → 速度の合成則 W ′ =
W + v

1 +Wv
.

• |v| ≤ 1, |W | ≤ 1 ⇒ |W ′| ≤ 1．

• |v| ≪ 1, |W | ≪ 1 ⇒ |W ′| =W + v：非相対論的な合成則．

1.10について

■Lorentz変換→時間の遅れ，Lorentz収縮 「ローレンツ変換は，時間の遅れやローレンツ収縮などの標準

的な公式を導くのに必要なすべての情報を含んでいる」(1.10節，l.1,2)について，次のようにすれば良い [2,

pp.18–19]．

時間の遅れ はじめ系 O と系 Ō の原点は一致しており，それぞれの原点の時計はともに t = 0，t̄ = 0を示し

ていたものとする．系 Ō の原点に固定された時計が時刻 t̄を示すという事象が，系 O から見て時刻 tに位置

xで起こったとする．このとき系 Ō の原点の位置は x = vtと表されるから，Lorentz変換の式により時間の

遅れの式 (1.8):

t̄ =
t− v(vt)√
1− v2

= t
√

1− v2

を得る．

Lorentz収縮 系 O で見て時刻 tに棒の両端が x = a, b(> a)にあるという 2事象が，系 Ō ではそれぞれ位置

x̄ = ā, b̄(> ā)に起こるとする．このとき b̄− ā = lとおけて，Lorentz変換の式により

ā =
a− vt√
1− v2

, b̄ =
b− vt√
1− v2

, ∴ l = b̄− ā =
b− a√
1− v2

となるので，Lorentz収縮の式 (1.11):

b− a = l
√

1− v2

を得る．

■Lorentz変換の式の微分をとること p.29では粒子が系 O で見て時間∆tのうちに∆xだけ変位するのを系

Ō で見ると，時間 ∆t̄のうちに ∆x̄だけ変位するものとしている．このとき比W ′ = ∆x/∆t，W = ∆x̄/∆t̄

はそれぞれの系での粒子の速度になり，微小量の間に

∆x =
∆x̄+ v∆t̄√

1− v2
, ∆t =

∆t̄+ v∆x̄√
1− v2

の関係 (1.10節，l.8,9の式)が成り立つ．



図 8 地球固定系 (t, x)で見たロケットの運動．ロケットの往路の共動座標系を (t′, x′)，復路の共動座標

系を (t′′, x′′)とする．

1.11 パラドックスと物理的直観

要約を省略する．

1.12 文献

要約を省略する．

1.13 付録：双子の“パラドックス”分析

ロケットが折り返す直前のロケットの時計の読みを T2 とすると，地球固定系では地球の時計はそれと同

時に

T1 =
T2√
1− v2

を示すから，ロケットの時計が遅れる．一方，ロケット固定系では地球の時計はそれと同時に

t1 = T2
√
1− v2

を示すから，一見すると，ロケットが地球に帰着すると地球の時計が遅れているように思われるかもしれな

い．しかし実際にはロケットが折り返す瞬間，地球の時計は時空図 8において A から C まで読みが進むた

め，ロケットの時計が遅れるという最初の結論と矛盾しない．往路と復路でのロケットの共動座標系で，折り

返し点B と同時と見なされる事象 A，C が異なることに気付かなければならない．

1.13について

双子のパラドックスについては文献 [2, pp.20–27]に詳しい．補足として簡単にこれをまとめよう．



ロケット系から見た折り返しにおける地球の時計の進みは図 8より

A C = 2vT1 tan θ = 2v2T1

と計算される．

ここでこの地球の時計の進みは，ロケット固定系において折り返し時に現れる重力場による，ロケット側の

時計の遅れとして理解できることを述べる．まず地球固定系で見てロケットが時間 ∆T1(→ 0)のうちに加速

度 aで折り返すものとし，折り返しにおけるロケットの時計の進みを ∆τ2 とすると

2v =a∆T1,

∆τ2 =

∫ ∆T1

0

√
1− (v − at)2dt = ∆T1(1 +O(v2)) ≃ ∆T1

である．

次にロケット固定系で見た，折り返しの間の地球の時計の進みを ∆τ1 とする．この系では重力場 aが現れ，

地球はロケットの位置より∆ϕ = a× vT1 だけ高い重力ポテンシャルを持つ．一般相対性理論によれば

∆τ1 = ∆τ2(1 +∆ϕ)

なので，ロケット系から見た折り返しにおける地球の時計の進みは

∆τ1 ≃ ∆T1(1 +∆ϕ) = ∆T1(1 + avT1) = ∆T1 + 2v2T1 → 2v2T1

となる．これは上で得た結果に一致する．

地球固定系で見たロケットの折り返しにおける加速運動は重力によるものではないから，上の議論を適用し

てロケットの時計が進むと結論することはできない．

■数値計算 「数値的にはダイアナの 14歳に対してアルテミスは 50歳，年をとる」(p.32，略解)について，

T2 = 7年, v = 0.96, ∴ 2T1 = 2
T2√
1− v2

= 50年．



2 特殊相対論におけるベクトル解析

2.1 ベクトルの定義

ベクトルの正確な定義はのちに与えることにして，ここではベクトルを，座標変換によって変換される座標

そのものと同じ変換性をもつ成分の集まりとする．すなわちベクトル A⃗自体は座標系に依らない幾何学的対

象であり，その系 O における成分を
(A0, A1, A2, A3) = {Aα}

と書くと，これは

Aᾱ = ΛᾱβA
β ≡

3∑
β=0

ΛᾱβA
β

と変換される．各成分は変換によって足し合わされるため，すべてが同じ次元をもたなくてはならない．例え

ば 2つの事象を結ぶ変位 ∆x⃗はベクトルである．

• ダミーの添字 → 式変形の途中で他の文字に置き換えられる．

• フリーな添字 → すべてを残さず付け換えなければならない．

2.2 ベクトル代数

■基底ベクトル 任意の系 O における基底ベクトル {e⃗α}を，その座標系における成分が

(e⃗α)
β = δβα

となるベクトルとして定義する (すなわち e⃗α は第 α成分が 1であり，その他の成分がゼロである)．これを用

いて任意のベクトル A⃗は
A⃗ = Aαe⃗α

と表される．

■基底ベクトルの変換
A⃗ = Aαe⃗α = Aᾱe⃗ᾱ (2)

においてベクトル成分が変換則 Aᾱ = ΛᾱβA
β に従うことから基底ベクトルの変換則

e⃗α = Λβ̄αe⃗β̄

が得られる．なお異なる系 Ō,O における基底 {e⃗ᾱ}, {e⃗α}は一般に異なり，ベクトル成分 {Aᾱ}, {Aα}も互い
に異なるから，式 (2.12)はダミー添字の付け換えによって得られるものではないことに注意する．

■具体的な例 系 O の x軸方向に等速推進する系 Ō を考える．系 O の基底 e⃗α = Λβ̄αe⃗β̄ は Ō の時空図にお

いて，系 O の座標軸の方向に一致することを確かめられる．



■逆変換

基底の変換則 e⃗α = Λβ̄α(v)e⃗β̄ , e⃗β̄ = Λγ
β̄
(−v)e⃗γ

⇒ e⃗α = Λβ̄α(v)Λ
γ

β̄
(−v)e⃗γ ,ベクトル成分の変換則 Aγ̄ = Λγ̄β(v)A

β , Aβ = Λβᾱ(−v)Aᾱ

⇒ Aγ̄ = Λγ̄β(v)Λ
β
ᾱ(−v)Aᾱ

より行列 [Λγ
β̄
(−v)]は [Λβ̄α(v)]の逆行列でなければならない：

Λβ̄α(v)Λ
γ

β̄
(−v) = δγα.

なおこの記法において要素 Λᾱβ(v)と Λα
β̄
(v)は同じものであり，添字の上のバーは座標系の立場の違いを明

らかにする名称にすぎない．

2.2について

「具体的な例」(pp.48–49)について，

e⃗0 = γe⃗0̄ − vγe⃗1̄, (p.48下 2行)

の系 Ō での成分 (γ,−vγ, 0, 0)は t̄2 − x̄2 = 1を満たすため，図 2.1(p.49)の e⃗0 は不変双曲線 t̄2 − x̄2 = 1上

にある (1は単位長さ)．これは e⃗0 が確かに単位ベクトルであることを意味する．

2.3 四元速度

粒子の四元速度 U⃗ を，粒子の瞬間的共動慣性系の基底ベクトル e⃗0 と定義する．

これは粒子の世界線に接している．

2.4 四元運動量

粒子の質量を mとして四元運動量 p⃗ = mU⃗ を定義する．慣性系 O での時間成分 p0 をエネルギー E と呼

ぶ．粒子が x方向に速度 v で運動しているような系 O において

U⃗ =
1

(1− v2)1/2
(1, 0, 0, 0) ≃ (1, v, 0, 0),

p⃗ ≃
(
m+

1

2
mv2,mv, 0, 0

)
なので (近似は v ≪ 1のとき)，四元速度，四元運動量という名称は妥当である．

■四元運動量の保存 四元ベクトル p⃗の保存を相対論的な保存則と仮定する．このときエネルギー保存則にお

いて，質量を含めて扱わなくてはならないことになる．

図 9において系 O の時刻一定の線 t = 0における運動量は

(衝突 A の後の運動量) + (衝突B の前の運動量)

であるのに対し，系 Ō の時刻一定の線 t̄ = 0における運動量は

(衝突 A の前の運動量) + (衝突B の後の運動量)



図 9 図 2.3(p.55)を改変

である．これらの成分は異なるけれど，各衝突 A とB のそれぞれで運動量が保存されることから，これらが

同一のベクトル p⃗を与えることが保証される．

■ゼロ運動量系 全運動量の空間成分がゼロとなる系 [1粒子の系に対してはその瞬間的共動慣性系に他なら

ない]．

2.5 スカラー積

• ベクトル A⃗の大きさ
A⃗2 ≡ −(A0)2 + (A1)2 + (A2)2 + (A3)2.

– A⃗2 ≥ 0とは限らない．

– A⃗2 = 0となる A⃗はヌルベクトルという．これは必ずしもゼロベクトルではない．

• 2つのベクトル A⃗, B⃗ のスカラー積

A⃗ · B⃗ ≡ −A0B0 +A1B1 +A2B2 +A3B3.

– A⃗ · B⃗ = 0のとき A⃗と B⃗ は直交しているという．

間隔∆s2 = ∆x⃗2は不変量 (スカラー)，ベクトルA⃗は∆x⃗と同じ成分の変換則に従う

→ A⃗2は不変量 (スカラー)

→ A⃗ · B⃗は不変量 (スカラー)．

任意の系 Ō の基底ベクトルは正規直交性

e⃗ᾱ · e⃗β̄ = ηᾱβ̄ : メトリックテンソル

を満たす．e⃗0̄ と e⃗1̄ は系 O の時空図において光線の道筋 x = tによって 2等分されるから，直線 x = tを 2

等分線に持つ (tx面内の)2つのベクトルは直交している．



2.6 応用

• 粒子 (光子を除く，2.7節参照)の変位 dx⃗は時間的ベクトル

→ 粒子の固有時間 dτ，dτ2 ≡ −ds2 = −dx⃗ · dx⃗ > 0．

• dx⃗/dτ は世界線の接ベクトルで (
dx⃗

dτ

)2

= −1

を満たし，粒子の四元速度に一致する：
dx⃗

dτ
= U⃗ .

• 四元加速度 dU⃗/dτ

U⃗ · U⃗ = −1 → 直交性 U⃗ · dU⃗
dτ

= 0.

■エネルギーと運動量
−E2 + p2 = p⃗ · p⃗ = −m2.

観測者の系の基底ベクトルを e⃗0̄ とすると観測者の四元速度は U⃗obs ≡ e⃗0̄ なので，観測者の観測する粒子の

エネルギーは
Ē = p⃗ · U⃗obs

と計算できる．

2.7 光子

• 光子の世界線に沿って dτ2 = −dx⃗ · dx⃗ = 0

→ 光子の四元速度を dx⃗/dτ として定義できない

• 光速の不変性
→ 光子の共動座標系はない

→ 光子の四元速度を共動座標系の e⃗0 として定義できない

■四元運動量

• 光子の四元運動量 p⃗ は (E,p) を成分に持つベクトル．これは粒子の世界線に平行なヌルベクトルな

ので
p⃗ · p⃗ = 0, ∴ |p| = E.

• ν = E/hは p⃗の成分として変換 → Doppler効果．

■質量ゼロの粒子 光子は質量ゼロである：m2 = −p⃗ · p⃗ = 0．m ̸= 0の粒子は光の速度に達しえない．



2.7について

■「静止質量」という用語 (例えば p.63の小見出し)について 相対論的な運動方程式を得る 1つの手法に，

非相対論的な運動方程式における質量を「相対論的質量」

m(v) =
m0√
1− v2

に置き換えるというものがある [1, pp.218–220]．ここに m0 は v = 0のときの質量 m(0)だから静止質量と

呼べる．

一方で質量の概念を変更する代わりに，加速度における座標時間 dtを固有時間に置き換えても相対論的な

運動方程式が得られる．これは加速度の四元加速度成分への置き換え

d2xi

dt2
→ d2xi

dτ2

を意味している (加速度 d2xi

dt2 は Lorentz変換に対してベクトル成分として変換しない)．そこで力を四元力と

呼ばれる反変ベクトル Fµ の成分と見なして相対論的な力学の基礎方程式を

m
d2xµ

dτ2
= Fµ

と書けば，これは両辺がベクトル成分だから座標変換に対する共変性が明白である (一般に両辺が同じ種類の

テンソルから成る方程式は，テンソルを定義する成分の変換則により座標変換に対して共変的である)．四元

ベクトルの関係式への運動方程式の修正はこの点において「相対論的質量」を導入する方法よりも優れてお

り，このような見方を採れば「静止質量」という用語を持ち出す必要はなくなる．











4 特殊相対論における完全流体

4.1 流体

• 重力源は連続体
• (連続体の)要素 · · · 巨視的量を一定と見なせる
• 連続体の接線応力 (↔剛性)

– 接線応力が弱い → 流体

– 接線応力がゼロ → 完全流体

4.2 ダスト：粒子数流束ベクトル N⃗

ダスト · · · · · · ある Lorentz系に対して各粒子は静止

■粒子数密度 n (p.108～) MCR系 (→教科書 p.53)での要素の粒子数密度を nとする．この要素は任意の

系で共通の速度 v を持つ粒子から構成され，{
要素内の粒子数は不変

要素の体積は
√
1− v2倍に収縮

→ 数密度
n√

1− v2
.

■面を横切る粒子数流束 (p.109～) 粒子が速度 (vx̄, vȳ, vz̄)を持つ座標系をとる．図 10の x̄軸に垂直な面積

∆Aを時間 ∆t̄のうちに通過する粒子数は，図 10の柱状領域に含まれる粒子数

n√
1− v2

× vx̄∆t̄∆A

だから，流束の x̄成分は
nvx̄√
1− v2

と表される．

図 10 x̄軸に垂直な面積∆Aを時間 ∆t̄のうちに通過する粒子



■粒子数流束の四元ベクトル N⃗ (p.110～) 粒子数の密度と流束は，粒子の四元速度 U⃗ から作られる四元ベ

クトル

N⃗ ≡ nU⃗ =

(
n√

1− v2
,

nv√
1− v2

)
の成分となっている．

• 流束は慣性系ごとにベクトル自体が異なるのに対し，
四元ベクトル N⃗ は座標系に依らない幾何学的対象である．

• 内積 N⃗ · N⃗ はスカラーである．
これは

N⃗ · N⃗ = n2U⃗ · U⃗ = −n2

において，nをMCR系の数密度と定義したことからもっともである．

4.2について

■流束の表式 (4.3)について 流束の x̄成分の表式 (4.3):

nvx̄√
1− v2

について

• これは非相対論的表式 nvx̄ に Lorentz因子 1/
√
1− v2 がかかったものとなっている．

• 粒子数密度 n√
1−v2 と速度 vx̄ の積であることに変わりない．

■「ベクトル N⃗ は幾何学的対象で，その存在は系とは独立である」(p.112，l.2)について 空間的位置関係が

時間変化する 2つの座標系では粒子の速度は異なるベクトルであるのに対し，四元速度 U⃗ は共通のベクトル

である．

4.3 一形式と面

■時間的流束としての粒子数密度 (p.112～) 図 11において

N x̄ =(x̄ = (一定)上の単位体積∆t̄∆ȳ∆z̄ = 1を通る世界線の本数)

=(あるx̄ = (一定)の面S 上の単位面積∆ȳ∆z̄ = 1を単位時間∆t̄ = 1中に通る粒子数)

=(流束)x̄,

N t̄ =(t̄ = (一定)上の単位体積∆x̄∆ȳ∆z̄ = 1を通る世界線の本数)

=(ある時刻t̄に単位体積∆x̄∆ȳ∆z̄ = 1に含まれる粒子数)

=(粒子数密度)

[のように，意味の上で

N⃗が時空を運動する粒子の流束 ⇔ N⃗ = (粒子数密度,粒子数流束)

となっている]．



図 11 x̄ = (一定)または t̄ = (一定)の面を横切る粒子群

図 12 曲面 ϕ(t,x) = constの単位垂直一形式 ñと“面積要素”

■曲面を定義する一形式 (p.113～) [3次元超]曲面 ϕ(t,x) = constの単位垂直一形式

ñ ≡ d̃ϕ/|d̃ϕ|

から作った“面積要素”
ñdxαdxβdxγ

を定義する (図 12参照，単位体積の“面積要素”は ñ)．

■面を横切る流束 (p.115) “面積要素”ñを持つ体積要素を通過する世界線の本数，すなわち流束は ⟨ñ, N⃗⟩．
例

面x̄ = const ⇒ ñ = (0, 1, 0, 0) ⇒ ⟨ñ, N⃗⟩ = nαN
α = N x̄,

面t̄ = const ⇒ ñ = (1, 0, 0, 0) ⇒ ⟨ñ, N⃗⟩ = nαN
α = N t̄.



■一形式による系の表現 (p.115～) 慣性系では [ダストは静止していて U⃗ = (1,0)だから]

Uα = (−1,0)

である．これは −d̃tの成分である．U⃗ の代わりに d̃tを用いて系を定義でき，系のエネルギーは d̃tを用いて

E = p0 = ⟨d̃t, p⃗⟩

と与えられる．

4.4 再びダストについて：ストレス・エネルギーテンソル

■エネルギー密度 (p.116～)
ρ ≡ (MCR系でのエネルギー密度).

ダストを構成する各粒子はMCR系で静止するから，粒子が共通の質量mを持つとすると

ρ = mn.

また

(ダスト要素が速度 v を持つ座標系でのエネルギー密度)

=
m√
1− v2︸ ︷︷ ︸

エネルギーの変換

n√
1− v2︸ ︷︷ ︸

体積の変換

=
ρ√

1− v2

=Λ0̄
0Λ

0̄
0ρ :

(
2
0

)
テンソル成分の変換則．

さらに
(エネルギー，運動量)× (粒子数密度，粒子数流束)

は

• エネルギー，運動量を p⃗からとり出す一形式

• t = constまたは xi = constの面を定義する一形式

を変数に持つ

(
2

0

)
テンソル T(ストレス・エネルギーテンソル)の成分である．

■ストレス・エネルギーテンソル (p.117～)

Tαβ ≡ (p⃗のα成分に関する流束のβ成分)

⇒


T 00 = (エネルギー密度)

T 0i = (エネルギー流束)

T i0 = (運動量密度)

T ij = (運動量流束)

(∵ 時空の流束の時間成分は空間密度だから).



ダストはMCR系で静止しているから

T 00 = mn, その他の Tαβ = 0

であり，これは
p⃗⊗ N⃗ = ρU⃗ ⊗ U⃗ (p⃗ = mU⃗, N⃗ = nU⃗)

の成分である．よって任意の系で
T = ρU⃗ ⊗ U⃗

であり，成分は

T 00 =
ρ

1− v2
, T 0i =

ρvi

1− v2
= T i0, T ij =

ρvivj

1− v2
= T ji

と添字に関して対称となる (対称性はダストに限らず正しい)．

4.4について

■エネルギー密度が (2,0)テンソルの成分として変換すること (pp.116–117)について ダストに対してスト

レス・エネルギーテンソル成分 Tµν は T 00 = ρ以外の成分がゼロだから (p.118)，

T 0̄0̄ = Λ0̄
αΛ

0̄
βT

αβ = Λ0̄
0Λ

0̄
0T

00.

■MCR系でのストレス・エネルギーテンソルの成分 「テンソル p⃗⊗ N⃗ の成分がMCR系で前述のようにな

ることは容易にわかる」(p.118，l.13,14)について，式 (4.19):

p⃗⊗ U⃗ = ρU⃗ ⊗ U⃗

の成分を調べる．MCR系では U⃗ = (1,0)だから，T = ρU⃗ ⊗ U⃗ の成分 Tαβ = ρUαUβ は

T 00 = mn, その他の Tαβ = 0

となる．

4.5 一般の流体

粒子のランダムな運動や粒子間の力がある一般の流体を考える．

■マクロな量の定義 (p.119) MCR系での値を用いて定義する．MCR系は流体要素ごとに異なる．

■熱力学第一法則 (p.119～) n, ρを定義するMCR系の流体要素 (体積 V，粒子数 N)について，

N = nV, E = ρV

となることに注意すると，熱力学第一法則

∆E = ∆Q− p∆V

は式 (4.24):

n∆q = ∆ρ− ρ+ p

n
∆n



図 13 流体に働く応力

と書き換えられる (∆q ≡ ∆Q/N は 1粒子の受け取る熱量．n, ρを独立変数と見ている)．これは可積分であ

る，すなわち

ndq = dρ− ρ+ p

n
dn = nTdS

となる n, ρの関数 T, S が存在する．T は温度，S はエントロピーである．

■一般のストレス・エネルギーテンソル (p.112) MCR系において，一般の流体は熱運動しているため

T 0i = T i0 ̸= 0, T ij ̸= 0

となる．エネルギー密度 T 00 はMCR系では，[全体的な並進運動のエネルギーを含まず]ρになる．ρはラン

ダム運動のエネルギーを含む (表 4.1(教科書 p.120))．

■Tの空間成分 T ij (p.122) 図 13において

T ij =(Aから Bに単位時間に流れる運動量)i/A

=F i/A (MCR系で流体要素は静止し，非相対論的な運動方程式が成立)

は応力である．

■MCR系での Tαβ の対称性 (p.122～) 図 14の立方体の流体要素について，l→ 0で要素の加速度 [∝ 1/l(応

力 ∼ l2，質量 ∼ l3)]が発散しないことから，[面積力のつり合い]

F i1 + F i3 = 0, F i2 + F i4 = 0

が成立する．ここから流体要素に働くトルクの表式

τz = (T xy − T yx)l3

が得られる．z 軸周りの慣性モーメントは

I ∼Ml2, I ∝ ρl5

だから，z 軸周りの回転角 θ について

θ̈ ∝ T xy − T yx

l2



図 14 立方体の流体要素が周囲の流体に及ぼす力を描いている．その反作用が流体要素に働く力である．

となる．これが l→ 0で発散しない条件として，MCR系における対称性

T ij = T ji

が導かれる．ある系で添字に関して対称なテンソルは任意の系で対称である．

■エネルギー・運動量の保存 (p.125～) pα の密度は Tα0，流束は Tαi なので，pα の保存則は

0 = ∂0T
α0 + ∂iT

αi = Tαβ,β

と書ける．

■粒子数の保存 (p.126～)
0 = ∂0N

0 + ∂iN
i = Nα

,α.

たいていの場合，バリオンの数密度は保存されるから，nをバリオンの数密度とすれば流体は保存則Nα
,α = 0

を満たすものとして扱うことができる．

4.5について

■エネルギー密度 ρの定義 (表 4.1(教科書 p.120))について 静止エネルギー密度 ρにランダム運動のエネル

ギーが含まれることについて，物体を加熱すると質量が増大する [2, p.98]．

■式 (4.23):n = N/V について n, V は注目している流体要素の数密度と体積である．空間に固定した領域

の数密度と体積ではない．

■Tの空間成分 T ij (p.122)について MCR系で非相対論的な運動方程式が成立するため，

(単位時間に面を横切る運動量)i = F i

において F i としてMinkowski力を用いなくて良い．

ある領域に含まれる流体の運動量の変化は一般に，



• 周囲からの運動量の流入
• 周囲からの応力

によってもたらされる．ここでは運動量の流入による変化が応力による変化と見なされ運動量の流束 T ij は応

力であると説明されている．

■応力テンソルの引数について p.124，l.1,l.4の T ix, T iy はどの位置での値かがあからさまに示されてはい

ない．しかし p.126では T 0x(x = l)などと明記されているように，これは位置に依存した量である. 面積力

のつり合い
F i1 + F i3 = 0, F i2 + F i4 = 0

は

T ix
(
l

2
, 0, 0

)
=T ix

(
− l
2
, 0, 0

)
≡ T ix,

T iy
(
0,
l

2
, 0

)
=T iy

(
0,− l

2
, 0

)
≡ T iy

を意味する．

■トルクの式 (4.27)について 導出過程を以下に整理する．

(r × (−F1))
z =− l

2
F y1

(
∵ r =

(
l

2
, 0, 0

))
=− 1

2
T yxl3 (∵ F i1 = T ixl2),

(r × (−F2))
z =

l

2
F x2

(
∵ r =

(
0,
l

2
, 0

))
=
1

2
T xyl3 (∵ F i2 = T iyl2),

(r × (−F3))
z =

l

2
F y3

(
∵ r =

(
− l
2
, 0, 0

))
=− 1

2
T yxl3 (∵ F i3 = T ixl2),

(r × (−F4))
z =− l

2
F x4

(
∵ r =

(
0,− l

2
, 0

))
=
1

2
T xyl3. (∵ F i4 = −T iyl2)

■エネルギー・運動量の保存 (p.125～)について 「 (b)運動量密度とエネルギー流束の同等性」(p.125)の議

論を，c = 1と置かずに補足しつつまとめる．文献 [3, p.90]で定義されるように

(エネルギー流束) = cT 0i, (運動量密度) = T 0i/c



だから，

T 0i =
(エネルギー密度)× (速度)

c
=(質量密度)× (速度)× c
(並進運動のエネルギーがなく，ランダムな運動のエネルギーを含む質量エネルギーのみを考慮)

=(運動量密度)× c
(MCR系では並進運動がないが，熱が運動量を運ぶ (p.122))

=T i0.

■粒子数の保存 (p.126～)について 「特に，図 4.8で流体要素の粒子数の変化の割合は，境界を通してやり

取りのみ，つまり出入りする正味の流束のみに依存している」(p.126一番下～p.127，l.2)について，ここで

は流体要素として空間に固定した領域をとったため，粒子の反応や生成・消滅がない場合にもその中の粒子数

は変化する．

4.6 完全流体

相対論での完全流体はMCR系で，粘性も，熱伝導もない流体のことである．

■熱伝導がないこと (p.128) 全体的な運動のないMCR系でエネルギー・運動量を運ぶのは熱だから (p.122)，

エネルギー流束 T 0i = 0, 運動量密度 T i0 = 0.

また，

0 =dq (熱の流入がない)

=TdS (式 (4.26)),

→ 流体要素のエントロピーが保存．

■粘性がないこと (p.128～) 接線応力がないから，T ij は対角的である．これが任意のMCR系で成り立つ

には，対角成分は全て等しくなければならず，それは圧力 pに他ならない：

T ij = pδij .

■Tの形 (p.128～) MCR系における成分

(Tαβ) =


ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p


は，MCR系で U⃗ = (1,0)であることに注意すると

Tαβ = (ρ+ p)UαUβ + pηαβ

とまとめられる．これはテンソルの関係式

T = (ρ+ p)U⃗ ⊗ U⃗ + pg−1

だから任意の系で成り立つ．



■圧力の意味についてひと言 (p.129)

完全流体 · · · · · ·粒子はランダムに熱運動
→ p ̸= 0

(粒子が希薄で衝突が無視できる場合にも圧力はある．

圧力は運動量流束だから)，

ダスト · · · · · ·粒子は静止
→ p = 0.

そこで完全流体に対する成分
Tαβ = (ρ+ p)UαUβ + pηαβ

において p = 0とおくと，ダストに対する表式

Tαβ = ρUαUβ

を得る．

■保存則 (p.129) 保存則
0 = Tαβ,β = {(ρ+ p)UαUβ + pηαβ},β

のMCR系での時間成分として，世界線に沿ってエントロピーが変化しないこと (断熱)

dS

dτ
= 0

が得られる．

さらに保存則の空間成分として得られる式

(ρ+ p)ai = −p,i, ai ≡ UβUi,β =
dxβ

dτ
∂βUi =

dUi
dτ
：四元加速度

は非相対論的流体力学において [すなわち Euler方程式 a = − 1
ρ∇pにおいて]

加速度 a → 四元加速度，

ρ → ρ+ p

と置き換えたものになっている．

4.6について

■粘性がないこと (p.128～)について

• ここでは T ij は xj 座標の小さい側が大きい側へ及ぼす応力を意味するため，

T ij = pδij

の右辺に負号は現れない．



• 空間軸の方向だけを変える変換に対して

T īj̄ = ΛīkΛ
j̄
lT
kl =

∑
k

ΛīkΛ
j̄
kT

kk

である (最後の等号は T kl が対角的だから)．

ここで全ての対角要素 T kk が等しく pであるとすると，(Λīk)が直交行列であることとより，

新しい座標系の成分も
T īj̄ = p

∑
k

ΛīkΛ
j̄
k = pδīj̄

と対角的になる．

■式 (4.42):Uα,βU
α = 0の導出について

0 =(UαUα),β (∵ UαUα = −1)
=(UαUγηαγ),β = (UαUγ),βηαγ (∵ ηαγ,β = 0)

=2Uα,βU
γηαγ = 2Uα,βUα

となっている．

■「こうすると式 (4.45)のMCR系での時間成分が求められ」(p.130，l.8,9)について MCR系では U⃗ = (1,0)

だから．

■保存則のMCR系での時間成分 (4.49)について 導出を補足しつつ一気に行う．

0 =Tαβ,β = {(ρ+ p)UαUβ + pηαβ},β

=

{
(nUβ)

(
ρ+ p

n
Uα
)}

,β

+ p,βη
αβ

(「式 (4.42)は次のように利用できる」(p.130，l.4, 5)について

ここまでで直接用いたのはηαβ,γ = 0であって式 (4.42) : UαU
α
,β = 0ではない)

=nUβ
(
ρ+ p

n
Uα
)
,β

+ p,βη
αβ : (4.45). (∵ 0 = Nβ

,β = (nUβ),β)

両辺を Uα と縮約して

0 =nUβUα

(
ρ+ p

n
Uα
)
,β

+Uαp,βη
αβ

=nUβUα

{(
ρ+ p

n

)
,β

Uα +
ρ+ p

n
Uα,β

}
+Uβp,β

=Uβ

[
−n
(
ρ+ p

n

)
,β

+ p,β

]
: (4.47) (∵ UαU

α = −1，式 (4.42) : UαU
α
,β = 0)

=Uβ
[
−(ρ+ �p),β +

n,β
n

(ρ+ p)���+p,β

]
(角括弧内の第 1項を (ρ+ p)の微分と 1/nの微分に分けた)

=− Uβ
[
ρ,β −

ρ+ p

n
n,β

]
: (4.48)

=− dρ

dτ
+
ρ+ p

n

dn

dτ
: (4.49)



=− nT dS

dτ
(流体要素の 1粒子あたりのエントロピー変化 (4.25) : dρ− (ρ+ p)(dn/n) = nTdS)

⇒ dS

dτ
= 0 : (4.50).

■保存則のMCR系での空間成分 (4.54)について 導出を補足しつつ一気に行う．

0 =nUβ
(
ρ+ p

n
U i
)
,β

+ p,βη
iβ : (4.51)

=nUβ

{(
ρ+ p

n

)
,β

U i +
ρ+ p

n
U i,β

}
+ p,βη

iβ

=Uβ(ρ+ p)U i,β + p,βη
iβ : (4.52), (∵ U i = 0)

∴ 0 =(ρ+ p)UβUi,β + p,βη
β
i

=(ρ+ p)ai + p,i : (4.54), ai ≡ UβUi,β =
dxβ

dτ
∂βUi =

dUi
dτ
：四元加速度．

4.7 一般相対論の重要性

一般相対論の重力源は T

→ 特別な座標系ではエネルギー密度 T 00が重力源

→ 重力源の全体としての運動のないMCR系でのエネルギー密度 T 00は全質量エネルギー密度ρ

↔ Newton理論の重力源は，(熱運動のエネルギー等を除いた)質量密度ρ0.

圧力も重力の源となり得る．星において要素が (与えられた) 加速度 ai を持つとき，[これは重力の目安で

あり，重力に対抗するのに必要な] 圧力勾配は p,i = −(ρ + p)ai である．これは圧力の大きい星ほど重力を

支えるのに大きな圧力勾配が必要とされることを意味する．圧力の寄与は p ≪ ρが満たされる通常の星では

Newton理論を大差ないが，高密度天体や“相対論的”ガスにおいて p ≈ ρとなると，必要な圧力勾配が大き
すぎて重力を支えきれなくなる．

4.8 ガウスの法則

保存則の積分表示は

0 =

∫
d4xNα

,α =

∮
d3SnαN

α, 0 =

∫
d4xTαβ,β =

∮
d3SnβT

αβ

となる．最後の等号は Gauss の法則 [定理] による．ただし nα は単位垂直一形式 ñ の成分であり，nα は図

15のように“外向き”である．



図 15 単位垂直一形式 ñ = ±d̃x,±d̃t















5.5 非座標基底

全ての基底ベクトルがデカルト座標系 (座標 {xβ}，基底 {e⃗β})からの座標変換

e⃗α′ = Λβα′ e⃗β =
∂xβ

∂xα′ e⃗β

によって得られるか考える．曲座標系の単位ベクトル

e⃗r̂ ≡ e⃗r, e⃗θ̂ ≡
1

r
e⃗θ

がデカルト座標系からの座標変換によって作られる基底ベクトル

e⃗ξ =
∂xβ

∂xξ
e⃗β , e⃗η =

∂xβ

∂xη
e⃗β

として得られるような座標 (ξ, η)は存在しないことを背理法で示す．式 (5.26):

d̃θ = − sin θ

r
d̃x+

cos θ

r
d̃y

より
ω̃θ̂ = rd̃θ = − sin θd̃x+ cos θd̃y

である．これが

d̃η =
∂η

∂x
d̃x+

∂η

∂y
d̃y

として得られるような座標 η があったとすると，

− ∂

∂y
sin θ =

∂2η

∂y∂x
=

∂2η

∂x∂y
=

∂

∂x
cos θ

でなければならない．しかしこれは成り立たないから，示された．

■非座標基底に対する一般的注意 (p.174～)

• 非座標基底 e⃗µ に対して

d̃ϕ(e⃗µ) =
∂ϕ

∂xµ

はもはや成り立たない．

– 例

(∇θ̂ϕ, ϕ,θ̂ ≡)d̃ϕ(e⃗θ̂) =
1

r

∂ϕ

∂θ
̸= ∂ϕ

∂θ
.

ここに
1

r

∂ϕ

∂θ
= Λβ

θ̂
ϕ,β , {xβ}は任意の座標．

• 非座標基底 {e⃗µ̂}に対して
∇β̂ e⃗α̂ = Γµ̂

α̂β̂
e⃗µ̂

で定義した Christoffel記号について，

– 対称性 Γµ̂
α̂β̂

= Γµ̂
β̂α̂
，および



– その帰結である，Christiffel記号を計量テンソルで表した式

は一般には成立しない．

これらの証明の基になる関係
ϕ,α̂,β̂ = ϕ,β̂,α̂

が今の場合，座標による微分の順序交換を意味しないため，成立しないから．

• 一形式 ω̃ᾱ = Λᾱβ d̃x
β が座標一形式基底となる，すなわち適当な座標 {xᾱ}を用いて

Λᾱβ =
∂xᾱ

∂xβ

となるには
∂Λᾱβ
∂xγ

(
=

∂2xᾱ

∂xβ∂xγ

)
=
∂Λᾱγ
∂xβ

が必要である．これを満たさない係数 Λᾱβ をとって非座標基底を作れる．

■本書での非座標基底 (p.176) 本書では，非座標基底を使う機会はほとんどない．

5.5について

■発散の表式 (5.88)について 5.3節の補足で確認済みである．

■一形式 (5.78):ω̃r̂ = d̃r, ω̃θ̂ = rd̃θ について これらはそれぞれ，

ω̃r(e⃗r) = 1 = ω̃r̂(e⃗r̂) = ω̃r̂(e⃗r), ω̃θ(e⃗θ) = 1 = ω̃θ̂(e⃗θ̂) =
1

r
ω̃θ̂(e⃗θ)

の最左辺と最右辺を比較して得られる (いずれも第 1，第 2の等号は式 (3.12): ω̃α(e⃗β) = δαβ による)．

■式 (5.85): ∂∂y (− sin θ) = ∂
∂x (cos θ)が一般に成り立たないことの確認

∂

∂x
(cos θ) =

∂

∂x

x

r
=

1

r
+ x

(
− 1

r2
x

r

)
=

1

r
− x2

r3
,

∂

∂y
(sin θ) =

∂

∂y

y

r
=

1

r
+ y

(
− 1

r2
y

r

)
=

1

r
− y2

r3

を辺々足すと
∂

∂x
(cos θ) +

∂

∂y
(sin θ) =

1

r
̸= 0.

5.6 将来に向けて

この章では曲った空間，時空で必要な記法，概念を導入した．以降，Euclidの平行線の定理の破れについて

の議論が加わる．







■局所的平坦性定理の証明 (p.190～) 局所的平坦性定理により，任意の座標系 {xµ}から座標系 x′ ≡ {x′µ}
に移り，時空の与えられた点 Pの座標を x′0 ≡ {x′ µ0 }として計量テンソルを

gαβ(x
′) = ηαβ +O((x′

µ − x′ µ0 )2)

とできることを示す．座標系 xµ, x′
µ での任意の点の計量テンソルをそれぞれ座標 x′ の関数として

fαβ(x
′), gαβ(x

′)と書く．Λγα ≡
∂xγ

∂x′α
, ∂µ ≡

∂

∂x′µ
と略記し gαβ(x

′)を点 Pの周りに Taylor展開すると，

gαβ(x
′) =Λγα(x

′)Λδβ(x
′)fγδ(x

′)

=

[
Λγα(x

′
0) + (∂λΛ

γ
α)0(x

′λ − x′ λ0 ) +
1

2
(∂λ∂µΛ

γ
α)0(x

′λ − x′ λ0 )(x′
µ − x′ µ0 ) + · · ·

]
×
[
Λδβ(x

′
0) + (∂νΛ

δ
β)0(x

′ν − x′ ν0 ) +
1

2
(∂ν∂ρΛ

δ
β)0(x

′ν − x′ ν0 )(x′
ρ − x′ ρ0 ) + · · ·

]
×
[
fγδ(x

′
0) + (∂σfγδ)0(x

′σ − x′ σ0 ) +
1

2
(∂σ∂τfγδ)0(x

′σ − x′ σ0 )(x′
τ − x′ τ0 ) + · · ·

]

なので gαβ(x
′) = gαβ(x

′
0) + (∂λgαβ)0(x

′λ − x′λ0 ) +
1

2
(∂λ∂µgαβ)0(x

′λ − x′ λ0 )(x′
µ − x′ µ0 ) + · · · において

gαβ(x
′) =(ΛγαΛ

δ
βfγδ)0, (3)

(∂λgαβ)0 =
[
(∂λfγδ)Λ

γ
αΛ

δ
β + (∂λΛ

γ
α)Λ

δ
βfγδ + (∂λΛ

δ
β)Λ

γ
αfγδ

]
0
, (4)

1

2
(∂λ∂µgαβ)0 =

[
(∂λΛ

γ
α)(∂µΛ

δ
β)fγδ + (∂λΛ

δ
β)(∂µfγδ)Λ

γ
α + (∂λfγδ)(∂µΛ

γ
α)Λ

δ
β

+
1

2
(∂λ∂µΛ

γ
α)Λ

δ
βfγδ +

1

2
(∂λ∂µΛ

δ
β)Λ

γ
αfγδ +

1

2
(∂λ∂µfγδ)Λ

γ
αΛ

δ
β

]
0

(5)

となる．ただし添字のゼロは点 Pでの値を意味する．さて座標系 {x′µ}を適当に選び

gαβ(x
′
0) = ηαβ , (∂λgαβ)0 = 0, (∂λ∂µgαβ)0 = 0

とできるか考えよう．座標系 {x′µ}を選ぶことは Λγα =
∂xγ

∂x′α
を，従って (Λγα)0, (∂λΛ

γ
α)0, (∂λ∂µΛ

γ
α)0, · · ·

を選ぶことに対応する．それぞれについて独立にとれるものの個数は以下のようになる．

• (Λγα)0 =

(
∂xγ

∂x′α

)
0

· · · · · · 16個

• (∂λΛ
γ
α)0 =

(
∂2xγ

∂x′λ∂x′α

)
0

· · · · · · 40個

– 対称な添字 λ, αの選び方が 10通りだから

• (∂λ∂µΛ
γ
α)0 =

(
∂3xγ

∂x′λ∂x′µ∂x′α

)
0

· · · · · · 80個

– 対称な添字 λ, µ, αの選び方は以下の合計 20通りのだから
λ, µ, αが相異なるもの

4× 3× 2

3!
= 4通り

ちょうど 2つの添字が等しいもの 4× 3 = 12通り

全ての添字が等しいもの 4通り

よって次のように局所的平坦性定理が示される．



• gαβ(x′0) = ηαβ は 10個の独立な条件式

(対称な添字 α, β の選び方が 10通りだから)．

⇐ gαβ(x
′
0)の式 (3)において 16個の独立な (Λγα)0 を適当に選べば満たされる．

• (∂λgαβ)0 = 0は 40個の独立な条件式

(対称な添字 α, β の選び方が 10通りだから)．

⇐ (∂λgαβ)0 の式 (4)において 40個の独立な (∂λΛ
γ
α)0 を適当に選べば満たされる．

• (∂λ∂µgαβ)0 = 0は 100個の独立な条件式

(対称な添字 α, β および λ, µの選び方がそれぞれ 10通りだから)．

⇐ (∂λ∂µgαβ)0 の式 (5)における (∂λ∂µΛ
γ
α)0 の内，独立に選べるものは 80個だから

一般には満たされない．

6.3 共変微分

• ある時空点における局所 Lorentz系をとると Christoffel記号が消えることから，この系で

V α;β = V α,β , gαβ;γ = gαβ,γ = 0

となる．第 2式の第 2の等号は局所的平坦性 (6.5)による．よって任意の系で

gαβ;γ = 0.

• 任意の系で対称性 Γµαβ = Γµβα が保証されるから (6.9節の練習問題 5)，

Christoffel記号を計量テンソルで表した式

Γαµν =
1

2
gαβ(gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β)

が成立する．

• 任意の系における計量テンソルが与えられると，これを用いて Christoffel記号を計算でき，

テンソルの共変微分を実行できる．

• 共変微分 V α;α における Christoffel記号を計量テンソルで表し，発散の公式

V α;α =
1√
−g

(
√
−gV α),α

を得る．

• ここから曲った多様体での Gaussの法則∫
V α;α

√
−gd4x︸ ︷︷ ︸

固有体積要素

=

∫
(
√
−gV α),αd4x =

∫
V α

√
−gnαdS︸ ︷︷ ︸

固有面積要素と見る

を得る．

6.3について

■式 (6.39)について ελµνρ を局所慣性系 {Xµ}で ε0123 = 1となる添字に関して完全反対称な量とする．



このとき，これを 4階反変テンソルの変換則

Eλµνρ =
∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ

に従って任意の座標系 {xµ}に変換した量は Eλµνρ = ελµνρ
√
−g である [3, pp.258–259]．

一方，これを次式で定義される 4階反変テンソル密度の変換則

Eλµνρ =
∂(X)

∂(x)

∂xλ

∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν

∂Xγ

∂xρ

∂Xδ
εαβγδ

に従って任意の座標系 {xµ} に変換した量は Eλµνρ = ελµνρ となり，座標系に依らず E0123 = 1 となる [2,

pp.62–63]．

さて，この完全反対称テンソル密度 Eλµνρ を用いて行列 (gµν)の行列式 g と余因子 ∆µν の定義は

g ≡ Eλµνρg0µg1νg2λg3ρ, ∆0λ =Eλµνρg1µg2νg3ρ, ∆1µ = Eλµνρg0λg2νg3ρ,

∆2ν =Eλµνρg0λg1µg3ρ, ∆3ρ = Eλµνρg0λg1µg2ν

と書き表されるから，

dg = ∆0λdg0λ +∆1µdg1µ +∆2νdg2ν +∆3ρdg3ρ = ∆µνdgµν

と書ける．ここで (gµν) の逆行列は (gµν) =
(∆µν)T

g
なので ∆µν = ggνµ = ggµν となる．これを上式に代

入して dg = ggµνdgµν を得る．これにより計量テンソルの変化 dgµν に伴う行列式の変化 dg が与えられる．

dgµν を座標 xα が dxα だけ変化したときの計量テンソルの変化と見れば，これは式 (63.9):

g,α = ggµνgµν,α

に他ならない．なお
gµνg

µν = δµµ = 4, ∴ gµνdgµν = −gµνdgµν

を用いると
dg = ggµνdgµν = −ggµνdgµν

を得る．

■式 (6.40)について

Γαµα =
1

2
gαβgαβ,µ : (6.38)

=
1

2

g,µ
g

(∵ 式 (6.39))

および
(
√
−g),µ√
−g

=
1√
−g
· (−g),µ
2
√
−g

=
g,µ
2g

を比較して式 (6.40):

Γαµα =
(
√
−g),µ√
−g

を得る．



図 16 平坦な 3次元空間から見た 2次元球面上でのベクトルの平行移動

6.4 平行移動，測地線，曲率

多様体の外在的曲率は，多様体を内に含む高次元空間から多様体を見たときにはじめて定義可能である．し

かしわれわれの時空に対しては，それを内に含むような高次元空間の存在は保証されない．そこで多様体の曲

率として，内在的曲率を考える．

これを定義するにあたって次のことに注目する．すなわち曲がった時空では閉曲線に沿ってベクトルを平行

移動し 1周させると，元のベクトルに一致しなくなる．4次元の曲がった時空の代わりに平坦な 3次元空間の

中の 2次元の球面を考えるとこのことを理解しやすい (ただし球面と異なり我々の時空の場合には，それを超

曲面として含むより高次元の空間の存在は保証されない)．図 16のように球面上に赤道上で 90度離れた 2点

A，Cと極 Bをとる．そして Aで赤道に平行なベクトル V⃗ を球面内で，すなわち V⃗ が球面に接した状態で

弧 AB，弧 BC，弧 CAに沿って平行移動させて Aに戻ることを考える．平行移動の厳密な定義は以下で与え

ることにして，ここでは次のことに注意すれば十分である．弧 AB，弧 BC，弧 CAが大円の一部を成すとす

ると，これらは球面上の 2点を結ぶ局所的最短曲線すなわち測地線である*1．測地線の接ベクトルは測地線に

沿って平行移動させると移動先の点での接ベクトルに一致する (教科書 pp.199-200)．しかるに 2つのベクト

ルが平行移動するときそれらの間の角度は変化しないから，V⃗ を測地線に沿って平行移動するとき測地線の接

ベクトル，従って測地線との成す角は一定に保たれる [3, p.288]．このため V⃗ は図 16のように移動し，Aに

戻ったとき元のベクトルに比べて 90度回転している．

この結果により，大域的に平行なベクトル場を定義することは不可能であることが分かる．

■平行移動 (p.199) ベクトルの微小平行移動は，局所慣性系でベクトルの成分が変化しない変位として定義

される [3, p.288]．よってベクトル V⃗ がある曲線に沿って平行移動するとき，曲線を λでパラメトライズし

接ベクトル U⃗ = dx⃗/dλを定義すると局所慣性系でその成分は

0 =
dV µ

dλ
= Uν∂νV

µ = UνV µ;ν

を満たす．ここで UνV µ;ν は反変ベクトルだから，U
νV µ;ν = 0は平行移動に際して任意の座標系で成り立つ

関係である．

*1 2点 A，Bを結ぶ大円上の 2つの弧はともに測地線であるけれども，一方が最短曲線 (2点を結ぶ曲線の内，最も短い曲線)である
のに対し他方はそれよりも長い．これが局所的と断った理由である．



■測地線 (p.199～) Euclid空間における直線は，[直線に沿って進んで行くと進行方向が]それまでと同じ方

向をとり続ける．曲った空間においても“できる限りまっすぐな”線を，ある点での接線が直前の点に平行で

あるような測地線として定義する．

接ベクトル U⃗ = dx⃗
dλ を持つ測地線の方程式は，測地線上のある点での接ベクトル U⃗ が別の点での接ベクト

ルを測地線，従ってその接ベクトル U⃗ に沿って平行移動したものであること

0 = UαUµ;α = Uα(∂αU
µ + UβΓµαβ) =

dUµ

dλ
+ ΓµαβU

αUβ =
d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ

である．

• 測地線は厳密にはパラメーターを持つ曲線である．
• 測地線は長さの停留曲線である．

6.4について

■平行移動 (p.199)について 式 (6.47):

0 =
dV µ

dλ
= Uν∂νV

µ = UνV µ;ν

の両辺に dλをかけると 0 = V µ;νdx
ν = DV µ となる．DV µ は V⃗ の曲線上で dx⃗隔たる点でのベクトルとの

差 dV⃗ の，(考えている点での)µ番目の成分だから*2，これは平行移動の前後でベクトル V⃗ が局所的には変化

しないことを意味する．このことから，上記のように平行移動を定義したことは理に適っていると言えよう．

一方，基底ベクトルが各点で異なる曲線座標系ではベクトル V⃗ を平行移動させるとその成分が変化する．

曲線の媒介変数 λに対する成分の変化率 Uν∂νV
µ は 0 = UνV µ;ν = Uν(∂νV

µ + V λΓµλν)から

Uν∂νV
µ = −UνV λΓµλν

と求まる．これが次節の式 (6.53)に他ならない．

■測地線の方程式を変えないパラメーターの変換 (6.52) について 線形変換 (6.52):ϕ = aλ + b に対して
d
dλ = a d

dϕ なので，測地線の方程式は

0 =
d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= a2

(
d2xµ

dϕ2
+ Γµαβ

dxα

dϕ

dxβ

dϕ

)
, ∴ d2xµ

dϕ2
+ Γµαβ

dxα

dϕ

dxβ

dϕ
= 0

となって形を変えない．

*2 教科書 pp.161–163の式
∂β V⃗ = (∂βV

α + V µΓα
µβ)e⃗α = V α

;β e⃗α

の両辺に dxβ をかけて β で和をとると
(∂β V⃗ )dxβ = (V α

;βdx
β)e⃗α

を得る．これは dV⃗ ≡ (∂β V⃗ )dxβ の α番目の成分 DV α が V α
;βdx

β であることを意味する．

















7 曲った時空での物理

7.1 微分幾何から重力へ

幾何学の概念を物理的な概念に対応付ける．

(I) 時空はメトリックを持つ 4次元多様体である．

(II) メトリックは棒と時計で測ることができる．

(III) メトリックが与えられた時空点で {ηαβ}になる適当な座標系をとれる．

理論を完全なものにするには，さらに以下のことを指定しなければならない．

• 物理的対象の重力場中のふるまい．
– Newton重力においては，運動方程式ma = −m∇ϕから決定される (ϕは重力ポテンシャル)．

• 曲率が物体によって作られる仕方．
– Newton重力における，場の方程式 ∆ϕ = 4πGρに対応する．

Newton重力の理論では

• 時空は時間と 3次元 Euclid空間から成り，

3次元 Euclid空間はメトリックを持つ ← 距離が定義される．

• 2つの事件について

– 空間的に同一の点で起きたか → 座標系による．

– 同時性 → 座標系によらない．

次の仮説をおく．

(IV)弱い等価原理 自由落下する粒子は曲がった時空に測地線 (局所慣性系での直線)を描く．

弱い等価原理は粒子だけに適用される．

(IV′)Einsteinの等価原理 局所慣性系と，特殊相対論の成り立つ平坦な時空とで，

物理実験の結果は同じになる．

• 自由落下する宇宙飛行士 [局所慣性系にあたる]は重力を感じない．

地上の人は地面から押し返されるから“重力を感じる”にすぎない．

• 潮汐力は大域的な重力効果である．
(地球の両端での月からの Newton重力の違いに起因するものだから．)

• 特殊相対論における保存則
(nUα),α = 0

は，コンマをセミコロンに変えることで曲った時空での保存則

(nUα);α = 0

になる．実際これは局所慣性系において (nUα),α = 0に戻り，

テンソルの関係式だから (両辺がともにスカラーである)任意の座標系で正しい．



– 特殊相対論における保存則に曲率 R(Ricciスカラー)を含めて

(nUα);α = qR2

と一般化することは，仮説 (IV′)により禁止される．

7.1について

■第 4章 (特殊相対論における完全流体)の復習

• 粒子の保存則 (7.1)は流束 (4.4):N⃗ = nU⃗ に対する式 (4.35):Nα
,α = (nUα),α = 0である．

• MCR系 → 教科書 p.35を見よ．

• エントロピーの保存則 (7.4)は式 (4.50):UαS,α = dS
dτ = 0である．

• エネルギー・運動量保存則 (7.5)は式 (4.34):Tαβ,β = 0である．

• ストレス-エネルギーテンソル (7.7)は完全流体に対する式 (4.37):Tαβ = (ρ+ p)UαUβ + pηαβ である．

■Ricci スカラーを含む粒子数保存則 (7.3) について 「この式も，平坦な時空ではリーマン・テンソルがゼ

ロになるので，特殊相対論の極限で式 (7.1) に帰着する」(p.224，l.17～19)．しかも両辺がともにスカラー

だから，ある座標系で正しければ任意の座標系で成立する．しかし曲がった時空では局所慣性系においても

Christoffel記号が，したがって Ricciスカラー Rがゼロとならないから，これはこれは特殊相対論の式 (7.1)

に一致せず，Einsteinの等価原理 (IV)′ を破ることになる．

7.2 少し曲った時空での物理

重力が弱く |ϕ| ≪ 1が満たされているときのメトリックは

(gµν) =


−(1 + 2ϕ) 0 0 0

0 1− 2ϕ 0 0
0 0 1− 2ϕ 0
0 0 0 1− 2ϕ


である (これは次章の式 (8.50)において示される)．これにより粒子が非相対論的な運動をしており，p0 ≫ |p|
が満たされているとき [したがって粒子の質量m ̸= 0]，粒子が描く測地線の方程式 ∇p⃗p⃗ = 0について

時間成分
dp0

dτ
= −m∂ϕ

∂τ
→ 定常的な場において粒子のエネルギーが保存，

空間成分
dpi

dτ
= −mϕ,jδij：Newton理論における運動方程式

となる．

7.2について

■式 (7.11)，式 (7.12)について

0 =
dp0

d(τ/m)
+ Γ0

αβp
αpβ : (7.11) ← p⃗を接ベクトルに持つ測地線のアフィンパラメーターはτ/m

≃mdp0

dτ
+ Γ0

00(p
0)2 : (7.12). ← 非相対論的極限でp⃗の空間成分を無視



■「……(p0)2はm2に置き換えることができる」(p.227，l.2,3)について 局所慣性系で成り立つ式−m2 = p⃗·p⃗
はテンソルの関係式だから (両辺がともにスカラーである)常に成り立ち，式 (7.30)において見るように

−m2 = p⃗ · p⃗ = −(1 + 2ϕ)(p0)2 + (1− 2ϕ)p2, ∴ (p0)2 ≃ m2

である．

■式 (7.15): d
dτ p

0 = −m∂ϕ
∂τ について 右辺において ∂

∂x0 が固有時間 τ による微分に置き換わってるのは，

m
∂ϕ

∂τ
=

∂ϕ

∂(τ/m)
= pαϕ,α

≃p0ϕ,0 (∵ |p| ≪ p0)

≃mϕ,0 (∵ p0 ≃ m)

によると考えられる．

■測地線の方程式 (7.16)，(7.17)について 左辺第 1項は

式 (6.50) ⇔ 0 = pαpi;α = pα(pi,α + pβΓiβα)

における pαpi,α = dpi

d(τ/m) である．

■式 (7.24)の導出について 式 (7.19):Γi00 = 1
2g
iα(g0α,0 + gα0,0− g00,α)において，α = iのときのみ giα は

ゼロでない．そこで

gii =
1

1− 2ϕ
(iで和をとらない),

g0i =0, g00,i = (1 + 2ϕ),i = 2ϕ,i

に注意して

Γi00 =
1

2
gii(2g0i,0 − g00,i) =

1

2
· 1

1 + 2ϕ
· 2ϕ,i ≃ ϕ,i +O(ϕ2)

とすると，運動方程式は式 (7.24)の代わりに

dpi

dτ
= −mϕ,i

となる．右辺の ϕ,i と ϕ,jδ
ij は等しい値を持つから，これを両辺が同じ種類のテンソルから成る関係式

dpi

dτ
= −mϕ,jδij

に書き換えられる．

■メトリックの逆テンソル

(gµν) =


−(1 + 2ϕ) 0 0 0

0 1− 2ϕ 0 0
0 0 1− 2ϕ 0
0 0 0 1− 2ϕ

 ⇒ (gµν) =


− 1

1+2ϕ 0 0 0

0 1
1−2ϕ 0 0

0 0 1
1−2ϕ 0

0 0 0 1
1−2ϕ

 .



7.3 曲った時空での直観

曲った時空では Newton理論・特殊相対論の場合と異なり，物理的加速度 dU⃗/dτ がゼロの粒子について，

その座標加速度 d2xi/dt2 がゼロになるような慣性系をとることができず，あらゆる座標系を同等に扱うこと

になる．

異なる点でのベクトルを比べるためにベクトルを同一点に平行移動させる方法は，従って四元運動量 p⃗の和

を定義する方法は定まらない．空間的に有限な広がりを持つ系に対してはその全エネルギー・運動量を定義で

きるけれど，全質量エネルギーと重力ポテンシャルエネルギーの各々は定義されない．

7.4 保存量

測地線の方程式 ⇔ m
dpβ
dτ

=
1

2
gαν,βp

αpν

なので，メトリック {gαν}が xβ に依らない座標系では [右辺がゼロになり]，測地線に沿って pβ が保存され

る．特に β = 0の場合を考えると，メトリックが x0 に依らない座標系において，測地線に沿ってその系での

エネルギー p0 が保存される．

−m2 = p⃗ · p⃗ = gµνp
µpν

において，非相対論的極限でのメトリックが

(gµν) =


−(1 + 2ϕ) 0 0 0

0 1− 2ϕ 0 0
0 0 1− 2ϕ 0
0 0 0 1− 2ϕ


であることから

p0 ≃m ← 質量エネルギー

+mϕ ← 重力ポテンシャルエネルギー

+ p2/2m ← 運動エネルギー

を得る (質量エネルギーを除けば，Newton理論におけるエネルギーの表式が再現されている)．

z 軸周りの回転対称性を持つ系に対して，上式 (7.29):

m
dpβ
dτ

=
1

2
gνα,βp

νpα

から得られる保存量 pψ(ψ は z 軸周りの回転角)は，非相対論的極限で角運動量mr2ψ̇ となる．



7.4について

■p0 の式 (7.32)について (p0)2 に対する p.232，l.2の近似式は

(p0)2 =
(1− 2ϕ)p2 +m2

1 + 2ϕ

={(1− 2ϕ)p2 +m2}{1− 2ϕ+O(ϕ2)}
=(1− 2ϕ)2p2 + (1− 2ϕ)m2 +O(ϕ2)

=p2 + (1− 2ϕ)m2 +O(p2ϕ, ϕ2)

≃m2

(
1− 2ϕ+

p2

m2

)
として得られる．

p0 ≃ ±m(1− ϕ+ p2/2m2)

の右辺において式 (7.32)のように正号をとれば，ϕ = 0,p = 0のときこれは正しい関係 p0 ≃ mになる．

■回転対称性に伴う pψ について 保存量 pψ の式 (7.35)について、非相対論的極限でのメトリックは

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dψ2 + dz2

によって与えられる．ここから第 1の等号が

pψ = gψαp
α = gψψp

ψ

と分かり，また式 (7.36):gψψ ≃ r2 も分かる．
第 2の等号では非相対論的極限で定義式が

pµ ≡ mdxµ

dτ
≃ mdxµ

dt

となることに注意して pψ = mψ̇ とすれば良い．

この結果，共変ベクトル (7.37):pψ = mr2ψ̇ は角運動量となり，

pψ ≡
∂L

∂ψ̇
=

∂

∂ψ̇

(
1

2
m(rψ̇)2

)
= mr2ψ̇

に合致する．



8 アインシュタイン方程式

8.1 重力場の方程式の目的と正当性

重力場の方程式は

(i) ∆ϕ = 4πGρと類似の方程式であり，

(ii) ρの代わりに，それを一般化したストレス-エネルギーテンソル Tをとってものである

(4.7節「一般相対論の重要性」参照)

と考え，
Oαβ(g) = kTαβ

と書く．これを両辺が同じ種類のテンソルから成る関係式とするために，左辺を

(
2

0

)
テンソル

Oαβ = Rαβ + µgαβR+ Λgαβ

にとる．このとき場の方程式 Oαβ = kTαβ は，Oαβ , Tαβ の独立な成分に応じた 10個の方程式となる．

(iii) 等価原理

により任意の系で保存則 Tαβ;β = 0が成り立つことを要求すると µ = −1/2と定まり，場の方程式は Einstein

方程式

Gαβ + Λgαβ = kTαβ , Gαβ ≡ Rαβ − 1

2
gαβR

となる．

• Einstein方程式に矛盾する現象は見つかっていない．

また，Einstein方程式以外にも (i),(ii),(iii)を満たす競合理論があるけれど，

それらは複雑で審美的観点から関心を引かない．

• Einstein方程式に対する量子補正は扱わない．

■距離化単位 (p.240～) c = 1, G = 1とする単位系のことである．

地球の質量をM⊕ とすると，地球を回る衛星軌道の精密測定により GM⊕ の値を正確に測定できる．そし

てこれは距離化単位での質量の c2 倍だから，距離化単位での質量の値は正確に分かる．しかし G の値には

大きな不定性があるため，積 GM⊕ を Gで割って，質量を通常の単位系での値M⊕ に換算すると，精度が落

ちる．

8.1について

■距離化単位 (p.240～)について 通常の単位系で

[G] =

[
Fr2

m2

]
=

(ML/T 2)L2

T 2
=M−1L3T−2



なので，c = 1, G = 1とする距離化単位では

1 = [G] =M−1L

となり，質量と長さは同じ次元を持つ．これは自然単位系において L = 1/M となるのとは事情が異なって

いる．

通常の単位系で
[Gm] = L3T−2 = L(L/T )2

なので，これが長さの次元を持つためには c2 で割れば良い．よって積 GM⊕ は距離化単位で測った質量の c2

倍である．

8.2 アインシュタイン方程式

非相対論的極限で Newton理論が再現されるためには，弱い重力場に対してメトリックが式 (7.8):

(gµν) =


−(1 + 2ϕ) 0 0 0

0 1− 2ϕ 0 0
0 0 1− 2ϕ 0
0 0 0 1− 2ϕ


とならなければならない．宇宙定数を Λ = 0とおいた Einstein方程式 Gαβ = kTαβ が，実際にこれを解に

持つことを以降で見る．その際，k = 8π でなければならないことが見出されるけれど，以下ではあらかじめ

k = 8π と仮定した Einstein方程式
Gαβ = 8πTαβ

を考える．

• 10個の {gαβ}，4つの座標の任意性

→ 6個の幾何学的・力学的自由度

• 10個の Einstein方程式 Gαβ = 8πTαβ，4個の恒等式 (6.99):Gαβ;β = 0

→ 6個の独立な微分方程式

であり，6個の幾何学的・力学的自由度が 6個の独立な微分方程式から決定されることになる．











9 重力波

8.3節の復習

重力場が弱く，ある座標系でメトリックが

gαβ = ηαβ + hαβ , |hαβ | ≪ 1

となる場合を考える．座標変換を行うとメトリックも変換されるけれど，新しい座標系のメトリックも

上と同じ条件を満たすような一連の座標変換が存在する．これらが重力場のゲージ変換を成す．実際，

xα → x′
α
= xα + ξα という座標変換に対して hαβ は

hαβ → h
(new)
αβ = hαβ − ξα,β − ξβ,α

と変化するので，|ξα,β |が十分小さいようなゲージ関数 ξα を用いて変換を行えば良い．

そのような変換によって結ばれる無数の近似的 Lorentz座標系の中に，

h̄αβ ≡ hαβ − 1

2
ηαβh (ただし h ≡ hαα)

が Lorenzゲージ条件
h̄µν,ν = 0

を満たすものが存在する．実際，ゲージ変換 xα → x′
α
= xα + ξα に対して

h̄µν,ν → h̄(new)µν
,ν = h̄µν,ν − ξµ,ν,ν

となるので，
ξµ,ν,ν = □ξµ = h̄µν,ν

の解 ξµ を用いてゲージ変換を行えば，新しい座標系の h̄µν はゲージ条件 h̄
(new)µν

,ν = 0を満たす．

Lorenzゲージの下では，線形化された Einstein方程式は源の項を持つ波動方程式

□h̄µν = −16πTµν

に簡略化される．

9.1 重力波の伝播

重力源の遠方の真空中 (Tαβ = 0) における，弱い非定常的な重力場を考える．Lorenz ゲージ条件

(8.33):h̄αβ,β = 0の下での線形理論での場の方程式 (Einstein方程式)(8.42):

□h̄αβ = 0

(
h̄αβ ≡ hαβ − 1

2
ηαβh, h ≡ hαα

)
は平面波解

h̄αβ = Aαβ exp(ik⃗ · x⃗), k⃗2 = 0

を持つ．ゲージ条件 h̄αβ,β = 0は複素定数 Aαβ に対する制限

Aαβkβ = 0

を与える．［ここで振幅 Aαβ は添字に関して対称でなければならないことにも注意しよう．］



トランスバース-トレースレスゲージ (p.265～)

Lorenzゲージをとるにはゲージ関数 ξµ を

□ξµ = h̄µν,ν

の解にとってゲージ変換を行えば良く，そのような ξµ には斉次の波動方程式 □ξµ = 0の平面波解

ξα = Bα exp(ik⃗ · x⃗)

を加える任意性がある．これは Lorenzゲージの下でもなお，Lorenzゲージ条件を壊すことなく，ゲージ関数

ξα = Bα exp(ik⃗ · x⃗)を用いてゲージ変換を行う自由度が残されていることを意味する．この自由度を利用し，
振幅に対するゲージ条件

Aαβkβ = 0

に加えてさらに条件
Aαα = 0, AαβU

β = 0

を課すことができる (U⃗ は任意の時間的な定数単位ベクトル)．以上の一連の条件をトランスバース-トレース

レス (TT)ゲージ条件という．

ここでさらにバックグラウンドの Lorentz変換を行い，Uβ = δβ0 となる座標系をとる．その上で波の伝播

方向を z に選ぶ (このとき k⃗ = (ω, 0, 0, ω))．すると

• 第 2の条件 AαβU
β = 0は Aα0 = 0を意味する．

Lorenz条件 Aαβkβ = 0と合わせると Aαz = 0となる．

［あるいは基底ベクトル e⃗z = (0, 0, 0, 1)に対して Aαβ(e⃗z)
β = 0であり，］

この意味で Aαβ は波の伝播方向 e⃗z に直交する (“トランスバース”の語源)．

• 第 1の条件 Aαα = 0がトレースレスの条件である．

以上の下でトレースレスの条件は Axx = −Ayy を意味する．

［最後に Aαβ が添字に関して対称であることを考慮すると，］我々の座標系で Aαβ は

(ATT
αβ ) =


0 0 0 0
0 Axx Axy 0
0 Axy −Axx 0
0 0 0 0

 (6)

という形を持つ．

「トランスバース-トレースレスゲージ (p.265～)」について

■式 (9.17)について 平面波解 (9.14):ξα = Bα exp(ikµx
µ)に対して ∂β → ikβ と置き換わる．

■TTゲージをとれることの証明── 9.7節の練習問題 5 ここでは簡単のため，A(OLD)
αβ と A

(NEW)
αβ をそれ

ぞれ単に Aαβ , A
′
αβ と書く．

A′
αβ = Aαβ − iBαkβ − iBβkα + iηαβB

µkµ : (9.17).



(a) Aαβ がゲージ条件 Aαβkβ = 0を満たすとき，

A′αβkβ = (Aαβ − iBαkβ����−iBβkα������
+iηαβBµkµ)kβ = 0 (∵ kβkβ = 0)

より式 (9.17)の A′
αβ もこの条件を満たす．

(b) A′
αβ が TTゲージ条件 (9.18):Aαα = 0を満たすには，Bµ は制約条件

0 = A′α
α = Aαα + 2iBαkα (∵ ηαα = δαα = 4)

を満たさなければならない．

(c) また TTゲージ条件 (9.19):A′
αβU

β = 0は一見すると α = 0, 1, 2, 3の 4つの条件を Bµ に課すように考

えられるけれど，実際には A′
αβU

β の線形結合 kαA′
αβU

β について常に

kαA′
αβU

β = kα(Aαβ����−iBαkβ − iBβkα((((((+iηαβB
µkµ)U

β = 0 (∵ kαAαβ = 0, kαkα = 0)

が成り立っているため，これは 3つの制約条件である．

(d) Bµ に対する全問 (b),(c)の条件を合わせると，

0 = A′
αβU

β = (Aαβ − iBαkβ − iBβkα + iηαβB
µkµ)U

β , (条件 (c))

∴ikβUβBα + ikαU
βBβ = AαβU

β +
1

2
AµµUα (条件 (b) : Bµkµ = Aµµ/2)

となる．両辺に Uα を縮約し，U⃗ が単位ベクトルであることを式 (2.28):U⃗ · U⃗ = −1の意味に解すと

2i(kβU
β)(BαU

α) = UαAαβU
β +

1

2
Aµµ

を得る．これを用いて上式の左辺第 2項から UβBβ を消去すると

Bα =
1

ikνUν

{
AαβU

β − kα
UγAγβU

β

2kλUλ
+

1

2
Aµµ

(
Uα +

kα
4kλUλ

)}
と求まる．これ以上のゲージ自由度はない．［このように見かけ上 Bα が求まっているにも関わらず，Bα は複

素ベクトルなので，TTゲージ条件 (9.18),(9.19)から得られた (b),(c)の 1 + 3 = 4つの条件で完全には決ま

らないはずである．実際，この後「重力波の偏り」(p.272)のノートで見るように，TTゲージの範囲内で z 軸

周りの空間回転を行うことができる．］

(e) 以上より全問 (d)で求めた Bα に対してゲージ関数 (9.14):ξα = Bα exp(ikµx
µ)を用いて座標変換 (ゲー

ジ変換)を行えば，新しい座標系では TTゲージ条件が満たされる．

(f) 静的な場合 ω = 0に対しては

k⃗2 = 0, ∴ k2 = 0, ∴ k⃗ = 0

より分母の kνU
ν がゼロになるため，以上の議論を適用できず，TTゲージをとれる保証はなくなる．

■式 (9.20)について TTゲージ条件 (9.18):Aαα = 0の下で平面波解 h̄αβ = Aαβ exp(ikµx
µ)は

h̄ ≡ h̄αα = Aαα exp(ikµx
µ) = 0, ∴ hαβ = h̄αβ −

1

2
ηαβh̄ = h̄αβ : (9.20)

を満たす．



自由粒子に対する波の影響 (p.267～)

z 方向に伝わる波の各平面波成分は前節における式 (6)の形の振幅 ATT
αβ を持つから，その重ね合せとして

得られる波もまた 2 つだけの独立成分 hTT
xx , h

TT
xy を持つ．はじめに波のない時空領域にいた粒子がそのよう

な重力波と出会う場合を考える．粒子がはじめ静止しているようなローレンツ系を選び，この系に対する TT

ゲージをとる．すると TT ゲージを定義するベクトル U⃗ = (1, 0, 0, 0) は粒子の初期の 4 元速度に一致する．

このとき

1. TTゲージの座標系では自由粒子の空間座標は一定にとどまること

2. 一方はじめに (x, y, z) = (0, 0, 0), (ε, 0, 0)にいた近接する 2つの自由粒子間の固有距離は

∆l ≃
[
1 +

1

2
hTT
xx (x = 0)

]
ε (7)

にしたがって変化すること

が示される．第 2の点は座標系に依らない幾何学的な意味を持ち，重力波 hµν が固有距離の測定によって捉

えられることを意味している．またこれによれば

• 重力波による距離の変化は εに比例して大きくなるから，

重力波を検出するには初期の隔たり εの大きい巨大な装置が必要とされる．

• 重力波の影響は hTT
ij に比例しており，これは典型的には 10−21 以下にすぎない (9.3節)．

［これは固有距離の変化を εで無次元化した量に対応している．］

潮汐加速度：重力波による力 (p.268～)

引き続き“自由落下”している 2粒子を考え，それらを結ぶベクトル ξ⃗ をとる．また ξ⃗ の一端における局所

慣性系を採用すると，連結ベクトル ξ⃗ に対する測地線偏差の方程式 (6.87): ∇U∇Uξα = RαµνβU
µUνξβ (た

だし U⃗ は ξ⃗ の一端にある粒子の測地線の接ベクトル)は hµν の 1次までの近似で

d2

dτ2
ξα =

∂2

∂t2
ξα = εRα00x = −εRα0x0

となる．ここで右辺のリーマン・テンソルはゲージ不変である［8.6節の練習問題 5(本稿次節で扱う)］．［よっ

て左辺の座標距離 ξα もまた不変でなければならず，］ξα は固有距離と見なすことができる．［これは局所慣性

系を利用していることから期待される結論である．］

TTゲージにおけるリーマン・テンソルの成分を計算すると，これは

∂2

∂t2
ξx =

1

2
ε
∂2

∂t2
hTT
xx , etc.

となり，前節の固有距離の式 (7)と整合する．

「潮汐加速度：重力波による力 (p.268～)」について

■「リーマン・テンソルそのものはゲージ不変」(p.269下から 5行目)について 8.6節の練習問題 5に従っ

てこのことを示そう．hαβ のゲージ変換は式 (8.24):

hαβ → h′αβ = hαβ + δhαβ , δhαβ = −ξα,β − ξβ,α



で与えられる．これに伴うリーマン・テンソル (8.25):

Rαβµν =
1

2
(hαν,βµ + hβµ,αν − hαµ,βν − hβν,αµ)

の変化は

δRαβµν =
1

2
(δhαν,βµ + δhβµ,αν − δhαµ,βν − δhβν,αµ)

=− 1

2
(ξα,νβµ + ξν,αβµ + ξβ,µαν + ξµ,βαν − ξα,µβν − ξµ,αβν − ξβ,ναµ − ξν,βαµ)

=0

となって消えるので，リーマン・テンソルは (スカラーでないにも関わらず)ゲージ不変となる．

■TTゲージのリーマン・テンソル (9.27)について リーマン・テンソル (8.25):

Rαβµν =
1

2
(hαν,βµ + hβµ,αν − hαµ,βν − hβν,αµ)

のうち添字が 1つでも z を含む成分は，右辺の各項が hαz または ∂zhαβ を含む形となるため，ゼロになる．

次に添字の反対称性を考え合わせると，Rαβµν がゼロでない値を持つのは

(α, β) = (x, 0), (y, 0), (x, y), (µ, ν) = (x, 0), (y, 0), (x, y)

のいずれかの場合に限られる．さらに添字の対称性により，Rαβµν のゼロでない独立な成分の候補は

(α, β, µ, ν) = (x, 0, x, 0), (x, 0, y, 0), (x, 0, x, y), (y, 0, y, 0), (y, 0, x, y), (x, y, x, y)

に限られる．そこでこれらの成分を具体的に計算すると

Rx0x0 = −1

2
hxx,00, Rx0y0 = −1

2
hxy,00, Ry0y0 = −1

2
hyy,00

を確かめられる．また「その他の成分はゼロになる」(p.270，l.12)とあるけれど，残りの

Rx0xy =
1

2
(hxy,0x − hxx,0y),

Ry0xy =− 1

2
(hxx,0x + hxy,0y),

Rxyxy =
1

2
(2hxy,xy − hxx,yy + hxx,xx)

も一般にはゼロにならないと考えられる．

空間ののびを測る (p.270～)

重力波により空間がのばされるともの差しものばされるから，空間ののびはもの差しでは測定できないので

はないかという疑問が生じ得る．これには次のように答えられる．

もの差しを構成している原子は自由粒子ではなく，近くの原子から電気的な力を受けているので，も

の差しは，重力による潮汐力が内部の結合力と比べてどれほど大きいかによってそののび方が変化す

る．ふつう，重力は電気的な力に比べて非常に弱いので，もの差しは実際上はまったくのびることがな

い．したがってもの差しを使って，接近した自由粒子が潮汐力によって受ける変位を測定できるのであ

る．つまり「空間ののび」を測定できることになる．



図 17 “+”偏りを持つ重力波による固有距離の変化 図 18 “×”偏りを持つ重力波による固有距離の変化

この点を解析的に表現するには，測地線偏差の式 d2

dτ2 ξ
α = RαµνU

µUνξβ に基づくのが便利である．これに

よれば重力の押す力 (潮汐力)による加速度は

∂2

∂t2
ξi = −Ri0j0ξj

と表される．連結ベクトル ξ⃗ の始点と終点の粒子 A,B(質量mA,mB)にそれぞれ重力とは別の力 F iA, F
i
B が作

用している場合，運動方程式は

∂2

∂t2
ξi = −Ri0j0ξj +

1

mB
F iB −

1

mA
F iA

と修正すれば良い．このように固有距離の式 (7)とは対照的に，測地線偏差の式は別の力が働く場合へと拡張

できるという意味で，「粒子が自由粒子なのかそうでないのかを問わない」(p.268下から 3行目)．

重力波の偏り (p.272)

重力波 hµν の TTゲージにおける独立な 2成分 hxx, hxy のうち，hxx の寄与

∂2

∂t2
ξx =

1

2
ε
∂2

∂t2
hxx,

∂2

∂t2
ξy = −1

2
ε
∂2

∂t2
hxx

は図 17のような固有距離の変動に対応する．

一方，hxy の寄与
∂2

∂t2
ξx =

1

2
ε
∂2

∂t2
hxy,

∂2

∂t2
ξy =

1

2
ε
∂2

∂t2
hxy (8)

は図 18のような固有距離の変動に対応し，これは図 17のパターンを 45度回転したものになっている．

「重力波の偏り (p.272)」について

図 18のように x軸，y 軸と 45度を成す x± 方向成分(
ξ+

ξ−

)
= R(−45◦)

(
ξx

ξy

)
, R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, ∴ ξ± =

1√
2
(ξy ± ξx)

を導入すると，hxx = 0, hxy ̸= 0 のときのメトリックの x± 軸に関する成分は，2 階共変テンソルの変換則

より(
h++ h+−
h−+ h−−

)
= R(+45◦)T

(
0 hxy
hxy 0

)
R(+45◦) = R(−45◦)

(
0 hxy
hxy 0

)
R(+45◦) =

(
hxy 0
0 −hxy

)



となる．これは hxx ̸= 0, hxy = 0のときのメトリックの xy 座標系に関する成分と同じ形をしているから，重

力波の偏りは図 17の振動状態を 45度回転させたパターンになることが分かる．

実際，上の結果より固有距離の式をあからさまに書くと

ds2 = −dt2 + (1− hxy)dx 2
+ + (1 + hxy)dx

2
− + dz2

となり，ここから図 18のように x± 方向の固有距離が伸びている瞬間には x∓ 方向の固有距離が縮むことが

見て取れる．

このように hµν は 2階共変テンソルとして変換されることを考慮しなければならず，上式 (8)の両辺を単

純にベクトル成分と見て線形結合

∂2

∂t2
ξ+ =

1√
2
ε
∂2

∂t2
hxy,

∂2

∂t2
ξ− = 0

を作っても，図 18のような振動状態が導かれないのはこのためであると考えられる．

平面波の厳密解 (p.272～)

省略する．

幾何光学：曲がった時空中の波動 (p.274～)

重力波 (メトリックのズレ hαβ)が重力源によって作られる重力場 (メトリック gαβ)の中を伝わる場合にも

(全メトリック gαβ + hαβ)，hαβ を摂動と扱うことで同様に解析できる．その結果は定性的には，電磁波が複

雑な媒質中を運動する場合と非常に似たものとなる．

電磁波に対する幾何光学近似と同様に，重力波も波長と振動周期が十分短い場合にはヌル測地線［光線軌道］

を移動する．このとき重力レンズ効果によって集められるのは光だけでなく，重力波も収束して強度を増す．

ただし電磁波と比べて重力波は物質との相互作用が弱く，物質を通過する際，物質の影響をほとんど受けな

い．このため重力波は宇宙の遠方からの情報を我々にとどけてくれる．

9.2 重力波の検出

重力波の検出器として主に

• 質量共鳴型検出器 (バー型検出器)

– 検出装置の基本的な仕組みは，

重力波を外力の項とする強制減衰調和振動子の式 (9.45)から説明される．

• レーザー干渉計

の説明がされているけれど，本稿では省略する．なおバー型検出器は主流でなくなりつつある．

9.2について

■バー型検出器の運動方程式 (9.33)，(9.34)について 図 9.2(p.279)の右向きを x軸正の向きとすると，の

びは ξ = x2 − x1 − l0:(9.35)であり，運動方程式は式 (9.33)，(9.34)の代わりに

mẍ1 =kξ − νẋ1,
mẍ2 =− kξ − νẋ2



となると考えられる．しかしながらこれらを辺々引き，式 (9.35)の代わりに ω 2
0 = 2k/m, 2γ = ν/m:(9.35)

とおくと (γ の定義が異なる)，式 (9.36):

ξ̈ + 2γξ̇ + ω 2
0 ξ = 0

が得られることに変わりない．式 (9.40)，(9.41)，(9.45)に対しても同様の指摘ができる．

9.3 重力波の発生

簡単な評価 (p.296)

質量 M の重力波の源からオーダー M の距離では，“強い”重力波は hµν = O(1) の振幅を持つ．重

力波は遠方で r−1 のように小さくなるから，源から距離 R 離れた位置では振幅は M/R 程度に減衰して

いる．これを具体的に評価すると，地球にやってくる重力波の振幅は非常に小さいことが分かる (例えば

M = 10M⊙, R = 1023mのときM/R ∼ 10−17)．

遅い運動による波動の発生 (p.296～)

ローレンツ・ゲージの下での弱い重力波に対する方程式

□h̄µν = −16πTµν

を用い，重力波の放出を解析する (以下，添字 µ, ν はほとんど何の役割も果たさない)．その際，次の仮定を

置く．

• 源の振動数 Ωでの正弦振動　 Tµν = Sµν(x
i)e−iΩt．

– 実際の源も多くは周期性を持っている．一般の時間依存性は正弦運動の重ね合せ．

• 源の空間的な拡がりは放出される重力波の波長に比べて短い．
– 遅い運動の仮定と呼ばれる［本稿次節で補足］．

解を
h̄µν = Bµν(x

i)e−iΩt

の形に仮定すると，Bµν は
(∇2 +Ω2)Bµν = −16πSµν

を満たさなければならない．源の内部の原点に関する球座標 rを定義すると，物理的に妥当な解は外向きの球

面波

Bµν =
Aµν
r
eiΩr

である［このとき h̄µν ∼ eiΩ(r−t)/r なので，これは外向きに伝播する球面波を表す］．Bµν に対する式を用い

ると，遅い運動の仮定の下で Aµν は

Aµν = 4Jµν , Jµν ≡
∫
Sµνd

3x

と定められる．以上より

h̄µν = 4
Jµν
r
eiΩ(r−t)



を得る．

保存則 Tµν,ν = 0 を考慮すると［共変微分を用いなくて良く，この式は根拠として源が「重力以外の力に

よって運動」(p.301下から 2行目)していることを表している］，

Jµ0 = 0, h̄µ0 = 0

が見出される．

ところで遅い運動の系では T 00 ≃ ρ(ニュートン質量密度)なので，

I lm ≡
∫
T 00xlxmd3x = Dlme−iΩt

という量は質量分布の四重極モーメントとなる．これを用いて上の結果は

h̄jk = −2Ω2Djke
iΩ(r−t)/r

と表せることを確かめられる．［これが最終的な結果であり，与えられた源の運動 (Djk)から放出される重力

波 h̄jk を定める式と見なすことができる．なおすぐ後で TTゲージをとるので，時間成分 h̄0µ はゼロとなっ

て考える必要がなくなる．］

ここでも波が z 方向に進む場合を考えて TTゲージをとる．

h̄TT
zi = 0, h̄TT

xx = −h̄TT
yy .

さらにトレースフリーあるいは還元四重極モーメント

Ĩjk = Ijk −
1

3
δjkI

l
l

を導入すると［本稿ではチルダで表した，電荷分布に対するトレースレスの 4重極モーメントは例えば文献 [3,

p.111]］，上の結果は

h̄TT
zi = 0, h̄TT

xx = −h̄TT
yy = −Ω2(Ĩxx − Ĩyy)eiΩr/r, h̄TT

xy = −2Ω2Ĩxye
iΩr/r

となる．

「遅い運動による波動の発生 (p.296～)」について

■「第二の仮定は，遅い運動の仮定とよばれる．というのは，……」(p.296 下 2 行～p.297，l.2) について

Sµν ̸= 0の領域，すなわち源の拡がりの程度を εと書く．また以下では光速をあからさまに cと書く．このと

き源の物体要素の速度を v とすると，放出される重力波の周期は T ∼ ε/v，したがって波長は λ ∼ εc/v の程
度と考えられる．よって ε≪ λの仮定は遅い運動 v ≪ cの仮定に対応している [3, p.195]．

なお電磁波の放射に関して言えば，ε ≪ λの仮定の下で場を ε/λのベキに展開することが可能となり，放

射の場は双極放射，4重極放射，磁気双極放射などによって表されることになる [3, pp.195–197,pp.210–212]．

他方，重力波は質量分布の四重極モーメントを用いて記述され (式 (9.83)，式 (9.105))，「波動方程式の厳密解

(p.305)」が対応する議論にあたる．

■Bµν の式 (9.68)について 9.7節の練習問題 29がその証明になっているけれど，非斉次の Helmholtz方程

式 (9.67)のGreen関数が球面波の形をとることから，この結果は十分もっともらしく見える [4, pp.189–190]．



■式 (9.71)について 球面 r = εは源の外側である．(
d

dr
Bµν

)
r=ε

=

(
− 1

ε2
+
iΩ

ε

)
Aµνe

iΩε

の右辺における括弧内第 2項は第 1項の εΩ(≪ 1)倍程度なので無視できる．

■式 (9.81)について これはテンソルビリアル定理と呼ばれ，4.10節の練習問題 23で証明するよう要求され

る．ここでこれを証明しよう．保存則 (9.77):Tµν,ν = 0より

d2

dt2

∫
T 00xlxmd3x =

d

dt

∫
(∂0T

00)xlxmd3x =
d

dt

∫
(−∂jT 0j)xlxmd3x =

d

dt

∫
T 0j∂j(x

lxm)d3x

=

∫
(∂0T

j0)∂j(x
lxm)d3x =

∫
(−∂kT jk)∂j(xlxm)d3x =

∫
T jk∂j∂k(x

lxm)d3x

=2

∫
T lmd3x : (9.81).

■振動数 Ωの成分 (9.82b)について 源 Tµν が単一の振動数 Ωを持っていても，pp.300–303の例のように

Ijk は Ωと異なる振動数成分を持ち得る．そこで

Jjke
−iΩt =

∫
Tjkd

3x =
1

2

d2

dt2

∫
T 00xjxkd

3x =
1

2

d2

dt2
Ijk

の最右辺に振動数 ω の Fourier成分 Ijk = Djke
−iωt を代入すると，式 (9.83)の代わりに

h̄jk = −2ω2Djke
i(Ωr−ωt)/r

を得る．しかしながら式 (9.92)を見ると，あたかも Ωを源 Tµν の持つ単一の振動数ではなく，Ijk の持つ個々

の振動数と再定義しているようである．Ijk の Fourier成分 (9.82b)を個別に考えれば良いのは，波動方程式

の線形性による (p.300下から 4,3行)．

■源が放出する重力波を表す解 (9.83)について

Jjke
−iΩt =

∫
Tjkd

3x =
1

2

d2

dt2

∫
T 00xjxkd

3x =
1

2

d2

dt2
(Djke

−iΩt) = −1

2
Ω2Djke

−iΩt

である．ただし最後の等号では Djke
−iΩt:(9.82b)において，時間依存性は全て e−iΩt が担っていることを用

いた．これを h̄µν の式 (9.74)に代入して式 (9.83)を得る．

■TTゲージでの式 (9.85)について 式 (9.83):h̄jk = −2Ω2Ijke
iΩr/r より

h̄xx = −2Ω2Ixxe
iΩr/r, h̄yy = −2Ω2Iyye

iΩr/r.

ここで TTゲージでは h̄TT
xx = −h̄TT

yy より Ixx = −Iyy なので

h̄TT
xx = −Ω2(Ixx − Iyy)eiΩr/r, h̄TT

yy = −Ω2(Iyy − Ixx)eiΩr/r.

最後に式 (9.87)のトレースフリー四重極モーメント Ĩjk に対して

Ĩxx − Ĩyy = Ixx − Iyy

であり，これを代入して式 (9.85)を得る．



例 (p.300～)，大きさのオーダーの評価 (p.303～)，波動方程式の厳密解 (p.305)

要約を省略する．

「例 (p.300～)」について

■振動子の四重極モーメント (9.88)について 四重極モーメントの定義式 (9.82a)は質点に関する和

I lm =
∑

mxlxm

に書き換えられる．式 (9.88)では空間座標が

(x1, 0, 0), (x2, 0, 0), x2 = −x1 =
1

2
l0 +A cosωt

で与えられる 2粒子の振動に対してこれを評価している．

■「Ixx の正弦関数部分だけが，……用いられる」(p.300，下から 5行目)について 式 (9.88)の定数項の寄

与は，式 (9.83)で Ω = 0と置いて評価するとゼロになる．

■振動数 2ω に対するパターン (9.92)について

Ĩxx =
2

3
Ixx =

2

3
mA2e−2iωt, Ĩyy = Ĩzz = −

1

3
Ĩxx = −1

3
mA2e−2iωt, Ĩxy = 0

および Ω = 2ω を式 (9.84)に代入すれば良い．

■x方向の輻射の式 (9.99)について 式 (9.84–86)で z → x, x→ y, y → z の置き換えをすると

h̄TT
xi = 0, h̄TT

yy = −h̄TT
zz = −Ω2(Ĩyy − Ĩzz)eiΩr/r, h̄TT

yz = −2Ω2Ĩyze
iΩr/r

となる．Ω = 2ω と置き，これを式 (9.97) の Ĩjk に対して評価すれば，式 (9.99) が係数 1/2 を除いて得ら

れる．

「大きさのオーダーの評価 (p.303～)」について

■「ビリアル定理」(p.303 下から 3 行目) について 相対論におけるビリアル定理とその証明は文献 [3,

pp.95–96]ここでは遅い運動の仮定 v ≪ cにより，非相対論的なビリアル定理を考えて 1
2mv

2 ∼ mϕ0 とすれ

ば良い．

■「ちょうど電荷の保存則が電磁気学で単極輻射の存在を禁止しているように，……」(p.304下から 5,4行目)

について 式 (9.104)の箇所がその具体的な説明に当たると考えられる．

9.4 重力波によって運ばれるエネルギー

本稿では「概観」(pp.306–308)を要約するに留める．

重力波が源からエネルギーを持ち去ることによる源のエネルギー損失の効果は，重力波の間接的な証拠とな

り得る．そこで本節では線形理論の範囲で，我々が重力波について学んだことを活用してエネルギー損失の公

式を求める．検出器が波からエネルギーを受け取ると，検出器の“下流”では“上流”よりも波のエネルギー

は小さくなる．これは検出器の振動子が放射する，入射波と同じ振動数 Ωの波が，下流ではもとの波と打ち消



し合うように干渉して振幅が小さくなることとして理解できる．このことから波によって運ばれるエネルギー

を，与えられた波の振幅の関数として簡単に表現する．

■単位ベクトル成分の全方向にわたる平均の公式 (9.128)，(9.129)について 全立体角にわたる平均を (· · · )
で表すと，式 (9.128)，(9.129)はそれぞれ

njnk ≡
∫
njnk

do

4π
=

1

3
δjk, ninjnknl ≡

∫
ninjnknl

do

4π
=

1

15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

を意味する (do = sin θdθdϕ)．9.7節の練習問題 45で誘導に従ってこれらを証明することになる*3．

第 2式 (9.129)について
ninjnknl = C(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

とおき，i = j, k = lとして添字 i, k について和をとると，

1 = C

32 + 2
∑
i,k

(δik)
2

 = 15C, ∴ C =
1

15

と定まる．

なお n = (n1, n2, n3)の 3成分の (一般に奇数個の成分の)積 ninjnk は，n → −nと置き換えると符号が
入れ替わる．よって全方向の nに関するその平均

ninjnk =

∫
ninjnk

do

4π

は，逆方向からの寄与と相殺してゼロになる．

9.5 天体物理的な重力波源

4種類の重力波源として連星系，自転している中性子性，重力崩壊する天体，ビッグバンの説明がされてい

るけれど，本稿では省略する．

*3 文献 [3, pp.211–212]にも同じ説明が見られる．

n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

と極座標表示し，平均を直接計算するには及ばない．



10 球対称星

10.1 球対称時空の座標

■球座標での平坦な空間 (p.335) Minkowski空間において，r, t = constの二次元球の線要素 dlを

dl2 = r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) ≡ r2dΩ2

と書いて立体角の 2乗 dΩ2 を定義すると，その係数 r2 を用いて二次元球の

円周は 2πr, 表面積は 4πr2

と表される．

■曲った時空での二次元球 (p.336) 球対称な時空とは，線要素 dlが

dl2 = f(r′, t)(dθ2 + sin2 θdϕ2)

という形をとる 2次元球をとることができる時空である．f(r′, t) ≡ r2 によって曲率座標 (または面積座標)r

を定義すると，r, t = constの二次元球の

円周は 2πr, 表面積は 4πr2

と表される．必ずしも r は球の中心からの距離という意味を持たない．実際，図 19のように球対称な時空の

中心が時空の内部に含まれない場合さえある．

■二次元球を t =一定の三次元空間にはりめぐらすこと (p.336～) 二次元球における基底 e⃗θ, e⃗ϕ は e⃗r と直

交するから
grθ = e⃗r · e⃗θ = 0, grϕ = e⃗r · e⃗ϕ = 0.

図 19 中心が時空の内部に含まれない球対称時空



■球対称時空 (p.337) 時空の球対称性は二次元球内の基底 e⃗θ, e⃗ϕ が e⃗t とも直交することを意味し，

g0θ = e⃗t · e⃗θ = 0, g0ϕ = e⃗t · e⃗ϕ = 0

となる．このため球対称時空の一般的なメトリックは

ds2 = g00dt
2 + grrdr

2 + 2g0rdtdr + r2dΩ2

によって与えられる．

10.1について

■立体角の 2乗 dΩ2 について 式 (10.2):dΩ2 ≡ dθ2 + sin2 θdϕ2 は立体角 dΩ = dθ × sin θdϕの 2乗には一

致しない．

■式 (10.4)について メトリックを与える式 (10.4)では式 (10.3):dl2 = r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)より gθϕ = 0と

なることを考慮した．

■球対称時空のメトリック (10.5)について g0θ = 0, g0ϕ = 0は時空が静的であると仮定しなくても，時空の

球対称性から要請されている．一方，球対称時空のメトリック (10.5)においては g0r ̸= 0であり，静的な時空

を考えてはじめて g0r = 0となる (8.2節参照)．

10.2 静的な球対称時空

■メトリック (p.337～)

(i) メトリックが tに依らない → 定常

(ii) (i)に加えて t→ −tとしても幾何学が不変 → 静的

と定義する．(ii)の条件を要求すると g0r はゼロになる．よって g00 < 0, grr > 0が各時空点で成り立てば，

ds2 = −e2Φ(r)dt2 + e2Λ(r)dr2 + r2dΩ2

とおける．星の遠方で平坦な時空に対する式

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2

に移行するためには，
Φ(r),Λ(r)→ 0 (r →∞)

を課せば良い．

■メトリックに現れる項の物理的解釈 (p.338～)

Λの意味 半径 r1 から r2 までの [動径方向に沿う]固有距離は，その上での線要素が dl2 = e2Λdr2 で与えら

れるから ∫ r2

r1

eΛdr

である．



図 20 赤方偏移

Φの意味 Φは赤方偏移 z と

z ≡ λrec
λem
− 1 =

νem
νrec
− 1 = e−Φ(r1) − 1

のように関係付けられる (図 20参照)．

■アインシュタイン・テンソル (p.340) 本稿次節を参照せよ．

10.2について

■「Λ0̄
0 = −1,Λīj = δīj だから」(式 (10.6)の 1行上)について 直接的にはむしろ

(Λµν̄) =

(
∂xµ

∂xν̄

)
=


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


を用い，

g0̄0̄ = Λµ
0̄
Λν0̄gµν = Λ0̄

0Λ
0̄
0g00 = g00, etc.

とすれば良い．

■静的で球対称な時空のメトリックを与える式 (10.7) について 長さの次元を持つ座標 t, r の選択により

g00, grr が無次元量となっていることも，これらを −e2Φ, e2Λ とおくことを可能にしている．

■式 (10.11):E∗ = −U⃗ · p⃗ = e−ΦE について 観測者系 Ō において観測者自身の速度は U⃗obs = (1,0)，粒子

の運動量は p⃗ = (Ē, p⃗)であることから，観測されるエネルギーは式 (2.35):Ē = −p⃗ · U⃗obs で与えられる．Ō

は局所慣性系なのでメトリックは ηµν であり，特殊相対論の式 E∗ = −p⃗ · U⃗obs を用いて良い．これはスカ

ラーなのでその値が座標系に依らないことに注意すると，メトリックが式 (10.7):

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2dΩ2



によって与えられる実験室系において右辺の値を評価して良い．実験室系に対しても観測者は「(瞬間的に)静

止」(p.239，l.6)しているとすると，その速度は

U⃗obs = (U0,0) = (e−Φ,0) (∵ −1 = U⃗obs · U⃗obs = g00(U
0)2 = −e2Φ(U0)2)

なので，
E∗ = −p⃗ · U⃗obs = −p0U0 = −(−E)e−ϕ = Ee−ϕ : (10.11)

を得る．

■赤方偏移の別の見方 光が重力源から逃げる際にエネルギーを失い，振動数が νem → νrec = νeme
ϕ(r1) と

減少することは次のようにも考えられる．式 (10.7):

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2dΩ2

で与えられる，時間座標 tに依存しないメトリックを持つ実験室系ではエネルギー (10.10):p0 = −E が保存
する (7.4節参照)．よってこの系で測った振動数 ν は光線に沿って一定であり，dt中に νdt = E

h dt回振動す

る．局所慣性系では対応する固有時間 dτ = eΦdt中に

νdt = νeΦdτ ≡ ν′dτ

回振動するから，ν′ = e−Φν は
e−Φ(∞)ν = ν → e−Φ(r1)ν

と減少する．

■アインシュタイン・テンソル (p.340)について 式 (10.7):

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2dΩ2

で与えられるメトリックに対して，未知関数 Φ(r),Λ(r)を用いた Einsteinテンソルの表式 (10.14–17)が天下

りに与えられている．これについて文献 [3, pp.334–336](ランダウ=リフシッツ『場の古典論』§ 100)におけ

る Schwarzschild解の導出を通して補足する．

次節で確かめるように，

ds2 = eνc2dt2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− eλdr2, λ = λ(r, t), ν = ν(r, t)

で与えられるメトリック (時間座標 t に対する依存性も仮定されている) に対して，Einstein テンソル

Gµν ≡ Rµν − 1
2δ
µ
νRのゼロでない成分は

G0
1 =e−ν

λ̇

r
,

G1
0 =− e−λ λ̇

r
,

G0
0 =− e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
,

G1
1 =e−λ

(
ν′

r
+

1

r2

)
+

1

r2
,

G2
2 =G3

3 = −1

2
e−λ

(
ν′′ +

ν′
2

2
+
ν′ − λ′

r
− ν′λ′

2

)
+

1

2
e−ν

(
λ̈+

λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)



となる．ここに (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, r, θ, ϕ)であり，プライムは r による微分，ドットは x0 = ctによる微

分を表す．(gµν)は対角的なので，例えば

G01 = g0αG
α
1 = g00G

0
1

のように計算できることに注意すると，

G01 =
λ̇

r
,

G10 =
λ̇

r
,

G00 =eν
{
−e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2

}
,

G11 =
ν′

r
+

1

r2
− eλ 1

r2
,

G22 =− r2G2
2,

G33 =− r2 sin2 θG3
3

を得る．

さて，ここで考えているメトリックは式 (10.7):

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2dΩ2, Φ = Φ(r), Λ = Λ(r)

で与えられるものと符号が異なる．ところが下表の定義式等により，メトリックの全成分の符号を入れ替えて

も Einsteinテンソル Gµν は不変である．よって式 (10.7)で与えられるメトリックに対する Einstein方程式

の表式 (10.14–17)は，上記の Einsteinテンソルの表式において

c = 1, ν = 2Φ, λ = 2Λ

とおき，Φ,Λの時間座標 tによる微分を落とし，Einsteinテンソルの成分を指定するラベルを (0, 1, 2, 3) →
(0, r, θ, ϕ)と付け替えて得られる．

定義式等 文献 [3, pp.334–336] シュッツ『相対論入門』

Γαµν = 1
2g
αβ(gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β) (86.3) (6.32)

Rλµνρ ≡ Γλµρ,ν − Γλµν,ρ + ΓλανΓ
α
µρ − ΓλαρΓ

α
µν (91.4) (6.63)

Rµν ≡ Rαµαν (92.6) (6.91)

R ≡ gαβRαβ (92.9) (6.92)

Schwarzschild解の導出過程

Schwarzschild解は中心対称な重力場を表す Einstein方程式の解である．本節では

エリ・デ・ランダウ，イェ・エム・リフシッツ，2015，ランダウ=リフシッツ理論物理学教程

場の古典論 (原書第 6 版)(恒藤敏彦，広重徹訳)，東京図書株式会社，東京，333–336

における Schwarzschild解の導出について，省略された計算過程の詳細を示す．

中心対称な重力場に対して，ds2 の表式が

ds2 = eνc2dt2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− eλdr2, λ = λ(r, t), ν = ν(r, t) (100.2)



という形になるような極座標 (x0, x1, x2, x3) = (ct, r, θ, ϕ)をとれる．このとき計量テンソルの全成分は

(gµν) =


eν 0 0 0

0 −eλ 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ

 , ∴ (gµν) =


e−ν 0 0 0

0 −e−λ 0 0
0 0 − 1

r2
0

0 0 0 − 1
r2 sin2 θ


で与えられる．ここで λ, ν は無次元量であることに注意する．このことは以降の計算を進めていく上で，検算に役立つ．

さて，未知関数 λ(r, t), ν(r, t) を Einstein 方程式から定めれば，時空の幾何学が決定される．そこで Einstein 方程式

に現れる Ricciテンソルやスカラー曲率を，未知関数 λ(r, t), ν(r, t)を用いて表すことを考える．(なおはじめから λと ν

が座標時間 tに依らないような定常解を仮定すれば，以下の計算を大幅に簡略化できる．)

Christoffel記号の計算
まず λ(r, t), ν(r, t)を用いて Christoffel記号を表そう．(gµν)の非対角成分はゼロだから，Christoffel記号

Γα
µν =

1

2
gαλ(∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) (86.3)

の α, µ, ν が相異なるものはゼロになる．よってゼロでない Christoffel記号 Γλ
µν は，対称な添字 µ, ν が等しいものと異

なるものに分類すると

対称な添字が等しいもの Γµ
νν =− 1

2
gµµ∂µgνν (µ, νについて和をとらない) (9)

対称な添字が異なるもの Γµ
νµ =

1

2
gµµ∂νgµµ(= Γµ

µν) (µ ̸= ν, µについて和をとらない) (10)

に限られる．以下，x1 = r による微分をプライムで，x0 = ctによる微分をドットで表す．

式 (9)の形の Christoffel記号は以下の 16個である．

Γ0
00 =

1

2
e−ν∂0e

ν =
ν̇

2
, Γ0

11 =
1

2
e−ν∂0e

λ =
1

2
λ̇eλ−ν ,

Γ0
22 =

1

2
e−ν∂0r

2 = 0, Γ0
33 =

1

2
e−ν∂0(r

2 sin2 θ) = 0,

Γ1
00 =

1

2
(−e−λ)(−eν)′ =

ν′

2
eν−λ, Γ1

11 =
1

2
(−e−λ)(e−λ)′ =

λ′

2
,

Γ1
22 =

1

2
(−e−λ)(−r2)′ = −re−λ, Γ1

33 =
1

2
(−e−λ)(−r2 sin2 θ)′ = −re−λ sin2 θ,

Γ2
00 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

ν = 0, Γ2
11 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θe

−λ = 0,

Γ2
22 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

33 = −1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2 sin2 θ) = − sin θ cos θ,

Γ3
00 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕe

ν = 0, Γ3
11 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ3
22 =− 1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

33 = −1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂ϕ(−r2 sin2 θ) = 0.

式 (10)左辺の形の Christoffel記号は以下の 12個である．

Γ0
10 =

1

2
e−ν∂re

ν =
ν′

2
, Γ0

20 =
1

2
e−ν∂θe

ν = 0,

Γ0
30 =

1

2
e−ν∂ϕe

ν = 0, Γ1
01 =

1

2
(−e−λ)∂0(−eλ) =

λ̇

2
,

Γ1
21 =

1

2
(−e−λ)∂θ(−eλ) = 0, Γ1

31 =
1

2
(−e−λ)∂ϕ(−eλ) = 0,

Γ2
02 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂θ(−r2) = 0, Γ2

12 =
1

2

(
− 1

r2

)
∂r(−r2) =

1

r
,



Γ2
32 =

1

2

(
− 1

r2

)
∂ϕ(−r2) = 0, Γ3

03 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂0(−r2 sin2 θ) = 0,

Γ3
13 =

1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂r(−r2 sin2 θ) =

1

r
, Γ3

23 =
1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
∂θ(−r2 sin2 θ) =

1

tan θ
.

以上で教科書の式 (100.3)に与えられている，ゼロでない Christoffel記号の全成分が網羅されている．

Ricciテンソル，スカラー曲率の計算
曲率テンソル

Rλ
µνρ ≡ ∂νΓ

λ
µρ − ∂ρΓ

λ
µν + Γλ

σνΓ
σ
µρ − Γλ

σρΓ
σ
µν (91.4)

に対して，Ricciテンソルとスカラー曲率はそれぞれ

Rµν ≡Rλ
µλρ, (92.6)

R ≡gµνRµν (92.9)

で定義される．先に求めた Christoffel 記号の表式を用いて，Ricci テンソルとスカラー曲率は以下のように計算される．

その際，
対称性 Rµν = Rνµ ⇒ Rµ

ν = gµλRλν = gµλRνλ = R µ
ν

にも注意する．

■R00 の計算 R00 = Rµ
0µ0 = ∂µΓ

µ
00 − ∂0Γ

µ
0µ + Γµ

µνΓ
ν
00 − Γµ

0νΓ
ν
0µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
00，第 2項の Γµ

0µ がゼロでない値を持つのはいずれも µ = 0, 1のときである．

• 第 3項の Γν
00 がゼロでない値を持つのは ν = 0, 1のときであり，

– ν = 0に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1のとき，

– ν = 1に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1, 2, 3のときである．

• 第 4項の Γµ
0ν がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)のときである．

よって

R00 =
�
�∂0
ν̇

2
+ ∂1

(
ν′

2
eν−λ

)
⇐ ∂µΓ

µ
00

�
��−∂0
ν̇

2
− ∂0

λ̇

2
⇐ −∂0Γ

µ
0µ

Z
Z
ZZ

+

(
ν̇

2

)2

+
λ̇

2

ν̇

2
+

(
ν′

2
+

λ′

2
+

1

r
× 2

)
ν′

2
eν−λ ⇐ Γµ

µνΓ
ν
00

−2× ν′

2
· ν

′

2
eν−λ

Z
Z

ZZ
−
(
ν̇

2

)2

−
(
λ̇

2

)2

⇐ −Γµ
0νΓ

ν
0µ

=

(
ν′

2
eν−λ

)′

− λ̈

2
+

λ̇ν̇

4
−ν′2

4
eν−λ +

(
λ′

2
+

2

r

)
ν′

2
eν−λ − λ̇2

4

=

(
ν′′

2
+

ν′2

4
− ν′λ′

4
+

ν′

r

)
eν−λ − λ̈

2
+

λ̇ν̇

4
− λ̇2

4
.

■R01 の計算 R01 = Rµ
0µ1 = ∂µΓ

µ
01 − ∂1Γ

µ
0µ + Γµ

µνΓ
ν
01 − Γµ

1νΓ
ν
0µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
01，第 2項の Γµ

0µ がゼロでない値を持つのはいずれも µ = 0, 1のときである．

• 第 3項の Γν
01 がゼロでない値を持つのは ν = 0, 1のときであり，

– ν = 0に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1のとき，

– ν = 1に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1, 2, 3のときである．

• 第 4項の Γν
0µ がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)のときである．



よって

R01 =
�

��∂0
ν′

2

@
@
@

+∂1
λ̇

2
⇐ ∂µΓ

µ
01

�
��−∂1
ν̇

2

@
@
@

−∂1
λ̇

2
⇐ −∂1Γ

µ
0µ

+

(
C
C
ν̇

2

S
SS

+
λ̇

2

)
ν′

2
+

(
�
��ν
′

2�
��+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
λ̇

2
⇐ Γµ

µνΓ
ν
01

�������
− λ̇

2
eλ−ν ν

′

2
eν−λZZZ

−ν′

2

ν̇

2

@
@
@

− λ̇

2

ν′

2�
��−λ′

2

λ̇

2
⇐ −Γµ

1νΓ
ν
0µ

=
λ̇

r
(= R10).

■R02 の計算 R02 = Rµ
0µ2 = ∂µΓ

µ
02 − ∂2Γ

µ
0µ + Γµ

µνΓ
ν
02 − Γµ

2νΓ
ν
0µ の最右辺について，

• 第 1項における Γµ
02，第 3項における Γν

02 の形の Christoffel記号は全てゼロである．

• 第 2項について，x2 = θ 依存性を持つ Christoffel記号は Γ2
33,Γ

3
23,Γ

1
33 のみであり，

いずれも Γµ
0µ の形ではない．

• 第 4項の Γµ
2ν がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときであり，

いずれに対しても Γν
0µ = 0となる．

よって
R02 = 0(= R20).

■R03 の計算 R03 = Rµ
0µ3 = ∂µΓ

µ
03 − ∂3Γ

µ
0µ + Γµ

µνΓ
ν
03 − Γµ

3νΓ
ν
0µ の最右辺について，

• 第 1項における Γµ
03，第 3項における Γν

03 の形の Christoffel記号は全てゼロである．

• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．

• 第 4項の Γµ
3ν がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (1, 3), (2, 3), (3, 1), (3, 2)のときであり，

いずれに対しても Γν
0µ = 0となる．

よって
R03 = 0(= R30).

■R11 の計算 R11 = Rµ
1µ1 = ∂µΓ

µ
11 − ∂1Γ

µ
1µ + Γµ

µνΓ
ν
11 − Γµ

1νΓ
ν
1µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
11 がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1のときである．

• 第 3項の Γν
11 がゼロでない値を持つのは ν = 0, 1のときであり，

– ν = 0に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1のとき，

– ν = 1に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1, 2, 3のときである．

• 第 4項の Γµ
1ν がゼロでない値を持つのは

(µ, ν) = (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)のときである．

よって

R11 =∂0

(
λ̇

2
eλ−ν

)
�
�
�

+∂1
λ′

2
⇐ ∂µΓ

µ
11

− ∂1

(
ν′

2�
��+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
⇐ −∂1Γ

µ
1µ

+

(
ν̇

2
+

λ̇

2

)
λ̇

2
eλ−ν +

(
ν′

2
@
@@

+
λ′

2
+

1

r
× 2

)
λ′

2
⇐ Γµ

µνΓ
ν
11

Z
Z
Z
Z

−
(
λ′

2

)2

−
(
ν′

2

)2

− λ̇

2
eλ−ν λ̇

2
× 2−

(
1

r

)2

× 2 ⇐ −Γµ
1νΓ

ν
1µ

=∂0

(
λ̇

2
eλ−ν

)
− ν′′

2 �
��@
@@

+
2

r2
+

ν̇

2

λ̇

2
eλ−ν+

(
λ̇

2

)2

eλ−ν +
λ′ν′

4
+

λ′

r
−
(
ν′

2

)2

�
��@
@@

− 2

r2
−2

(
λ̇

2

)2

eλ−ν



=∂0

(
λ̇

2
eλ−ν

)
+

λ̇

2

(
ν̇

2
− λ̇

2

)
eλ−ν − ν′′

2
+

λ′ν′

4
+

λ′

r
− ν′2

4

=

{
λ̈

2
+

λ̇

4
(λ̇− ν̇)

}
eλ−ν − ν′′

2
+

λ′ν′

4
+

λ′

r
− ν′2

4
.

■R12 の計算 R12 = Rµ
1µ2 = ∂µΓ

µ
12 − ∂2Γ

µ
1µ + Γµ

µνΓ
ν
12 − Γµ

2νΓ
ν
1µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
12 がゼロでない値を持つのは µ = 2のときである．

ところが µ = 2のとき，∂µΓ
µ
12 = ∂2

1
r
= 0となる．

• 第 2項について，x2 = θ 依存性を持つ Christoffel記号は Γ2
33,Γ

3
23,Γ

1
33 のみであり，

いずれも Γµ
1µ の形ではない．

• 第 3項の Γν
12 がゼロでない値を持つのは ν = 2のときであり，

ν = 2に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 3のときである．

(µ, ν) = (3, 2)のとき，Γµ
µνΓ

ν
12 = cot θ

r
となる．

• 第 4項の Γµ
2ν がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときであり，

(µ, ν) = (1, 2), (2, 1)に対しては Γν
1µ = 0となる．(µ, ν) = (3, 3)のとき，−Γµ

2νΓ
ν
1µ = − cot θ

r
となる．

よって

R12 =
cot θ

r
− cot θ

r
= 0(= R21).

■R13 の計算 R13 = Rµ
1µ3 = ∂µΓ

µ
13 − ∂3Γ

µ
1µ + Γµ

µνΓ
ν
13 − Γµ

3νΓ
ν
1µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
13 がゼロでない値を持つのは µ = 3のときである．

ところが µ = 3のとき，∂µΓ
µ
13 = ∂3

1
r
= 0となる．

• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．

• 第 3項の Γν
13 がゼロでない値を持つのは ν = 3のときであり，ν = 3に対して Γµ

µν = 0となる．

• 第 4項の Γµ
3ν がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (1, 3), (2, 3), (3, 1), (3, 2)のときであり，

いずれに対しても Γν
1µ = 0となる．

よって
R13 = 0(= R31).

■R22 の計算 R22 = Rµ
2µ2 = ∂µΓ

µ
22 − ∂2Γ

µ
2µ + Γµ

µνΓ
ν
22 − Γµ

2νΓ
ν
2µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
22 がゼロでない値を持つのは µ = 1のときである．

• 第 2項の Γµ
2µ がゼロでない値を持つのは µ = 3のときである．

• 第 3項の Γν
22 がゼロでない値を持つのは ν = 1のときである．

• 第 4項の Γµ
2ν がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときである．

よって

R22 =∂1(−re−λ) ⇐ ∂µΓ
µ
22

− ∂2(cot θ) ⇐ −∂2Γ
µ
2µ

+

(
ν′

2
+

λ′

2����
+
1

r
× 2

)
(−re−λ) ⇐ Γµ

µνΓ
ν
22

������
−(−re−λ)

1

r������
−1

r
(−re−λ)− cot2 θ ⇐ −Γµ

2νΓ
ν
2µ

=∂1(−re−λ) +

(
ν′

2
+

λ′

2

)
(−re−λ)− ∂2(cot θ)− cot2 θ

=

{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ + 1.

(
∵ −∂2(cot θ)− cot2 θ =

1

sin2 θ
− cos2 θ

sin2 θ
= 1

)
■R23 の計算 R23 = Rµ

2µ3 = ∂µΓ
µ
23 − ∂3Γ

µ
2µ + Γµ

µνΓ
ν
23 − Γµ

3νΓ
ν
2µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
23 がゼロでない値を持つのは µ = 3のときである．

ところが µ = 3のとき，∂µΓ
µ
23 = ∂3 cot θ = 0となる．

• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．



• 第 3項の Γν
23 がゼロでない値を持つのは ν = 3のときであり，ν = 3に対して Γµ

µν = 0となる．

• 第 4項の Γν
2µ がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (1, 2), (2, 1), (3, 3)のときであり，

いずれに対しても Γµ
3ν = 0となる．

よって
R23 = 0(= R32).

■R33 の計算 R33 = Rµ
3µ3 = ∂µΓ

µ
33 − ∂3Γ

µ
3µ + Γµ

µνΓ
ν
33 − Γµ

3νΓ
ν
3µ の最右辺について，

• 第 1項の Γµ
33 がゼロでない値を持つのは µ = 1, 2のときである．

• 第 2項は，x3 = ϕ依存性を持つ Christoffel記号が存在しないからゼロになる．

• 第 3項の Γν
33 がゼロでない値を持つのは ν = 1, 2のときであり，

– ν = 1に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 0, 1, 2, 3のとき，

– ν = 2に対して Γµ
µν がゼロでない値を持つのは µ = 3のときである．

• 第 4項の Γµ
3ν がゼロでない値を持つのは (µ, ν) = (1, 3), (2, 3), (3, 1), (3, 2)のときである．

よって

R33 =∂1(−r sin2 θe−λ) + ∂2(− sin θ cos θ) ⇐ ∂µΓ
µ
33

+

(
ν′

2
+

λ′

2����
+
1

r
× 2

)
(−r sin2 θe−λ)+ cot θ(− sin θ cos θ)︸ ︷︷ ︸

− cos2 θ

⇐ Γµ
µνΓ

ν
33

−(− sin θ cos θ) cot θ × 2︸ ︷︷ ︸
2 cos2 θ

���������
−(−r sin2 θe−λ)

1

r
× 2 ⇐ −Γµ

3νΓ
ν
3µ

=∂1(−r sin2 θe−λ) + ∂2(− sin θ cos θ) +

(
ν′

2
+

λ′

2

)
(−r sin2 θe−λ) + cos2 θ

=− e−λ sin2 θ

{
1 + r

(
ν′

2
− λ′

2

)}
+ sin2 θ.

■Ricciテンソルの全成分 以上で Ricciテンソルの全成分が得られたことになる．これを混合テンソル Rµ
ν の形に書

き換え，以下にまとめる．その際 (gµν)は対角的なので，例えば

R0
0 = g0µRµ0 = g00R00

のように計算できることに注意すれば良い．

R0
0 =g00R00 = e−νR00, R00 =

(
ν′′

2
+

ν′2

4
− ν′λ′

4
+

ν′

r

)
eν−λ − λ̈

2
+

λ̇ν̇

4
− λ̇2

4
,

R0
1 =g00R01 = e−ν λ̇

r
,

R0
2 =g00R02 = 0,

R0
3 =g00R03 = 0,

R1
0 =g11R10 = −e−λ λ̇

r
,

R1
1 =g11R11 = −e−λR11, R11 =

{
λ̈

2
+

λ̇

4
(λ̇− ν̇)

}
eλ−ν − ν′′

2
+

λ′ν′

4
+

λ′

r
− ν′2

4
,

R1
2 =g11R12 = 0,

R1
3 =g11R13 = 0,

R2
0 =g22R20 = 0,

R2
1 =g22R21 = 0,

R2
2 =g22R22 = − 1

r2
R22, R22 =

{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ + 1,



R2
3 =g22R23 = 0,

R3
0 =g33R30 = 0,

R3
1 =g33R31 = 0,

R3
2 =g33R32 = 0,

R3
3 =g33R33 = − 1

r2 sin2 θ
R33, R33 = −e−λ sin2 θ

{
1 + r

(
ν′

2
− λ′

2

)}
+ sin2 θ.

■スカラー曲率 Rの計算 以上よりスカラー曲率 Rは

R =gµνRµν =
3∑

µ=0

gµµRµµ

=e−λ

(
ν′′

2
+

ν′2

4
− ν′λ′

4
+

ν′

r

)
+ e−ν

(
− λ̈

2
+

λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ g00R00

+e−λ

(
ν′′

2
+

ν′2

4
− ν′λ′

4
− λ′

r

)
+ e−ν

(
− λ̈

2
+

λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ g11R11

+ e−λ

(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g22R22

+ e−λ

(
ν′

2r
− λ′

2r
+

1

r2

)
− 1

r2
⇐ g33R33

=e−λ

(
ν′′ +

ν′2

2
− ν′λ′

2
+ 2

ν′

r
− 2

λ′

r
+

2

r2

)
+ e−ν

(
−λ̈+

λ̇ν̇

2
− λ̇2

2

)
− 2

r2

と求まる．

■Einsteinテンソル Einstein方程式の左辺 (Einsteinテンソル)

Rµ
ν − 1

2
δµνR ≡ Gµ

ν

は µ ̸= ν に対して Gµ
ν = Rµ

ν となる．このうちゼロでない成分は，上記のように R0
1 と R1

0 がある．これ以外のゼロ

でない Einsteinテンソル Gµ
ν の成分として，µ = ν の成分を計算する．まず，

G0
0 =

�������������

e−λ

(
ν′′

2
+

ν′2

4
− ν′λ′

4
+

ν′

r

)XXXXXXXXXXX
+e−ν

(
− λ̈

2
+

λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ R0

0

+ e−λ

(
����������
−ν′′

2
− ν′2

4
+

ν′λ′

4
− ν′

r
+

λ′

r
− 1

r2

)XXXXXXXXXX
+e−ν

(
λ̈

2
− λ̇ν̇

4
+

λ̇2

4

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ00R

=− e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
,

G1
1 =

�������������

e−λ

(
ν′′

2
+

ν′2

4
− ν′λ′

4
− λ′

r

)XXXXXXXXXXX
+e−ν

(
− λ̈

2
+

λ̇ν̇

4
− λ̇2

4

)
⇐ R1

1

+ e−λ

(
����������
−ν′′

2
− ν′2

4
+

ν′λ′

4
+

λ′

r
− ν′

r
− 1

r2

)XXXXXXXXXX
+e−ν

(
λ̈

2
− λ̇ν̇

4
+

λ̇2

4

)
+

1

r2
⇐ −1

2
δ11R

=− e−λ

(
ν′

r
+

1

r2

)
+

1

r2

である．次に

R2
2 = − 1

r2

[{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ + 1

]
= − 1

r2 sin2 θ

[{
−1 + r

(
λ′

2
− ν′

2

)}
e−λ sin2 θ + sin2 θ

]
= R3

3



に注意すると，

G2
2 =G3

3

=e−λ

(
ν′

2r
− λ′

2r�
��+
1

r2

)
@

@@
− 1

r2
⇐ R2

2 = R3
3

+ e−λ

(
−ν′′

2
− ν′2

4 �
��− 1

r2
+

λ′

r
− ν′

r
+

ν′λ′

4

)
+ e−ν

(
λ̈

2
+

λ̇2

4
− λ̇ν̇

4

)
@

@@
+

1

r2
⇐ −1

2
δ22R = −1

2
δ33R

=− 1

2
e−λ

(
ν′′ +

ν′2

2
+

ν′ − λ′

r
− ν′λ′

2

)
+

1

2
e−ν

(
λ̈+

λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)
を得る．

Einstein方程式，Schwarzschild解
以上より Einstein方程式 (95.6):Rµ

ν − 1
2
δµνR = 8πk

c4
Tµ

ν は，未知関数 λ(r, t), ν(r, t)に対する式

8πk

c4
T 1

1 =− e−λ

(
ν′

r
+

1

r2

)
+

1

r2
, (100.4)

8πk

c4
T 2

2 =
8πk

c4
T 3

3 =− 1

2
e−λ

(
ν′′ +

ν′2

2
+

ν′ − λ′

r
− ν′λ′

2

)
+

1

2
e−ν

(
λ̈+

λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)
, (100.5)

8πk

c4
T 0

0 =− e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
+

1

r2
, (100.6)

8πk

c4
T 1

0 =− e−λ λ̇

r
(100.7)

になる．真空中，すなわち，場を生ずる質量の外側での中心対称な場を考え Tµ
ν = 0とおくと，

式 (100.4) ⇒ e−λ

(
ν′

r
+

1

r2

)
− 1

r2
= 0, (100.8)

式 (100.6) ⇒ e−λ

(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
, (100.9)

式 (100.7) ⇒ λ̇ = 0 (100.10)

が得られる．式 (100.8)と式 (100.9)を辺々足すと，f(t)を時間だけの関数として

λ′ + ν′ = 0, ∴ λ+ ν = f(t) (100.11)

となる．

ところで ds2 の表式 (100.2)の形を壊すことなく，時間に t = f(t′)という形の任意の変換を施すことができる．これ

は ν に任意の時間の関数を加えることと同等である．この任意性を利用すると，一般性を失うことなく

λ+ ν = 0

とおくことができる．ここで式 (100.10)より λは時間に依らないから ν = −λも時間に依らず，真空中の中心対称な重

力場は静的な場となることが結論される．

式 (100.9)は

1 = e−λ(1− rλ′) = (re−λ)′, ∴ e−λ = 1− rg
r

と積分される (rg は積分定数)．重力源となる星の質量をmとすると，重力場が弱いときの式 (87.12):g00 = 1 + 2ϕ
c2
にお

ける重力ポテンシャル ϕに対して Newtonの万有引力の法則 (99.4):ϕ = − km
r
が満たされるためには rg = 2km

c2
ととれ

ば良い*4．定数 rg は重力半径と呼ばれる．こうして Schwarzschild解

ds2 =
(
1− rg

r

)
(cdt)2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− dr2

1− rg
r

(100.14)

が得られる (r > rg)．

*4 ここで ds2 の表式 (100.2) における極座標 r を，Newtonの万有引力の法則 (99.4):ϕ = − km
r
における r と同一視した．



10.3 静的な完全流体を源とするアインシュタイン方程式

■ストレス-エネルギーテンソル (p.340) 式 (10.7):

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2dΩ2

で与えられる球対称時空のメトリックに対して，星を構成している流体が静止しているとき，流体の速度は

U⃗ = (e−Φ,0)となるから，ストレス-エネルギーテンソル

Tµν = (p+ ρ)UµUν + pgµν

の全成分は

式 (10.20) : T00 =(p+ ρ)(−eΦ)2 + p(−e2Φ) = ρe2Φ,

式 (10.21) : Trr =rgrr = pe2Λ,

式 (10.22) : Tθθ =pgθθ = pr2,

式 (10.23) : Tϕϕ =pgϕϕ = pr2 sin2 θ (教科書では最右辺の r2が落ちている)

となる．また，これ以外の成分 T0i, Ti0, Tij(ただし i ̸= j)は，U i = 0および (gµν)が対角的であることから

ゼロとなる．

■状態方程式 (p.341) 流体に対して
p = p(ρ)

という形の状態方程式を仮定する．例えばエントロピーが一定の場合を考えると

p = p(ρ, S = const).

である．

■運動方程式 (p.341)

T rα;α = 0 ⇔ (ρ+ p)
dΦ

dr
= −dp

dr
(11)

(静止流体に対する重力 (左辺)と圧力勾配 (右辺)のつり合い).

■アインシュタイン方程式 (p.341～) Einstein方程式 G00 = 8πT00 により

G00 =
1

r2
e2Φ

d

dr
[r(1− e2Λ)] = 2

r2
e2Φ

dm(r)

dr
, m(r) ≡ 1

2
[r(1− e2Λ)],

8πT00 =8πρe2Φ

を等置すると，
dm(r) = 4πr2ρ(r)dr (12)

となる．そこでm(r)を質量関数と呼ぶ．

また Einstein方程式 Grr = 8πTrr により

Grr = −
1

r2
e2Λ(1− e−2Λ) +

2

r
Φ′, 8πTrr = 8πpe2Λ



を等置すると，
dΦ

dr
=
m(r) + 4πr3p

r(r − 2m(r))
(13)

となる．

以上の式 (11)，式 (12)，式 (13)および状態方程式 p = p(ρ)から，4つの未知量 Φ,m, ρ, pが定まる．

10.3について

■保存則 T rα;α = 0から運動方程式 (10.27)の導出

0 = T rα;α = T rα,α + TµαΓrµα + T rµΓαµα

において gµν と Tµν，したがって Tµν は対角的なので

T rr,r +
3∑

µ=0

TµµΓrµµ + T rrΓαrα = 0

を得る．

ここで左辺第 1項について，式 (10.20–23)のストレス-エネルギーテンソルは


T00 = ρe2Φ,

Trr = pe2Λ,

Tθθ = r2p,

Tϕϕ = r2 sin2 θp

⇒


T 00 = (−e2Φ)−2ρe2Φ = ρe−2Φ,

Trr = (e2Λ)−2pe2Λ = pe−2Λ,

Tθθ = (r2)−2r2p =
p

r2
,

Tϕϕ = (r2 sin2 θ)−2r2 sin2 θp =
p

r2 sin2 θ

となるので
T rr,r = (pe−2Λ),r = (p,r − 2pΛ,r)e

−2Λ

である．

次に左辺第 2項を考える．{Γrµµ}(µで和をとらない)について

Γrµµ =
1

2
grα(gαµ,µ + gµα,µ − gµµ,α) =

1

2
grr(2grµ,µ − gµµ,r)

より 

µ = 0のもの Γr00 =
1

2
grr(−g00,r) = −

1

2
e−2Λ(−e2Φ),r = Φ,re

−2(Λ−Φ),

µ = r のもの Γrrr =
1

2
grrgrr,r =

1

2
e−2Λ(e2Λ),r = Λ,r,

µ = θのもの Γrθθ =
1

2
grr(−gθθ,r) = −

1

2
e−2Λ × 2r = −re−2Λ,

µ = ϕのもの Γrϕϕ =
1

2
grr(−gϕϕ,r) = −

1

2
e−2Λ × 2r sin2 θ = −r sin2 θe−2Λ

だから

3∑
µ=0

TµµΓrµµ =ρe−2Φ × Φ,re
−2(Λ−Φ) + pe−2Λ × Λ,r +

1

r2
p× (−re−2Λ) +

p

r2 sin2 θ
× (−r sin2 θe−2Λ)

=

(
ρΦ,r + pΛ,r −

2p

r

)
e−2Λ



となる．

最後に左辺第 3項において

Γαrα =
1

2
gαβ(gβr,α + gαβ,r − grα,β)

=
1

2

3∑
α=0

gααgαα,r

=
1

2

{
(−e−2Φ)(−e2Φ),r + e−2Λ(e−2Λ),r +

1

r2
(r2),r +

1

r2 sin2 θ
(r2 sin2 θ),r

}
=
1

2

(
2Φ,r + 2Λ,r + 2 · 2

r

)
=Φ,r + Λ,r +

2

r

である．

以上より

0 =T rα;α

=(p,r����−2pΛ,r)e−2Λ +

(
ρΦ,r���+pΛ,r@@@

−2p
r

)
e−2Λ +

(
Φ,r���+Λ,r

S
SS

+
2

r

)
pe−2Λ

={p,r + (p+ ρ)Φr}e−2Λ

⇔ (ρ+ p)
dΦ

dr
= −dp

dr
: (10.27)

を得る．

なお左辺の Φは重力ポテンシャルの対応物ではあるけれど，重力ポテンシャルそのものではないことに注

意する．

■Einstein方程式の (r, r)成分 (10.31)の導出 m(r)の定義式

m ≡ 1

2
r(1− e−2Λ), ∴ e−2Λ = 1− 2m

r
, ∴ (grr =)e2Λ =

1

1− 2m
r

: (10.29)

を用いて Einstein方程式 Grr = 8πTrr，すなわち

− 1

r2
e2Λ(1− e−2Λ) +

2

r
Φ′ = 8πpe2Λ

から Λを消去すると

Φ′ =
r

2

{
8πp+

1

r2
(1− e−2Λ)

}
e2Λ

=
r

2

(
8πp+

1

r2
2m

r

)
1

1− 2m
r

=
4πr3p+m

r2
r

r − 2m

=
4πr3p+m

r(r − 2m)
: (10.31)

を得る．教科書において最右辺の pが ρとなっているのは誤りと考えられる．



■基礎方程式 (10.27)，(10.30)，(10.31)の説明順序について 教科書では式 (10.28):

m(r) ≡ 1

2
r(1− e−2Λ), ∴ grr = e2λ =

1

2− 2m(r)
r

によってm(r)を定義した結果，Einstein方程式の (0, 0)成分がm(r)を意味付ける式 (10.30):

dm(r) = 4πr2ρ(r)dr

になった．

逆に式 (10.30):dm(r) = 4πr2ρ(r)dr によって質量関数m(r)を定義すると Einstein方程式の (0, 0)成分は

grr = e2λ =
1

2− 2m(r)
r

を意味することになり，ここから Einstein方程式の (r, r)成分は式 (10.31):

dΦ

dr
=
m(r) + 4πr3p

r(r − 2m(r))

に書き換えられる．

10.4 外部時空

■シュワルツシルト・メトリック (p.342～) 星の外部を考えると p = 0, ρ = 0なので，

基礎方程式 (12) :
dm(r)

dr
= 4πr2ρ(r) → m(r) =M,

基礎方程式 (13) :
dΦ

dr
=
m(r) + 4πr3p

r(r − 2m(r))
→ dΦ

dr
=

m

r(r − 2m)

となり，

m(r) =M, e2Λ =
1

1− 2M
r

, e2Φ = 1− 2M

r

を得る．よって星の外部のメトリックは Schwarzschildメトリック

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

+ r2dΩ2

の形となる．

■メトリックの一般性 (p.343) 星が崩壊する場合のように，メトリックが静的でないときにも，球対称かつ

無限遠で平坦となるのは Schwarzschildメトリックのみである (Birkhoffの定理)．

10.4について

■その他の基礎方程式 星の外部では p = 0, ρ = 0なので，状態方程式 (10.25):p = p(ρ)は考える必要がな

く，また基礎方程式 (11):

(ρ+ p)
dΦ

dr
= −dp

dr

は自動的に満たされている．



図 21 基礎方程式の導出から未知量 Φ,m, ρ, pの決定までの流れ

■式 (10.35):e2Φ = 1− 2M
r の導出

dΦ

dr
=

M

r(r − 2M)
=

1

2

(
1

r(r − 2M)
− 1

r

)
, 2Φ = ln

∣∣∣∣r − 2M

r

∣∣∣∣+A, e2Φ = B

(
1− 2M

r

)
であり (A,B は任意定数)，r →∞のとき Φ→ 0となることを要求すると B = 1と定まるので，式 (10.35):

e2Φ = 1− 2M

r

を得る．

■メトリックの一般性 (p.343) について 文献 [3, pp.234–236] において球対称な重力場に対する

Schwarzschild解の導出を通して，Birkhoffの定理を証明したことになる．

10.5 星の内部構造

基礎方程式 (11) :
dΦ

dr
= − 1

ρ+ p

dp

dr
, 基礎方程式 (13) :

dΦ

dr
=
m(r) + 4πr3p

r(r − 2m(r))

を等置すると T-O-V方程式
dp

dr
= − (ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)

を得る．T-O-V方程式の導出から未知量 Φ,m, ρ, pの決定までの流れを図 21にまとめておく．

■方程式の一般的解法 (p.344～) T-O-V方程式および基礎方程式 (12):dmdr = 4πr2ρから 2つの積分定数が

現れる．これを決定するための条件を考える．

局所的平坦性定理に注意して r = 0の点で時空が局所的に平坦になることを要求すると，

grr =
1

1− 2m
r

→ 1 (r → 0)



とならなければならないので*5，r → 0よりも速くm→ 0とならなければならない．そこで 1つ目の条件と

して
m(r = 0) = 0

が得られる．もう 1つの条件として r = 0における中心密度 ρc(したがって pc = p(ρc))を与えると，それに

応じて星のモデルが決まる．

ここで T-O-V方程式における r− 2mについて，ふつうの星の場合，星の内部で r− 2m > 0であることを

説明する．r → 0よりも速く m → 0となることから，r = 0の近くでは r − 2m > 0である．次に r の増大

に伴って r − 2mが減少する場合を考える．r − 2mの符号が入れ替わる直前には r − 2m ≃ ε(> 0)となり，

T-O-V方程式によれば圧力勾配は 1/εに比例する負の値をとる．このため r−2m = 0となる rに達する前に

圧力は急激に減少して p = 0となる．ところが p = 0は星の外部を意味するから，星の内部では r − 2m > 0

となっている．

すると T-O-V方程式
dp

dr
= − (ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)

より dp
dr < 0となって，圧力は中心から外に向かって単調に減少する．p = 0となる星の表面 r = Rにおいて

grr =


1

1− 2m(r)
r

(r ≤ R)

1

1− 2M
r

(r ≥ R)

の連続性を要求すると

M = m(R) ≡
∫ R

0

ρ(r)4πr2dr

となる．ただしこれは 4πr2dr が，動径座標の幅 dr を持つ球殻の固有体積∫
球殻

d3x
√
−g =

∫
球殻

drdθdϕeΛ+Φr2 sin θ = eΛ+Φ4πr2dr

と異なるため，流体要素の固有エネルギーとは見なせない．ここで得られたM を用いて

g00(r = R) = −e2Φ(r=R) = 1− 2M

R

であることから，Φに対する微分方程式 (11):(ρ+ p)dΦdr = −dp
dr の積分定数が定まる．

星の内部のメトリックを決める以上の議論においてはじめて，r = 0が星の，したがって時空の内部の点で

あると仮定したことに注意する．

■ニュートン的な星の構造 (p.346) Newton的な極限

grr =
1

1− 2m
r

≃ 1 → m≪ r,

p≪ ρ → 4πr3p≪ 4πr3ρ ∼ m

*5 丁寧に述べると，r = 0を中心とする微小な半径 εの円について，半径の固有長さ
√
grrεと円周の固有長さ 2πεの比が 2π にな

らなければならないことから，grr = 1が要求される．



を考えると，T-O-V方程式は
dp

dr
= − (ρ+p)(m+4πr3p)

r(r−2m)
≃ −ρm

r2

となる (青字の項を無視した)．このように重力を支えるのに必要な圧力勾配は，一般相対論の場合と比べて

Newton的な場合の方が小さくなる．

10.5について

■T-O-V方程式 (10.39)の訂正 式 (10.31)の訂正 ρ→ pに伴って，

dp

dr
= − (ρ+ p)(m+ 4πr3ρ)

r(r − 2m)
→ dp

dr
= − (ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)

と訂正する．

■「式 (10.39)により圧力は中心から外に向かって単調に減少する」(p.344，l.20)について 「方程式の一般

的解法 (p.344～)」の最終段落「ふつうの星の場合には 2m(r) < r がつねに成り立つ……」(p.346，l.5～)を

参照．

■固有体積の式 (10.42) について Jacobian として 3 次元計量テンソル γij の行列式 γ の平方根
√
γ では

なく，

g ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣
−e2Φ 0 0 0
0 e2Λ 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −e
2(Φ+Λ)r4 sin2 θ

に対して
√
−g を用いなければならない．γ は

γ =
−g
g00

= e2Λr4 sin2 θ

によって与えられる [3, pp.262–263]．

■T-O-V方程式の Newton的極限 (10.44)について 式 (10.44):

dp

dr
≃ −ρm

r2

が「ニュートン的な星の平衡状態の方程式そのものである」(p.346，l.19)ことについて，流体の単位体積中の

質量 ρ が重力場 (動径成分 −m/r2) から受ける重力が右辺であり，流体の単位体積に働く圧力が右辺で表さ
れる．

10.6 星の内部の厳密解

■シュワルツシルトの密度一定の内部解 (p.347～) 高密度の中性子性などを念頭に，[近似的に]ρ = (一定)

の場合を考えると

基礎方程式 (12) :
dm(r)

dr
= 4πr2ρ(r) → m(r) =


ρ× 4

3
πr3 (r ≤ R)

ρ× 4

3
πR3 ≡M (r ≥ R)



となる．これを用いて残りの未知変数 p,Φは

T-O-V方程式 → p = ρ
(1− 2Mr2/R3)1/2 − (1− 2M/R)1/2

3(1− 2M/R)1/2 − (1− 2Mr2/R3)1/2
,

式 (11) : (ρ+ p)
dΦ

dr
= −dp

dr
→ eΦ =

3

2

√
1− 2M

R
− 1

2

√
1− 2Mr2

R3
(r ≤ R)

と決定され，同時にM/R < 4/9も見出される．

■ブハダールの内部解 (p.348～) [人為的なモデルとして]状態方程式

ρ = 12(p∗p)
1/2 − 5p

を考えると (p∗ は任意定数)，これは

1. 星の内部すべての点で因果律を破らないように，

局所的な音速 (dp/dρ)1/2 を 1より小さくし得る．

2. Newton的極限で n = 1のポリトロープ

(Newton理論で厳密に解ける数少ない場合の 1つ) に一致する．

この状態方程式に対する解は Buchdahlによって

e2Φ =(1− 2β)(1− β − u)(1− β − u)−1,

e2Λ =(1− 2β)(1− β − u)(1− β − u)−1(1− β + β cosAr′)−2,

p(r) =A2(1− 2β)u2[8π(1− β + u)2]−1,

ρ(r) =2A2(1− 2β)u

(
1− β − 3

2
u

)
[8π(1− β + u)2]−1

と求められた．ただしここで新たな任意定数 β を導入し，

u(r′) ≡ β sinAr
′

Ar′
, A2 ≡ 288πp∗

1− 2β
, r(r′) = r′

1− β + u(r′)

1− 2β

によって u(r′) ≡ uおよび p∗ に代わる定数 A，r に代わる座標 r′ を定義した．

β は β → 0が非相対論的極限に対応するようなパラメーターであること，モデルは 0 < β < 1/6で有効と

なり，相対論的な領域までカバーしていることが分かる．

10.6について

■密度一定の場合の T-O-V方程式 (10.48)について T-O-V方程式 (10.39)を

dp

dr
= − (ρ+ p)(m+ 4πr3ρ)

r(r − 2m)
→ dp

dr
= − (ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)

と訂正したことに注意する．

■式 (10.49)の導出 式 (10.48)を変数分離すると∫
dp

(ρ+ p)(ρ+ 3p)
= −4

3
π

∫
rdr

1− 8πρ
3 r2



となる．左辺の積分は∫
dp

(ρ+ p)(ρ+ 3p)
=

1

2ρ

∫ (
1

ρ
3 + p

− 1

ρ+ p

)
dp =

1

2ρ
ln

( ρ
3 + p

ρ+ p

)
+ const.

と計算できる．一方，右辺の積分は∫
rdr

1− 8πρ
3 r2

= − 3

16πρ

∫
d
(
1− 8πρ

3 r2
)

1− 8πρ
3 r2

= − 3

16πρ
ln

∣∣∣∣1− 8πρ

3
r2
∣∣∣∣+ const.

と実行できるので

ln

( ρ
3 + p

ρ+ p

)
=

1

2
ln

∣∣∣∣1− 8πρ

3
r2
∣∣∣∣+ const, ∴

ρ
3 + p

ρ+ p
= const×

(
1− 2m

r

)1/2

となる．密度 ρは星内部の位置に依らずに一定であり，r → 0で p→ pc,
m
r → 0となることから積分定数を

定めると，式 (10.49):

ρ+ 3p

ρ+ p
=
ρ+ 3pc
ρ+ pc

(
1− 2m

r

)1/2

を得る．

■式 (10.50)の導出 式 (10.49)に r = Rでの値m =M,p = 0を代入すると

ρ+ 3pc
ρ+ pc

(
1− 2M

R

)1/2

=1, (14)

∴ ρ+ 3pc
ρ+ pc

(
1− 8πρR2

3

)1/2

=1 (15)

となる．式 (15)を R2 について解くと式 (10.50):

R2 =
3

8πρ

{
1−

(
ρ+ pc
ρ+ 3pc

)2
}

を得る．

■式 (10.51)の導出 式 (14)を pc について解くと(
1− 2M

R

)−1/2

=
ρ+ 3pc
ρ+ pc

= 3− 2ρ

ρ+ pc
,

∴pc =
2ρ

3−
(
1− 2M

R

)−1/2
− ρ = ρ

−1 +
(
1− 2M

R

)−1/2

3−
(
1− 2M

R

)−1/2
= ρ

1−
(
1− 2M

R

)1/2
3
(
1− 2M

R

)1/2 − 1
: (10.51)

を得る．

■式 (10.52)の導出 式 (10.49):

ρ+ 3p

ρ+ p
=
ρ+ 3pc
ρ+ pc

(
1− 2m

r

)1/2



の各項を

ρ+ 3p

ρ+ p
=3− 2ρ

ρ+ p
,

ρ+ 3pc
ρ+ pc

=

(
1− 2M

R

)−1/2

: (14),(
1− 2m

r

)1/2

=

(
1− 2Mr2

R3

)1/2 (
∵ m =

4

3
πr3ρ =M

r3

R3

)
と書き換えて pについて解くと

p =− ρ+ 2ρ

3−
(
1− 2M

R

)−1/2 (
1− 2Mr2

R3

)1/2
=ρ
−1 +

(
1− 2M

R

)−1/2
(
1− 2Mr2

R3

)1/2
3−

(
1− 2M

R

)−1/2 (
1− 2Mr2

R3

)1/2
=ρ

(
1− 2Mr2

R3

)1/2
−
(
1− 2M

R

)1/2
3
(
1− 2M

R

)1/2 − (1− 2Mr2

R3

)1/2 : (10.52)

を得る．ここに現れる 2つの根号
√
1− 2M

R ,
√
1− 2Mr2

R3 について，M
R < 4

9 より

2Mr2

R3
≤ 2M

R
≤ 8

9

なので，その中身が正となることが保証される．

■「これが……M/Rについての一般的な上限である」(p.348，l.10,11)について 少なくとも ρ = (一定)の

場合には式 (10.51):

pc = ρ
1−

(
1− 2M

R

)1/2
3
(
1− 2M

R

)1/2 − 1

が成り立つ．右辺は R > 9
4M のときに (分母) > 0 となり，またこのとき (分子) > 0 となるから，「半径が

(9/4)M より小さい一様密度の星は存在しない」(10.7節，第 1文)．

■Φの式 (10.54)について 「式 (10.27)から Φを求めれば」(p.348，l.12)とあるけれど，T-O-V方程式の下

でこれと同等な式 (10.31):

dΦ

dr
=
m+ 4πr3p

r(r − 2m)
=

Mr
R3 + 4πrp

1− 2Mr2

R3

を考える．pの式 (10.52)より最右辺において

Mr

R3
+ 4πrp =

Mr

R3

1 + 3

(
1− 2Mr2

R3

)1/2
−
(
1− 2M

R

)1/2
3
(
1− 2M

R

)1/2 − (1− 2Mr2

R3

)1/2
 =

Mr

R3

(
1− 2Mr2

R3

)1/2
3
2

(
1− 2M

R

)1/2 − 1
2

(
1− 2Mr2

R3

)1/2
なので，これは

dΦ

dr
=

Mr
R3(

1− 2Mr2

R3

)1/2 {3
2

(
1− 2M

R

)1/2 − 1
2

(
1− 2Mr2

R3

)1/2}



図 22 Buchdahlの内部解における状態方程式

と書き換えられる．また境界条件 (10.53):g00(R) = −e2Φ(R) = −
(
1− 2M

R

)
は

Φ(R) = ln

√
1− 2M

R

と書き換えられる．式 (10.54)の

Φ(r) = ln

(
3

2

√
1− 2M

R
− 1

2

√
1− 2Mr2

R3

)

は確かにこれらの微分方程式と境界条件を満たしている．

■音速が光速を超えない条件 (10.57)について Buchdahlの考えた状態方程式 (10.55):

ρ = 12(p∗p)
1/2 − 5p

の概形は図 22のようである．圧力が密度とともに単調増加する領域

0 <
dρ

dp
= 6

√
p∗
p
− 5 ⇔ p <

(
6

5

)2

p∗

を考えると，音速 (dp/dρ)1/2 が 1より小さくなる条件は

1 <
dρ

dp
= 6

√
p∗
p
− 5 ⇔ p < p∗

であり，このとき ρ < 7p∗ である．

■式 (10.64–67)の確認 教科書の式 (10.64–67)の説明を補足しつつまとめる．

r の値をゼロから増大させたとき，したがって r′ の値をゼロから増大させたとき，はじめて u(r′) ≡
β sinAr′

Ar′ :(10.58)がゼロとなる r′ の値は Ar′ = π によって与えられる．

次に e2Φ の式 (10.60)，e2Λ の式 (10.61)に星の表面 r′ = π/A ≡ R′ での値 u = 0, Ar′ = π を代入すると，

式 (10.64):

exp(2Φ(r′ = R′)) =(1− 2β)(1− β)(1− β)−1 = (1− 2β),

exp(2Λ(r′ = R′)) =(1− 2β)(1− β)(1− β)−1(1− 2β)−2 = (1− 2β)−1



を得る．また式 (10.59):r(r′) = r′ 1−β+u(r
′)

1−2β に表面 r′ = R′ での値 u = 0を代入すると，式 (10.65):

R ≡ r(R′) = R′ 1− β
1− 2β

=
π

A

1− β
1− 2β

を得る．

ここで式 (10.43):g00(r = R) = −e2Φ(r=R) = −
(
1− 2M

R

)
と式 (10.64):e2Φ(r=R) = 1− 2β を等置すると

β =
M

R

が見出される．さらに赤方偏移の式 (10.13):z = e−Φ(r=R) − 1 に式 (10.64):e2Φ(r=R) = 1 − 2β を代入する

と，式 (10.66):

zS = (1− 2β)−1/2 − 1

を得る．この赤方偏移は重力によってもたらされており，重力の弱い非相対論的極限では zS = 0となる．こ

れは β = 0に対応する．

最後に星の質量の式 (10.67)は

M =Rβ

=
πβ(1− β)
(1− 2β)A

(∵ Rの式 (10.65))

=

(
π

288p∗(1− 2β)

)1/2

β(1− β) (∵ Aの式 (10.58))

として得られる．

■p/ρの最大値 (10.69)について 式 (10.68):

p

ρ
=

1

2
u

(
1− β − 3

2
u

)−1

において，星の内部 0 ≤ r′ ≤ R′ = π/Aでは u(r′) ≡ β sinAr′

Ar′ ≥ 0である．ところで左辺 p
ρ は正なので，右辺

において 1− β − 3
2uもまた正であることが要求される．このことと 0 ≤ r′ ≤ R′ = π/Aの範囲では u(r′)は

r′ の単調減少関数となることを考え合わせると，p/ρは r′ の増大に伴って単調減少することが分かる．よっ

て p/ρは r′ = 0で最大値 (10.69):β(2− 5β)−1 をとる (limr′→0
sinAr′

Ar′ = 1)．

■「この式の値が 1/7より小さい」(p.350，1番下の行)について 状態方程式 (10.55)の両辺を pで割り，式

(10.57):p < p∗ を用いると
ρ

p
= 12

√
p∗
p
− 5 > 7, ∴ p

ρ
<

1

7

となる．よって pc
ρc
< 1

7 である．

10.7 現実の星と重力崩壊

■ブハダールの定理 (p.351) 任意のモデルにおいて半径が 9M/4より小さい星は崩壊する (Buchdahlの定

理)．星が崩壊している間，崩壊の後には外部は Schwarzschildメトリックを持つ．



■恒星質量程度のブラックホールの形成 (p.351～) 星の進化のあらすじを以下にまとめる*6．

水素がヘリウムに変わる核反応が定常的に起こっている星 = 主系列星

→ 中心核領域の水素がヘリウムに変わると，中心核はエネルギー源を失い収縮し始める

→ 中心核は圧縮され，高温になる (→ 崩壊してブラックホールになることがある)

→ ヘリウムが炭素と酸素に変換される核反応が開始する

→ エネルギーが放出され，恒星の外層は膨張する

→ 表面温度は低くなる = 赤色巨星

→ 光度 [内部からのエネルギー流束]が大部分の物質を吹き飛ばし，惑星状星雲を作る

→

{
量子力学的圧力に支えられた白色矮星 (中心部分の温度が低い場合)

核反応によりケイ素や鉄が作られる (中心部分の温度が高い場合)

次に星の回転や磁場を考慮しない場合を考える．

• 軽い星 · · · · · · 重力を量子力学的圧力で支えられる．
• 十分に重い星 · · · · · · 重力を量子力学的圧力で支えきれず，中心核は崩壊する．

– 恒星が重すぎなければ，

原子核の反発力により物質ははね返され (II型超新星爆発)，中性子星が残る．

– 恒星の質量がもっと大きい場合，

γ 線バーストを伴いながら恒星質量程度のブラックホールになる．

最後に星の化学組成を考える．

• 種族 I · · · · · · 太陽に似た元素組成を持つ．最近形成された恒星の大部分が属する．
• 種族 III · · · · · · ビッグバンで生み出された水素とヘリウムのみから成り，第一世代の恒星と呼ばれる．
短時間で中間質量ブラックホール

(恒星質量ブラックホールと超大質量ブラックホールの間の質量を持つ)になる．

■量子力学的圧力 (p.354～) 体積 V の中の電子気体を考えると，運動量空間の体積要素 h3/V の中に 2つの

状態 (スピン“上向き”と“下向き”)がある．よって冷却された N 個の電子が 0 ≤ p ≤ pf (pf：Fermi運動

量)の運動量状態を埋め尽くしたとすると，

N =

∫ pf

0

2 · 4πp
2dp

h3/V
= V

8π

3

p 3
f

h3

となる．これは粒子数密度 n ≡ N
V = 8π

3
p 3
f

h3 によって Fermi運動量が

pf =

(
3

8π

)1/3

hn1/3

と決まることを意味する．電子のエネルギー密度は

ρ ≡ E

V
, E =

∫ pf

0

(m2 + p2)1/2 · 2 · 4πp
2dp

h3/V

*6 矢印は時間順序または (緩やかな)因果関係を表す．



と表される．

以上の Fermi運動量 pf とエネルギー密度 ρの表式を第一法則 dE = −pdV と考え合わせると，電子の [量

子力学的]圧力 pの表式が見出される*7．相対論的極限では

p ≃ 1

3
ρ

であり，これは光子気体の満たす関係と同じである．

■白色矮星 (p.356～) ふつうの星が圧縮されると，主に原子核気体によってもたらされる重力を，電子気体

の量子力学的圧力が支える状態となる．原子核気体の質量密度を ρと書き*8，星の質量をM，半径を R，密

度 ρの典型的な値を ρ̄，圧力 pの典型的な値を p̄とすると

M = R3ρ̄,

力のつり合い
dp

dr
= −ρm

r2
→ p̄

R
= ρ̄

M

R2
,

相対論的な電子の状態方程式 p =
1

3
ρe → p̄ = kρ̄4/3, k ≡ 2π

3h3

(
3h3

8πµmp

)4/3

である (mp は陽子の質量，µは電子数と核子数の比)．ここから質量の値を評価するとM ∼ M⊙ となる．こ

れは電子気体の量子力学的圧力が支え得る最大質量 (Chandrasekhar限界質量)の目安を与える．

■中性子星 (p.357～)

• 白色矮星の密度 ρ ≲ 1010kg ·m−3 よりも高い中心密度を持つ安定な星としては，

ρ ≳ 1016kg ·m−3 の中性子星がある．

• 中性子星では中性子の密度 ρが重力の源であり，中性子の量子力学的圧力 p = 1
3ρがこれを支えている．

Newton重力の式を用いることができず，上限質量を与える単純な方法はない．

• 星の中心では中性子が分解してクォークになっている可能性がある．
このような場合に対する状態方程式が数多く提唱されており，

それによれば中性子星の上限質量は 1.5M⊙ から 2.5M⊙ の範囲にあるとまでは言える．

• 連星系のパルサーを成す中性子星に対して質量を測定すると，
その値は 1.4M⊙ のまわりに集中していることが分かる．

(相手の星からガスが流入して星が回転する場合，質量の上限は引き上げられる．)

10.7について

■量子力学的圧力の式 (10.77)について 第一法則

p = −dE

dV
= − d

dV
(ρV ) = −V dρ

dV
− ρ

の最右辺における dρ
dV を考える．

ρ =

∫ pf

0

f(p)dp, f(p) ≡ (m2 + p2)1/2
8πp2

h3

*7 運動量と圧力に同じ記号 pが用いられているけれど，誤解の恐れはないだろう．
*8 電子気体のエネルギー密度と混同しないように注意する．



と書き，ρの V 依存性が積分の上限 pf にのみ含まれることに注意すると

dρ

dV
=

dpf
dV

d

dpf

∫ pf

0

f(p)dp = f(pf)
dpf
dV

と計算できる．よって p.355，l.17の式

p = −V 8πp 2
f

h3
(m2 + p 2

f )1/2
dpf
dV
− ρ

を得る．

ここで

V
dpf
dV

=V
dn

dV

dpf
dn

=V

(
− N

V 2

)
dpf
dn

= −ndpf
dn

(n = N/V を繰り返し用いた)

=− 1

3

(
3

8π

)1/3

hn1/3 = −1

3
pf (pfの式 (10.75)を繰り返し用いた)

とすると式 (10.77):

p =
8π

3h3
p 3
f (m2 + p 2

f )1/2 − ρ

を得る．

■相対論的極限の式 (10.78)，(10.79)について ρの式 (10.76)において，積分範囲 0 ≤ p ≤ pf 全体にわたっ
て (m2 + p2)1/2 ≃ pと近似すると，相対論的極限の式 (10.78):

ρ ≃ 8π

h3

∫ pf

0

p3dp =
2π

h3
p 4
f

を得る．また pの式 (10.77)において (m2 + p 2
f )1/2 ≃ pf と近似すると

p ≃ 8π

3h3
p 4
f − ρ

≃ 8π

3h3
p 4
f −

2π

h3
p 4
f =

2π

3h3
p 4
f ≃

1

3
ρ : (10.79) (ρの式 (10.78)を繰り返し用いた)

を得る．

■「それらの気体は同じ温度であり，……小さな運動量をもつ」(p.356，l.10～12)について
√
m2 + p2 ∼ kT

による．

■質量密度の式 (10.80)について ρ = (核子質量)× (核子数密度)において

(核子質量) ≃ mp, (核子数密度) ≃ µne

とすれば良い．



■相対論的な電子の状態方程式 (10.81)について 式 (10.80)の質量密度と区別するために電子気体のエネル

ギー密度を ρe と書くと，状態方程式 (10.79):p = 1
3ρe は

p =
1

3
ρe

=
1

3

2πp 4
f

h3
(∵ ρeの式 (10.78))

=
2π

3h3

(
3h3

8π

)4/3

n 4/3
e (∵ pfの式 (10.75))

=
2π

3h3

(
3h3

8πµmp

)4/3

ρ4/3 (∵ ρの式 (10.80))

=kρ4/3 : (10.81), k ≡ 2π

3h3

(
3h3

8πµmp

)4/3

と書き換えられる．

■質量の式 (10.85)の数係数について 式 (10.83):M = R3ρ̄の代わりに数係数を補ったM = 4
3πR

3ρ̄を用い

れば

kρ̄1/3 =
M

R
: (10.84)

=M

(
4πρ̄

3M

)1/3

=

(
4π

3

)1/3

M2/3ρ̄1/3, ∴M =

(
3

4π

)1/2

k3/2

となって式 (10.85)の中央の表現を得る．一方，式 (10.85)の最右辺の表現を得るには，数係数 4
3π を除いて

得られる式M = k3/2 を用いなければならない．なおここでは大雑把な評価をしているため，正確な数係数を

求めることはあまり意味がない．

第 10章のまとめ

最後に第 10章の内容を簡単にまとめておく (ここでは 10.7節の内容は割愛する)．

静的な球対称時空のメトリックは

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

によって与えられ，2つの未知関数 Λ(r),Φ(r)を含む (10.1節，10.2節)．

Einstein方程式より，星の外部 (真空)のメトリックは

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

で表される Schwarzschildメトリックとなる (10.4節)．

一方，星の内部を考えると，星を構成している流体に関して熱力学的に独立な 2変数 p, ρと，メトリックの

未知関数 Λ(r),Φ(r)を合わせた 4つの未知量がある．これらを決定する 4つの基礎方程式が見出される (10.3

節，10.5節)．基礎方程式の導出から未知量 Φ,m, ρ, p(質量関数m(r)は Λ(r)に関係付けられる)の決定まで

の流れについて，10.5節の要約における図 21にまとめてある．

基礎方程式を解析的に解けるかは状態方程式の形に左右される．10.6節では



• 密度が一定の場合に対する解の導出
• Buchdahlの考えた (やや人為的な)状態方程式に対する解の紹介

が成された．



11 シュワルツシルト幾何学とブラックホール

11.1 シュワルツシルト時空での質点の運動

Schwarzschildメトリックは球対称ブラックホールの幾何学でもある．

■ニュートン重力におけるブラックホール (p.367～) ブラックホールと同じような天体は 2世紀ほど前に想

像されていた．Newton理論においても天体の質量を固定して半径を小さくすると，その表面から放出された

光子は脱出できなくなることが分かる．実際，質量M，半径 Rの星の表面から初速 v で投げ出された粒子が

脱出できなくなる条件

E =
1

2
mv2 − GMm

R
≥ 0

は，与えられた質量M および光速 v = c(ここでは c = 1とおかない)に対して半径の条件

R ≥ 2GM

c2

を与える (R < 2GM
c2 となると光は脱出できなくなる)．太陽質量に対して光が脱出できなくなる半径は数 km

となる．

• 中性子星の合体によりブラックホールが形成され得る．
• 半径 R = 2GM

c2 のブラックホールの平均密度

ρ̄ =
M

4
3πR

3
∝ 1

M2

は質量M が大きいほど小さい．

クェーサーを活動させているブラックホールの質量は 109M⊙ 程度であると考えられており，

このとき密度 ρ̄は水のそれと同程度である．

ブラックホールは光が「表面」から外へ出ることはなく，またその表面は「何もない空間」であるという点

で上記の Newton的な暗い星と異なる．

■保存量 (p.369～) 座標系 (t, r, θ, ϕ)に対しても四元運動量 pµ = dxµ/dτ によって定義される (7.4節とそ

の補足を参照)．光子に対しては固有時間 τ を用いることができないので [dτ = ds = 0となるから]，代わり

に (アフィン)パラメーター λを用いる：pµ = dxµ/dλ．pr = dr/dλはパラメーター λの定義と見なされる．

さて，対称性と保存則の関係 (7.4節)を思い出すと，メトリックが時間に依らないことから

m ̸= 0の粒子に対して Ẽ ≡ −p0/m, 光子に対して E ≡ −p0

が保存し，メトリックが ϕに依らないことから

m ̸= 0の粒子に対して L̃ ≡ pϕ/m, 光子に対して L ≡ pϕ

が保存する [gϕϕ = r2 sin2 θ なので，メトリックは r と θ には依存している]．角運動量 pϕ の保存により運動



図 23 (L̃/M)2 > 12のとき 図 24 (L̃/M)2 ≤ 12のとき

は 1つの平面上に拘束される．これを θ = π/2の赤道面に選ぶと，p⃗ · p⃗ = −m2 は

m ̸= 0の粒子に対して

(
dr

dτ

)2

+ Ṽ 2(r) = Ẽ2, Ṽ 2(r) ≡
(
1− 2M

r

)(
1 +

L̃2

r2

)
,

光子に対して

(
dr

dλ

)2

+ V 2(r) = E2, V 2(r) ≡
(
1− 2M

r

)
L2

r2

を与える．[以降の議論は非相対論的力学において，中心対称な場の中を運動する粒子のエネルギーと角運動

量の保存則を用いて，動径の時間変化 dr
dt と軌道

dr
dϕ を調べたのと類似の議論である．]

■軌道のタイプ (p.371～) m ̸= 0の粒子に対する有効ポテンシャル Ṽ 2(r)の概形は図 23，図 24のようであ

る．光子に対する有効ポテンシャル V 2(r)の概形は図 25のようである．ここで上式を τ または λで微分す

ると
d2r

dτ2
= −1

2

d

dr
Ṽ 2(r),

d2r

dλ2
= −1

2

d

dr
V 2(r)

となるから，粒子は Ṽ 2(r)または V 2(r)の小さくなる方に加速される．こうして図 23，図 25における極大

Aは不安定な円軌道に，図 23における極小 Bは安定な円軌道に対応する．また図 23，図 25の点 Cは転回点

に対応し，この高さのエネルギーでは粒子が無限遠からやって来て無限遠に飛び去る運動が起こる (Newton

重力における双曲線軌道に対応する)．さらに図 23，図 25において十分大きなエネルギー Ẽ2, E2 の値を考え

ると，粒子は r = 0に到達し得る．しかし実際にはその前に星の表面に衝突している．

■近日点移動 (p.375～) 円軌道に対して座標時間で測った周期を求めると

P = 2π

√
r3

M

となり，Newton重力での結果と一致する．

相対論では安定な円軌道から少しずれた軌道は近日点移動を示す．太陽に近く相対論的な効果が比較的顕著

に現れる水星に対し，測定された近日点移動の値は，一般相対論によってはじめて説明可能となった．



図 25 概形は L̃の値に依らない

近日点移動を調べよう．軌道は

(
dr

dϕ

)2

=
Ẽ2 −

(
1− 2M

r

) (
1 + L̃2

r2

)
L̃2/r4

によって与えられる．変数 r の代わりに u ≡ 1/r を考え，Newton理論の円軌道における値 u = M/L̃2 から

のずれ y ≡ u−M/L̃2 を導入すると，これは y に対する式(
dy

dϕ

)2

=
Ẽ2 +M2/L̃2 − 1

L̃2
+

2M4

L̃6
+

6M3

L̃4
y +

(
6M2

L̃2
− 1

)
y2

に書き換えられる (ほぼ円軌道の場合を考え，y3 の項を無視した)．解は

y = y0 +A cos(kϕ+B), k =

(
1− 6M2

L̃2

)1/2

という形をとる．よって y，したがって r がもとの値に戻るまでの ϕの変化は 2π と異なり，ある近日点から

∆ϕ =
2π

k
− 2π ≃ 6π

M

r

だけ進んだ方向に次の近日点が来ることになる．最後の近似では非相対論的極限 M/r ≪ 1 を考えて

おり，軌道がほぼ円軌道で ∆ϕ ≪ 1(⇔ M2/L̃2 ≪ 1) としている (この後 p.381 で説明されるように，

M/r ≪ 1⇒M2/L̃2 ≪ 1である)．

■連星パルサー (p.380～) 連星パルサーには近日点 (近星点)移動が大きく，一般相対論の検証に適したもの

がある．実際には星の既知の質量から近星点の移動を計算するのではなく，逆に近星点移動は赤方偏移ととも

に，星の質量や軌道の傾きを求める手掛かりとなる．

■ポスト・ニュートン的重力 (p.381～) 近日点移動は Newton 重力の運動に対する，重力の弱い星の遠方

M/r ≪ 1での相対論的補正という意味でポスト Newton効果と呼べる．ここでM/r ≪ 1は，



• Newton重力の言葉でいえば，重力ポテンシャルの大きさM/r が小さいことを意味する．

• Newton重力での円運動では v2 =M/r だから，運動が遅いことを含意する．

SchwarzschildメトリックはM/r ≪ 1の弱い重力に対して近似的に

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1 +

2M

r

)
dr2 + r2dΩ2

となる．一方，Newton重力を再現するメトリックは

ds2 =− (1 + 2ϕ)dt2 + (1− 2ϕ)(dx2 + dy2 + dz2)

=−
(
1− 2M

r̄

)
dt2 +

(
1 +

2M

r̄

)
(dr̄2 + r̄2dΩ2)

(
∵ ϕ = −M

r̄

)
となる．M/r,M, r̄ のとき近似的にこれらが一致するためには，Newton重力を再現するメトリックを持つ球

座標 r̄ が Schwarzschild座標 r と
r̄ = r −M

によって関係付けられていれば良い．

■重力による光の屈折 (p.383～) 光子の軌道は

dϕ

dr
=

1

r2
[

1
b2 −

1
r2

(
1− 2M

r

)]1/2
によって与えられる (b ≡ L/E は衝突パラメーター)．変数 rの代わりに u ≡ 1/rを考え，y ≡ u(1−Mu)を

導入すると，Mu≪ 1のときこれは

ϕ = ϕ0 +
2M

b
+ arcsin(by)− 2M

(
1

b2
− y2

)1/2

を解に持つ (ϕ0 は入射方向)．ここから光は軌道全体で ∆ϕ = 4M/bだけ曲げられることが分かる．

Newton理論においても粒子は重力によって曲げられるため，光子もまた曲げられると考えられる．しかし

Newton理論による計算では屈折角は 2M/bであり，一般相対論の予言する値の半分となる．これは Newton

理論を決めるメトリックが g00 = −(1− 2M/r)であるのに対し，一般相対論では grr = 1 + 2M/r も同じだ

け平坦な場合からずれていることと関係している．

■重力レンズ効果

• われわれが空を見たときには重力レンズ効果による二重像は見えないが，
高性能の望遠鏡で宇宙のより遠くを観測したときには，

銀河団に光を曲げられ，望遠鏡の位置に多重像を生み出すような銀河の集団が，

重力源となる銀河団のさらに向こうに存在する可能性が高い．

– 多重の像を認識できるほど銀河団による光の屈折角は大きい．

• 重力レンズの増光作用により遠方の天体を観測できるため，初期の宇宙を調べられる．
• 重力レンズ効果を観測すると，それを引き起こすダークマターが存在することが分かる．
• 重力レンズ効果を引き起こすダークな恒星質量程度の天体があるらしいが，
その正体は 2010年時点では謎である．



11.1について

■V 2(r), Ṽ 2(r) の概形 (図 11.1–3(p.372,p.374)) と極値を与える r の値 (11.17) について ρ ≡ r/M,Λ ≡
L̃/M と無次元化すると (光子に対しては Λ ≡ L/M)

Ṽ 2 =

(
1− 2

ρ

)(
1 +

Λ2

ρ2

)
, V 2 =

(
1− 2

ρ

)
Λ2

ρ2

であり，これに対して

d

dρ
Ṽ 2 =

2

ρ3
(ρ2 + Λ2ρ+ 3λ2),

d

dρ
V 2 =

2Λ2

ρ4
(3− ρ)

となることから分かる．

■最小の円軌道半径 (11.19)について 図 11.1(p.372)の点 Bに対応する安定な円軌道の半径

ρ ≡ r

M
=

Λ2

2

(
1 +

√
1− 12

λ2

)

は Λ ≡ L̃/M の減少に伴って減少する．

■「軌道は r = 2M を通り抜けて決してもどってこない」(p.374下から 3行目)について 非相対論的力学に

おいて r → 0とすると遠心力ポテンシャルの寄与が効いてきて，粒子は r = 0に到達できないのとは事情が

異なっている．

■「その半径 Rは 2M より大きく」(p.375，l.2)について Buchdahlの定理 (p.351)より R > 9
4M > 2M

である．

■「(安定な)円軌道」(p.375，l.5)について 半径の式 (11.17)の複号のいずれに対しても，それを平方する

ことで，もととなる式 (11.20)が得られるから，円軌道の周期の計算結果 (11.25)は理論的には不安定な円軌

道に対しても正しい．

■式 (11.21)について 左辺を Ẽ → Ẽ2 と訂正する．

■「ニュートン理論での円軌道は，u =M/L̃2」(p.378，l.2)について 非相対論における式

L̃ = r2ϕ̇, mrϕ̇2 =
Mm

r2

から ϕ̇を消去すると

u ≡ 1

r
=
M

L̃2

を得る．

■相対論的な軌道の式 (11.34–36)について 非相対論的な式 (11.31)の右辺に

2Mu3 = 2M

(
y +

M

L̃2

)3

≃ 6y2
M2

L̃2
+ 6y

M3

L̃4
+

2M4

L̃6



を加えて式 (11.34)を得る．ただし式 (11.34)右辺における y の係数は 6M3/L̃2 → 6M3/L̃4 と訂正しなけれ

ばならないと考えられる．

式 (11.34)の右辺を平方完成しよう．

6M3

L̃4
y +

(
6M2

L̃2
− 1

)
y2

=
6M3

L̃4
y − k2y2

(
k ≡

(
1− 6M2

L̃2

)1/2

: (11.36)

)

=− k2
(
y − 3M3

k2L̃4

)2

+ k2
(
3M3

k2L̃4

)2

=− k2(y − y0)2 + k2y 2
0

(
y0 ≡

3M3

k2L̃4

)
に注意して式 (11.34)を両辺 k2 で割ると(

dy

d(kϕ)

)2

=

{
1

k2

(
Ẽ2 +M2/L̃2 − 1

L̃2
+

2M4

L̃6

)
+ y 2

0

}
− (y − y0)2 = A2 − (y − y0)2,

A ≡1

k

(
Ẽ2 +M2/L̃2 − 1

L̃2
+

2M4

L̃6
+ k2y 2

0

)

となる (y0, Aの表式 (11.36)はこのように訂正されると考えられる)．これは y = y0+A cos(kϕ+B):(11.35)

とすると満たされる．

■式 (11.52)の第 2式について 逐次代入により

u =
y

1−Mu
≃ y(1 +Mu) ≃ y{1 +My(1 +Mu)} = y(1 +My) +O(M2u2)

とすれば良い．

■式 (11.53)について

dϕ

du
=

dϕ

dy

dy

du
=

dϕ

dy
(1− 2Mu) ≃ dϕ

dy
(1− 2My),

1(
1
b2 − u2 + 2Mu3

)1/2 ≃ 1
1
b2 − y2

を等置して，
dϕ

dy
≃ 1

1− 2My

1
1
b2 − y2

≃ 1 + 2My
1
b2 − y2

: (11.53)

を得る．

■式 (11.54)について

ϕ = b

∫
1 + 2My√
1− (by)2

dy

において by = sin ξ とおくと

b

∫
dy√

1− (by)2
=

∫
dξ = arcsin(by) + const.



であり，1− (by)2 = Y とおくと

2Mb

∫
ydy√

1− (by)2
= −M

b

∫
dY√
Y

= −2M
(

1

b2
− y2

)1/2

+ const.

なので

ϕ = arcsin(by)− 2M

(
1

b2
− y2

)1/2

+ const.

となる．y → 0のとき ϕ→ ϕ0 となるように積分定数を定めると式 (11.54)を得る．

■「式 (11.22)で dr/dλ = 0とおき」(p.384，l.17)について 式 (11.12)の誤りである．

11.2 地平面の性質

■座標特異領域 (p.390～) Schwarzschild座標では r = 2M のときメトリック grr =
1

1−2M/r の分母がゼロ

になる．[座標に依らない]幾何学的意味を調べ，この特異性が幾何学それ自体によるのか，座標の質が悪いこ

とによるのかを考える．

■落下粒子 (p.391～) r = R(≥ 2M)から r = 2M の面に，動径沿いにまっすぐ落下する粒子を考える．簡

単のため Ẽ = 1の場合を考えると，落下に要する固有時間 ∆τ は(
dr

dτ

)2

=
2M

r
, ∴ ∆τ = −

∫ 2M

R

dr

(2M/r)1/2
=

2M

3

[( r

2M

)3/2]R
2M

より有限である [これが座標系に依らない幾何学的性質に当たる]．一方，r = 2M の近くを考えて ε ≡
r − 2M(≥ 0)とおくと，対応する座標時間は

dt

dτ
=U0 = g00U0 = g00

p0
m

= g00(−Ẽ) =

(
1− 2M

r

)−1

Ẽ =

(
1− 2M

r

)−1

, (∵ Ẽ = 1)

∴ dt =
dτ

1− 2M
r

=
dr(

1− 2M
r

) (
2M
r

)1/2 =
−(ε+ 2M)3/2dε

(2M)1/2ε

となって，ε→ 0とすると発散する．これは座標時間の質が悪いことを意味する．

■r = 2M の内側 (p.392～) 次に r = 2M の内側を考えて ε ≡ 2M − r(≥ 0)とおくと [εは微小でなくても

良い]，Schwarzschildメトリックは

ds2 =
ε

2M − ε
dt2 − 2M − ε

ε
dε2 + (2M − ε)2dΩ2

で与えられる．よって r = 2M の内側では

• r が変化して得られる座標曲線は時間的世界線 (線に沿って ds2 < 0)

• tが変化して得られる座標曲線は空間的世界線 (線に沿って ds2 > 0)

となり，やはり座標の質が悪い．

落下粒子は時間的世界線をたどらなければならないから，r = 2M の内側ではたえず r が変化し，r = 0に

到達する．また r = 0は r = 2M の内側のあらゆるヌル世界線の未来にあるから，光子もまた r = 0に戻さ

れる*9．r = 2M を Schwarzschild地平面と呼ぶ．

*9 このことは Kruskal-Szekeres座標を用いた座標図 (図 11.11(p.396))において明らかになる．



図 26 Schwarzschild座標で見た粒子の世界線と局所的光円錐

■座標系 (p.393～) Schwarzschild座標の座標図では，各点での光円錐の傾き dt/dr は

0 = ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2, ∴ dt

dr
= ± 1

1− 2M
r

なので (dθ = 0, dϕ = 0)，遠方で ±1であり，r が 2M に近づくにつれて傾きは急になり，r → 2M のとき

±∞となる．粒子の世界線は光円錐の内側を通るので，その傾きはより急である．これが，粒子が面 r = 2M

に達するのに無限大の座標時間を要することの幾何学的描像である (図 26参照)．

実は地平面は時空の一点であり，Schwarzschild座標の質の悪さはこれを線 r = 2M,−∞ < t <∞に引き
のばしていることに由来している．

■クルスカル-スゼッケル座標 (p.394～) Kruskal-Szekeres座標 u, v は，座標図上での局所的な光円錐の傾

きが時空点の位置に依らないような座標であり，

(u, v) =


( r

2M
− 1
)1/2

er/4M
(
cosh

t

4M
, sinh

t

4M

)
(r > 2M)(

1− r

2M

)1/2
er/4M

(
sinh

t

4M
, cosh

t

4M

)
(r < 2M)

によって定義される．実際，Kruskal-Szekeres座標 u, v を用いた場合の球対称時空のメトリックは

ds2 = −32M3

r
e−r/2M (dv2 − du2) + r2dΩ2

によって与えられ，座標図上の局所的光円錐の傾き dv/duは

ds2 = 0 ⇒ dv = ±du

より ±1となる．ただし ds2 の式における r は( r

2M
− 1
)
er/2M = u2 − v2

によって，uと v を用いて表されているものと見る．

Kruskal-Szekeres座標 u, v での座標図は図 27のようである (θ と ϕは一定として省略してある)．

• r = (一定)の線



図 27 Kruskal-Szekeres座標 u, v での座標図

– 領域 Iの r = (一定) > 2M の線要素は ±1より急な傾きを持ち，空間的．
– 領域 IIの r = (一定) < 2M の線要素は ±1より緩やかな傾きを持ち，時間的．

• t = (一定)の線

– 原点を通る直線となる*10．

• 粒子の世界線は ±1よりも急な傾きを持つから，
r > 2M の領域 Iから r < 2M の領域 IIに入ると再び戻ることはなく r = 0の線に達する．

– r = 0は“点”であるが，それは特異領域であり次元を考えることはできないから，

r = 0が線で表されていることは問題ない．

– その境界線 r = 2M, t =∞が地平面である．
(r, t)時空図ではこれが r = 2M,−∞ < t <∞に引きのばされている．

• 物体は有限の固有時間で地平面に達する．
しかし固有時間の一定間隔ごとに物体が電波を出すと，

それを遠方で受け取るとき長い座標時間に引きのばされるので，

遠方の観測者は物体が地平面に到達するまでに無限の時間がかかると結論する．

*10 直線の式は
v/u = tanh(t/4M) (r > 2M)

で与えられる．



11.2について

■Kruskal-Szekeres座標でのメトリックの式 (11.67)の確認 r > 2M のとき式 (11.65)より

du =
er/4M

4M

{
r/2M√

(r/2M)− 1
cosh(t/4M)dr +

√
(r/2M)− 1 sinh(t/4M)dt

}
,

dv =
er/4M

4M

{
r/2M√

(r/2M)− 1
sinh(t/4M)dr +

√
(r/2M)− 1 cosh(t/4M)dt

}
なので

du2 − dv2 =
er/2M

(4M)2

[
(r/2M)2

(r/2M)− 1
dr2 − {(r/2M)− 1}dt2

]
=
er/2M

(4M)2
r

2M

[
1

1− (2M/r)
dr2 − {1− (2M/r)}dt2

]
を得る．

一方，r < 2M のとき式 (11.66)より

du =
er/4M

4M

{
− r/2M√

1− (r/2M)
sinh(t/4M)dr +

√
1− (r/2M) cosh(t/4M)dt

}
,

dv =
er/4M

4M

{
− r/2M√

1− (r/2M)
cosh(t/4M)dr +

√
1− (r/2M) sinh(t/4M)dt

}
なので

du2 − dv2 =
er/2M

(4M)2

[
− (r/2M)2

1− (r/2M)
dr2 + {1− (r/2M)}dt2

]
=
er/2M

(4M)2
r

2M

[
1

1− (2M/r)
dr2 − {1− (2M/r)}dt2

]
を得る．

以上より r > 2M, r < 2M のいずれに対しても Schwarzschildメトリックの式 (11.1)は，Kruskal-Szekeres

座標 u, v を用いた式 (11.67)に書き換えられる．

11.3 一般のブラックホール

■ブラックホール形成の一般論 (p.398～)

• 現実にはブラックホールは物質の完全に球対称な重力崩壊によって形成されるのではなく，
複雑で動的な状況で形成され，形成後も系のダイナミクスに関与する．

• 事象の地平面とは，
時空中にある，遠方の観測者と交信可能な事象点と交信不可能な事象点の境界のことである．

– 地平面は「時空」の境界であって，ある時刻に定義される空間の中の境界ではない．

• 地平面の定義により，
その上から放出された光子は無限遠に到達することも地平面の内部に落下することもできないから，

境界上のヌル曲線は永遠に地平面上に存在する．



図 28 球対称崩壊の概略的な時空図 図 29 局所的捕捉面と本当の地平面

• 球対称星が崩壊してブラックホールが形成される過程で，
図 28の光子 (c)以降に放出された光子は永久に地平面に閉じ込められる．

このとき光子 (c)の軌跡が地平面を表すヌル曲線となる．

これは地平面が半径ゼロから 2M まで成長することを意味する．

• ガスの落下によりブラックホールの質量がM0 からM1 に増大したとする．

このとき球面 r = 2M0 ははじめ事象の地平面のように見えるが，

r = 2M0 を形成していたヌル光線はガスの落下後には r = 2M1 の内側にあるため，

特異点に向かって落下していく．

本当の地平面は最終的に r = 2M1 の位置にくるヌル光線で構成されており，

これはガスの落下前に r = 2M0 の球面からゆっくりと離れていく光線であった (図 29参照)．

このように本当の地平面を知るには，時空の未来すべてを知り，

捕捉される領域と捕捉されない領域の境界をたどるしかない．

しかしそれは不可能である．

そこで代わりに，ある時刻において外向きのヌル光線が広がっても収縮してもいかない 2次曲面である

「局所的捕捉面」を定義する．

■ブラックホールの一般的性質 (p.402～)

1. 孤立したブラックホールは定常状態になる．

定常的な真空のブラックホールは，全質量M と全角運動量 J だけで特徴付けられる．

唯一の定常な真空ブラックホールは Kerr解である．

2. ブラックホールが真空中にない場合には，電荷 Q，磁気単極子モーメント F も持ち得る．

3. ほぼ球対称な重力崩壊では Kerrブラックホールが後に残されると考えられる．

4. ブラックホールを含んだいかなる動的過程においても，

すべての地平面の面積の総和は時間とともに減少することはない (Hawkingの面積定理)．

→ ブラックホールの合体は可能だが，分裂は不可能．

• 定理の仮定は物質の局所的なエネルギー密度 (ρ)が正であることだけである．



• 定理とエントロピー増大則の類似性
→ ブラックホールは自然な形で熱力学に組み込まれる．

5. 地平面内には曲率の特異点が存在する．

これは一般相対性理論の適用限界を示しており，量子重力理論によって解消されると考えられている．

6. 漸近的平坦時空の特異的でない初期条件から出発すると，

地平面の外部にある特異点 (裸の特異点)は生まれないことを，Penroseは仮説として唱えている．

ビッグバンは裸の特異点である．

■カー・ブラックホール (p.406～) Kerrブラックホールは角運動量の周りに軸対称であり，Boyer-Lindquist

(ボイヤー-リンキスト)座標 (t, r, θ, ϕ)を用いると，そのメトリックは

ds2 =− ∆− a2 sin2 θ
ρ2

dt2 − 2a
2Mr sin2 θ

ρ2
dtdϕ+

(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

ρ2
sin2 θdϕ2 +

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2,

a ≡J/M, ∆ ≡ r2 − 2Mr + a2, ρ2 ≡ r2 + a2 cos2 θ

によって与えられる．メトリックは対称軸周りの角 ϕと座標時間 tに依らないことが見て取れる．角運動量が

ゼロのとき (a ≡ J/M = 0)，これは Schwarzschild時空の式

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 + r2(sin2 θdϕ2 + dθ2) +

1

1− 2M
r

dr2

になる．

■慣性系の引きずり (p.407～) Kerrメトリックに対して gtϕ はゼロでない値を持つから，質量 m ̸= 0の粒

子に対して

pt ≡ m dt

dτ
= gttpt + gtϕpϕ, pϕ ≡ mdϕ

dτ
= gϕϕpϕ + gϕtpt

である．ところでメトリックは ϕに依存しないから，粒子の角運動量 pϕ は保存する［7.4節］．そこで無限遠

から一直線に落ちてくる粒子 (pϕ = 0)を考えると，

dϕ

dt
=
pϕ

pt
=
gϕt

gtt
≡ ω(r, θ)

となる．これは粒子が重力に“引きずられ”，ゼロでない角運動量を獲得することを意味する．［このように

pϕ = 0と dϕ/dt ̸= 0は矛盾しない．］

■エルゴ領域 (p.409～) gtt > 0となる領域はエルゴ領域と呼ばれ，そこでは強い引きずりが起こる [エルゴ

領域の名前の由来 (定義)は p.415 (ペンローズ過程)参照]．この点を見るために，赤道面 θ = π/2上で r = (

一定)の円に沿って放出された光子を考えると，

0 = ds2 = gttdt
2 + 2gtϕdtdϕ+ gϕϕdϕ

2,
dϕ

dt
= − gtϕ

gϕϕ
±

√(
gtϕ
gϕϕ

)2

− gtt
gϕϕ

となる．これは特に gtt = 0となる位置では

dϕ

dt
= 0,−2 gtϕ

gϕϕ



を与える．［gϕϕ > 0であり (本稿次節で確認)，gtϕ は aと異符号だから，］第 2の解 dϕ
dt = −2 gtϕgϕϕ

は光子がブ

ラックホールの回転と同じ方向に引きずられることを表し，第 1の解 dϕ
dt = 0はブラックホールの回転と“逆

向きに”放出された光子が動かないことを意味する．gtt > 0となる領域では［2解はいずれも aと同符号だ

から］，光子は (したがって質量を持つ粒子も)ブラックホールと同じ向きに回転しなければならない．

note 以上の結果は議論の進め方より，

ds2 = gttdt
2 + 2gtϕdtdϕ+ gϕϕdϕ

2 + grrdr
2 + gθθdθ

2

という形のメトリックを持つ軸対称な重力場一般に成り立つと考えられる．

Kerr解の場合，エルゴ領域は
r ≤ r0 ≡M +

√
M2 − a2 cos2 θ

で与えられる．r = r0 はエルゴ球と呼ばれる．

■カー・ブラックホールの地平面 (p.410～) Kerr解の場合の地平面は grr =∞となる半径

r = r+ ≡M +
√
M2 − a2

である (証明は行わない)．よって r+ ≤ r0 であり，等号は極 θ = 0, π に対して成り立つ．

地平面 r = r+ では

dt = 0, dr = 0, grr =∞ ⇔ ∆ = 0

なので，地平面は

dl2 =
(r 2

+ + a2)2

ρ2
sin2 θdϕ2 + ρ2dθ2

で与えられる内在的メトリック (γij)を持つ．よって地平面の表面積は

A =

∫
dϕdθ

√
|γij | =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ(r 2
+ + a2) sin θ = 4π(r 2

+ + a2)

と計算される．

■カー・メトリックの赤道面での光子の運動 (p.411～) Kerr解に対して，無限遠から一直線に落ちてくる粒

子の引きずりによる角速度 ω = gϕt

gtt :(11.77)右辺におけるメトリックの反変成分を調べると，

ω =
2Mra

(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

となる．これは常に (分母が正だから［本稿次節で確認］)ブラックホールの角運動量 a ≡ J/M と同じ符号を

持ち，また r の大きなところで r−3 のように小さくなる．

Kerr時空の赤道面 θ = π/2を運動する pθ = 0の光子に対して p⃗ · p⃗ = 0を書き下すと(
dr

dλ

)2

=
(r2 + a2)2 − a2∆

r4
(E − V+)(E − V−),

V±(r) =

[
ω ±

(
ω2 − gϕϕ

gtt

)1/2
]
L =

2Mra± r2∆1/2

(r2 + a2)2 − a2∆
L



図 30 教科書の図 11.13(p.413)を改変 図 31 教科書の図 11.14(p.416)を改変

となる．aL > 0 (光子の角運動量 L がブラックホールの角運動量 a = J/M と同じ向き) の場合，V±(r) の

概形は図 30のようであり，運動は (dr/dλ)2 > 0となる E > V+ または E < V− の領域でのみ可能である．

E > 0を持つ粒子は V+ の頂上にぶつかる場合，無限遠に引き返し，V+ の頂上を超える場合，ブラックホー

ルの中に落ち込んでいく．

次に E < V− を持つ光子を考える．Lorentz系に対して，あらゆる既知の粒子のエネルギーは正の値を持つ

[自由粒子を考えている]．負のエネルギーを持つのは，時間を過去にさかのぼる粒子に対してである．と言う

のも，そのような粒子に対して四元運動量は p⃗ → −p⃗と変化するので，速度 U⃗ を持つ観測者が測ったエネル

ギーは −U⃗ · p⃗→ U⃗ · p⃗と符号が逆になるから [観測者の速度は U⃗ → −U⃗ と反転しない]．さて，地平面近くの

粒子の経路に対しても，適当な観測者 U⃗ の測るエネルギー −p⃗ · U⃗ は正であることが要求される．そこで例え
ば一定の r を保ち，粒子の角速度 ω で回転する観測者が測るエネルギー

EZAMO = −gϕϕ
D

(E − ωL) ただし D ≡
∣∣∣∣gtt gtϕ
gtϕ gϕϕ

∣∣∣∣ : (11.87)
が正である条件 E > ωLを考えると，これは E < V− の粒子に対しては満たされないことが分かる (E = −pt
は [Kerrメトリックを持つ座標系におけるエネルギーであり，光子の軌道に沿って保存されるので，]「無限遠

で静止した観測者に対するエネルギー」(p.414，l.21)である)．

■ペンローズ過程 (p.415～) aL < 0 (粒子の角運動量 Lがブラックホールの角運動量 a = J/M と逆向き)

の場合，V±(r) の概形は図 31 のようになるので，運動可能領域 E > V+, E < V− のうち地平面の近くの観

測者に対するエネルギーが正となる E > V+ の領域は，E < 0 となり得る範囲 r < r0 を含むことになる．

r < r0 がエルゴ領域と呼ばれるのはこのためである (“エルゴ”はギリシャ語でエネルギーを意味する)．

粒子がエルゴ領域で 2個の光子に分裂したとすると，そのうち一方はエネルギー E < 0を持ち得る．この

ときエネルギー保存則によりもう一方は E > 0 を持つ．aL < 0 の場合には，V±(r) の概形 (図 31) により

E < 0の光子は r < r0 に留まるのに対し，E > 0の光子は r > r0 へ抜け出し得る．するとこの Penrose過

程において，ブラックホールのエネルギーは減少する．

• クェーサーのジェットは Penrose過程で放出された荷電粒子かもしれない．

• Penrose過程は Kerrブラックホールに限らず，エルゴ領域が存在すればいつも起こる．

• エルゴ領域を持つ星の不安定性



星の持つエルゴドロイド〔ドーナツ状のエルゴ領域〕に捕捉された重力波は負のエネルギーを持つ．

しかし波というのは完全には局在せず，正のエネルギーを持って外にもれ出す．

これによりエルゴ領域の波は強くなり (絶対値のより大きな負のエネルギーを持ち)，

無限遠に逃げる波の振幅もまた増大する．

波は角運動量を持ち去るので，星の回転は減速し，いずれエルゴ領域は消失する．

• Kerrブラックホールの安定性

一方，Kerrブラックホールの場合，エルゴ領域の波は無限遠に逃げるだけでなく，

地平面を抜けてブラックホールの中へも伝わることができる

(r+ ≤ r0，r = r+：地平面，r = r0：エルゴ球)．

Kerrブラックホールが安定なのはこのためと考えられる．

11.3について

■Dの式 (11.89)の確認

D =

(
−∆− a

2 sin2 θ

ρ2

)
(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

ρ2
sin2 θ −

(
−a2Mr sin2 θ

ρ2

)2

=
sin2 θ

ρ4
[(a2 sin2 θ −∆){(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ} − 4a2M2r2 sin2 θ]

の最右辺において，sin2 θの係数

a2(r2 + a2)2 + a2∆2 − 4a2M2r2

=a2(r2 + a2)2 + a2(∆+ 2Mr)(∆− 2Mr)

=a2(r2 + a2)2 + a2(r2 + a2)(r2 − 4Mr + a2)

は

2a2(r2 + a2)∆

=a2(r2 + a2)(r2 − 2Mr + a2) + a2(r2 + a2)(r2 − 2Mr + a2)

=a2(r2 + a2)2 + a2(r2 + a2){(−2Mr) + (r2 − 2Mr + a2)}

に一致する．よって Dの式の [· · · ]内は

−a4∆ sin4 θ + 2a2(r2 + a2)∆ sin2 θ −∆(r2 + a2)2

であり，これは

−∆ρ4 =−∆(r2 + a2 − a2 sin2 θ)2

=−∆{(r2 + a2)2 − 2a2(r2 + a2) sin2 θ + a4 sin4 θ}

に等しいから

D =
sin2 θ

ρ4
(−∆ρ4) = −∆ sin2 θ : (11.89)

を得る．



■「この分母は式 (11.72)より，至るところで正だから」(p.412，l.3)について

(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ ≥(r2 + a2)2 − a2∆
=r4 + r2a2 + 2Mra2 (∵ ∆ ≡ r2 − 2Mr + a2 : (11.72))

≥0.

■式 (11.91)の確認

0 = gµνpµpν = gttp 2
t + grrp 2

r + gθθp 2
θ + gϕϕp 2

ϕ + 2gtϕptpϕ

において

pt = −E, grrp 2
r = grrp

r2 = grr

(
dr

dλ

)2

, pθ = 0, pϕ = L

とおくと

gttE2 + grr

(
dr

dλ

)2

+ gϕϕL2 − 2gtϕEL = 0

となるので dr/dλの式 (11.91)を得る．

■V±(r)の式 (11.94),(11.95)の確認 式 (11.94)の V±(r)に対して

V+ + V− = 2ωL, V+V− =
gϕϕ
gtt

L2

となるので (E − V+)(E − V−)は式 (11.91)最右辺の [· · · ]内に一致する．
ここで式 (11.94)の

ω2 − gϕϕ
gtt

=
(2Mra)2 − {(r2 + a2)2 − a2∆}(∆− a2)

{(r2 + a2)2 − a2∆}2

において，
(r2 + a2)2 − a2∆ = r4 + r2a2 + 2Mra2, ∆− a2 = r2 − 2Mr

より

(2Mra)2 − {(r2 + a2)2 − a2∆}(∆− a2)

=r4

{(
2Ma

r

)2

−
(
r2 + a2 +

2M

r
a2
)(

1− 2M

r

)}
=− r4(r2 + a2 − 2Mr)

=− r4∆

となることに注意すると，式 (11.95)へと書き換えられる．

■「それがエルゴ球の位置 r0 = 2M であることは容易にわかる」(p.413，l.15,16)について エルゴ球の位置

(11.80)は θ = π/2に対して r0 = 2M となる．一方，式 (11.95)の V− がゼロになる条件

∆1/2 =
2M

r
, ∴ r4 − 2Mr3 + a2r2 − 4M2a2 = 0

は r = r0 = 2M を解に持つ．



■「どちらの曲線も地平面で aL/2Mr+ ≡ ω+Lという値をもつ」(p.413，l.16～p.414，l.1)について

V±(r+) =
2Mr+a

(r 2
+ + a2)2

L

の右辺における L の係数は，ω の式 (11.90) において r = r+(したがって ∆ = 0) とおいたものに等しい：

V±(r+) = ω+L．また r+ は∆ = r2 − 2Mr + a2 をゼロにする r の値なので

r 2
+ + a2 = 2Mr+

であることに注意すると，V±(r+) = aL/2Mr+ と書き換えられる．

■「彼が四元速度 U0 = A,Uϕ = ωA,Ur = Uθ = 0をもつことは容易にわかる」(p.414，1番下～p.415，l.1)

について

U0 =
dt

dτ
≡ A, Uϕ =

dϕ

dt

dt

dτ
= ωA, Ur =

dr

dτ
= 0, Uθ =

dθ

dτ
= 0.

また

−1 = U⃗ · U⃗ =gtt(U
0)2 + 2gtϕU

0Uϕ + gϕϕ(U
ϕ)2

=(gtt + 2gtϕω + gϕϕω
2)A2

=
1

gϕϕ
{gttgϕϕ − (gtϕ)

2}
(
∵ ω = − gtϕ

gϕϕ
: (11.88)

)
=
D

gϕϕ
(∵ D = gttgϕϕ − (gtϕ)

2 : (11.87))

なので「A = gϕϕ/(−D)」(p.415，l.2)と定まる．ここで式 (11.71)の gϕϕ は正であり (これは ω の式 (11.90)

の分母が常に正であることとして確認済みである)，式 (11.89)より D = −∆なので「Aは正定値」(p.415，

l.6)である．

11.4 天文学における現実のブラックホール

■恒星質量ブラックホール (p.420～)

• 連星系に属するブラックホールは，相手の星のガスを降着させ，X線を放出するのに対し，

重い星の重力崩壊で形成された孤立したブラックホールは発見することが難しい．

• ブラックホールと中性子星を見分けるのに，質量と脈動を用いる．
– 降着する天体が X線で定常的な周期の脈動をしていれば，

それはパルサーであってブラックホールではない．

– 降着天体の推定質量が 5M⊙ を大きく超えるようであれば，それはブラックホールと考えられる．

• ブラックホールの候補．Cyg X-1(10M⊙ 程度)，M33 X-7(70M⊙)．

• たいていの天文学者は超新星爆発でブラックホールが生まれると考えている．

■超大質量ブラックホール

• われわれの銀河中心には 4.3× 106M⊙ の超大質量ブラックホールがある．

• ブラックホールは銀河形成の過程と関連しているようであるが，
その関連性がどのようなものかは明らかにはなっていない．



• クェーサー現象は，典型的には 109M⊙ 程度のずっと重いブラックホールへ

ガスが降着することで起きると考えられている．

• 銀河中心のブラックホール質量と，
銀河中心部の星 (銀河のバルジと呼ばれる)の速度分散の間には高い相関がある．

ブラックホールの質量が大きいほど速度も大きい．

• ブラックホールは他のブラックホールとの合体により大きくなると考えられる．

■中間質量ブラックホール (p.424) 100～104M⊙ 程度の質量のブラックホールを中間質量ブラックホールと

呼ぶ．天文学者は，初代の星形成の時代に作られたと考えられる中間質量ブラックホールを重点的に探して

きた．

■動的ブラックホール

• ブラックホールが他のブラックホールや星と衝突する場合は非常に動的なものとなる．
• 一般相対性理論に基づく数値シミュレーションにより，
ブラックホールの合体に関して信頼できる可能性を出せるようになった．

初期状態の非対称性により，合体において放出される重力波は特定の方向に運動量を運び出し，

ブラックホールは反対方向に反跳される．

これはキックと呼ばれ，ブラックホールは星の集団や渦状銀河の中心から放出される．

11.5 ブラックホールによる量子力学的輻射放出：ホーキング過程

Hawkingはブラックホールの近くの電磁場に量子力学を適用し，ブラックホールはエネルギーを連続的に

放射していることを示した．これに対する初等的な“もっともらしい議論”を与えよう．場の量子論によれ

ば，真空では光子対 (エネルギー ±E)が対生成し，エネルギー保存則を破る．しかしこれは ∆t = ℏ/(2∆E)

以下の短い時間の後に対消滅するため，エネルギー保存則は大きなスケールでは厳密に成り立っている．さ

て，一方が E(≥ 0)，他方が −E のエネルギーを持つ光子対が地平面のすぐ外側で作られると，負エネルギー
光子は時間 ℏ/(2E)が経つ前に地平面の中に入る可能性がある．このとき負エネルギー光子はいったん地平面

の中に入ると自由に伝播することができ，正エネルギー光子は無限遠に逃げられる．これがブラックホールか

らの輻射を成す．

• 負エネルギー光子が地平面内を自由に伝播できること
簡単のために Schwarzschildメトリックを考える．

地平面内を光子が伝播できるためには，地平面内 r < 2M の観測者

U⃗ = (0, Ur, 0, 0)

(
U⃗ · U⃗ = −1 ⇒ Ur = −

(
2M

r
− 1

)1/2
)

が観測する光子のエネルギー

−p⃗ · U⃗ = −
(
2M

r
− 1

)−1/2

pr

が正，したがって pr < 0でなければならない．



ところが動径方向に運動するゼロ角運動量 L = 0の光子に対して E = ±pr なので (式 (11.12)参照)，

この条件 pr < 0は E〔Schwarzschild座標におけるエネルギー −p0〕の符号に制約を与えない．
よって E < 0の光子は地平面内を自由に伝播できる．

• ブラックホールの放射する光子のエネルギー
はじめ地平面付近 r = 2M + ε(ε > 0)に瞬間的に静止していた観測者

U⃗ = (U0, 0, 0, 0),(
U⃗ · U⃗ = −g00U 2

0 = −1 ⇒ −U0 =

(
− 1

g00

)1/2

=

(
1− 2M

r

)1/2

≃
( ε

2M

)1/2)

が地平面に落下する固有時間は ∆τ ≃ 2(2Mε)1/2 なので，この系に対する光子のエネルギーは

E =
ℏ
∆τ

=
ℏ
2
(2Mε)−1/2

である．

これを −p⃗ · U⃗ = −g00p0U0 と等置すると，光子の軌道上の保存エネルギー，

したがって無限遠にとどいたときに測定されるエネルギー〔Schwarzschild座標におけるエネルギー〕は

E ≡ −p0 =
h

8πM

となる．

これはブラックホールを温度

T =
h

8πkM
(k : Boltzmann定数)

の黒体としたときの黒体放射に特徴的なスペクトルとよく合っている．

• Penrose過程との違い

Hawking過程は

– エルゴ領域を持たないブラックホールでも起こる

– 不安定的な暴走を起こさない

という点で Penrose過程と異なる．

• ブラックホールの輻射率は，

地平面の表面積 A = 16πM2 (式 (11.85)で a = 0とおく),

ブラックホールの温度 T =
h

8πkM

に対して AT 4 に比例するので，これはM−2 に比例する．

よって dM
dt ∼M

−2 であり，ここからブラックホールの寿命は τ ∼M3 となる．

これが宇宙の年齢 1010 に収まるには，ブラックホールの質量はM ≲ 1012kgでなければならない．

これは太陽質量 (∼ 1030kg)に比べて小さいけれど，

宇宙のごく初期には 1012kgのブラックホールができる可能性がある．

1012kgのブラックホールの温度は 1011Kで〔T = h
8πkM〕，主に γ 線を放出する．

しかし観測される γ 線バーストは，ブラックホールの蒸発によるものと考えるには明るすぎる．



• Hawkingの議論は光子の伝播が時空を変化させないことを仮定しており，

典型的な光子のエネルギー E に対して E ≪M が満たされるときにのみ正しい．

• 重力と熱力学の統一
Schwarzschildブラックホールに対して

質量M はそのエネルギー E，TH = ℏ/(8πkM)はその温度なので，

A = 16πM2, ∴ dM =
ℏ

8πkM
d

(
kA

4ℏ

)
は S = kA/4ℏをエントロピー S とする解釈の下で，熱力学第一法則

dE = THdS

を表す．

このとき Hawkingの面積定理 dA
dt ≥ 0は熱力学第二法則 dS

dt ≥ 0と見なせる．

• ブラックホールからの輻射は，地平面の形成の際に，
古典的な描像では消し去られた情報を運ぶことができるかもしれない．

11.5について

■系の落下時間 (11.100),(11.101)について 式 (11.59):dτ = dr
Ẽ2−1+ 2M

r

に一定値 Ẽ2 = 1− 2M
2M+ε を代入す

ると，式 (11.100):

∆τ = −
∫ 2M

2M+ε

dr(
2M
r −

2M
2M+ε

)1/2
を得る．この積分は

∆τ =

(
2M + ε

2M

)1/2 ∫ 2M+ε

2M

r1/2dr

(2M + ε− r)1/2

=2

(
2M + ε

2M

)1/2 ∫ √
ε

0

(2M + ε−X2)1/2dX (X ≡ (2M + ε− r)1/2)

=2{1 +O(ε)}{(2Mε)1/2 +O(ε3/2)}

=2(2Mε)1/2 +O(ε3/2) : (11.101)

と評価できる．

■「揺らぎの時間 ℏ/E」(p.428，l.2)について ℏ/2
E となっていない．因子 1/2の違いは結論 (11.104)の数係

数に影響する．

■E の式 (11.104)について E = E · 1
−U0
· 1
−g00 において

E =
ℏ
2

1√
2Mε

,
1

−U0
=

√
2M

ε
,

1

−g00
= 1− 2M

2M + ε
≃ ε

2M

である．

■「ブラックホールからの輻射率は，AT 4 に比例する」(p.429，l.15～16)について T 4 の温度依存性は，黒

体放射に関する Stefan-Boltzmannの法則による．



■蒸発の最後の瞬間に放出されるエネルギー (11.110) について τ0 = 1010yr,M0 = 1012kg とすると式

(11.108)の比例係数は

τ = τ0
M3

M 3
0

と定まるので (式 (11.109))，

M =

(
τ

τ0/M 3
0

)1/3

=

(
(3× 107)−1yr

1010yr/103×12kg3

)1/3

∼ 106kg

を得る．これに c2 = (3× 108m/2)2 をかけてエネルギーに換算すれば 1023J程度となる．

■「ℏ/(8πkM)はその温度だから」(p.431，l.7)について これは式 (11.105):T = h/(8πkM)の hを ℏに置
き換えたものである．



［動的な重力に対する強度の評価は9.3節冒頭］
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12.4われわれが観測する宇宙の進化

• 宇宙の進化のシナリオを概観
• 宇宙の歴史は温度とともに変化する過程 (熱史)

→ 進化の各段階を示すのに，温度，またはエネルギー E = kT を用いる

• 現在の加速器によって物理法則を確かめられるエネルギーは 1TeV程度

→ われわれの物理的描像は，膨張プラズマがこのエネルギーをもっていた時期から信頼できる

■脱結合：宇宙マイクロ波背景放射 過去に遡るとスケール因子 Rが減少

• 物質のエネルギー密度は増加
– 通常の物質 (暗黒物質とバリオン物質)のエネルギー密度 ∼ R−3

– 宇宙マイクロ波背景放射の光子のエネルギー密度 ∼ R−4

• 暗黒エネルギー密度は一定

よって

• 初期宇宙では暗黒エネルギーを無視できる．
• ある時点で，放射優勢から物質優勢へと変化した (その時の温度は約 105K)．

– 水素の電離エネルギー，または脱結合のエネルギーに近い．

∗ 脱結合 · · · · · · 温度が冷えて電離していた水素が中性化し，光がプラズマに散乱されなくなる．
宇宙マイクロ波背景放射が作られた時期を定義．

宇宙マイクロ波背景放射

• 温度 T = 2.725Kの黒体放射

• 温度揺らぎ
– 銀河団や銀河形成の種

– 物質の主要な成分である暗黒物質は放射と直接相互作用しないので，

宇宙マイクロ波背景放射の温度揺らぎとして見えない

– シミュレーションによれば，

暗黒物質粒子のランダムな速度が小さい場合にのみ銀河を形成 (冷たい暗黒物質モデル)

– 揺らぎの角度スペクトルは宇宙論パラメーターについての情報を含んでいる

■暗黒物質と銀河形成：脱結合後の宇宙

• 脱結合以前
バリオン物質は光子と平衡にあるので，暗黒物質の揺らぎ (不均一性)についていけない

• 脱結合後
中性原子となったバリオン物質は，暗黒物質が作った重力ポテンシャルの中に落ち込み始める．

– バリオン物質

電荷を持つ



→ 電荷の衝動により励起した電子は余分なエネルギーを放出して再び基底状態に落ちる

→ バリオン物質はさらにポテンシャルを落下し，塊を作る

(このときバリオン物質は高温になるにも関わらず，このプロセスは冷却化と呼ばれる)

→ 合体を繰り返し，最終的に銀河になる

– 暗黒物質

電荷を持たない

→ バリオンの場合のような「振幅の大きな揺らぎ」(密度の非一様性)を作らず，

銀河のまわりに広がった“ハロー”を作る．

• 合体
– われわれの銀河系に組み込まれつつある，太陽質量の数百万倍もの質量

– 球状星団オメガケンタウリ · · · · · · 銀河系に飲み込まれた小さな銀河の中心部分か
– マゼラン星 · · · · · · 銀河系への合体途上

• 天文衛星 GAIA(2012年打ち上げ予定)

銀河系の速度場の地図を作成 → 太古の合体が作った流れを探す

• 合体構造の成長
– 第一世代の星 (種族 IIIの星)· · · 高密度のガス，重元素を作らない
– 大質量の星 · · · 重元素を作って周りの空間に吹き飛ばし，ブラックホールを残す
→ 紫外線を放射し，水素を再電離

• 以上の階層的構造形成シナリオによれば，
ほとんどすべての銀河の中心に巨大ブラックホールが観測されるはず

• 暗黒物質を間接的に観測する方法
– 渦巻き銀河の回転曲線

– 重力レンズ

■初期宇宙

• ビッグバンから 200秒後，温度は約 50keVで陽子と中性子の間の核反応は平衡にある．

宇宙がこの温度から冷えると，ヘリウムなどの重たい元素ができる．

光子と 3種類のニュートリノ以外は，軽いあるいは質量をもたない粒子は大量には存在しない．

• ビッグバンの 1秒後の温度約 500keVはほぼ電子の質量であり，電子と陽電子は対生成できる．

2,3秒後にはほとんどすべての陽電子は消えてしまい，

109 個の光子に対して電子がほぼ 1個の割合で残る．

• 物質と反物質の非対称性
– 電子の方が陽電子より多い

– 陽子の方が反陽子より多い

• ビッグバンから 10−5 秒後では陽子も中性子も存在せず，クォークとグルーオンのプラズマ

• 10TeVという高温度 (ビッグバンの 10−4 秒後の温度)において，

ヒグス粒子を探し超対称性を見つけるための実験を始めている

• 銀河形成を引き起 (こ)す暗黒物質の密度ゆらぎの説明が

インフレーションシナリオによって与えられる



– 大きなスケールで宇宙が一様性と等方性をもつことも何らかの説明が必要である

初期宇宙は大きな正の宇宙定数に支配されているとすると，

指数関数的膨張 (インフレーション)が起きる．

微小な領域は短時間でも情報が全体に伝わるから一様になり，

これがインフレーションにより膨張して一様な宇宙の初期条件ができる

– 粒子地平線 (p.481，l.7)については p.448参照．

– 式 (12.64):H2 = 8
3πρΛ は式 (12.58)右辺において ρΛ を残し，

式 (12.22):H = Ṙ
R を用いて得られる．

• インフレーションでは量子スケールの微小な密度揺らぎをより大きな古典的揺らぎにし，
宇宙マイクロ波背景放射の温度揺らぎが説明される*11

■一般相対論を超えて 重力理論の量子的な記述への置き換え

• ループ量子重力理論
– 時空そのものを直接量子化

– 時空の小さなスケールの構造としてループが現れる

– ビッグバン特異点を解消

• 弦理論
– われわれの 4次元時空は高次元環境における 4次元的な面 (ブレーン)

– Newton重力の逆二乗則を修正

– ブレーン同士の衝突 → ビッグバン

*11 現在のインフレーション理論では，インフレーションと真空の相転移は関係がないとされる (p.482脚注)．
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